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Introduction générale

L�analyse du comportement asymptotique des modèles mis en place sur des �lms minces

(l�une des dimensions (l�épaisseur) est petite devant les autres), et comprendre comment

l�épaisseur du �lm a¤ecte le problème, est une question très importante en sciences ap-

pliquées, parce que les problèmes qui sont posés dans un �lm mince sont largement utilisés

dans plusieurs domaines tels que la mécanique, la chimie, l�aéronautique et encore le génie

civil.

En mécanique des solides, les structures minces (barres minces, plaques minces, coques

minces) sont largement utilisées dans plusieurs domaines de l�industrie, par exemple dans

l�industrie sous-marine, aérospatial, le génie civil et dans des constructions courantes (ponts,

toits de bâtiments,...), dans le domaine de l�énergie, et dans la conception industrielle

(turbines, pièces de mécanique, carrosserie de voiture,...), et même dans le monde du vi-

vant (artères, bronches,...), on retrouve également l�utilisation des structures minces dans

l�industrie métallurgique notamment dans le processus de laminage des tôles minces etc.

Plus de détails peuvent être vus à [3].

En littérature mathématique, les problèmes dans les domaines minces et surtout dans

l�élasticité concernant les �ls minces, les plaques et les coques ont déjà été étudiés pendant

plus d�un siècle. Par exemple Ciarlet et Destuynder [17], Destuynder [18], ont étudié des

états d�équilibre d�une plaque mince 
 � (�";+") sous des forces externes où 
 est un

domaine lisse dans R2 et " est un petit paramètre, pour justi�er le modèle bidimensionnel

des plaques.

Au cours des dernières années, de nombreux auteurs ont appliqué les méthodes asympto-

tiques dans les problèmes d�élasticité et de viscosité tridimensionnels ou bidimensionnels pour

dériver de nouveaux modèles réduits bidimensionnels ou unidimensionnels. L�importance de

ces derniers qui sont obtenus réside dans le fait qu�on peut les utiliser à la place des modèles
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tridimensionnels complets lorsque l�épaisseur est su¢ samment petite. En outre, les modèles

bidimensionnels ou unidimensionnels sont plus simples que leur contrepartie tridimension-

nelle ce qui facilite leur étude. Ils permettent aussi d�e¤ectuer des simulations numériques

moins coûteuses des simulations tridimensionnelles.

Dans [6], Bayada et Lhalouani ont étudié un problème de contact avec la loi de frottement

de Coulomb entre un matériau élastique et un joint élastique de faible épaisseur encastré

dans un support rigide. Paumier [37] réalise une modélisation asymptotique d�un problème

de contact unilatéral d�une plaque mince, il a prouvé que ce problème tridimensionnel avec

frottement tend vers un autre bidimensionnel sans frottement. La justi�cation par l�analyse

asymptotique des plaques élastiques donnée par Gilbert et Vashakmadze [27] et pour les

coquilles données par Chacha et Miloudi [15]. Dans [7], Benseridi et Dilmi étudient le

comportement asymptotique d�un problème dynamique pour l�élasticité dans un domaine

borné en dimension trois avec les conditions de frottement de Tresca, dans le cas isotherme.

Le même problème mais dans le cas non isotherme a été étudié dans [44]. Dans le cadre

de l�étude des problèmes de viscosité, Rodríguez-Arós et Viaño dans ([42], [43]) justi�ent

deux modèles pour l�étirement en �exion d�une barre viscoélastique en utilisant la méthode

d�expansion asymptotique. Dilmi et d�autres ont étudié dans [21] l�analyse asymptotique d�un

modèle mathématique impliquant un contact friction entre un corps électro-viscoélastique et

une base dans un domaine mince tridimensionnel.

Le lecteur peut également consulter certains travaux concernant des équations aux dérivées

partielles posées dans di¤érentes domaines minces, voir par exemple ([26], [28], [36], [38]-[40]).

En dynamique des �uides, les applications des problèmes qui sont posés dans un �lm

mince sont : lubri�cation, problèmes de météorologie, dynamique des océans, (voir [13],

etc...).

La lubri�cation est une science qui s�intéresse à l�étude des phénomènes d�interaction

entre deux corps en contact entre lesquels est intercalé un troisième corps appelé lubri�ant

qui peut être �uide, solide ou semi solide. Selon la nature du lubri�ant utilisé, on distingue

deux types de lubri�cation, à savoir: la lubri�cation solide et la lubri�cation �uide.

Selon le mathématicien irlandais O. Reynolds, la lubri�cation désigne le contrôle de l�usure

des matériaux par l�introduction d�un �lm �uide qui réduit le frottement entre les surfaces

en quasi-contact et en mouvement relatif. L�étude des problèmes de lubri�cation hydrody-

namique remonte au célèbre travail de Reynolds [41] publié en 1886. Il a présenté sa fameuse
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équation "L�équation de Reynolds" à partir des équations de la mécanique des �uides. Cette

équation est donnée comme suit

div
�
h3:r�

�
= div (s:h) , (Rey)

où h est l�épaisseur de l�écoulement, � la pression et s un vecteur donné représentant le

cisaillement de l�une des deux surfaces solides. L�équation (Rey) permet de prévoir le com-

portement des contacts lubri�és. La résolution de cette équation permet de déterminer le

champ de pression dans un contact lubri�é et ainsi ses caractéristiques de fonctionnement,

à savoir : la capacité de charge, le débit, la puissance dissipée, le nombre de frottement, etc.

La relation entre l�équation de Reynolds et les équations de Navier-Stokes a été donnée

formellement par Elrod [25], Capriz [14] et Wannier [47]. Dans les problèmes de lubri�cation,

l�équation de Reynolds peut être mathématiquement justi�ée à partir de l�équation de Stokes

sur les domaines minces (Bayada et Chambat [5]).

Des résultats concernant l�étude du phénomène de lubri�cation par des �uides Newtoniens

avec glissement ont été obtenus par Bayada et Boukrouche [4], lorsque le glissement est donné

par la loi de frottement de type Tresca et par Boukrouche, Lukaszewicz [11] dans le cas où

le glissement est donné par la loi de frottement de Coulomb. Dans le cas du �uide non-

Newtonien, la littérature concernant ce sujet est vaste (voir par exemple ([10], [8])).

L�objet de cette thèse est l�analyse asymptotique de quelques problèmes aux limites non

linéaires dans un �lm mince, quand l�épaisseur " du �lm tend vers zéro. En présence des

conditions non linéaires de type Tresca sur une partie de bord du �lm mince. Les modèles

que l�on étudie sont issus de la mécanique des solides et des �uides. L�étude asymptotique

de ces problèmes lorsque "! 0 est motivée par des aspects physiques et mathématiques. Du

point de vue de la physique, il s�agit de dériver des modèles limites valables dans di¤érents

régimes. Par contre du point de vue mathématique, ils se posent les questions suivantes :

1. Quel est le problème limite lorsque "! 0?

2. Ce problème est-il bien posé?

3. Peut-on montrer un résultat de convergence?

Cette thèse se compose de cinq chapitres que nous allons brièvement décrire.

Le premier chapitre 1, comprend les outils nécessaires pour une bonne compréhension

des problèmes traités. Nous commençons par la présentation de quelques espaces fonction-

nels. On y introduit des espaces de Lebesgue et de Sobolev, puis nous rappelons les espaces
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des fonctions à valeurs vectorielles, ainsi que leurs principaux propriétés. Ensuite nous pas-

sons en revue quelques résultats fondamentaux d�analyse fonctionnelle. Nous �nissons en

donnant quelques lemmes de Gronwall, qui seront plus utiles dans la démonstration d�unicité

des solutions faibles et pour former les estimations a priori.

Le deuxième chapitre 2, est consacré sur l�étude du comportement asymptotique d�un

problème associé à des déformations lentes d�une membrane élastique homogène et isotrope

en régime dynamique avec terme dissipatif
�
�" +

��@u"
@t

��� @u"
@t
et conditions de frottement non

linéaires du type Tresca dans un domaine mince 
" � R2. Dans une première étape, nous

donnons la formulation variationnelle du problème et l�établissement des résultats d�existence

et d�unicité de la solution faible, puis on passe à l�étude de l�analyse asymptotique. Pour cela,

on utilise le changement d�échelle suivant la deuxième composante et des nouvelles inconnues

pour mener l�étude sur un domaine 
 ne dépend pas de ". Ensuite, et par l�utilisation de

di¤érentes inégalités (Poincaré, Young, Hölder et Korn), nous prouvons après un travail

explicite des estimations a priori ce qui nous permet de passer à la limite lorsque " tend vers

zéro dans la formulation variationnelle, on obtient le problème limite suivant

��@
2u�1
@z2

(t) + �̂
@u�1
@t
(t) = f̂1 (t) ,

u�1 (x; z; 0) = #̂0;1,

� j� �j < k̂ ) @s�

@t
= 0,

� j� �j = k̂ ) 9� > 0 : @s�
@t
= �� �,

9=; p.p sur ]0; l[� ]0; T [ ,

et l�équation faible de Reynolds suivanteZ l

0

�
~F � h

2
s� +

Z h

0

u�1 (x; z; t) dz + ~U1

�
 
0
(x) dx = 0; 8 2 H1 (]0; l[) ,

où

� � (x; t) =
@u�

@z
(x; 0; t) , s� (x; t) = u� (x; 0; t) ,

~F (x; h; t) =
1

�

Z h

0

F (x; z; t) dz � h

2�
F (x; h; t) ,

~U1 (x; h; t) = � �̂
�

Z h

0

U1 (x; z; t) dz +
�̂h

2�
U1 (x; h; t) ,

F (x; z; t) =

Z z

0

Z �

0

f̂1 (x; �; t) d�d�, U1 (x; z; t) =
Z z

0

Z �

0

@u�1
@t
(x; �; t) d�d�.
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Ce chapitre est un article accepté dans le journal de Rend. Istit. Mat. Univ. Trieste, (voir

[23]).

Dans le troisième chapitre 3, on s�intéresse à l�étude de l�analyse asymptotique d�un

problème associé à des déformations d�un corps plus général de type viscoélastique homogène

et isotrope et ce dans un domaine mince 
" � R3 avec le terme dissipatif
�
1 +

��@u"
@t

��� @u"
@t
et

le terme source ju"ju". Ce problème est lié aux conditions de frottement non linéaires de

Tresca. Nous étudions l�analyse asymptotique du problème par les mêmes techniques que

nous avons utilisées dans le deuxième chapitre. Nous obtenons un théorème de convergence,

qui nous permet de passer à la limite lorsque " tend vers zéro. En�n, nous obtenons le

problème limite suivant

� @2

@z2

�
�u�i (t) + �

@u�i (t)

@t

�
+ �̂

�
1 +

����@u�i (t)@t

����� @u�i (t)

@t
= f̂i (t) , i = 1; 2,

u�i (x
0; z; 0) = û0;i (x

0; z) , i = 1; 2,���� � + �@�
�

@t

�� < k̂ ) @s�

@t
= 0,���� � + �@�

�

@t

�� = k̂ ) 9� > 0 : @s�
@t
= �

�
�� � + �@�

�

@t

�
,

9=; p.p sur ! � ]0; T [ ,

avec l�équation spéci�que de Reynolds suivanteZ
!

�
~F � h

2

�
�s� + �

@s�

@t

�
+

Z h

0

�
�u� + �

@u�

@t

�
(x0; z; t) dz + ~Ut

�
r (x0) dx = 0, 8 2 H1 (!) ,

où

� � (x0; t) =
@u�

@z
(x0; 0; t) , s� (x0; t) = u� (x0; 0; t) ,

~F (x0; h; t) =

Z h

0

F (x0; z; t) dz � h

2
F (x0; h; t) , F (x0; z; t) =

Z z

0

Z �

0

f̂ (x0; �; t) d�d�,

~Ut (x
0; h; t) = ��̂

Z h

0

Ut (x
0; z; t) dz +

�̂h

2
Ut (x

0; h; t) ,

Ut (x
0; z; t) =

Z z

0

Z �

0

�
1 +

����@u�@t
����� @u�

@t
(x0; �; t) d�d�.

Ce chapitre est un article accepté dans le journal de Mathematical Methods in the Applied

Sciences, (voir [22]).

Dans le quatrième chapitre 4, nous nous intéressons à l�analyse asymptotique d�un

problème de lubri�cation dans un domaine mince 
" � R3 en régime stationnaire gouverné

par le système de Stokes généralisé avec la condition de Tresca sur une partie du bord. Ce

problème soumis à la loi de comportement suivant

�" (u"; �") = �0D(u
") + �1

D(u")

jD(u")j2�p
� �"I3, avec p 2 ]1; 2[ ,
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où u" est la vitesse, �" la pression, I3 le tenseur identité et D(u") = (dij(u"))1�i;j�3 le tenseur

des taux de déformation avec

dij(u
") =

1

2

�
@u"i
@xj

+
@u"j
@xi

�
.

Après nous mentionnons la formulation mécanique de l�écoulement stationnaire du �uide,

nous dérivons l�inéquation variationnelle, ensuite, nous passons à l�étude du comportement

asymptotique de la même manière que dans les chapitres précédents. En e¤et, nous utilisons

le changement d�échelle pour obtenir un problème dans un domaine �xe 
, puis on établit

des estimations sur la vitesse et la pression. Ces estimations nous permettent d�obtenir le

problème limite suivant

��0
2

@2u�i
@z2

+
@��

@xi
= f̂i, i = 1; 2,

�0
2
j� �j < k̂ ) s� = 0,

�0
2
j� �j = k̂ ) 9� > 0 : s� = �� �,

9=; p.p sur !,

avec l�équation de Reynolds spéci�que suivanteZ
!

�
h3 (x0)

12
r�� + h (x0)�0

8
s� + ~F +

�0
2

Z h

0

u� (x0; �) d�

�
r (x0) dx0 = 0, 8 2 H1 (!) ,

où

� � (x0) =
@u�

@z
(x0; 0) , s� (x0) = u� (x0; 0) ,

~F (x0; h) =

Z h

0

F (x0; z) dz � h

2
F (x0; h) ,

F (x0; z) =

Z z

0

Z �

0

f̂ (x0; �) d�d�.

L�analyse de ce problème a fait l�objet de la publication [20].

Dans le dernier chapitre 5, nous considérons un problème tridimensionnel qui décrit

l�écoulement stationnaire lent du �uide non-Newtonien généralisé gouverné par la loi de

comportement suivant

�" (u"; �") = T " (D (u"))� �"I3,

dans un domaine mince 
" � R3, avec une condition aux limites de frottement de Tresca.

Après avoir présenté les hypothèses nécessaires sur le tenseur non linéaire T " (:), nous étab-

lissons une formulation variationnelle faible du problème; nous étudions ensuite le comporte-

ment asymptotique du problème en suivant les mêmes étapes que nous avons suivies dans
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les chapitres précédents. En utilisant le fait que la dimension du domaine �uide tend vers

zéro, nous prouvons la convergence faible des inconnues qui sont la vitesse et la pression du

�uide. Ensuite, nous obtenons le problème limite suivant

@

@z

h
T̂i3

�
�D (u�)

�i
+
@��

@xi
= f̂i, i = 1; 2,

�
2P
i=1

�
T̂i3 (D

� (� �))
�2� 12

< k̂ ) s�j = 0, j = 1; 2;�
2P
i=1

�
T̂i3 (D

� (� �))
�2� 12

= k̂ ) 9� > 0 : s�j = �T̂j3 (D
� (� �)) , j = 1; 2;

9>>>=>>>; p:p sur !,

avec l�équation généralisée de Reynolds suivanteZ
!

�
h3

12

@��

@xi
+ ~Fi +

Z h

0

Z z

0

T̂i3

�
�D (u�)

�
(x0; �) d�dz

�
@ (x0)

@xi
dx0

+

Z
!

�
�h
2

Z h

0

T̂i3

�
�D (u�)

�
(x0; �) d�

�
@ (x0)

@xi
dx0 = 0, i = 1; 2; 8 2 W 1;p (!) ,

où

� � (x0) =
@u�

@z
(x0; 0) , s� (x0) = u� (x0; 0) ,

D� (� � (x0)) =

0BBB@
0 0 1

2

@u�1
@z
(x0; 0)

0 0 1
2

@u�2
@z
(x0; 0)

1
2

@u�1
@z
(x0; 0) 1

2

@u�2
@z
(x0; 0) 0

1CCCA ,

~Fi (x
0; h) =

Z h

0

Fi (x
0; z) dz � h

2
Fi (x

0; h) ,

Fi (x
0; z) =

Z z

0

Z �

0

f̂i (x
0; �) d�d�.

En�n, nous montrons l�unicité de la solution (u�; ��) du problème limite.
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Chapitre 1

Quelques rappels d�analyse

fonctionnelle

Résumé. Les problèmes qui seront fait étudier dans cette thèse sont des problèmes non

linéaires. A�n d�étudier ces problèmes de plus précisément, il est nécessaire d�utiliser quelques

outils mathématiques. Ce chapitre est consacré aux rappels de quelques préliminaires math-

ématiques qui seront utilisés dans la suite de cette thèse. Les résultats seront donnés sans

démonstrations, car ils sont standards et connus chez les lecteurs comme ils peuvent être

trouvés dans beaucoup de références de mathématiques. Nous supposerons dans ce chapitre

que 
 est un domaine de Rd (d = 2; 3).

Contenu

1.1 Quelques espaces fonctionnels;

1.1.1 Espaces de Lebesgue.

1.1.2 Espaces de Sobolev.

1.1.3 Espaces des fonctions à valeurs vectorielles.

1.2 Convergence faible et convergence faible étoile.

1.3 Théorème de Riesz-Fréchet et Lax-Milgram.

1.4 Fonctions convexes et semi-continues inférieurement.

1.5 Di¤érentiabilité et sous-di¤érentiabilité.

1.6 Opérateurs monotones et inéquations variationnelles.

1.7 Lemmes de Gronwall.
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1.1 Quelques espaces fonctionnels

Dans cette section nous allons dé�nir les espaces de Lebesgue (les espaces des fonctions p-

intégrables), les espaces de Sobolev et les espaces des fonctions à valeurs vectorielles. Ces

derniers qui nous aident à comprendre les propriétés des espaces appropriés à la mécanique.

Pour plus de détails sur ce sujet nous renvoyons le lecteur, par exemple, aux références

([1]; [12]; [24]).

Dans le suit, on désigne par

D (
) = C10 := ffonctions de classe C1 a support compact K � 
g ,

l�espace des fonctions tests sur 
. D0 (
) l�espace des distributions sur 
, c�est-à-dire l�espace

des formes linéaires et continues sur D (
) (le dual topologique de D (
)).

1.1.1 Espaces de Lebesgue

Dé�nition 1.1 Soit p 2 [1;+1[, et x 2 Rd. On appelle l�espace de Lebesgue Lp (
)

l�ensemble

Lp (
) =

�
v : 
! R; v mesurable sur 
 et

Z



jvjp dx < +1
�
.

L�espace Lp (
) est un espace de Banach s�il est muni de la norme

kvkLp(
) =
�Z




jvjp dx
� 1

p

.

Si p = +1 et v : 
! R mesurable, alors on dé�nit l�espace L1 (
) par

L1 (
) =

�
v : 
! R; v mesurable sur 
 et sup

x2

ess jv (x)j < +1

�
,

où

sup
x2


ess jv (x)j = inf fM > 0; jv (x)j �M presque partout dans 
g .

L�espace L1 (
) muni de la norme

kvkL1(
) = sup
x2


ess jv (x)j ,

est aussi un espace de Banach.
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Dans ce qui suit nous allons rappeler quelques propriétés des espaces Lp (
). Soit 1 < p <

1 un réel. On pose q = p
p�1 et on dit que q est l�exposant conjugué de p, qu�il est caractérisé

par 1
p
+ 1

q
= 1. Pour p = 1 (resp. p =1) nous posons naturellement q =1 (resp. q = 1).

Théorème 1.1 Soit p 2 [1;+1], les espaces Lp (
) véri�ent les assertions suivantes

1) Les duaux des espaces Lp (
), pour p 2 [1;+1[, véri�ent (Lp (
))0 = Lq (
).

2) Les espaces Lp (
) sont des espaces ré�exifs pour p 2 ]1;+1[.

3) Les espaces Lp (
) sont des espaces séparables pour p 2 [1;+1[.

4) D (
) est dense dans Lp (
) pour p 2 [1;+1[, c�est-à-dire que pour tout u 2 Lp (
) il

existe une suite un 2 D (
), telle que

lim
n!1

ku� unkLp(
) = 0.

5) De toute suite de Cauchy dans Lp (
), avec 1 � p � 1, on peut extraire une sous-suite

qui converge presque partout dans 
.

Théorème 1.2 (Inégalité de Hölder) Soient u 2 Lp (
) et v 2 Lq (
) avec 1 < p < 1.

Alors u:v 2 L1 (
) et Z



ju:vj dx � kukLp(
) kvkLq(
) .

Remarque 1.1 Il convient de retenir une conséquence très utile de l�inégalité de Hölder.

Soient u1, u2, :::; uk, des fonctions telles que

ui 2 Lpi (
) , 1 � i � k avec
1

p
=
1

p1
+
1

p2
+ :::+

1

pk
� 1.

Alors le produit u = u1:u2::::uk appartient à Lp (
) et

kukLp(
) � ku1kLp1 (
) ku2kLp2 (
) ::: kukkLpk (
) .

Corollary 1.1 L�espace L2 (
) muni du produit scalaire

(u; v) =

Z



u:vdx, 8u; v 2 L2 (
) ;

est un espace de Hilbert. De plus l�inégalité de Cauchy-Schwarz correspondante à l�inégalité

de Hölder, c�est-à-dire

j(u; v)j � kukL2(
) kvkL2(
) .
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1.1.2 Espaces de Sobolev

Dans ce paragraphe, nous dé�nissons les espaces de Sobolev qui sont les outils fondamentaux

de dériver la formulation variationnelle.

Dé�nition 1.2 Soient 
 un ouvert de Rd. L�espaces de Sobolev H1 (
) est dé�ni par

H1 (
) =

�
u 2 L2 (
) ; @u

@xi
2 L2 (
) , 8i 2 f1; 2; :::; dg

�
,

où
@u

@xi
au sens des distributions.

Proposition 1.1 L�éspace de Sobolev H1 (
) muni du produit scalaire

(u; v) =

Z



(u (x) :v (x) +ru (x) :rv (x)) dx,

et de la norme

kukH1(
) =

�Z



�
ju (x)j2 + jru (x)j2

�
dx

� 1
2

,

est un espace de Hilbert.

Théorème 1.3 (de densité) Si 
 est un ouvert borné régulier de classe C1, alors D
�
�

�

est dense dans H1 (
).

Nous dé�nissons maintenant d�autres espaces de Sobolev qui sont des sous-espace de

H1 (
). Ces espaces sont très utiles pour les problèmes avec conditions aux limites de

Dirichlet.

Dé�nition 1.3 L�espace de Sobolev H1
0 (
) est dé�ni comme l�adhérence de D (
) dans

H1 (
). Autrement dit

H1
0 (
) =

�
u 2 H1 (
) ;9vn 2 D (
) telle que vn ! u dans H1 (
)

	
.

Dé�nition 1.4 Le dual de l�espace de Sobolev H1
0 (
) est appelé H

�1 (
).

Proposition 1.2 L�espace H�1 (
) est caractérisé par

H�1 (
) =

(
u = v0 +

dX
i=1

@vi
@xi

avec vi 2 L2 (
) ; 0 � i � d

)
.

Muni de la norme

kLkH�1(
) = sup
kvk

H10(
)
�1

���hL; viH�1(
)�H1
0 (
)

��� ,
l�espace H�1 (
) est un espace de Banach.
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On peut aisément généraliser la Dé�nition 1:2 de l�espace de Sobolev H1 (
) aux fonctions

qui sont m � 0 fois dérivables au sens faible. Soit � = (�1; �2; :::; �d) un multi-indice. On

note j�j =
dP
i=1

�i et pour une fonction u,

D�u (x) =
@j�ju

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�d
d

(x) .

Dé�nition 1.5 Pour un entier m � 0, l�espace de Sobolev Hm (
) est dé�ni par

Hm (
) =
�
u 2 L2 (
) ;D�u 2 L2 (
) , 8� avec j�j � m

	
,

où la dérivée D� est à prendre au sens faible.

Proposition 1.3 Muni du produit scalaire

(u; v) =

Z



X
j�j�m

D�u:D�vdx,

et de la norme

kukHm(
) =

0@Z



X
j�j�m

D�u:D�udx

1A 1
2

,

l�espace de Sobolev Hm (
) est un espace de Hilbert.

Proposition 1.4 Pour m et m0 deux entiers non nuls, avec m � m0, on a

Hm (
) � Hm0
(
) ,

et l�injection est continue.

Plus généralement, on peut dé�nir les espaces Wm;p (
) pour un entier m et pour un réel

1 � p � 1.

Dé�nition 1.6 Pour tout entier m, l�espace de Sobolev Wm;p (
) est dé�ni par

Wm;p (
) = fu 2 Lp (
) ;D�u 2 Lp (
) , 8� avec j�j � mg ,

où la dérivée D� est à prendre au sens faible.
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Muni de la norme

kukWm;p(
) =

8><>:
�P

j�j�m kD�ukpLp(
)
� 1
p
, si 1 � p <1,

max
0�j�j�m

kD�ukL1(
) , si p =1,

l�espace de Sobolev Wm;p (
) est un espace de Banach.

Nous désignons par W 1;p
0 (
) la fermeture de D (
) dans W 1;p (
) et on note

W 1;p
0 (
) = D (
) dans W 1;p (
) ,

et par W�1;q (
) le dual topologique de W 1;p
0 (
), tel que

1

p
+
1

q
= 1.

Proposition 1.5 (Inégalité de Poincaré) Soit 
 un ouvert borné de Rd. Il existe une

constante C(
) telle que pour toute fonction u 2 W 1;p
0 (
)

kukLp(
) � C(
) krukLp(
) .

Dans l�étude des problèmes aux limites linéaires ou non linéaires, l�injection de Sobolev

joue un rôle important, car elles fournissent des inégalités entre les normes des espaces de

Sobolev Wm;p (
) et les normes des espaces de Lebesgue Lq (
).

Théorème 1.4 (Injection de Sobolev) Soit 
 un ouvert de Rd, ou bien 
 = Rd, et

1 � p <1, alors

1. Si p 2 [1; d[; alors W 1;p (
) � Lq (
), 8q 2
h
1; dp

d�p

h
.

2. Si p = d; alors W 1;p (
) � Lq (
), 8q 2 [d;+1[.

3. Si p 2 ]d;+1[; alors W 1;p (
) � C (
).

Avec injections compactes.

1.1.3 Espaces des fonctions à valeurs vectorielles

Nous allons introduire maintenant des outils supplémentaires qui sont fondamentaux pour

l�étude des problèmes en régime dynamique. Soit 0 < T <1 et soit (X; k:kX) un espace de

Banach réel.

Dé�nition 1.7 Soient X un espace de Banach et T un réel strictement positif. Pour p 2

[1;+1], on note Lp (0; T ;X) l�ensemble des fonctions Lebesgue mesurables dé�nies sur ]0; T [
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et à valeurs dans X, telles que l�application t 7! ku (t)kX soit dans Lp (0; T ). L�espace

Lp (0; T ;X) est un espace de Banach pour la norme

ku (t)kLp(0;T ;X) =
�Z T

0

ku (t)kpX dt
� 1

p

, si 1 � p <1,

ku (t)kL1(0;T ;X) = inf fc > 0; ku (t)kX � c, t 2 ]0; T [g , si p =1.

Par ailleurs, nous avons les résultats suivants :

Proposition 1.6 Pour p 2 [1;+1[, on a

1. Si X est séparable, alors Lp (0; T ;X) est aussi séparable.

2. Si X est ré�exif, alors Lp (0; T ;X) est aussi ré�exif.

3. Si X et Y désignent deux espaces de Banach, X inclus dans Y , avec injection continue,

alors il existe une injection continue de Lp (0; T ;X) dans Lp (0; T ;Y ).

4. Si (X; (:; :)X) est un espace de Hilbert, alors L
2 (0; T ;X) est aussi un espace de Hilbert

pour le produit scalaire dé�ni par

(u; v)L2(0;T ;X) =

Z T

0

(u (t) ; v (t))X dt.

5. Si X est un espace de Banach ré�exif et X 0 son dual, alors

(Lp (0; T ;X))0 = Lq (0; T ;X 0) , 1 < p; q <1, 1
p
+
1

q
= 1,

�
L1 (0; T ;X)

�0
= L1 (0; T ;X 0) ,

où Lp (0; T ;X)0 représente le dual de l�espace Lp (0; T ;X), 1 � p <1.

Théorème 1.5 (Bochner) Une fonction mesurable u : [0; T ] ! X est intégrable si et

seulement si x 7! ku (x)kX : [0; T ]! R+ est intégrable. Dans ce cas



Z T

0

u (t) dt






X

�
Z T

0

ku (t)kX dt.

Lemme 1.1 Si u 2 Lp (0; T ;X) et
@u

@t
2 Lp (0; T ;X) (1 � p � 1), alors u est après mod-

i�cation éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0; T ) est dans C (0; T ;X), où

C (0; T ;X) l�ensemble des fonctions continues dans (0; T ) à valeurs dans X.
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Théorème 1.6 Soit (X; (:; :)X) un espace de Hilbert et soit u : ]0; T [ ! X une fonction

telles que u 2 Lp (0; T ;X), et @u
@t
2 Lp (0; T ;X), alors

1. La fonction t 7! ku (t)kX est une fonction absolument continue sur l�intervalle ]0; T [.

2.
1

2

d

dt
ku (t)k2X =

�
du (t)

dt
; u (t)

�
X

, presque partout dans ]0; T [.

3.
1

2
ku (t)k2X =

1

2
ku (0)k2X +

R t
0

�
du (s)

dt
; u (s)

�
X

ds, 8t 2 ]0; T [.

Dans ce qui suit, nous donnons quelques préliminaires sur la convergence faible et la con-

vergence faible étoile, les fonctions convexes et les fonctions semi-continues inférieurement.

Nous présentons ensuite quelques notions a¤érentes au di¤érentiel et sous-di¤érentiel. En�n

nous donnons une notion sur les opérateurs monotones et les inéquations variationnelles.

Extraits de ([12]; [48]; [34]).

1.2 Convergence faible et convergence faible étoile

Soient X un espace de Banach muni de la norme k:kX , et X 0 son dual. On note par h:; :iX�X0

le produit de dualité entre X et X 0.

Dé�nition 1.8 On dit que la suite (un)n � X, converge faiblement vers u 2 X, et on note

un * u, si

lim
n!1

hun; viX�X0 = hu; viX�X0 , 8v 2 X 0.

Proposition 1.7 Soit un une suite de X. On a

1. Si un ! u , alors un * u.

2. Si un * u , alors kunkX est bornée et kukX � lim inf kunkX .

3. Si un * u et si vn ! v fortement dans X 0 (c�est-à-dire lim
n!1

kvn � vkX0 = 0), alors

lim
n!1

hun; vniX�X0 = hu; viX�X0.

Théorème 1.7 (Compacité faible des bornés du dual d�un espace ré�exif) SoientX

un espace ré�exif, et (un) une suite bornée de X . Alors il existe une sous-suite, encore notée

(un) et u 2 X telle que un * u dans X.

Dé�nition 1.9 On dit que la suite (un) 2 X 0 converge faiblement étoile vers un élément

u 2 X 0, et on note un
�

* u, si

lim
n!1

hv; uniX�X0 = hv; uiX�X0 ;8v 2 X.
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Proposition 1.8 Soit un une suite de X 0. On a

1. Si un ! u fortement, alors un
�
* u faiblement.

2. Si un
�
* u faiblement, alors kunkX0 est bornée et kukX0 � lim inf kunkX0.

3. Si un
�
* u faiblement et si vn ! v fortement dans X (c�est-à-dire lim

n!1
kvn � vkX = 0),

alors lim
n!1

hun; vniX0�X = hu; viX0�X .

Théorème 1.8 (Compacité faible étoile des bornés du dual d�un espace séparable)

Soient X un espace séparable, et (un) une suite bornée de X 0. Alors il existe une sous-suite,

encore notée (un) et u 2 X 0 telle que un
�
* u dans X 0.

Une application importante de ce théorème est la suivante: si 
 est un ouvert de Rd

et (un) est une suite bornée de L1 (
), alors il existe une sous-suite encore notée (un) et

u 2 L1 (
) tels que
R


unvdx!

R


uvdx pour tout v 2 L1 (
). En e¤et, L1 (
) est le dual

de L1 (
), qui est séparable.

1.3 Théorèmes de Riesz-Fréchet et Lax-Milgram

Théorème 1.9 ( Riesz-Fréchet) Soient X un espace de Hilbert réel et (:; :)X un produit

scalaire de X. Pour tout v 2 X 0; il existe u 2 X unique tel que

hw; viX�X0 = (u;w)X , 8w 2 X.

De plus on a

kukX = kvkX0 .

Dé�nition 1.10 On appelle forme bilinéaire sur un espace de Hilbert X une application

a (:; :) : X �X �! R telle que

1. Pour tout v 2 X, l�application

av : X �! R

w 7�! a (v; w) ,

est une forme linéaire sur X.

2. Pour tout w 2 X, l�application

aw : X �! R

v 7�! a (v; w) ,
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est une forme linéaire sur X.

De plus, on dit que a (:; :) est symétrique si a (v; w) = a (w; v) pour tout v et tout w dans

X.

Supposons maintenant que a (:; :) est une forme bilinéaire dé�nie sur X � X et que l (:)

est une forme linéaire dé�nie sur X.

Dé�nition 1.11 La forme bilinéaire a (:; :) est dite coercive ou elliptique s�il existe une

constante � > 0 telle que

a (v; v) � � kvk2X ; 8v 2 X.

Dé�nition 1.12 La forme bilinéaire a (:; :) est dite continue s�il existe une constante 
 > 0

telle que

a (v; w) � 
 kvkX kwkX ; 8v; w 2 X.

Théorème 1.10 (Lax-Milgram) Soit a (:; :) une forme bilinéaire continue et coercive sur

un espace de Hilbert X. Soit l (:) une forme linéaire continue sur X. Alors il existe un

unique u 2 X tel que

a (u; v) = l (v) , 8v 2 X.

1.4 Fonctions convexes et semi-continues inférieurement

Soit j (:) est une fonction dé�nie sur un espace vectoriel réel X et à valeur dans ]�1;+1].

Dé�nition 1.13 La fonction j (:) est dite propre si elle n�est pas identiquement égale à +1,

c�est-à-dire s�il existe v0 2 X tel que j (v0) < +1.

Dé�nition 1.14 La fonction j (:) est dite convexe si

j (tu+ (1� t) v) � tj (u) + (1� t) j (v) , 8u; v 2 X, t 2 [0; 1] .

La fonction j (:) est dite strictement convexe si cette dernière inégalité est stricte pour tout

u; v 2 X tel que u 6= v.
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Pour toute fonction j : X ! ]�1;+1], on dé�nit le domaine et l�épigraphe de j (:)

respectivement par

dom (j) = fu 2 X : j (u) < +1g ,

epi (j) = f(u; �) 2 X � R : j (u) < �g .

Il est clair qu�on peut établir les résultats suivants

1) j (:) est propre si et seulement si dom (j) 6= ;.

2) Le domaine de j (:) est un ensemble convexe de X si j (:) est convexe.

3) j (:) est convexe si et seulement si epi (j) est un ensemble convexe de X � R.

Dé�nition 1.15 Une fonction j (:) dé�nie sur un espace topologique X et à valeur dans

]�1;+1] est dite semi-continue inférieurement si

l�ensemble f(v; �) 2 X � R : j (v) � �g est fermé.

Nous donnons maintenant quelques propriétés des fonctions semi-continues inférieure-

ment.

Lemme 1.2 Soit j : X ! R. Alors

1. j (:) est semi-continue inférieurement si et seulement si epi (j) est fermé dans X �R.

2. j (:) est semi-continue inférieurement si et seulement si pour tout u 2 X et tout " > 0

il existe un voisinage Vu de u dans X tel que j (v) � j (u)� " pour tout v 2 X.

3. Si j (:) est semi-continue inférieurement et si un ! u; alors

lim inf j (un) � j (u) .

Ce lemme nous conduit au résultat suivant:

Théorème 1.11 Soient X un espace de Hilbert et j : X ! R une fonction convexe et

propre. Alors j (:) est semi-continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue

inférieurement pour la topologie faible de X. Il en résulte en particulier que si j (:) est

semi-continue inférieurement et si un * u; alors

lim inf j (un) � j (u) .
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1.5 Di¤érentiabilité et sous-di¤érentiabilité

Soit X un espace de Banach muni de la norme k:kX . On note par X 0 l�espace dual de X, et

par h:; :iX0�X le produit de dualité entre X et X 0.

Dé�nition 1.16 Une fonction j : X ! ]�1;+1] est dite Gâteaux-di¤érentiable au point

u 2 X s�il existe un élément rj (u) 2 X 0 tel que

lim
t!0

j (u+ tv)� j (u)

t
= hrj (u) ; viX0�X , 8v 2 X.

L�élément rj (u) s�appelle la di¤érentielle au sens de Gâteaux de j en u. La fonction j (:)

est dite Gâteaux-di¤érentiable si elle est Gâteaux-di¤érentiable en tout point de X; dans ce

cas l�opérateur u! rj (u) de X dans X 0 s�appelle le gradient de j.

La convexité des fonctions Gâteaux-di¤érentiable peut être caractérisée comme suit:

Lemme 1.3 Soit j : X ! ]�1;+1] une fonction Gâteaux-di¤érentiable. Alors j (:) est

une fonction convexe si et seulement si

j (u)� j (v) � hrj (u) ; u� viX0�X , 8u; v 2 X.

Dé�nition 1.17 On dit que la fonction j : X ! ]�1;+1] est sous-di¤érentiable en un

point u 2 X s�il existe w 2 X 0 tel que

j (u)� j (v) � hw; u� viX0�X , 8v 2 X.

L�élément w est appelé le sous-gradient de j en u et l�ensemble des sous-gradients de j en

u est appelé le sous-di¤érentiel de j en u qu�on le note @j (u), avec

@j (u) =
�
w 2 X; j (u)� j (v) � hw; u� viX0�X , 8v 2 X

	
. (1.1)

On note par dom (@j) l�ensemble dé�ni par

dom (@j) = fu 2 X; @j (u) 6= ;g . (1.2)

En utilisant (1:1), (1:2) et la dé�nition du domaine d�une fonction, il résulte

dom (@j) � dom (j) .

La fonction j (:) est dite sous-di¤érentiable si elle est sous-di¤érentiable en tout point de X;

c�est-à-dire dom (@j) = X.
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Lemme 1.4 Soit j : X ! ]�1;+1] une fonction sous-di¤érentiable. Alors j (:) est con-

vexe, propre et semi-continue inférieurement.

Lemme 1.5 Soit j : X ! ]�1;+1] une fonction convexe et Gâteaux-di¤érentiable. Alors

j (:) est sous-di¤érentiable et on a

@j (u) = frj (u)g , 8u 2 X.

1.6 Opérateurs monotones et inéquations variationnelles

Soient X un espace de Banach ré�exif et séparable, A : X ! X 0 un opérateur non linaire,

j : X ! ]�1;+1] une fonction propre et f 2 X 0. Un nombre considérable de problèmes

aux limites en mécanique des milieux continus qui se traduit par les problèmes suivants:8<: Trouver u 2 X tel que

hA (u) ; u� viX0�X + j (v)� j (u) � hf; u� viX0�X , 8v 2 X.
(1.3)

Le problème (1:3) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espèce surX. Un

cas particulière, pour j � 0, nous obtenons l�inéquation variationnelle de première espèce.

L�opérateur A (:) est dit:

� monotone si et seulement si

hA (u)�A (v) ; u� viX0�X � 0, 8u; v 2 X.

� strictement monotone si et seulement si

hA (u)�A (v) ; u� viX0�X > 0, 8u; v 2 X, tel que u 6= v.

� hémicontinu si et seulement si la fonction réelle

�! hA (u+ �v) ; wiX0�X , 8u; v; w 2 X.

est continue pour tout � 2 R.

� coercif si et seulement si

lim
kukX!1

hA (u) ; uiX0�X
kukX

=1.

En ce qui concerne le problème (1:3), on a le résultat d�existence et d�unicité suivant.
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Théorème 1.12 Soit A : X ! X 0 un opérateur strictement monotone, borné, hémicontinu

et coercif et soit j (:) une fonction convexe, propre et semi-continue inférieurement. Alors

l�inéquation variationnelle elliptique de seconde espèce (1:3) admet une solution unique.

Lemme 1.6 (de Minty) Soit X un espace de Banach, A : X ! X 0 un opérateur hémicon-

tinue et monotone et j : X ! ]�1;+1] est une fonction propre, convexe et semi-continue

inférieurement. Si u 2 X et f 2 X 0, alors les deux inégalités suivantes sont équivalentes

hA (u) ; u� viX0�X + j (v)� j (u) � hf; u� viX0�X ;8v 2 X,

hA (v) ; u� viX0�X + j (v)� j (u) � hf; u� viX0�X , 8v 2 X.

1.7 Lemmes de Gronwall

À la �n de ce chapitre, nous passons en revue les lemmes de Gronwall qui interviennent dans

de nombreux problèmes aux limites, en particulier pour établir l�unicité de la solution, ainsi

que pour former les estimations a priori. Pour avoir plus de détails sur les rappels �gurant

dans cette section, le lecteur pourra consulter par exemple ([29]; [45]).

Lemme 1.7 Soient u; v 2 C ([0; T ] ;R) telles que u (t) � 0, v (t) � 0 sur [0; T ], a � 0 une

constante et w 2 C ([0; T ] ;R).

1. Si

w (t) � a+

Z t

0

u (s) ds+

Z t

0

v (s)w (s) ds, 8t 2 [0; T ] ,

alors

w (t) �
�
a+

Z t

0

u (s) ds

�
exp

�Z t

0

v (s) ds

�
, 8t 2 [0; T ] .

2. Si

w (t) � u (s) + a

Z t

0

v (s) ds, 8t 2 [0; T ] ,

alors Z t

0

w (s) ds � exp (aT )
Z t

0

u (s) ds.

Dans le cas particulier u � 0, la partie (1) de ce lemme devient :
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Corollary 1.2 Soient v 2 C ([0; T ] ;R) tel que v (t) � 0 sur [0; T ], a � 0 une constante, et

w 2 C ([0; T ] ;R) est une fonction telle que

w (t) � a+

Z t

0

v (s)w (s) ds, 8t 2 [0; T ] ,

alors

w (t) � a exp

�Z t

0

v (s) ds

�
, 8t 2 [0; T ] .

Ce Corollaire est souvent utilisé pour montrer l�unicité de la solution.

Lemme 1.8 Soient u, v 2 C ([0; T ] ;R) telles que u (t) � 0, v (t) � 0 sur [0; T ], et a � 0.

Soit également w : [0; T ]! R une fonction telle que

1

2
w2 (t) � 1

2
a2 +

Z t

0

u (s)w (s) ds+

Z t

0

v (s)w2 (s) ds, 8t 2 [0; T ] .

Alors

jw (t)j �
�
a+

Z t

0

u (s) ds

�
exp

�Z t

0

v (s) ds

�
, 8t 2 [0; T ] .
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Chapitre 2

Comportement asymptotique d�un

problème d�élasticité avec terme

dissipatif non linéaire

Résumé. Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�étude du comportement asymptotique d�un

problème dynamique lié au système d�élasticité linéaire dans un domaine de faible épaisseur


" � R2 avec un terme dissipatif
�
�" +

��@u"
@t

��� @u"
@t
. Supposons qu�il y à un frottement non

linéaires du type Tresca sur une partie de la frontière et la condition de Dirichlet sur l�autre

partie. Notre objectif est d�étude du comportement asymptotique de la solution du problème

considéré lorsque " tend vers zéro.

Contenu

2.1 Description du problème.

2.2 Formulation variationnelle du problème.

2.3 Changement du domaine et estimations a priori.

2.4 Théorème de convergence et problème limite.
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2.1 Description du problème

Nous considérons un problème associé à des déformations d�une membrane élastique ho-

mogène et isotrope en régime dynamique dans un domaine mince 
" borné de R2, où "

est un réel positif appartenant à ]0; 1[ et qui tend vers zéro. La frontière de 
" sera notée

�" = �![��"L[��"1, avec ! = ]0; l[ est un intervalle borné, qui constitue la frontière inférieure du

domaine 
", �"L est la frontière latérale et �
"
1 est la frontière supérieure d�équation y = "h(x),

où h (:) est une fonction de classe C1 dé�nie sur �! telle que

0 < h = hmin � h(x) � hmax = h, 8x 2 [0; l] .

On note x0 = (x; y) 2 R2. Le domaine physique 
" est donné par


" =
�
x0 = (x; y) 2 R2; 0 < x < l; 0 < y < "h (x)

	
.

Figure 2.1: Le membrane élastique 
".

On note par u"(x0; t) = (u"1(x
0; t); u"2(x

0; t)) le champ de déplacement et �" le tenseur des

contraintes dont les composantes �"ij (u
") ; 1 < i; j < 2 sont données par la loi de Hooke

suivante

�"ij (u
") = 2�dij(u

") + �
2X
k=1

dkk(u
")�ij, 1 � i; j � 2, et dij(u") =

1

2

�
@u"i
@xj

+
@u"j
@xi

�
,

où �, � sont les coe¢ cients de Lamé, dij(u") le tenseur des taux de déformations et �ij est

le symbole de Kronecker

�ij =

8<: 1, si i = j,

0, si i 6= j.
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Les équations qui gouvernent les déformations d�une membrane élastique homogène et isotrope

avec un terme dissipatif non linéaire en régime dynamique sont les suivantes

@2u"

@t2
� div (�" (u")) +

�
�" +

����@u"@t
����� @u"

@t
= f ", dans 
" � ]0; T [ , (2.1)

où j:j désigne la norme euclidienne de R2, f " = (f "1 ; f "2 ) représente la densité massique des

forces extérieures et �" 2 R+.

Nous allons maintenant décrire les conditions aux limites, pour cela on dé�nit les com-

posantes normales et tangentielles du déplacement u" par

u"n = u":n =
2X
i=1

u"i :ni, u
"
� = (u

"
�i)1�i�2 avec u

"
�i = u"i � u"n:ni, 1 � i � 2,

pour les composantes normales et tangentielles du tenseur des contraintes �" la dé�nition

est la suivante

�"n = (�
":n) :n =

2X
i;j=1

�
�"ij:ni

�
:nj, �"� = (�

"
�i)1�i�2 avec �

"
�i =

2X
j=1

�"ij:nj � �"n:ni, 1 � i � 2.

Où n = (n1; n2) la normale extérieure unitaire sur �".

� Nous supposons que le déplacement est connu sur �"1�]0; T [ et �"L�]0; T [

u" (x; "h (x) ; t) = 0 sur �"1�]0; T [, (2.2)

u" (0; y; t) = u" (l; y; t) = 0 sur �"L�]0; T [.

� Sur ! la vitesse est supposée inconnue et elle véri�é la condition suivante

@u"

@t
:n = 0 sur ]0; l[�]0; T [. (2.3)

� Nous supposons aussi l�existence du frottement sur !, ce frottement est modélisé par la

loi non linéaire de Tresca. Cette loi de frottement présente un seuil de frottement (coe¢ cient

de frottement) k" (x), lorsque la membrane élastique et la fondation sont en contact, la fon-

dation exerce sur la membrane élastique un e¤ort tangentiel qui ne dépasse pas le seuil k" (x).

Tant que la contrainte tangentielle n�a pas atteint le seuil k" (x), la membrane élastique ne

peut pas se déplacer par rapport à la fondation et il y a blocage. Lorsque ce seuil est atteint,

la membrane élastique peut se déplacer tangentiellement par rapport à la fondation et il y a

alors glissement. Donc, la loi de frottement du type Tresca résume comme suit

j�"� j < k" )
�
@u"

@t

�
�
= 0,

j�"� j = k" ) 9� > 0 tel que
�
@u"

@t

�
�
= ���"� ,

9=; sur ]0; l[�]0; T [, (2.4)
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où le réel positif � est inconnu.

Le problème (2:1)� (2:4) est complété par les conditions initiales suivantes

u"(x0; 0) = #0(x
0),

@u"

@t
(x0; 0) = #1(x

0), 8x0 2 
". (2.5)

Remarque 2.1 Sur ]0; l[�]0; T [ la deuxième composante de la vitesse est nulle

@u"2
@t

= 0, sur ]0; l[�]0; T [.

En e¤et, d�après la condition 2:3 on a

@u"

@t
:n =

@u"1
@t

:n1 +
@u"2
@t

:n2 = 0 sur ]0; l[�]0; T [,

où n = (n1; n2) = (0;�1) est le vecteur normal unitaire extérieur à !. Donc @u"2
@t
= 0, sur

]0; l[�]0; T [.

A�n de donner la formulation variationnelle du problème (2:1)� (2:5), nous allons établir

le lemme suivant

Lemme 2.1 [24] La condition de Tresca (2:4) est équivalente à la relation ponctuelle suiv-

ante �
@u"

@t

�
�

:�"� + k"
�����@u"@t

�
�

���� = 0, sur ]0; l[�]0; T [. (2.6)

Preuve. Supposons que @u"

@t
véri�e la condition aux limites de Tresca (2:4).

� Si j�"� j < k", alors
�
@u"

@t

�
�
= 0, d�où (2:6).

� Si j�"� j = k", alors il existe � > 0 tel que
�
@u"

@t

�
�
= ���"� , d�où�

@u"

@t

�
�

:�"� + k"
�����@u"@t

�
�

���� = �� j�"� j2 + � j�"� j
2 = 0.

Réciproquement, on suppose que
�
@u"

@t

�
�
:�"� + k"

���@u"
@t

�
�

�� = 0, sur ]0; l[�]0; T [.
� Si j�"� j = k", alors �

@u"

@t

�
�

:�"� = �
�����@u"@t

�
�

���� j�"� j ,
donc il existe � > 0 tel que �

@u"

@t

�
�

= ���"� .

� Si j�"� j < k", alors�
@u"

@t

�
�

:�"� + k"
�����@u"@t

�
�

���� � �
�����@u"@t

�
�

���� j�"� j+ k"
�����@u"@t

�
�

����
� (k" � j�"� j)| {z }

>0

�����@u"@t
�
�

���� ,
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donc �
@u"

@t

�
�

= 0.

D�où le résultat.

2.2 Formulation variationnelle du problème

Dans cette section, nous construisons la formulation variationnelle du problème (2:1)�(2:5).

Pour cela, nous dé�nissons le convexe fermé non vide de H1 (
")2

K" =
�
v 2 H1(
")2 : v = 0 sur �"1 [ �"L, v:n = 0 sur !

	
,

et pour simpli�er l�écriture, on note

a(u; v) = 2�

Z

"
d (u) d (v) dxdy + �

Z

"
div (u) div (v) dxdy, 8u; v 2 H1(
")2,

j"(v) =

Z l

0

k" jvj dx,

où a(:; :) est une forme bilinéaire continue et coercive surK"�K" et j"(:) est une fonctionnelle

convexe et continue sur K".

Lemme 2.2 Si u" est une solution du problème (2:1) � (2:5), alors elle véri�e le problème

variationnel suivant8>>>>>><>>>>>>:

Trouver u" 2 K" où @u"

@t
2 K", telle que�

@2u"

@t2
; '� @u"

@t

�
+ a

�
u"; '� @u"

@t

�
+ �"

�
@u"

@t
; '� @u"

@t

�
+
���@u"

@t

�� @u"
@t
; '� @u"

@t

�
+ j"(')� j"

�
@u"

@t

�
�
�
f "; '� @u"

@t

�
;8' 2 K",

u"(x0; 0) = #0(x
0), @u"

@t
(x0; 0) = #1(x

0).

9>>>>>>=>>>>>>;
(2.7)

Preuve. En multipliant l�équation (2:1) par
�
'� @u"

@t

�
, où ' 2 K", on intègre sur 
" et

on utilise la formule de Green, on obtientZ

"

@2u"i
@t2

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0 +

Z

"
�"ij

@

@xj

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0 �

Z
�"
�"ij:nj

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0 (2.8)

+

Z

"

�
�" +

����@u"@t
����� @u"i

@t

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0

=

Z

"
f "i

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0.
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La condition aux limite (2:2) impliquent queZ
�"
�"ij:nj

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0 =

Z l

0

�"ij:nj

�
'i �

@u"i
@t

�
dx.

D�autre part, �"ij:nj = �"� i + �"n:ni et
�
'i �

@u"i
@t

�
ni = 0 sur ]0; l[, alorsZ

�"
�"ij:nj

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0 =

Z l

0

�"�

�
'� @u"

@t

�
dx.

En revenant à (2:8), on obtientZ

"

@2u"i
@t2

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0 +

Z

"
�"ij

@

@xj

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0 �

Z l

0

�"�

�
'� @u"

@t

�
dx (2.9)

+

Z

"

�
�" +

����@u"@t
����� @u"i

@t

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0

=

Z

"
f "i

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0.

Dans (2:9) on ajoute et on retranche le termeZ l

0

k"
�
j'j �

����@u"@t
����� dx,

on trouveZ

"

@2u"i
@t2

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0 +

Z

"
�"ij

@

@xj

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0 +

Z l

0

k"
�
j'j �

����@u"@t
����� dx

�
Z l

0

�"�

�
'� @u"

@t

�
dx�

Z l

0

k"
�
j'j �

����@u"@t
����� dx+ Z


"

�
�" +

����@u"@t
����� @u"i

@t

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0

=

Z

"
f "i

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0.

Posons

B =

Z l

0

�"�

�
'� @u"

@t

�
dx+

Z l

0

k"
�
j'j �

����@u"@t
����� dx.

Par le lemme 2.1, nous montrons que

B =

Z l

0

�"�'dx+

Z l

0

k" j'j dx � 0.

En utilisant le fait queZ l

0

�"�'dx � �
Z l

0

j�"� j j'j dx � �
Z l

0

k" j'j dx,

on déduit que B est positif.
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L�équation (2:9) se ramené à l�inéquation variationnelle suivanteZ

"

@2u"i
@t2

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0 +

Z

"
�"ij

@

@xj

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0 +

Z l

0

k"
�
j'j �

����@u"@t
����� dx

+

Z

"

�
�" +

����@u"@t
����� @u"i

@t

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0

�
Z

"
f "i

�
'i �

@u"i
@t

�
dx0.

Et par suit, le lemme 2.2 est prouvé.

À partir au problème variationnel (2:7), nous avons le résultat suivant

Théorème 2.1 Sous les hypothèses

f ";
@f "

@t
;
@2f "

@t2
2 L2

�
0; T; L2 (
")2

�
,

#0 2 H1(
")2, #1 2 H1(
")2, (#1)� = 0, (2.10)

il existe une solution unique u" de (2:7), telle que

u";
@u"

@t
2 L1

�
0; T;H1(
")2

�
,

@2u"

@t2
2 L1

�
0; T; L2 (
")2

�
.

La preuve de ce Théorème est similaire dans Lions ([24], [35]).

2.3 Changement du domaine et estimations a priori

Notre domaine 
" est variable en " , donc pour étudier l�analyse asymptotique du problème

considéré on va d�abord transformer 
" en un domaine �xe 
. Pour cela, nous utilisons le

changement d�échelle

z =
y

"
.

Le domaine �xe 
 est dé�ni par


 = f(x; z) 2 R2 : 0 < x < l, 0 < z < h(x)g.

On note par � = �! [ ��L [ ��1, sa frontière.
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Figure 2.3: Passage de 
" à 
.

Nous dé�nissons sur 
 des nouvelles inconnues8<: û"1 (x; z; t) = u"1 (x; y; t) ,

û"2 (x; z; t) = "�1u"2 (x; y; t) ,

donc, nous avons les expressions suivantesZ

"

u"1 (x; y; t) dxdy = "

Z



û"1 (x; z; t) dxdz;

Z

"

u"2 (x; y; t) dxdy = "2
Z



û"2 (x; z; t) dxdz,

@u"1
@x

=
@û"1
@x
,

@u"1
@y

=
1

"

@û"1
@z
,

@u"2
@y

=
@û"2
@z
.

Pour les données du problème, on suppose qu�elles dépendent de " de la manière suivante8<: f̂i (x; z; t) = "2f "i (x; y; t) , i = 1; 2,

k̂ = "k", �̂ = "2�",

avec f̂i, i = 1; 2, k̂ et �̂ indépendants de ".

De plus, nous dé�nissons les espaces des fonctions sur 


K =
�
' 2 H1 (
)2 : ' = 0 sur �1 [ �L et ':n = 0 sur !

	
,

�(K) =
�
' 2 H1 (
) : ' = 0 sur �1 [ �L

	
,

Vz =

�
v 2 L2 (
) : @v

@z
2 L2 (
) , v = 0 sur �1

�
,

Vz est un espace de Banach, muni de la norme

kvkVz =
 
kvk2L2(
) +





@v@z




2
L2(
)

! 1
2

.
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En multipliant (2:7) par ", et en passant au domaine �xe 
, on montre que le problème

variationnel (2:7) est équivalent au problème :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Trouver û" 2 K, où @û"

@t
2 K, telle que

"2
�
@2û"1
@t2

; '̂1 �
@û"1
@t

�
+ "4

�
@2û"2
@t2

; '̂2 �
@û"2
@t

�
+ â

�
û"; '̂� @û"

@t

�
+�̂
�
@û"1
@t
; '̂1 �

@û"1
@t

�
+ �̂"2

�
@û"2
@t
; '̂2 �

@û"2
@t

�
+"2

 ��
@û"1
@t

�2
+
�
"
@û"2
@t

�2� 12
@û"1
@t
; '̂1 �

@û"1
@t

!

+"4

 ��
@û"1
@t

�2
+
�
"
@û"2
@t

�2� 12
@û"2
@t
; '̂2 �

@û"2
@t

!
+ Ĵ ('̂)� Ĵ

�
@û"

@t

�
�
�
f̂1; '̂1 �

@û"1
@t

�
+ "

�
f̂2; '̂2 �

@û"2
@t

�
, 8'̂ 2 K,

û" (0) = #̂0, @û"

@t
(0) = #̂1,

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

(2.11)

où

Ĵ ('̂) =

Z l

0

k̂ j'̂j dx,

et

â

�
û"; '̂� @û"

@t

�
= 2�"2

Z



�
@û"1
@x

�
@

@x

�
'̂1 �

@û"1
@t

�
dxdz

+ �

Z



�
@û"1
@z

+ "2
@û"2
@x

��
@

@z

�
'̂1 �

@û"1
@t

�
+ "2

@

@x

�
'̂2 �

@û"2
@t

��
dxdz

+ 2�"2
Z



@û"2
@z

:
@

@z

�
'̂2 �

@û"2
@t

�
dxdz + �"2

Z



div (û") : div

�
'̂� @û"

@t

�
dxdz.

Nous essayons maintenant de prouver des estimations a priori sur le déplacement û" et la

vitesse @û"

@t
. Pour cela nous avons besoin d�établir les lemmes suivants :

Lemme 2.3 (Inégalité de Poincaré) Pour 0 < h (x) < �h;8x 2 ]0; l[, on a l�inégalité

suivante

kû"ikL2(
) � �h




@û"i@z






L2(
)

, i = 1; 2.

Preuve. Pour tout 0 < z < h (x) < �h, on a

û"i (x; z; t) = �
Z h(x)

z

@û"i
@�

(x; �; t) d� + û"i (x; h (x) ; t) , i = 1; 2.

et puisque û"i (x; h (x) ; t) = 0, i = 1; 2 sur �1, il vient

û"i (x; z; t) = �
Z h(x)

z

@û"i
@�

(x; �; t) d�, i = 1; 2.
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En utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

jû"i (x; z; t)j
2 � �h

Z h(x)

z

����@û"i@� (x; �; t)
����2 d�, i = 1; 2,

et par intégration en z de 0 à h (x), on obtientZ h(x)

0

jû"i (x; �; t)j
2 d� � �h2

Z h(x)

0

����@û"i@� (x; �; t)
����2 d�, i = 1; 2,

en intégrant cette fois sur ]0; l[, on trouve

kû"ikL2(
) � �h




@û"i@z






L2(
)

, i = 1; 2.

Lemme 2.4 (Inégalité de Korn [30]) Pour tout ' 2 K", on a

CK kr'k2L2(
")2�2 � kd (')k
2
L2(
")2�2 ;

où CK est une constante positive ne dépend ni de " ni de '.

Théorème 2.2 Sous les hypothèses du Théorème 2.1, il existe une constante c indépendante

de ", telle que



@û"1@z




2
L2(
)

+





"@û"1@t




2
L2(
)

+





"2@û"2@x





2
L2(
)

+





"@û"1@x





2
L2(
)

(2.12)

+





"@û"2@z




2
L2(
)

+





"2@û"2@t




2
L2(
)

+





" 23 @û"1@t




3
L3(0;T;L3(
))

+





" 53 @û"2@t




3
L3(0;T;L3(
))

� c,





@2û"1@z@t





2
L2(
)

+





"@2û"1@t2





2
L2(
)

+





"2 @2û"2@x@t





2
L2(
)

(2.13)

+





" @2û"1@x@t





2
L2(
)

+





" @û"2@z@t





2
L2(
)

+





"2@2û"2@t2





2
L2(
)

� c.

Preuve. Soit u" la solution du problème (2:7), on prend ' = 0, on obtient�
@2u"

@t2
;
@u"

@t

�
+ a

�
u";

@u"

@t

�
+

��
�" +

����@u"@t
����� @u"

@t
;
@u"

@t

�
+ j"

�
@u"

@t

�
�
�
f ";

@u"

@t

�
.

En utilisant le fait que j"
�
@u"

@t

�
est positive, on déduit

1

2

d

dt

"



@u"@t




2
L2(
")2

+ a(u"; u")

#
+ �"





@u"@t




2
L2(
")2

+





@u"@t




3
L3(
")2

�
�
f ";

@u"

@t

�
,
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par intégration sur ]0; t[ nous avons



@u"@t




2
L2(
")2

+ a(u"; u") + 2

Z t

0





@u" (s)@t





3
L3(
")2

ds

� k#1k2L2(
")2 + (2�+ 3�) kr#0k
2
L2(
")2�2 + 2

Z t

0

�
f " (s) ;

@u" (s)

@t

�
ds,

comme

2

Z t

0

�
f " (s) ;

@u" (s)

@t

�
ds = 2 (f "; u")� 2 (f " (0) ; #0)� 2

Z t

0

�
@f " (s)

@t
; u" (s)

�
ds,

en utilisant l�inégalité de Poincaré

ku"kL2(
")2 � "�h kru"kL2(
")2�2 ,

et l�inégalité de Young

ab � �2
a2

2
+ ��2

b2

2
, 8 (a; b) 2 R2, 8� > 0,

on obtient����2Z t

0

�
f " (s) ;

@u" (s)

@t

�
ds

���� (2.14)

� �CK kru"k2L2(
")2�2 +
4"2�h2

�CK
kf "k2L2(
")2 + 4"2�h2 kf " (0)k

2
L2(
")2

+ kr#0k2L2(
")2�2 + �CK

Z t

0

kru" (s)k2L2(
")2�2 ds+
4
�
"�h
�2

�CK

Z t

0





@f " (s)@t





2
L2(
")2

ds.

De (2:14) et de l�inégalité de Korn il existe une constante CK > 0 indépendante de " telle

que"



@u"@t




2
L2(
")2

+ �CK kru"k2L2(
")2�2
#
+ 2

Z t

0





@u" (s)@t





3
L3(
")2

ds (2.15)

� k#1k2L2(
")2 + (1 + 2�+ 3�) kr#0k
2
L2(
")2�2 +

4"2�h2

�CK
kf "k2L2(
")2 + 4"2�h2 kf " (0)k

2
L2(
")2

+
4
�
"�h
�2

�CK

Z t

0





@f " (s)@t





2
L2(
")2

ds+

Z t

0

"



@u" (s)@t





2
L2(
")2

+ �CK kru" (s)k2L2(
")2�2
#
ds.

En multipliant (2:15) par " et en utilisant l�égalité

"2 kf "k2L2(
")2 = "�1



f̂


2

L2(
)2
,
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on obtient

"

"



@u"@t




2
L2(
")2

+ �CK kru"k2L2(
")2�2
#
+ 2"

Z t

0





@u" (s)@t





3
L3(
")2

ds

�
Z t

0

"

"



@u" (s)@t





2
L2(
")2

+ �CK kru" (s)k2L2(
")2�2
#
ds+ A,

où A est une constante ne dépend pas de ", avec

A =



#̂1


2

L2(
)2
+ (1 + 2�+ 3�)




r#̂0


2
L2(
)2�2

+ 4�h2



f̂ (0)


2

L2(
)2

+
4�h2

�CK




f̂


2
L1(0;T;L2(
)2)

+
4�h2

�CK






@f̂@t






2

L2(0;T;L2(
)2)

.

Maintenant le lemme 1:7 nous donnons

"





@u"@t




2
L2(
")2

+ " kru"k2L2(
")2�2 � c.

Donc l�estimation (2:12) est démontrée.

Le fonctionnel j"(:) est convexe mais non di¤érentiable, pour cela on régularise cette

fonctionnelle par :

j"�(v) =

Z l

0

k" (x)��
�
jv� j2

�
dx, où �� (�) =

1

1 + �
j�j(1+�) , � > 0,

donc l�inéquation variationnelle (2:7) devenir comme suit�
@2u"�
@t2

; '�
@u"�
@t

�
+ a

�
u"� ; '�

@u"�
@t

�
+

��
�" +

����@u"�@t
����� @u"�

@t
; '�

@u"�
@t

�
(2.16)

+ j"�(')� j"�

�
@u"�
@t

�
�
�
f "; '�

@u"�
@t

�
, 8' 2 K",

comme le fonctionnel j"� (:) est devenu di¤érentiable, donc l�inéquation (2:16) équivalente à

l�équation variationnelle suivante�
@2u"�
@t2

; '

�
+ a(u"� ; ') +

��
�" +

����@u"�@t
����� @u"�

@t
; '

�
+

��
j"�
�0 �@u"�

@t

�
; '

�
(2.17)

= (f "; ') , 8' 2 K",

avec

u"�(x
0; 0) = #0(x

0),
@u"� (x

0; 0)

@t
= #1(x

0).
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Maintenant, pour montrer l�estimation a priori (2:13), on dérive (2:17) en t et on prend

' =
@2u"�
@t2
, on trouve�
@3u"�
@t3

;
@2u"�
@t2

�
+ a

�
@u"�
@t

;
@2u"�
@t2

�
+ �"

�
@2u"�
@t2

;
@2u"�
@t2

�
+

�����@u"�@t
���� @2u"�@t2

;
@2u"�
@t2

�
+

�
@

@t

�
j"�
�0 �@u"�

@t

�
;
@2u"�
@t2

�
=

�
@f "

@t
;
@2u"�
@t2

�
.

Mais
�
@
@t

�
j"�
�0 �@u"�

@t

�
;
@2u"�
@t2

�
� 0, on obtient

1

2

d

dt

"



@2u"�@t2





2
L2(
")2

+ a

�
@u"�
@t

;
@u"�
@t

�#
�
�
@f "

@t
;
@2u"�
@t2

�
.

En intégrant la dernière inégalité sur (0; t) et utilisant l�inégalité de Korn, on trouve



@2u"�@t2





2
L2(
")2

+ 2�CK





r@u"�@t




2
L2(
")2�2

�




@2u"�@t2

(0)





2
L2(
")2

+ (2�+ 3�) kr#1k2L2(
")2�2

+ 2

�
@f "

@t
;
@u"�
@t

�
� 2

�
@f "

@t
(0) ; #1

�
� 2

Z t

0

�
@2f " (s)

@t2
;
@u"� (s)

@t

�
ds,

on déduit



@2u"�@t2





2
L2(
")2

+ 2�CK





r@u"�@t




2
L2(
")2�2

(2.18)

�




@2u"�@t2

(0)





2
L2(
")2

+ (2�+ 3�) kr#1k2L2(
")2�2 + �CK





r@u"�@t




2
L2(
")2�2

+ �CK kr#1k2L2(
")2�2 +
4
�
"�h
�2

�CK





@f "@t (0)




2
L2(
")2

+
4
�
"�h
�2

�CK

Z t

0





@2f " (s)@t2





2
L2(
")2

ds

+
4
�
"�h
�2

�CK





@f "@t




2
L2(
")2

+ �CK

Z t

0





r@u"� (s)@t





2
L2(
")2�2

ds.

Maintenant, il faut estimer
@2u"�
@t2

(0), d�après l�équation (2:17) et (2:10) on obtient�
@2u"�
@t2

(0) ; '

�
= (f " (0) ; ')� a(#0; ')� �" (#1; ')� (j#1j#1; ') ;8' 2 K",

37



donc�����@2u"�@t2
(0) ; '

����� � "�h kf " (0)kL2(
")2 kr'kL2(
")2�2 + (2�+ 3�) k#0kH1(
")2 k'kH1(
")2

+ �" k#1kL2(
")2 k'kL2(
")2 +
�Z


"
j#1j4 dxdy

� 1
2

k'kL2(
")2

�
�
"�h kf " (0)kL2(
")2 + (2�+ 3�) k#0kH1(
")2

�
k'kH1(
")2

+

 
�̂�h2 kr#1kL2(
")2�2 + "�h

�Z

"
j#1j4 dxdy

� 1
2

!
k'kH1(
")2 .

Multipliant cette dernière inégalité par
p
" et en utilisant l�injection de Sobolev kvkL4(
)2 �

cs kvkH1(
)2, on obtient
p
"





@2u"�@t2
(0)






L2(
")2

� C 0,

oùC 0 =
�
�h



f̂ (0)




L2(
)2
+ (2�+ 3�)




#̂0



H1(
)2

+ �̂�h2



#̂1




H1(
)2
+ �hcs




#̂1


2
H1(
)2

�
indépen-

dant de ". En passant à la limite dans (2:18) quand � tend vers zéro, nous trouvons"



@2u"@t2





2
L2(
")2

+ �CK





r@u"@t




2
L2(
")2�2

#
(2.19)

�




@2u"@t2

(0)





2
L2(
")2

+ (2�+ 3�+ �CK) kr#1k2L2(
")2�2

+
4
�
"�h
�2

�CK





@f "@t (0)




2
L2(
")2

+
4
�
"�h
�2

�CK

Z t

0





@2f " (s)@t2





2
L2(
")2

ds

+
4
�
"�h
�2

�CK





@f "@t




2
L2(
")2

+

Z t

0

"



@2u" (s)@t2





2
L2(
")2

+ �CK





r@u" (s)@t





2
L2(
")2�2

#
ds.

En multipliant maintenant (2:19) par ", il vient :

"

"



@2u"@t2





2
L2(
")2

+ �CK





r@u"@t




2
L2(
")2�2

#

�
Z t

0

"

"



@2u" (s)@t2





2
L2(
")2

+ �CK





r@u" (s)@t





2
L2(
")2�2

#
ds+B,

où B est une constante ne dépend pas de "

B = (2�+ 3�+ �CK)



r#̂1


2

L2(
)2�2
+ (C 0)

2
+
4�h2

�CK






@f̂@t (0)






2

L2(
)2

+
4�h2

�CK






@f̂@t






2

L1(0;T;L2(
)2)

+
4�h2

�CK






@2f̂@t2






2

L2(0;T;L2(
)2)

.
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D�après lemme de Gronwall (lemme 1:7), il existe une constante c ne dépend pas de " telle

que

"





@2u"@t2





2
L2(
")2

+ "





r@u"@t




2
L2(
")2�2

� c,

ce qui donne l�estimation (2:13).

2.4 Théorème de convergence et problème limite

Nous avons établi dans la section précédente des estimations a priori sur la solution du prob-

lème (2:11). La question qui se pose naturellement est de savoir quel sera le comportement

asymptotique de la membrane élastique lorsque l�épaisseur est très petit?.

Mathématiquement, cela revient à savoir si le champ de déplacement û" admet une limite

quand " tend vers zéro et quel est le problème véri�é par cette limite?.

Dans cette section, nous allons essayer de répondre à ces questions.

Théorème 2.3 Sous les hypothèses du Théorème 2.1, il existe u�1 2 L2 (0; T; Vz)\L1 (0; T; Vz)

telle que pour toute sous suite de û", notée encore û", on a les résultats de convergences suiv-

ants
û"1 * u�1
@û"1
@t

*
@u�1
@t

9=; faiblement dans L2 (0; T; Vz)

et faiblement � dans L1 (0; T; Vz) ,
(2.20)

"
@û"1
@x

* 0

"
@2û"1
@x@t

* 0

9=; faiblement dans L2 (0; T; L2 (
))

et faiblement � dans L1 (0; T; L2 (
)) ,
(2.21)

"
@û"1
@t

* 0

"
@2û"1
@t2

* 0

9=; faiblement dans L2 (0; T; L2 (
))

et faiblement � dans L1 (0; T; L2 (
)) ,
(2.22)

"2
@û"2
@x

* 0

"2
@2û"2
@x@t

* 0

9=; faiblement dans L2 (0; T; L2 (
))

et faiblement � dans L1 (0; T; L2 (
)) ,
(2.23)

"2
@û"2
@t

* 0

"2
@2û"2
@z@t

* 0

"2
@2û"2
@t2

* 0

9>>>=>>>;
faiblement dans L2 (0; T; L2 (
))

et faiblement � dans L1 (0; T; L2 (
)) ,
(2.24)

"
2
3
@û"1
@t

* 0

"
5
3
@û"2
@t

* 0

9=; faiblement dans L3
�
0; T; L3 (
)

�
. (2.25)
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Preuve. Du Théorème 2.2, il existe une constante c indépendante de ", telle que



@û"1@z




2
L2(
)

� c.

Utilisant cette estimation et l�inégalité de Poincaré

kû"1k
2
L2(
) � �h





@û"1@z




2
L2(
)

,

on déduit que la suite û"1 est bornée dans L
2 (0; T; Vz) \ L1 (0; T; Vz), donc le résultat de

convergence faible et faible �. De même, d�après (2:13) et par l�inégalité de Poincaré pour
@û"1
@t
, on déduit que @û"1

@t
est borné dans L2 (0; T; Vz) \ L1 (0; T; Vz) et par suite converge vers

une limite v. Comme û"1 * u�1, donc v =
@u�1
@t
. Pour (2:21)� (2:25), ils viennent directement

du (2:12) ; (2:13) et (2:20).

Théorème 2.4 Sous les hypothèses du Théorème 2.3, la solution û"1 du problème (2:11)

converge faiblement vers la solution u�1 de l�inéquation variationnelle

�

Z



@u�1
@z

:
@

@z

�
'̂1 �

@u�1
@t

�
dxdz + �̂

Z



@u�1
@t

:

�
'̂1 �

@u�1
@t

�
dxdz + Ĵ ('̂)� Ĵ

�
@u�1
@t

�
(2.26)

�
�
f̂1; '̂1 �

@u�1
@t

�
, 8'̂ 2 �(K) ,

de plus u�1 satisfait le problème parabolique suivant

��@
2u�1
@z2

(t) + �̂
@u�1
@t
(t) = f̂1 (t) , dans L2 (
) ,

u�1 (x; z; 0) = #̂0;1.

9=; (2.27)

Preuve. Rappelons que l�inéquation variationnelle (2:11) s�écrit sous la forme

"2
�
@2û"1
@t2

; '̂1 �
@û"1
@t

�
+ "4

�
@2û"2
@t2

; '̂2 �
@û"2
@t

�
+ â

�
û"; '̂� @û"

@t

�
+ �̂

�
@û"1
@t

; '̂1 �
@û"1
@t

�

+ �̂"2
�
@û"2
@t

; '̂2 �
@û"2
@t

�
+ "2

0@"�@û"1
@t

�2
+

�
"
@û"2
@t

�2# 1
2
@û"1
@t

; '̂1 �
@û"1
@t

1A
+ "4

0@"�@û"1
@t

�2
+

�
"
@û"2
@t

�2# 1
2
@û"2
@t

; '̂2 �
@û"2
@t

1A+ Ĵ (')� Ĵ

�
@û"

@t

�

�
�
f̂1; '̂1 �

@û"1
@t

�
+ "

�
f̂2; '̂2 �

@û"2
@t

�
, 8
�
'̂1;'̂2

�
2 K.

Nous choisissons dans cette inégalité '̂ =
�
'̂1;

@û"2
@t

�
, puis on étend " vers zéro, et en utilisant

les résultats de convergence du Théorème 2.3 et le fait que J (:) est convexe et semi-continue
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inférieurement c�est-à-dire

lim
"!0

�
inf

Z l

0

k̂

����@û"1@t
���� dx� � Z l

0

k̂

����@u�1@t
���� dx,

on obtient

�

Z



@u�1
@z

:
@

@z

�
'̂1 �

@u�1
@t

�
dxdz + �̂

Z



@u�1
@t

:

�
'̂1 �

@u�1
@t

�
dxdz + Ĵ ('̂)� Ĵ

�
@u�1
@t

�
�
Z



f̂1

�
'̂1 �

@u�1
@t

�
dxdz.

Nous choisissons maintenant dans cette inéquation variationnelle

'̂1 =
@u�1
@t

�  ,  2 H1
0 (
) ,

donc

�

Z



@u�1
@z

@ 

@z
dxdz + �̂

Z



@u�1
@t

: dxdz =

Z



f̂1 dxdz.

Utilisant maintenant la formule de Green, on obtient

�
Z



�
@

@z

�
@u�1
@z

�
 dxdz +

Z



�̂
@u�1
@t

: dxdy =

Z



f̂1 dxdz, 8 2 H1
0 (
) .

Par conséquent

� �
@2u�1 (t)

@z2
+ �̂

@u�1 (t)

@t
= f̂1 (t) , dans H�1 (
) , 8t 2 ]0; T [ , (2.28)

et comme f̂1 2 L2 (
), alors (2:28) est valable dans L2 (
).

Théorème 2.5 Soit

� � (x; t) =
@u�1
@z

(x; 0; t) et s� (x; t) = u�1 (x; 0; t) ,

les traces du déplacement u�1 sur ]0; l[. Sous les mêmes hypothèses du Théorème 2.4, �
� et

s� véri�ent Z l

0

k̂

����� + @s�

@t

����� ����@s�@t
����� dx� Z l

0

�� � dx � 0, 8 2 L2 (]0; l[) , (2.29)

� j� �j < k̂ ) @s�

@t
= 0,

� j� �j = k̂ ) 9� > 0 tel que @s
�

@t
= �� �,

9=; p:p sur ]0; l[� ]0; T [ . (2.30)

De plus u�1 et s
� véri�ent l�inéquation généralisée faible de ReynoldsZ l

0

�
~F � h

2
s� +

Z h

0

u�1 (x; z; t) dz +
~U1

�
 
0
(x) dx = 0; 8 2 H1 (]0; l[) , (2.31)
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où

~F (x; h; t) =
1

�

Z h

0

F (x; z; t) dz � h

2�
F (x; h; t) ,

~U1 (x; h; t) = � �̂
�

Z h

0

U1 (x; z; t) dz +
�̂h

2�
U1 (x; h; t) ,

F (x; z; t) =

Z z

0

Z �

0

f̂1 (x; �; t) d�d�, U1 (x; z; t) =
Z z

0

Z �

0

@u�1
@t
(x; �; t) d�d�.

Preuve. Dans l�inéquation variationnelle (2:26), on choisit ' = @u�1
@t
+  , où  2 �(K),

on trouve

�

Z



@u�1
@z

:
@ 

@z
dxdz + �̂

Z



@u�1
@t

: dxdz + Ĵ

�
 +

@u�

@t

�
� Ĵ

�
@u�

@t

�
�
Z



f̂1 dx
0dz; 8 2 �(K) ,

en utilisant la formule de Green, il vient que

� �

Z



@2u�1
@z2

 dxdz + �̂

Z



@u�1
@t

 dxdz +

Z l

0

�
@u�1 (x; 0; t)

@z
n2 dx

+

Z l

0

k̂

����� + @s�

@t

����� ����@s�@t
����� dx

�
Z



f̂1 dxdz.

Mais n = (0;�1) sur ]0; l[, donc on trouve

� �

Z



@2u�1
@z2

 dxdz + �̂

Z



@u�1
@t

 dxdz �
Z l

0

�� � dx+

Z l

0

k̂

����� + @s�

@t

����� ����@s�@t
����� dx

�
Z



f̂1 dxdz,

de (2:27), on obtientZ l

0

k̂

����� + @s�

@t

����� ����@s�@t
����� dx� Z l

0

�� � dx � 0,  2 D (]0; l[) .

Donc par la densité de D (]0; l[) dans L2 (]0; l[), on déduit (2:29). Pour montrer (2:30), on

prend  = �@s�

@t
dans (2:29), il résultZ l

0

�
k̂

����@s�@t
����� �� �

@s�

@t

�
dx = 0, (2.32)

et si on prend dans (2:29)  = � � @s�

@t
avec � 2 L2 (]0; l[), nous obtenonsZ l

0

k̂ j�j dx�
Z l

0

�� ��dx �
Z l

0

�
k̂

����@s�@t
����� �� �

@s�

@t

�
dx,
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l�égalité (2:32), nous donnonsZ l

0

k̂ j�j dx�
Z l

0

�� ��dx � 0, 8� 2 L2 (]0; l[) . (2.33)

Pour � > 0 dans (2:33), nous trouvonsZ l

0

k̂ j�j dx� �

Z l

0

� � j�j dx =
Z l

0

h
k̂ � �� �

i
j�j dx � 0, 8� 2 L2 (]0; l[) ,

alors

�� � � k̂, p.p sur ]0; l[ . (2.34)

Maintenant, on prend dans (2:33) ��, avec � > 0, on obtientZ l

0

k̂ j�j dx+ �

Z l

0

� � j�j dx =
Z l

0

h
k̂ + �� �

i
j�j dx � 0, 8� 2 L2 (]0; l[) ,

ce qui donne

� k̂ � �� �, p.p sur ]0; l[ . (2.35)

De (2:34) et (2:35), on déduit que

� j� �j � k̂, p.p sur ]0; l[ .

D�après (2:32), nous obtenons

k̂

����@s�@t
����� �� �

@s�

@t
= 0, p.p sur ]0; l[ .

Donc en appliquant le Lemme 2.1, nous déduisons la loi de Tresca (2:30) sur ]0; l[.

Pour démontrer (2:31), en intégrant deux fois l�équation (2:27) de 0 à z, on trouve

u�1 (x; z; t) = s� + z� � +
�̂

�

Z z

0

Z �

0

@u�1
@t
(x; �; t) d�d� � 1

�

Z z

0

Z �

0

f̂1 (x; �; t) d�d�, (2.36)

en particulier pour z = h (x), on a

s� + h� � = � �̂
�

Z h

0

Z �

0

@u�1
@t
(x; �; t) d�d� +

1

�

Z h

0

Z �

0

f1 (x; �; t) d�d�. (2.37)

Intégrant (2:36) entre 0 et h, on trouveZ h

0

u�1 (x; z; t) dz = hs� +
1

2
h2� � +

�̂

�

Z h

0

Z z

0

Z �

0

@u�1
@t
(x; �; t) d�d�dz (2.38)

� 1
�

Z h

0

Z z

0

Z �

0

f̂1 (x; �; t) d�d�dz.
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De (2:37)-(2:38), nous déduisonsZ h

0

u�1 (x; z; t) dz �
h

2
s� + ~F + ~U1 = 0,

avec

~F (x; h; t) =
1

�

Z h

0

F (x; z; t) dz � h

2�
F (x; h; t) ,

~U1 (x; h; t) = � �̂
�

Z h

0

U1 (x; z; t) dz +
�̂h

2�
U1 (x; h; t) ,

F (x; z; t) =

Z z

0

Z �

0

f̂1 (x; �; t) d�d�, U1 (x; z; t) =
Z z

0

Z �

0

@u�1
@t
(x; �; t) d�d�.

Donc, on obtient la formulation faible de l�équation de ReynoldsZ l

0

�Z h

0

u�1 (x; z; t) dz �
h

2
s� + ~F + ~U1

�
 
0
(x) dx = 0.

Théorème 2.6 La solution u�1 du problème limite (2:26)-(2:27) est unique dans L
2 (0; T; Vz)\

L1 (0; T; Vz).

Preuve. Supposons qu�il existe deux solutions u�1 et u
��
1 de l�inéquation variationnelle

(2:26), donc on a

�

Z



@u�1
@z

:
@

@z

�
'̂� @u�1

@t

�
dxdz + �̂

Z



@u�1
@t

:

�
'̂� @u�1

@t

�
dxdz + Ĵ ('̂)� Ĵ

�
@u�1
@t

�
(2.39)

�
�
f̂1; '̂�

@u�1
@t

�
,

et

�

Z



@u��1
@z

:
@

@z

�
'̂� @u��1

@t

�
dxdz + �̂

Z



@u��1
@t

:

�
'̂� @u��1

@t

�
dxdz + Ĵ ('̂) (2.40)

� Ĵ

�
@u��1
@t

�
�
�
f̂1; '̂�

@u��1
@t

�
.

On prend '̂ = @u��1
@t
dans (2:39), puis '̂ = @u�1

@t
dans (2:40) et en sommant les deux inéquations,

on obtient

�

Z



@

@z
(u�1 � u��1 ) :

@

@z

�
@u�1
@t

� @u��1
@t

�
dxdz+�̂

Z



�
@u�1
@t

� @u��1
@t

�
:

�
@u�1
@t

� @u��1
@t

�
dxdz � 0,

en posant �W (t) = u�1 (t)� u��1 (t), ceci implique

�
d

dt





@ �W@z




2
L2(
)

+ �̂





@ �W@t




2
L2(
)

� 0.
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Comme �W (0) = 0, on déduit que 



@ �W@z




2
L2(
)

� 0.

En�n par l�inégalité de Poincaré, on trouve



 �W


L2(0;T;Vz)

=


 �W



L1(0;T;Vz)
= 0.
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Chapitre 3

Analyse asymptotique d�un problème

viscoélastique avec termes dissipatif

et source non linéaire

Résumé. Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�étude de l�analyse asymptotique d�un prob-

lème viscoélastique avec le terme dissipatif
�
1 +

��@u"
@t

��� @u"
@t
et le terme source ju"ju" dans un

domaine mince tridimensionnel 
". Les conditions aux limites utilisées sont la condition de

Dirichlet sur les frontières latérale et supérieure et la condition de frottement non linéaires

de type Tresca sur la frontière inférieure. Nous étudions le comportement asymptotique de

ce problème quand la dimension du domaine tend vers zéro.

Contenu

3.1 Formulation mécanique du problème.

3.2 Formulation variationnelle du problème.

3.3 Analyse asymptotique du problème;

3.3.1 Changement d�échelle et problème variationnel sur 
.

3.3.2 Estimations a priori.

3.3.3 Théorème de convergence.

3.3.4 Problème limite.

46



3.1 Formulation mécanique du problème

Nous considérons un corps viscoélastique occupant dans un �lm mince 
" � R3, avec une

surface frontière régulière �" partitionnée en trois parties mesurables �!, ��"1 et ��
"
L, où ! un

domaine borné de R3 d�équation x3 = 0. On suppose que ! la frontière inférieure du domaine,

�"L la frontière latérale et �
"
1 la surface supérieure dé�nie par l�équation x3 = "h(x1; x2), où "

est un petit paramètre destiné à tendre vers zéro (0 < " < 1) et h (:) est une fonction dé�nie

sur ! telle que

0 < h
¯
= hmin � h(x1; x2) � hmax = �h, 8(x1; x2) 2 !.

On note par x = (x0; x3) 2 R3, x0 = (x1; x2) 2 R2, donc le domaine physique 
" est donné

par


" = f(x0; x3) 2 R3 : x0 2 !, 0 < x3 < "h(x0)g.

Figure 3.1: Le domaine physique 
".

Soit T > 0, nous étudions dans l�intervalle de temps ]0; T [ l�évolution du corps matériel due

à l�application des forces volumiques f ". Supposons que le corps viscoélastique satisfait la

loi de comportement suivante (voir, par exemple, Duvaut et Lions [24])

�"ij (u
") = Aijkldij(u") + Bijkldij

�
@u"

@t

�
, 1 � i; j; k; l � 3,

où Aijkl et Bijkl, sont les tenseurs élastiques et visqueux du quatrième ordre, respectivement.

Supposé à la matière est d�être homogène et isotrope, par conséquent, la loi de comportement

d�un matériau viscoélastique est caractérisé uniquement par les constantes: les coe¢ cients

de Lamé et de viscosité. Par conséquent, nous utilisons la loi de comportement suivante :

�"ij (u
") = 2�dij(u

") + 2�dij

�
@u"

@t

�
, 1 � i; j � 3,
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où � le coe¢ cient de Lamé, � le coe¢ cient de viscosité, u" (x; t) = (u"1 (x; t) ; u
"
2 (x; t) ; u

"
3 (x; t))

le champ de déplacement du corps viscoélastique au point x au temps t 2 ]0; T [ et dij(u"),

1 � i; j � 3 le tenseur des taux de déformations donné par

dij(u
") =

1

2

�
@u"i
@xj

+
@u"j
@xi

�
; 1 � i; j � 3.

Soit n = (n1; n2; n3) le vecteur normal unitaire extérieure à �", et n = (0; 0;�1) le vecteur

normale unitaire extérieure à !. Pour un vecteur u" nous dé�nissons les composantes nor-

malles et tangentielles par

u"n = u":n; u"� = u" � u"n:n.

Pour les composantes normalles et tangentielles du tenseur des contraintes la dé�nition est

comme suit

�"n = (�
":n) :n; �"� = �":n� (�"n) :n.

Le problème complet consiste donc à trouver le champ de déplacement u" : 
"� ]0; T [! R3

qui véri�e les équations et les conditions aux limites suivantes

@2u"i
@t2

��"ij;j (u")+�"
�
1 +

����@u"i@t
����� @u"i

@t
= f "i �
" ju"i ju"i , i; j = 1; 2; 3 dans 
"� ]0; T [ , (3.1)

�"ij (u
") = 2�dij(u

") + 2�dij

�
@u"

@t

�
, i; j = 1; 2; 3 dans 
" � ]0; T [ , (3.2)

u" = 0 sur �"1�]0; T [, (3.3)

u" = 0 sur �"L�]0; T [, (3.4)

@u"

@t
:n = 0 sur !�]0; T [, (3.5)

j�"� j < k" )
�
@u"

@t

�
�
= 0,

j�"� j = k" ) 9� > 0; tel que
�
@u"

@t

�
�
= ���"� ,

9=; sur !�]0; T [, (3.6)

u"(x; 0) = u0(x);
@u"

@t
(x; 0) = u1(x), 8x 2 
". (3.7)

Le problème (3:1)�(3:7) représente l�évolution dynamique des matériaux viscoélastiques, où

l�équation (3:1) représente les déformations d�un corps viscoélastique avec termes dissipatif et

source dans le régime dynamique, �"ij;j la divergence du tenseur des contraintes �
"
ij, 


", �" sont

des constantes positives et f "i représente la densité des forces extérieures. L�équation (3:2)

représente la loi de comportement des matériaux viscoélastiques. (3:3)� (3:4) représentent

la condition de Dirichlet pour le déplacement sur �"1�]0; T [ et �"L�]0; T [. (3:6) représente
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la loi de frottement de Tresca sur !�]0; T [, où j:j désigne la norme Euclidienne de R2 et

k" : ! ! R+ est une fonction donnée. (3:7) représente les conditions initiales du champ de

déplacement u0 et le champ de vitesse u1.

3.2 Formulation variationnelle du problème

Avant de donner la formulation variationnelle du problème (3:1)� (3:7), nous dé�nissons le

convexe fermé non vide de H1(
")3

K" =
�
v 2 H1(
")3 : v = 0 sur �"1 [ �"L, v:n = 0 sur !

	
.

En multipliant l�équation (3:1) par
�
'� @u"

@t

�
, où ' 2 K", intégrons sur 
", et utilisons la

formule de Green on obtient le problème variationnel suivant

Problème P(
"). Trouver u" où @u"

@t
2 K", telle que8>>>>>><>>>>>>:

�
@2u"

@t2
; '� @u"

@t

�
+ a�

�
u"; '� @u"

@t

�
+ a�

�
@u"

@t
; '� @u"

@t

�
+
"

�
ju"ju"; '� @u"

@t

�
+ �"

��
1 +

��@u"
@t

��� @u"
@t
; '� @u"

@t

�
+j"(')� j"

�
@u"

@t

�
�
�
f "; '� @u"

@t

�
, 8' 2 K",

u" (x; 0) = u0(x);
@u"

@t
(x; 0) = u1(x),

9>>>>>>=>>>>>>;
(3.8)

où

a#(u; v) = 2#
3X

i;j=1

Z

"

dij (u) dij (v) dx, # 2 R�+,

j"(v) =

Z
!

k" jvj dx0;8v 2 H1(
")3,

et

(f; v) =

3X
i=1

Z

"

fi:vidx; 8v 2 H1(
")3.

Théorème 3.1 Si les hypothèses suivantes sont véri�ées

f ";
@f "

@t
2 L2

�
0; T; L2 (
")3

�
,

k" 2 L1(!), k" > 0, indépendante de t,

u0 2 H1(
")3, u1 2 H1(
")3, (u1)� = 0. (3.9)

49



Alors, il existe une solution unique u" de (3:8) véri�e

u" 2 L1
�
0; T;H1(
")3

�
,
@u"

@t
2 L1

�
0; T;H1(
")3

�
,

@2u"

@t2
2 L1

�
0; T; L2 (
")3

�
\ L2

�
0; T;H1(
")3

�
.

La preuve de ce Théorème est similaire dans Lions ( [24], [35]).

3.3 Analyse asymptotique du problème

Dans cette section, nous étudions le comportement asymptotique de la solution du problème

(3:8).

3.3.1 Changement d�échelle et problème variationnel sur 


Pour l�analyse asymptotique du problème, on commence notre étude par le changement

d�échelle qui nous permettra de travailler sur un domaine indépendant de l�épaisseur ".

Posant z = x3=", le domaine 
" se transforme à un domaine 
 indépendant de "


 = f(x0; z) 2 R3 : (x0; 0) 2 !, 0 < z < h(x0)g,

où � = ��1 [ ��L [ �! sa frontière.

Maintenant, nous dé�nissons des nouvelles fonctions sur 
8<: û"i (x
0; z; t) = u"i (x

0; x3; t) , i = 1; 2,

û"3 (x
0; z; t) = "�1u"3 (x

0; x3; t) .

Pour les données du problème, nous avons les relations suivantes8<: f̂i (x
0; z; t) = "2f "i (x

0; x3; t) , i = 1; 2; 3,

k̂ = "k", �̂ = "2�", 
̂ = "
",

avec f̂i, k̂, �̂ et 
̂ ne dépendent pas de ". Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel

sur 
 comme ce qui suit :

K =
�
' 2 H1 (
)3 : ' = 0 sur �L [ �1 et ':n = 0 sur !

	
,

�(K) =
�
' 2 H1 (
) : ' = 0 sur �L [ �1

	
,
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Vz =

�
v = (v1; v2) 2 L2 (
)2 :

@vi
@z

2 L2 (
) , i = 1; 2 et v = 0 sur �1
�
,

où Vz est un espace de Banach muni de la norme

kvkVz =
 

2X
i=1

 
kvik2L2(
) +





@vi@z




2
L2(
)

!! 1
2

.

Le problème variationnel (3:8) est reformulé sur le domaine �xe 
 par

Problème P(
). Trouver û" 2 K, où @û"

@t
2 K, telle que8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

2X
i=1

"2
�
@2û"i
@t2

; '̂i �
@û"i
@t

�
+ "4

�
@2û"3
@t2

; '̂3 �
@û"3
@t

�
+ â�

�
û"; '̂� @û"

@t

�
+â�

�
@û"

@t
; '̂� @û"

@t

�
+ "
̂

2X
i=1

�
jû"i j û"i ; '̂i �

@û"i
@t

�
+ "3
̂

�
jû"3j û"3; '̂3 �

@û"3
@t

�
+�̂

2P
i=1

��
1 +

���@û"i@t ���� @û"i
@t
; '̂i �

@û"i
@t

�
+ "2�̂

��
1 +

���@û"3@t ���� @û"3
@t
; '̂3 �

@û"3
@t

�
+Ĵ ('̂)� Ĵ

�
@û"

@t

�
�

2X
i=1

�
f̂i; '̂i �

@û"i
@t

�
+ "

�
f̂3; '̂3 �

@û"3
@t

�
; 8'̂ 2 K,

û" (0) = û0, @û"

@t
(0) = û1,

9>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>;

(3.10)

où

Ĵ ('̂) =

Z
!

k̂ j'̂j dx0,

et

â#

�
 ̂; '̂

�
= #"2

2X
i;j=1

Z



 
@ ̂i
@xj

+
@ ̂j
@xi

!
@'̂i
@xj

dx0dz

+ #
2X
i=1

Z



 
@ ̂i
@z

+ "2
@ ̂3
@xi

!�
@'̂i
@z

+ "2
@'̂3
@xi

�
dx0dz

+ 2#"2
Z



@ ̂3
@z

:
@'̂3
@z

dx0dz, 8 ̂; '̂ 2 K.

3.3.2 Estimations a priori

Notre but maintenant est l�obtention des estimations a priori sur la solution û". Pour cela

nous utilisons les trois inégalités fondamentales suivantes:

� L�inégalité de Korn

#CK kru"kL2(
")3�3 � a# (u
"; u") , (CK indépendant de "). (3.11)

� L�inégalité de Poincaré

ku"kL2(
")3 � "�h kru"kL2(
")3�3 . (3.12)
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� L�inégalité de Young

ab � �2
a2

2
+ ��2

b2

2
, 8 (a; b) 2 R2, 8� > 0. (3.13)

Théorème 3.2 Avec les mêmes hypothèses du Théorème 3.1, il existe une constante c in-

dépendante de " satisfaite les estimations suivantes

2X
i=1

 



@û"i@z




2
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)

+





"@û"i@t




2
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)

+





"2@û"3@xi





2
L2(
)

+



" 13 û"i


3

L3(
)

!
(3.14)

+
2X

i;j=1
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2
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2
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)

+





"2@û"3@t




2
L2(
)

+



" 43 û"3


3

L3(
)
� c,

2X
i=1





@û"i@t




3
L3(0;T;L3(
))

+





"@û"3@t




3
L3(0;T;L3(
))

� c, (3.15)
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@û"i@z
�
@û"i
@t

�



2
L2(
)

+





"@2û"i@t2





2
L2(
)

+





"2 @@xi
�
@û"3
@t

�



2
L2(
)

!
(3.16)

+
2X

i;j=1





" @

@xj

�
@û"i
@t

�



2
L2(
)

+





" @@z
�
@û"3
@t

�



2
L2(
)

+





"2@2û"3@t2





2
L2(
)

� c.

Preuve. Soit u" la solution du problème (3:8). Nous choisissons ' = 0, donc nous

obtenons �
@2u"

@t2
;
@u"

@t

�
+ a�

�
u";

@u"

@t

�
+ a�

�
@u"

@t
;
@u"

@t

�
+ 
"

�
ju"ju"; @u

"

@t

�
+ �"

��
1 +

����@u"@t
����� @u"

@t
;
@u"

@t

�
�
�
f ";

@u"

@t

�
,

ceci implique que

1

2

d

dt

"



@u"@t




2
L2(
")3

+ a�(u
"; u") +

2

3

" ku"k3L3(
")3

#
+ a�

�
@u"

@t
;
@u"

@t

�
+ �"





@u" (s)@t





3
L3(
")3

�
�
f ";

@u"

@t

�
.
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En intégrant sur (0; t) et en utilisant l�inégalité de Korn (3:11), on trouve"



@u"@t




2
L2(
")3

+ 2�CK kru"k2L2(
")3�3 +
2

3

" ku"k3L3(
")3

#
(3.17)

+ 2�CK

tZ
0





r@u"@t (s)




2
L2(
")3�3

ds+ �"
tZ
0





@u" (s)@t





3
L3(
")3

ds

� 2
tZ
0

�
f " (s) ;

@u" (s)

@t

�
ds+

�
ku1k2L2(
")3 + 2� kru0k

2
L2(
")3�3 +

2

3

" ku0k3L3(
")3

�
.

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz, de Poincaré (3:12) et de Young (3:13), on

obtient

2

tZ
0

�
f " (s) ;

@u" (s)

@t

�
ds � 2

tZ
0





@u" (s)@t






L2(
")3

kf " (s)kL2(
")3 ds (3.18)

� 2�CK
tZ
0





r@u" (s)@t





2
L2(
")3�3

ds+
2"2�h2

�CK

tZ
0

kf " (s)k2L2(
")3 ds.

Insérer (3:18) dans (3:17), nous obtenons





@u"@t




2
L2(
")3

+ 2�CK kru"k2L2(
")3�3 +
2

3

" ku"k3L3(
")3 + �"

tZ
0





@u" (s)@t





3
L3(
")3

ds (3.19)

� 2"2�h2

�CK

tZ
0

kf " (s)k2L2(
")3 ds+ ku1k
2
L2(
")3 + 2� kru0k

2
L2(
")3�3 +

2

3

" ku0k3L3(
")3 ,

comme

"2 kf "k2L2(
")3 = "�1



f̂


2

L2(
)3
,

en multipliant (3:19) par ", nous déduisons

1

2

"
"





@u"@t




2
L2(
")3

#
+ 2�CK

h
" kru"k2L2(
")3�3

i
+
2

3

h
"
" ku"k3L3(
")3

i
(3.20)

+ "�"
tZ
0





@u" (s)@t





3
L3(
")3

ds

� A,

où A est une constante ne dépend pas de ", avec

A = kû1k2L2(
)3 + 2� krû0k
2
L2(
)3�3 +

2

3

̂ kû0k3L3(
)3 +

4�h2

�CK




f̂ (s)


2
L2(0;T;L2(
)3)

ds.
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Donc, à partir de (3:20), nous concluons (3:14) et (3:15).

Pour montrer l�estimation a priori (3:15), on considère l�équation approchée�
@2u"�
@t2

; '

�
+ a�

�
u"� ; '

�
+ a�

�
@u"�
@t

; '

�
+ �"

��
1 +

����@u"�@t
����� @u"�

@t
; '

�
(3.21)

+ 2
"
���u"���u"� ; '�+ ��j"��0 �@u"�@t

�
; '

�
=

�
@f "

@t
;
@2u"�
@t2

�
,

où

j"�(v) =

Z
!

k" (x0)��
�
jv� j2

�
dx0 avec �� (�) =

1

1 + �
j�j(1+�) ; � > 0,

on dérive (3:21) par rapport à t et on prend ' =
@2u"�
@t2
, nous obtenons�

@3u"�
@t3

;
@2u"�
@t2

�
+ a�

�
@u"�
@t

;
@2u"�
@t2

�
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�
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@t2

;
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�
+ 2�"

��
1

2
+

����@u"�@t
����� @2u"�

@t2
;
@2u"�
@t2

�
+ 2
"

���u"��� @u"�@t ; @2u"�@t2

�
+

�
@

@t

�
j"�
�0 �@u"�

@t

�
;
@2u"�
@t2

�
=

�
@f "

@t
;
@2u"�
@t2

�
,

comme
�
@
@t

�
j"�
�0 �@u"�

@t

�
;
@2u"�
@t2

�
� 0; nous trouvons

1

2

d

dt

"



@2u"�@t2





2
L2(
")3

+ a�

�
@u"�
@t

;
@u"�
@t

�#
+ 2�CK





r@2u"�@t2





2
L2(
")3�3

�
�
@f "

@t
;
@2u"�
@t2

�
� 2
"

���u"��� @u"�@t ; @2u"�@t2

�
.

En intégrant cette dernière inégalité sur (0; t), on obtient"



@2u"�@t2





2
L2(
")3

+ 2�CK





r@u"�@t




2
L2(
")3�3

#
+ 4�CK

Z t
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r@2u"� (s)@t2





2
L2(
")3�3

ds (3.22)

�
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(0)





2
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")3

+
2
�
"�h
�2

�CK

Z t
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@f " (s)@t





2
L2(
")3

ds+ 2�CK

Z t

0





r@2u"� (s)@t2





2
L2(
")3�3

ds

+ 2� kru1k2L2(
")3�3 � 4
"
Z t

0

Z

"

��u"� (s)�� @u"� (s)@t

@2u"� (s)

@t2
dx0dx3ds.

Maintenant, nous allons analyser le terme sur le côté droit de (3:22).

En utilisant l�inégalité de Hölder généralisée, en observant que 1
3
+ 1

6
+ 1

2
= 1, nous
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concluons �����4
" Z t

0

Z
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��u"� (s)�� @u"� (s)@t
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Par l�injection de Sobolev H1 (
") ,! L6 (
"), ainsi
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,

on trouve �����4
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0

Z
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ds.

Nous utilisons maintenant les inégalités (3:12)-(3:13), nous obtenons�����4
" Z t

0

Z

"
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2
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2
L2(
")3�3

ds.

D�autre part, le fait que "
"


u"� (s)

L3(
")3 � c�, (où c� indépendant de � et ", selon (3:20)),

nous donnons�����4
" Z t

0

Z

"

��u"� (s)�� @u"� (s)@t

@2u"� (s)

@t2
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���� (3.23)
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2
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De (3:22)-(3:23), nous obtenons"
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#
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Maintenant, il faut estimer
@2u"�
@t2

(0). De (3:21) et (3:9), il vient que�
@2u"�
@t2

(0) ; '

�
= (f " (0) ; ')� a�(u0; ')� a� (u1; ')

� �" ((1 + ju1j)u1; ')� 
" (ju0ju0; ') ,8' 2 K".

En appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré (3:12), on déduit�����@2u"�@t2
(0) ; '

�����
�
�
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�
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2
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2
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comme H1 (
) ,! L4 (
), on a�����@2u"�@t2
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�����
�
�
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+
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"
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�
�hcs kû1k2H1(
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") �hcs kû0k2H1(
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�
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Si on multipliant cette inégalité par
p
", on obtient

p
"
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")3
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où
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+
�
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�
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)3 ,

ne dépend pas de ".

Nous passons à la limite dans (3:24) quand � tend vers zéro, nous trouvons"
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En multipliant maintenant cette inégalité par ", on obtient

"
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2
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+ 2�CK
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")3�3

#
(3.25)
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�
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2
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#
ds,

où B est une constante ne dépend pas de " avec

B = 2� krû1k2L2(
)3�3 +
2�h2

�CK






@f̂ (s)@t







2

L2(0;T;L2(
)3)

ds+ C 0.

En utilisant le lemme de Gronwall dans l�inégalité (3:25), nous obtenons

"





@2u"@t2





2
L2(
")3

+ "





r@u"@t




2
L2(
")3�3

� c, (3.26)

où c est une constante positive indépendante de ". De (3:26), nous concluons (3:16).

3.3.3 Théorème de convergence

Théorème 3.3 Sous les mêmes hypothèses du Théorème 3.1, il existe u�i 2 L2 (0; T; Vz) \

L1 (0; T; Vz), i = 1; 2, telle que

û"i * u�i , i = 1; 2
@û"i
@t

*
@u�i
@t
, i = 1; 2

9=; faiblement dans L2 (0; T; Vz)

et faiblement � dans L1 (0; T; Vz) ,
(3.27)

@û"i
@t

*
@u�i
@t
, i = 1; 2

"
4
3
@û"3
@t

* 0

9=; faiblement dans L3
�
0; T; L3 (
)

�
, (3.28)

"
1
3 û"i * 0, i = 1; 2

"
4
3 û"3 * 0

9=; faiblement dans L3 (0; T; L3 (
))

et faiblement � dans L1 (0; T; L3 (
)) ,
(3.29)

"
@û"i
@t

* 0, i = 1; 2

"2
@û"3
@t

* 0

"2
@û"3
@xi

* 0, i = 1; 2

"2
@û"3
@z

* 0

"
@û"i
@xj

* 0, i; j = 1; 2

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

faiblement dans L2 (0; T; L2 (
))

et faiblement � dans L1 (0; T; L2 (
)) ,
(3.30)
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" @
@xj

�
@û"i
@t

�
* 0, i; j = 1; 2

"2 @
@z

�
@û"3
@t

�
* 0

"2 @
@xi

�
@û"3
@t

�
* 0, i = 1; 2

"
@2û"i
@t2

* 0, i = 1; 2

"2
@2û"3
@t2

* 0

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

faiblement dans L2 (0; T; L2 (
))

et faiblement � dans L1 (0; T; L2 (
)) .
(3.31)

Preuve. D�après les estimations (3:14) et (3:16) il existe une constante positive c in-

dépendante de ", telle que



@û"i@z




2
L2(
)

� c et





 @@z
�
@û"i
@t

�



2
L2(
)

� c, i = 1; 2.

En utilisant ces estimations avec l�inégalité de Poincaré dans le domaine 
, on déduit que

les suites (û"1; û
"
2)" et

�
@û"1
@t
;
@û"2
@t

�
"
sont bornées dans L2 (0; T; Vz) \ L1 (0; T; Vz), ce qui im-

plique l�existence des éléments (u�1; u
�
2) et

�
@u�1
@t
;
@u�2
@t

�
dans L2 (0; T; Vz) \ L1 (0; T; Vz) telles

que (û"1; û
"
2)"

�
resp.

�
@û"1
@t
;
@û"2
@t

�
"

�
converge faiblement vers (u�1; u

�
2)
�
resp.

�
@u�1
@t
;
@u�2
@t

��
dans

L2 (0; T; Vz) \ L1 (0; T; Vz). Donc nous obtenons (3:27). Aussi il est claire que les conver-

gences (3:28)� (3:31) découlent directement de (3:14)� (3:16) et (3:27).

3.3.4 Problème limite

Nous avons vu que la solution û" du problème variationnel (3:10) admet une limite faible u�

quand " tend vers zéro. Il nous reste qu�à chercher le problème limite véri�é par cette limite

faible.

Théorème 3.4 La solution limite (u�1; u
�
2) véri�e

�

2X
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:
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�
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dx0dz + �
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�
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@t

�
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�
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�
dx0dz (3.32)

+ Ĵ ('̂)� Ĵ

�
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�
+ �̂

2X
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Z



�
1 +
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�
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�
dx0dz

�
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�
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�
dx0dz, 8'̂ 2 �(K)2 ,
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8<: � @2

@z2

�
�u�i (t) + �

@u�i (t)
@t

�
+ �̂

�
1 +

���@u�i (t)@t

���� @u�i (t)
@t

= f̂i (t) , i = 1; 2 dans L2 (
) ,

u�i (x
0; z; 0) = û0;i (x

0; z) , i = 1; 2.
(3.33)

Preuve. On prend '̂ =
�
'̂1; '̂2;

@û"3
@t

�
dans l�inéquation variationnelle (3:10) puis en

passant à la limite quand " tend vers zéro et en utilisant les résultats de convergence du

Théorème 3.3, on déduit

�
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�
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�
dx0dz (3.34)
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�
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@t

�
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�
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����@u�i@t
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�
'̂i �
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�
dx0dz

�
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�
f̂i; '̂i �

@u�i
@t

�
.

Nous choisissons maintenant dans (3:34) ;

'̂i =
@u�i
@t

�  i,  i 2 H1
0 (
) , i = 1; 2,

et en utilisant la formule de Green, puis en choisissant  1 = 0 et  2 2 H1
0 (
), en suite

 2 = 0 et  1 2 H1
0 (
), on obtient

�
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@

@z

�
�
@u�i
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+ �
@
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�
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��
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2X
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�
1 +

����@u�i@t
����� @u�i
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0dz

=

Z



f̂i idx
0dz.

Donc

� @2

@z2

�
�u�i (t) + �

@u�i (t)

@t

�
+ �̂

�
1 +

����@u�i@t
����� @u�i

@t
= f̂i, i = 1; 2 dans H�1 (
) , (3.35)

la formule (3:35) est valable dans L2 (
), puisque
�
f̂1, f̂2

�
2 L2 (
)2.

Théorème 3.5 Sous les même hypothèses du Théorème 3.1, les traces

� � (x0; t) =
@u�

@z
(x0; 0; t) , s� (x0; t) = u� (x0; 0; t) ,

véri�entZ
!

k̂

����� + @s�

@t

����� ����@s�@t
����� dx0 � Z

!

�
�� � + �

@� �
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�
 dx0 � 0;8 2 L2 (!)2 , (3.36)
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et la condition aux limites de Tresca sur ! � ]0; T [���� � + �@�
�

@t

�� < k̂ ) @s�

@t
= 0,���� � + �@�

�

@t

�� = k̂ ) 9� > 0 : @s�
@t
= �

�
�� � + �@�

�

@t

�
,

9=; p.p sur ! � ]0; T [ . (3.37)

En plus u� et s� véri�ent l�équation généralisée de ReynoldsZ
!

�
~F � h

2

�
�s� + �

@s�

@t

�
+

Z h

0

�
�u� + �

@u�

@t

�
(x0; z; t) dz + ~Ut

�
r (x0) dx (3.38)

= 0, 8 2 H1 (!) ,

où

~F (x0; h; t) =

Z h

0

F (x0; z; t) dz � h

2
F (x0; h; t) ,

F (x0; z; t) =

Z z

0

Z �

0

f̂ (x0; �; t) d�d�,

~Ut (x
0; h; t) = ��̂

Z h

0

Ut (x
0; z; t) dz +

�̂h

2
Ut (x

0; h; t) ,

Ut (x
0; z; t) =

Z z

0

Z �

0

�
1 +

����@u�@t
����� @u�

@t
(x0; �; t) d�d�.

Preuve. Nous choisissons ' dans (3:32) avec 'i =
@u�i
@t
+  i , i = 1; 2, où  i 2 �(K),

nous obtenons

�
2X
i=1

Z



@u�i
@z

:
@ i
@z

dx0dz + �
2X
i=1

Z



@

@z

�
@u�i
@t

�
:
@ i
@z

dx0dz

+ Ĵ

�
 +

@u�

@t

�
� Ĵ

�
@u�

@t

�
+ �̂

2X
i=1

Z



�
1 +

����@u�i@t
����� @u�i

@t
 idx

0dz

�
2X
i=1

Z



f̂i idx
0dz; 8 i 2 �(K) .

Par la formule de Green, on déduit

�
2X
i=1

Z



@2

@z2

�
�u�i + �

@u�i
@t

�
: idx

0dz + �̂
2X
i=1

Z



�
1 +

����@u�i@t
����� @u�i

@t
 idx

0dz

�
2X
i=1

Z
!

�
�� �i + �

@� �i
@t

�
 idx

0 +

Z
!

k̂

����� + @s�

@t

����� ����@s�@t
����� dx0

�
2X
i=1

Z



f̂i idx
0dz.
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De (3:33), on trouveZ
!

k̂

����� + @s�

@t

����� ����@s�@t
����� dx0 � Z

!

�
�� � + �

@� �

@t

�
 dx0 � 0,  2 D (!)2 .

Par la densité de D (!) dans L2 (!) on déduit (3:36).

Pour prouver (3:37), nous prenons  = �@s�

@t
, dans (3:36), il vient queZ

!

�
k̂

����@s�@t
����� ��� � + �

@� �

@t

�
@s�

@t

�
dx0 = 0. (3.39)

En prenant  = � � @s�

@t
avec � dans L2 (!)2, dans (3:36), on trouveZ

!

�
k̂ j�j �

�
�� � + �

@� �

@t

�
�

�
dx0 �

Z
!

�
k̂

����@s�@t
����� ��� � + �

@� �

@t

�
@s�

@t

�
dx0, � 2 L2 (!)2 .

Donc, nous déduisonsZ
!

�
k̂ j�j �

�
�� � + �

@� �

@t

�
�

�
dx0 � 0, � 2 L2 (!)2 , (3.40)

on choisit d�abord � = (�1; �2) tel que �i > 0, i = 1; 2, dans (3:40), on obtientZ
!

�
k̂ j�j �

������ � + �
@� �

@t

���� j�j cos�� � + @� �

@t
; �

��
dx0

�
Z
!

�
k̂ �

������ � + �
@� �

@t

���� cos�� � + @� �

@t
; �

��
j�j dx0, � 2 L2 (!)2 ,

donc ������ � + �
@� �

@t

���� cos�� � + @� �

@t
; �

�
� k̂, p.p sur ! � ]0; T [ . (3.41)

Prenant maintenant dans (3:40)� �, avec � = (�1; �2) tel que �i > 0, i = 1; 2, on trouveZ
!

�
k̂ j�j+

������ � + �
@� �

@t

���� j�j cos�� � + @� �

@t
; �

��
dx0

�
Z
!

�
k̂ +

������ � + �
@� �

@t

���� cos�� � + @� �

@t
; �

��
j�j dx0, � 2 L2 (!)2 ,

d�où

� k̂ �
������ � + �

@� �

@t

���� cos�� � + @� �

@t
; �

�
, p.p sur ! � ]0; T [ . (3.42)

De (3:41) et (3:42) on trouve������ � + �
@� �

@t

���� � k̂, p.p sur ! � ]0; T [ .

D�après (3:39), on a

k̂

����@s�@t
����� ��� � + �

@� �

@t

�
@s�

@t
= 0, p.p sur ! � ]0; T [ .
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Par le lemme 2.1, nous déduisons la loi de Tresca sur ! � ]0; T [.

Pour prouver (3:38) on intègre (3:33) de 0 à z, on obtient

� @

@z

�
�u�i � �

@u�i
@t

�
(x0; z; t) +

@

@z

�
�u�i +

@u�i
@t

�
(x0; 0; t)

+ �̂

Z z

0

�
1 +

����@u�i@t
����� @u�i

@t
(x0; �; t) d�

=

Z z

0

f̂i (x
0; �; t) d�.

En intégrant pour la deuxième fois entre 0 et z, on obtient�
�u�i + �

@u�i
@t

�
(x0; z; t) (3.43)

=

�
�s�i + �

@s�i
@t

�
+ z

�
�� �i + �

@� �i
@t

�
+ �̂

Z z

0

Z �

0

�
1 +

����@u�i@t
����� @u�i

@t
(x0; �; t) d�d� �

Z z

0

Z �

0

f̂i (x
0; �; t) d�d�.

En substituant z par h (x0), d�où�
�s�i + �

@s�i
@t

�
+ h

�
�� �i + �

@� �i
@t

�
= +

Z h

0

Z �

0

fi (x
0; �; t) d�d� (3.44)

��̂
Z h

0

Z �

0

�
1 +

����@u�i@t
����� @u�i

@t
(x0; �; t) d�d�.

En intégrant (3:43) de 0 à h (x0), on obtientZ h

0

�
�u�i + �

@u�i
@t

�
(x0; z; t) dz = h

�
�s�i + �

@s�i
@t

�
+
1

2
h2
�
�� �i + �

@� �i
@t

�
(3.45)

+ �̂

Z h

0

Z z

0

Z �

0

�
1 +

����@u�i@t
����� @u�i

@t
(x0; �; t) d�d�dz

�
Z h

0

Z z

0

Z �

0

f̂i (x
0; �; t) d�d�dz.

De (3:44)-(3:45), nous déduisons que

~F � h

2

�
�s� + �

@s�

@t

�
+

Z h

0

�
�u� + �

@u�

@t

�
(x0; z; t) dz + ~Ut = 0.

Et par conséquentZ
!

�
~F � h

2

�
�s� + �

@s�

@t

�
+

Z h

0

�
�u� + �

@u�

@t

�
(x0; z; t) dz + ~Ut

�
r (x0) dx0 = 0.

Théorème 3.6 La solution u�i ; i = 1; 2, du problème limite (3:32)-(3:33) est unique dans

L2 (0; T; Vz) \ L1 (0; T; Vz).
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Preuve. Supposons qu�il existe deux solutions u�i et u
��
i , i = 1; 2 de l�inéquation varia-

tionnelle (3:32), nous avons

�

2X
i=1

Z



@u�i
@z

:
@

@z

�
'̂i �

@u�i
@t

�
dx0dz + �

2X
i=1

Z



@

@z

�
@u�i
@t

�
:
@

@z

�
'̂i �

@u�i
@t

�
dx0dz (3.46)

+ �̂
2X
i=1

Z



�
1 +

����@u�i@t
����� @u�i

@t

�
'̂i �

@u�i
@t

�
dx0dz + Ĵ ('̂)� Ĵ

�
@u�

@t

�

�
2X
i=1

�
f̂i; '̂i �

@u�i
@t

�
,

et

�

2X
i=1

Z



@u��i
@z

:
@

@z

�
'̂i �

@u��i
@t

�
dx0dz + �

2X
i=1

Z



@

@z

�
@u��i
@t

�
:
@

@z

�
'̂i �

@u��i
@t

�
dx0dz (3.47)

+ �̂
2X
i=1

Z



�
1 +

����@u��i@t
����� @u��i

@t

�
'̂i �

@u��i
@t

�
dx0dz + Ĵ ('̂)� Ĵ

�
@u��i
@t

�

�
2X
i=1

�
f̂i; '̂i �

@u��i
@t

�
.

Nous prenons '̂ = @u��

@t
dans (3:46) (resp '̂ = @u�

@t
dans (3:47)) et en additionnant les deux

nouvelles inéquations, on obtient

�
2X
i=1

Z



@

@z
(u�i � u��i ) :

@

@z

�
@u�i
@t

� @u��i
@t

�
dxdz

+ �̂
2X
i=1

Z



�
@u�i
@t

� @u��i
@t

�
:

�
@u�i
@t

� @u��i
@t

�
dxdz

+ �
2X
i=1

Z



@

@z

�
@u�i
@t

� @u��i
@t

�
:
@

@z

�
@u�i
@t

� @u��i
@t

�
dxdz

+ �̂

2X
i=1

Z



�����@u�i@t
���� @u�i@t �

����@u��i@t
���� @u��i@t

�
:

�
@u�i
@t

� @u��i
@t

�
dxdz

� 0,

Posons �W (t) = u� (t)� u�� (t), ceci implique que

�
d

dt





@ �W@z




2
L2(
)2

+ �





 @@z
�
@ �W

@t

�



2
L2(
)2

+ �̂





@ �W@t




2
L2(
)2

+
�̂

4





@ �W@t




3
L3(
)2

� 0.

En utilisant le fait que �W (0) = 0, nous trouvons



@ �W@z




2
L2(
)2

� 0.
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Finalement, par l�inégalité de Poincaré, nous concluons



 �W


L2(0;T;Vz)

=


 �W



L1(0;T;Vz)
= 0.
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Chapitre 4

Analyse asymptotique d�un système

généralisé de type Stokes

Résumé. Dans ce chapitre nous étudions le comportement d�un �uide non-Newtoniens

incompressible en régime stationnaire gouverné par le système de Stokes généralisé dans un

domaine mince 
" � R3 avec une condition de frottement non linéaire sur une partie du

bord. Nous allons étudier le comportement de la vitesse u" et la pression �" du �uide lorsque

l�épaisseur " tend vers zéro. Pour cela on va utiliser, comme dans les chapitres précédents,

la technique de changement d�échelle.

Contenu

4.1 Introduction et position du problème.

4.2 Problème variationnel;

4.2.1 Le problème variationnel dans un domaine �xe.

4.3 Estimations a priori.

4.4 Résultats de convergence et problème limite.
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4.1 Introduction et position du problème

En mécanique des �uides, ces derniers peuvent être classés en deux grandes familles

� La famille des �uides Newtoniens (comme l�eau, l�air et la plupart des gaz) qui ont une

viscosité constante.

� La deuxième famille est constituée des �uides non-Newtoniens (quasiment tout le

reste...le sang, le gel,...) qui ont la particularité d�avoir leur viscosité qui varie en fonc-

tion de la vitesse. Par conséquent, le tenseur des contraintes n�est plus une fonction linéaire

des déformations.

L�équation de Stokes forment un modèle mathématique qui décrit l�écoulement d�un �uide

Newtonien. OA. Ladyzhenskaya ([31], [32] et [33]) a proposé dans les années 1960 le modèle

mathématique qui généralise le système de Stokes

�"ij (u
"; �") = �0dij(u

") + �1
dij(u

")

jD(u")j2�p
� �"�ij, 1 � i; j � 3, (4.1)

où �" (u") = �"ij (u
") le tenseur des contraintes, D (u") = dij (u

") le tenseur des taux de

déformations

dij (u
") =

1

2

�
@u"i
@xj

+
@u"j
@xi

�
, 1 � i; j � 3,

u" désigne la vitesse du �uide, �" est la pression, �0, �1 sont des constantes positives qui

représentent les coe¢ cients de viscosité, le paramètre p; est l�exposant de loi de puissance du

matériau représentant l�indice d�écoulement et �ij le symbole de Kronecker. Lorsque �1 = 0

ou p = 2 nous obtenons le tenseur des contraintes de Stokes.

Dans ce chapitre, nous étudions le comportement asymptotique d�un écoulement de �uide

non-Newtoniens et incompressible, soumis à la loi de comportement (4:1) avec 1 < p < 2.

Nous considérons l�écoulement de ce �uide en régime stationnaire dans un domaine de faible

épaisseur [voir la �gure 3.1]


" = f(x0; x3) 2 R3 : (x1; x2) 2 !, 0 < x3 < "h(x0)g,

avec " 2 ]0; 1[ est un réel strictement positif à tendre vers zéro et h (x0) est une fonction de

classe C1 (!) tel que

0 < h = hmin � h(x0) � hmax = h, 8(x0; 0) 2 !.

La frontière de 
" sera notée �" = �
"

1 [ �
"

L [ !, avec
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� �"1 la frontière supérieure d�équation x3 = "h(x0).

� �"L la frontière latérale.

� �! est un domaine borné de R3 d�équation x3 = "h(x0) qui constitue la frontière inférieure

du domaine 
".

La normale extérieure unitaire sur �" est notée n = (n1; n2; n3). La normale unitaire sur

! est le vecteur (0; 0;�1).

On note

u"n = u":n, u"� = u" � u"n:n,

�"n = (�
":n) :n, �"� = �":n� (�"n) :n,

respectivement, la vitesse normale, la vitesse tangentielle, la composante normale et tangen-

tielle du tenseur de contrainte.

Les équations qui traduisent l�écoulement en régime stationnaire d�un �uide incompress-

ible dans 
" sont les suivantes

� La loi de conservation de la quantité de mouvement

� div (�" (u"; �")) = f " dans 
", (4.2)

où f " = (f "1 ; f
"
2 ; f

"
3 ) représente une densité massique des forces extérieures.

� La condition d�incompressibilité

div (u") = 0 dans 
". (4.3)

Pour les conditions aux limites

� Nous supposons que la vitesse est connue sur �"1 et �"L

u" = 0 sur �"1, (4.4)

u" = 0 sur �"L. (4.5)

� Sur ! nous supposons qu�il n�y pas de �ux sortant à travers !

u":n = 0 sur !, (4.6)

cette condition est appelée condition de non-pénétration.
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� Nous supposons aussi l�existence du frottement liquide-solide sur !, ce frottement est

modélisé par la loi non linéaire de Tresca

j�"� j < k" ) u"� = 0,

j�"� j = k" ) 9� > 0, tel que u"� = ���"� ,

9=; sur !, (4.7)

avec k" (x) le coe¢ cient de frottement.

4.2 Problème variationnel

Pour étudier la formulation variationnelle du problème on dé�nit les ensembles suivants

V " =
�
v 2 H1(
")3 : v = 0 sur �"1 [ �"L, v:n = 0 sur !

	
,

V "
div = fv 2 V " : div (v) = 0g ,

L20 (

") =

�
' 2 L2 (
") :

Z

"
'dx = 0

�
,

L20 (

") sous espace vectoriel de fonctions de L2 (
") à moyenne nulle.

Proposition 4.1 La formulation variationnelle du problème s�écrit

Trouver (u"; �") 2 V "
div � L20 (


"), tel que

a�0 (u
"; '� u") + a�1 (u

"; '� u")� (�"; div (')) + j"(')� j" (u") (4.8)

� (f "; '� u") , 8' 2 V ".

Où

a�1(u
"; v) = �1

Z

"

jD(u")jp�2 d (u") d (v) dx, a�0(u
"; v) = �0

Z

"

d (u") d (v) dx,

(�"; div (v)) =

3X
i=1

Z

"

�"
@vi
@xi

dx, j"(v) =

Z
!

k" jvj dx0, 8v 2 H1(
")3,

(f "; v) =

Z

"

f ":vdx, 8v 2 H1(
")3.

Preuve. Soit u" la solution de (4:2)� (4:7). En multipliant l�équation (4:2) par ('� u")

et par l�intégration sur 
", on obtient

�
Z

"

�"ij (u
")

@xj
('i � u"i ) dx =

Z

"

f "i : ('i � u"i ) dx.
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Par la formule de Green, il vient queZ

"

�"ij (u
")
@ ('i � u"i )

@xj
dx�

Z
�"

�"ij (u
")nj: ('i � u"i ) dx =

Z

"

f "i : ('i � u"i ) dx.

En utilisant la symétrie de �", on a

�"ij (u
")
@ ('i � u"i )

@xj
=

1

2
�"ij (u

")
@ ('i � u"i )

@xj
+
1

2
�"ji (u

")
@
�
'j � u"j

�
@xi

(4.9)

= �"ij (u
") dij ('� u") .

En utilisant (4:9) et l�expression du tenseur de contrainte �", on obtient

a�0(u
"; v) + a�1(u

"; v)� (�"; div ('))�
Z
�"

�" (u")n: ('� u") dx = (f "; '� u") . (4.10)

Sur �" on a

�
Z
�"

�" (u")n: ('� u") dx = �
Z
!

�"� (u
") ('� u")� dx,

car ('� u") = 0 sur �"1 [ �"L, et ('� u") :n = 0 sur !.

D�autre part, d�après la condition de Tresca on aZ
!

k" (j'j � ju"j) dx � �
Z
!

�"� (u
") ('� u")� dx. (4.11)

De (4:10) et (4:11) on obtient l�inéquation variationnelle (4:8).

4.2.1 Le problème variationnel dans un domaine �xe

A�n de pouvoir appréhender le comportement de (u"; �"), le domaine doit être indépendant

de ". Comme le chapitre précédent, nous utiliserons la technique de changement d�échelle

dans 
" sur la coordonnée x3, en introduisant le changement de variable z = x3=", donc le

domaine 
" est transformé à un domaine 
 indépendant de ", où


 = f(x0; z) 2 R3 : (x0; 0) 2 !, 0 < z < h(x0)g,

où � = ��1 [ ��L [ �! sa frontière.

Nous dé�nissons des nouvelles variables pour la vitesse et la pression comme suit8>>><>>>:
û"i (x

0; z) = u"i (x
0; x3) , i = 1; 2,

û"3 (x
0; z) = "�1u"3 (x

0; x3) ,

�̂" (x0; z) = "2�" (x0; x3) .

(4.12)
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Pour les données, on suppose qu�elles dépendent de " de la façon suivante8<: f̂ (x0; z) = "2f " (x0; x3) ,

k̂ = "k",
(4.13)

où f̂ et k̂ ne dépendent pas de ".

Soit

V =
�
' 2 H1 (
)3 : ' = 0 sur �L [ �1 et ':n = 0 sur !

	
,

Vdiv = f' 2 V : div (') = 0g ,

�(V ) =
�
' 2 H1 (
)2 : ' = ('1; '2) , 'i = 0 sur �L [ �1, i = 1; 2

	
,

L20 (
) =

�
' 2 L2 (
) :

Z



'dx0dz = 0

�
,

Vz =

�
v = (v1; v2) 2 L2 (
)2 :

@vi
@z

2 L2 (
) , i = 1; 2 et v = 0 sur �1
�
,

où Vz est un espace de Banach pour la norme

kvkVz =
 

2X
i=1

 
kvik2L2(
) +





@vi@z




2
L2(
)

!! 1
2

.

En utilisant (4:12) et (4:13), le problème (4:8) prend la forme

Trouver (û"; �̂") 2 Vdiv � L20 (
), tel que

â�0 (û
"; '̂� û") + â�1 (û

"; '̂� û")� (�̂"; div ('̂)) + Ĵ ('̂)� Ĵ (û") (4.14)

�
2X
i=1

�
f̂i; '̂i � û"i

�
+ "

�
f̂3; '̂3 � û"3

�
, 8'̂ 2 V ,

où

Ĵ ('̂) =

Z
!

k̂ j'̂j dx0,

â�0 (û
"; '̂� û") = "2

2X
i;j=1

Z



�0
2

�
@û"i
@xj

+
@û"j
@xi

�
@

@xj
('̂i � û"i ) dx

0dz

+

2X
i=1

Z



�0
2

�
@û"i
@z

+ "2
@û"3
@xi

��
@

@z
('̂i � û"i ) + "2

@

@xi
('̂3 � û"3)

�
dx0dz

+"2
Z



�0
@û"3
@z

:
@

@z
('̂3 � û"3) dx

0dz,
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et

â�1 (û
"; '̂� û")

= "4�p
2X

i;j=1

Z



�1
2

��� ~D(û")���p�2�@û"i
@xj

+
@û"j
@xi

�
@

@xj
('̂i � û"i ) dx

0dz

+ "2�p
2X
i=1

Z



�1
2

��� ~D (û")���p�2�@û"i
@z

+ "2
@û"3
@xi

��
@

@z
('̂i � û"i ) + "2

@

@xi
('̂3 � û"3)

�
dx0dz

+ "4�p
Z



�1

��� ~D (û")���p�2 @û"3
@z

:
@

@z
('̂3 � û"3) dx

0dz,

avec

��� ~D (û")��� = ""2 1
4

2X
i;j=1

�
@û"i
@xj

+
@û"j
@xi

�2
+

�
@û"3
@z

�2!
+
1

2

2X
i=1

�
@û"i
@z

+ "2
@û"3
@xi

�2# 1
2

.

4.3 Estimations a priori

Nous essayons maintenant d�étudier les estimations a priori sur la vitesse û" et la pression

�̂".

Théorème 4.1 Supposons que f " 2 L2 (
")3 et soit (u"; �") 2 V "
div�L20 (
"), est une solution

au problème (4:8), où k" 2 L1+ (!) et 1 < p < 2. Alors il existe une constante c indépendant

de ", telle que

2X
i=1

 



@û"i@z




2
L2(
)

+





"2@û"3@xi





2
L2(
)

!
+

2X
i;j=1





"@û"i@xj





2
L2(
)

+





"@û"3@z




2
L2(
)

� c, (4.15)

2X
i=1

 



" 2�pp @û"i
@z





p
Lp(
)

+





" p+2p @û"3
@xi





p
Lp(
)

!
+

2X
i;j=1





" 2p @û"i@xj





p
Lp(
)

+





" 2p @û"3@z




p
Lp(
)

� c, (4.16)





@�̂"@x1






H�1(
)

� c, (4.17)



@�̂"@x2






H�1(
)

� c, (4.18)



@�̂"@z






H�1(
)

� ":c. (4.19)

Preuve. Soit u" la solution du problème (4:8), nous choisissons ' = 0, donc nous avons

a�0(u
"; u") + a�1(u

"; u") + j" (u") � (f "; u") .
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Grâce à l�inégalité de Korn, il existe des constantes CK1 et CK2 indépendantes de " telle que

a�1(u
"; u") � �1CK1 kru"k

p
Lp(
") ,

a�0(u
"; u") � �0CK0 kru"k

2
L2(
") ,

donc, on obtient

�0CK0 kru"k
2
L2(
") + �1CK1 kru"k

p
Lp(
") � (f

"; u") .

D�autre part d�après l�inégalité de Hölder, l�inégalité de Poincaré

ku"kL2(
") � "�h kru"kL2(
") ,

et l�inégalité de Young, on aura

(f "; u") �
Z

"
jf "j ju"j dx0dx3

�

24� 2

�0CK1

� 1
2

"�h kf "kL2(
")

35"��0CK1

2

� 1
2

kru"kL2(
")

#

� 2

�0CK1

�
"�h
�2 kf "k2L2(
") + �0CK1

2
kru"k2L2(
") ,

donc, nous concluons

�0CK0

2
kru"k2L2(
") + �1CK1 kru"k

p
Lp(
") �

2

�0CK1

�
"�h
�2 kf "k2L2(
") . (4.20)

Comme

"2 kf "k2L2(
") = "�1



f̂


2

L2(
)
,



@u"i@x3





2
L2(
")

= "�1




@û"i@z





2
L2(
)

, i = 1; 2,

en multipliant l�inégalité (4:20) par " nous déduisons

�0CK0

2

h
" kru"k2L2(
")

i
+ �1CK1

h
" kru"kpLp(
")

i
� A,

où A est une constante ne dépend pas de " avec

A =
2

�0CK1

�h2



f̂


2

L2(
)
,

et à partir de là nous trouvons (4:15) et (4:16).
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Pour prouver les estimations sur la pression (4:17) � (4:19), on choisit ' = u" �  dans

(4:8) avec  2 H1
0 (


"), on obtient

(�"; div ( )) = a�0(u
";  ) + a�1(u

";  ) + (f ";  ) , 8 2 H1
0 (


") ,

cela implique que

j(�"; div ( ))j � �1 kru"k
p
Lp(
") + �1 kr k

p
Lp(
") (4.21)

+ �0 kru"k
2
L2(
") +

�
"�h
�2

�0
kf "k2L2(
") + 2�0 kr k

2
L2(
") ,

on prend  = ( 1; 0; 0),  = (0;  2; 0),  = (0; 0;  3) respectivement dans (4:21), et en

passant au domaine �xe 
, on obtient (4:17)� (4:19).

Les estimations que nous venons d�obtenir nous permettent de passer à la limite quand "

tend vers zéro et justi�er le modèle bidimensionnel obtenu.

4.4 Résultats de convergence et problème limite

Théorème 4.2 Sous les hypothèses du Théorème 4.1, il existe u�i 2 Vz, i = 1; 2 et �� 2

L20 (
) tels que

û"i * u�i , i = 1; 2, faiblement dans Vz, (4.22)

"
@û"i
@xj

* 0, i; j = 1; 2, faiblement dans L2 (
) , (4.23)

"2
@û"3
@xi

* 0, i = 1; 2, faiblement dans L2 (
) , (4.24)

"
2�p
p
@û"i
@z

* 0, i = 1; 2, faiblement dans Lp (
) , (4.25)

"
2
p
@û"i
@xj

* 0, i; j = 1; 2, faiblement dans Lp (
) , (4.26)

"
2+p
p
@û"3
@xi

* 0, i = 1; 2, faiblement dans Lp (
) , (4.27)

"
@û"3
@z

* 0, faiblement dans L2 (
) , (4.28)

"û"3 * 0, faiblement dans L2 (
) , (4.29)

�̂" * ��, faiblement dans L20 (
) . (4.30)
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Preuve. De l�estimation 



@û"i@z




2
L2(
)

� C; i = 1; 2,

et l�inégalité de Poincaré sur 
 on en déduit (4:22). Pour (4:23)� (4:27) selon (4:15), (4:16)

et (4:22).

D�après l�inégalité de Poincaré on a

k"û"3kL2(
) �




"@û"3@z






L2(
)

� C,

donc il existe une fonction v telle que

"û"3 * v, dans L2 (
) .

Puisque div (û") = 0 dans 
, donc

2X
i=1

Z



g (x)
@û"i
@xi

dx0dz +

Z



g (x)
@û"3
@z

dx0dz = 0, 8g (x) 2 L20 (
) .

Utilisons la formule de Green, on obtient

2X
i=1

Z



"û"i
@g (x)

@xi
dx0dz +

Z



"û"3
@g (x)

@z
dx0dz = 0, 8g (x) 2 L20 (
) , (4.31)

comme "û"i * 0, et "û"3 * v, on déduit queZ



v
@g (x)

@z
dx0dz = 0, 8g (x) 2 L20 (
) ,

d�où
@v

@z
= 0, p.p dans 
.

Comme dans ([5]), on choisit g (x) = z� (x0) � j
j�1
R


z� (x0) dx0dz, � (x0) 2 D (!) dans

(4.31), on obtient que

v = 0, p.p dans 
.

D�après le Théorème 4.1 il existe une constante positive C indépendante de " telle que

kr�̂"kH�1(
)3 � C,

en utilisant [46], on en déduit que

k�̂"kL2(
) � kr�̂
"kH�1(
)3 � C.

Donc il existe une sous suite �̂" qui converge faiblement dans L2 (
) vers ��, et comme L20 (
)

est un sous espace faiblement fermé dans L2 (
), donc �� 2 L20 (
).
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Lemme 4.1 La limite (u�; ��) satisfait

�� (x0; z) = �� (x0) , p.p dans 
, (4.32)

et l�équation suivante Z



��
�
@u�1
@x1

+
@u�2
@x2

�
dx0dz = 0. (4.33)

Preuve. Nous avons selon (4:21)������̂"; @'@z
����� � ":c, 8' 2 H1

0 (
) ,

donc

lim
"!0

������̂"; @'@z
����� = lim"!0

�����@�̂"@z
; '

����� = 0, 8' 2 H1
0 (
) ,

et en utilisant (4:30), on en déduit (4:32).

Comme div(û") = 0 dans 
, on obtient pour � 2 D (!)Z



� (x0)

�
@û"1
@x1

+
@û"2
@x2

+
@û"3
@z

�
dx0dz

=

Z



� (x0)

�
@û"1
@x1

+
@û"2
@x2

�
dx0dz

= 0,

comme û"i * u�i ; i = 1; 2 dans Vz, on obtient pour u
�Z




� (x0)

�
@u�1
@x1

+
@u�2
@x2

�
dx0dz = 0. (4.34)

En utilisant (4:32), �� est maintenant dans L2 (w). Donc il existe (�m) dans D (!) tel que

�m ! �� dans L2 (w), et à partir de (4:34), on obtient (4:33) lorsque m!1.

Théorème 4.3 Avec les mêmes hypothèses du Théorème 4.2, (u�; ��) satisfait

2X
i=1

Z



�0
2

@u�i
@z

:
@ ('̂i � u�i )

@z
dx0dz �

Z



��
�
@'̂1
@x1

+
@'̂2
@x2

�
dx0dz (4.35)

+

Z
!

k̂ (j'̂j � ju�j) dx0 �
2X
i=1

�
f̂i; '̂i � u�i

�
; 8'̂ 2 �(V ) ,

� �0
2

@2u�i
@z2

+
@��

@xi
= f̂i, pour i = 1; 2 dans L2 (
) . (4.36)
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Preuve. En passant à la limite dans (4:14), en utilisant le résultat du Théorème 4.2 et

le fait que Ĵ (:) est convexe et semi-continue inférieurement, nous obtenons

2X
i=1

Z



�0
2

@u�i
@z

:
@ ('̂i � u�i )

@z
dx0dz �

Z



��
�
@'̂1
@x1

+
@'̂2
@x2

�
dx0dz

+

Z
!

k̂ (j'̂j � ju�j) dx0 �
2X
i=1

�
f̂i; '̂i � u�i

�
, 8'̂ 2 �(V ) .

On choisit maintenant dans cette inéquation variationnelle

'̂i = u�i � wi, wi 2 H1
0 (
) , i = 1; 2,

donc, on trouve

2X
i=1

Z



�0
2

@u�i
@z

:
@wi
@z

dx0dz �
2X
i=1

Z



��
@wi
@xi

dx0dz =

2X
i=1

Z



f̂iwidx
0dz,

en utilisant la formule de Green et en choisissant w1 = 0 et w2 2 H1
0 (
), puis w2 = 0 et

w1 2 H1
0 (
), on obtient

�
Z



@

@z

�
�0
2

@u�i
@z

�
widx

0dz +

Z



@��

@xi
widx

0dz =

Z



f̂iwidx
0dz, 8wi 2 H1

0 (
) ,

donc, nous aurons

� �0
2

@2u�i
@z2

+
@��

@xi
= f̂i, pour i = 1; 2 dans H�1 (
) . (4.37)

Comme f̂i 2 L2 (
), i = 1; 2 alors (4:37) est valide dans L2 (
).

Théorème 4.4 Soit

� � (x0) =
@u�

@z
(x0; 0) et s� (x0) = u� (x0; 0) ,

les traces de u� sur !. Sous les mêmes hypothèses du Théorème 4.3, � �, s� véri�ent l�inégalité

suivante Z
!

k̂ (j + s�j � js�j) dx0 �
Z
!

�0
2
� � dx0 � 0, 8 2 L2 (!) , (4.38)

et la forme de la condition aux limites de Tresca suivante

�0
2
j� �j < k̂ ) s� = 0,

�0
2
j� �j = k̂ ) 9� > 0 : s� = �� �,

9=; p.p sur !. (4.39)
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Aussi u� et �� véri�ent la formulation faible de l�équation de ReynoldsZ
!

�
h3 (x0)

12
r�� + h (x0)�0

8
s� + ~F +

�0
2

Z h

0

u� (x0; �) d�

�
r (x0) dx0 (4.40)

= 0, 8 2 H1 (!) ,

avec

~F (x0; h) =

Z h

0

F (x0; z) dz � h

2
F (x0; h) ,

F (x0; z) =

Z z

0

Z �

0

f̂ (x0; �) d�d�.

De plus la solution (u�; ��) est unique dans Vz � L20 (!).

Preuve. Pour (4:38), (4:39), il su¢ t de suivre les mêmes techniques dans le chapitre 3

[Théorème (3:5)]. Pour prouver (4:40), en intégrant (4:36) de 0 à z, on voit que

��0
2

@u�i
@z

(x0; z) +
�0
2

@u�i
@z

(x0; 0) + z
@��

@xi
=

Z z

0

f̂i (x
0; �) d�.

En intégrant pour la deuxième fois entre 0 et z, on obtient

�0
2
u� (x0; z) = z

�0
2
� �i +

�0
2
s�i +

z2

2

@��

@xi
�
Z z

0

Z �

0

f̂i (x
0; �) d�d�, (4.41)

on remplace z par h (x0), et comme u� (x0; h (x0)) = 0, on déduit que

h (x0)
�0
2
� �i +

�0
2
s�i +

h (x0)2

2

@��

@xi
=

Z h

0

Z �

0

fi (x
0; �) d�d�. (4.42)

Intégrant (4:41) de 0 à h (x0), on trouve

�0
2

Z h

0

u� (x0; �) d�dz = h (x0)
�0
2
s�i +

1

2
h (x0)

2 �0
2
� �i +

h (x0)3

6

@��

@xi
(4.43)

�
Z h

0

Z z

0

Z �

0

f̂i (x
0; �) d�d�dz.

De (4:42) et (4:43), nous en déduisons (4:40).

Pour prouver l�unicité de la solution, supposons qu�il existe deux solutions (u�1; ��1) et

(u�2; ��2) du problème limite (4:35)� (4:36). On prend '̂ = u�2 puis '̂ = u�1 respectivement

dans (4:35), et en sommant les deux inéquations, on obtient

�0
2

2X
i=1

Z



�
@u�1i
@z

� @u�2i
@z

�
:

�
@u�1i
@z

� @u�2i
@z

�
dx0dz � 0,
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ainsi on trouve 



 @@z �u�1 � u�2
�





L2(
)

� 0.

Par l�inégalité de Poincaré, on obtient



u�1 � u�2



Vz
= 0.

L�unicité de la pression �� dans L20 (!) découle ensuite de (4:40), en fait on obtient d�abordZ
!

h3

12
r
�
��1 � ��2

�
r dx0 = 0,

en choisissant  = ��1 � ��2, et par l�inégalité de Poincaré, on trouve

��1 = ��2, p:p dans !.
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Chapitre 5

Sur le comportement asymptotique

d�un �uide non-Newtonien généralisé

dans un �lm mince

Résumé. Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�étude mathématique et asymptotique d�un

modèle non linéaire qui décrit l�écoulement d�un �uide non-Newtonien généralisé et incom-

pressible en régime stationnaire dans un domaine mince 
" borné de R3 avec la condition

de frottement non linéaire du type Tresca sur une partie du bord. On cherche à connaître le

comportement asymptotique de ce problème lorsque " tend vers zéro.

Contenu

5.1 Position du problème et formulation variationnelle.

5.2 Changement du domaine et certaines estimations.

5.3 Résultats de convergence et l�équation spéci�que de Reynolds.
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5.1 Position du problème et formulation variationnelle

Dans ce chapitre désignera le même domaine mince considéré dans le troisième chapitre


" = f(x0; x3) 2 R3 : (x1; x2) 2 !, 0 < x3 < "h(x0)g.

Nous rappelons que �" est sa frontière, avec

�" = �
"

1 [ �
"

L [ !.

On considère un problème mécanique qui décrit l�écoulement stationnaire du �uide non-

Newtonien généralisé incompressible occupant un domaine 
", on désigne par u"(x) la vitesse

et �" (x) la pression du �uide. Soit S l�ensemble des matrices symétriques du type 3�3. Donc

D (u") 2 S dénote le gradient symétrique de u" dont les composantes sont 1
2

�
@u"i
@xj
+

@u"j
@xi

�
,

1 � i; j � 3. Pour �; � 2 S, nous dé�nissons le produit scalaire et la norme correspondante

par

(� : �) =
3X

i;j=1

�ij� ij et j�j = (� : �)
1
2 .

Le tenseur des contraintes est donné par

�" (u"; �") = T " (D (u"))� �"I3,

où la fonction tensorielle non linéaire T " : S ! S est supposée satisfaire les propriétés

suivantes; nous considérons d�abord le cas p � 2.

Il existe des constantes c1, c2 > 0 indépendantes de " et �" tels que 8�; � 2 S

A1)

jT " (�)j � c1 (�
" + j�j)p�2 j�j ,

A2)

c2 j� � �jp � (T " (�)� T " (�) : � � �) ,

A3)

T (0) = 0.

Ensuite, nous considérons le cas 1 < p < 2.

Il existe des constantes c3, c4 > 0 indépendantes de " et �" tels que 8�; � 2 S

B1)

jT " (�)j � c3 j�jp�1 ,

80



B2)

c4 j� � �j2 (�" + j�j+ j�j)p�2 � (T " (�)� T " (�) : � � �) ,

B3)

T (0) = 0.

Exemple standard pour le tenseur non linéaire T " (:)

T " (�) = (�" + j�j)p�2 �. (5.1)

Ce modèle a été étudié initialement par OA. Ladyzhenskaya (voir [31], [32] et [33]).

Pour le cas p = 2, nous pouvons choisir par exemple le tenseur suivant

T " (�) =
�p

1 + e�j"�j
2
.

Comme d�habitude, on note par n = (n1; n2; n3) le vecteur de l�unité normal sortant de la

frontière �". Les composantes normales et tangentielles de u" sont données par

u"n = u":n; u"� = u" � u"n:n.

De même, pour un champ tensoriel �", nous notons �"n et �
"
� les composantes normales et

tangentielles de �" données par

�"n = (�
":n) :n; �"� = �":n� (�"n) :n.

Le problème mécanique peut se formuler de la manière suivante

Problème 1. Trouver le champ de vitesse u" : 
" ! R3 et la pression �" : 
" ! R, tels

que

� div (�" (u"; �")) = f " dans 
", (5.2)

�" (u"; �") = T " (D(u"))� �"I3 dans 
", (5.3)

div (u") = 0 dans 
", (5.4)

u" = 0 sur �"1, (5.5)

u" = 0 sur �"L, (5.6)

u":n = 0 sur !, (5.7)

j�"� j < k" ) u"� = 0,

j�"� j = k" ) 9� > 0; tel que u"� = ���"� ,

9=; sur !. (5.8)
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Où l�équation (5:2) représente la loi de conservation de la quantité de mouvement avec

f " : 
" ! R3 la force externe. La relation (5:3) représente la loi de comportement du �uide

incompressible pour le modèle non-Newtonien généralisé. L�équation (5:4) décrit la condition

d�incompressibilité du �uide. (5:5) et (5:6) les conditions aux limites de Dirichlet sur �"1 et

�"L. (5:7) est une condition sans �ux sur !. (5:8) est une condition de la loi de frottement

de Tresca sur la partie ! de la frontière avec k" le coe¢ cient de frottement.

Dans la suite, p désigne un nombre réel tel que 1 < p <1 et q représente son conjugué:
1
p
+ 1

q
= 1. Pour étudier la formulation variationnelle du problème on introduit le cadre

fonctionnel suivant

V ";p =
�
v 2 W 1;p(
")3 : v = 0 sur �"1 [ �"L, v:n = 0 sur !

	
,

V ";p
div = fv 2 V ";p : div (v) = 0g ,

qui sont des sous espaces vectoriels de W 1;p(
")3.

On note par Lq0 (

") le sous espace vectoriel de fonctions de Lq (
") à moyenne nulle

Lq0 (

") =

�
' 2 Lq (
") :

Z

"
'dx0dx3 = 0

�
.

Soit u" la solution de (5:2)� (5:8), en multipliant l�équation (5:2) par ('� u") et intégrons

le résultat obtenu sur 
", puis en utilisant la formule de Green, nous pouvons montrer que

le problème (5:2)� (5:8) est équivalent au problème variationnel suivant

Problème 2. Trouver (u"; �") 2 V ";p
div � Lq0 (


") tel que

aT " (u
"; '� u")� (�"; div (')) + j"(')� j" (u") � (f "; '� u") , 8' 2 V ";p. (5.9)

Où

aT "(u
"; v) =

Z

"

T " (D (u")) : D (v) dx0dx3, (�"; div (v)) =
3X
i=1

Z

"
�"
@vi
@xi

dx0dx3,

j"(v) =

Z
!

k" jvj dx0, (f "; v) =
3X
i=1

Z

"

f "i :vidx
0dx3;8v 2 W 1;p(
")3, où dx0 = dx1dx2.

Théorème 5.1 Supposons que f " 2 Lq (
")3 et k" 2 L1 (!), k" > 0 alors il existe une

solution unique u" 2 V ";p
div de (5:9).
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Preuve. Lorsque la fonction test appartient à V ";p
div dans (5:9), on obtient le problème

variationnel suivant: Trouver u" 2 V ";p
div tel que

(AT " (u") ; '� u") + j"(')� j" (u") � (f "; '� u") ; 8' 2 V ";p
div ,

où

(AT " (u") ; ') = a (u"; ') .

La preuve est basée sur la théorie des opérateurs non linéaires AT " (:) (voir le Théorème

1:12)

AT " : W 1;p (
")3 �!
�
W 1;p (
")3

�0
v 7�! AT " (v) .

En utilisant les hypothèses (Ai) et (Bi), i = 1; 2; 3, on peut montrer que l�opérateur AT " (:)

est borné, coercif, hémicontinue et strictement monotone, et que j" (:) est convexe, propre

et semi-continue inférieurement.

La preuve de l�existence de �" 2 Lq0 (

") telle que (u"; �") véri�e (5:9) est donné comme

dans [2].

5.2 Changement du domaine et certaines estimations

Comme nous l�avons vu dans les chapitres précédents pour étudier l�analyse asymptotique

du problème (5:9), nous allons utiliser la technique de changement de la variable z = x3=".

Donc 8 (x0; x3) 2 
", nous trouvons (x0; z) 2 
 où


 = f(x0; z) 2 R3 : (x0; 0) 2 !, 0 < z < h(x0)g,

avec � = ��1 [ ��L [ �! sa frontière.

Maintenant, nous dé�nissons des nouvelles fonctions sur 
8>>><>>>:
û"i (x

0; z) = u"i (x
0; x3) , i = 1; 2,

û"3 (x
0; z) = "�1u"3 (x

0; x3) ,

�̂" (x0; z) = "p�" (x0; x3) ,8>>><>>>:
f̂ (x0; z) = "pf " (x0; x3) ,

k̂ = "p�1k",

T̂ij (�) = "p�1T "ij
�
1
"
�
�
, 8� 2 S, 1 � i; j � 3,
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où f̂ , k̂ et T̂ij (:), 1 � i; j � 3 indépendants de ". Nous présentons maintenant le cadre

fonctionnel sur 
 comme suit

V p =
�
' 2 W 1;p (
)3 : ' = 0 sur �L [ �1 et ':n = 0 sur !

	
,

V p
div = f' 2 V p : div (') = 0g ,

�p (V p) =
�
' 2 W 1;p (
)2 : ' = ('1; '2) , 'i = 0 sur �L [ �1, i = 1; 2

	
,

Lq0 (
) =

�
' 2 Lq (
) :

Z



'dx0dz = 0

�
,

V p
z =

�
v = (v1; v2) 2 Lp (
) :

@vi
@z

2 Lp (
) , i = 1; 2 et v = 0 sur �1
�
,

V p
z est un espace de Banach pour la norme

kvkV pz =
 

2X
i=1

 
kvikpLp(
) +





@vi@z




p
Lp(
)

!! 1
p

.

Lorsque nous passons au domaine �xe
 en introduisant les nouvelles variables dans l�inéquation

variationnelle (5:9) et après la multiplication par "p�1, nous obtenons

Problème 3. Trouver (û"; �̂") 2 V p
div � Lq0 (
), tel que

âT̂ (û
"; '̂� û")� (�̂"; div ('̂)) + Ĵ ('̂)� Ĵ (û") (5.10)

�
2X
i=1

�
f̂i; '̂i � û"i

�
+ "

�
f̂3; '̂3 � û"3

�
, 8'̂ 2 V p,

où

Ĵ ('̂) =

Z
!

k̂ j'̂j dx0,

âT̂ (û
"; '̂� û") = "

2X
i;j=1

Z



T̂ij

�
~D (û")

� @

@xj
('̂i � û"i ) dx

0dz

+
2X
i=1

Z



T̂i3

�
~D (û")

�� @
@z
('̂i � û"i ) + "2

@

@xi
('̂3 � û"3)

�
dx0dz

+ "

Z



T̂33

�
~D (û")

�
:
@

@z
('̂3 � û"3) dx

0dz,

~D (û") =

0BBB@
"
@û"1
@x1

1
2
"
�
@û"1
@x2
+

@û"2
@x1

�
1
2

�
@û"1
@z
+ "2

@û"3
@x1

�
1
2
"
�
@û"1
@x2
+

@û"2
@x1

�
"
@û"2
@x2

1
2

�
@û"2
@z
+ "2

@û"3
@x2

�
1
2

�
@û"1
@z
+ "2

@û"3
@x1

�
1
2

�
@û"2
@z
+ "2

@û"3
@x2

�
"
@û"3
@z

1CCCA ,
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et

(�̂"; div ('̂)) =
2X
i=1

Z



�̂"
@'̂i
@xi

dx0dz +

Z



�̂"
@'̂3
@z

dx0dz.

Le Théorème qui suit donne des estimations a priori pour les suites û", T̂
�
~D (û")

�
et �̂".

Théorème 5.2 Supposons que f " 2 Lq (
")3 et (u"; �") 2 V ";p
div �L

q
0 (


") est une solution au

problème (5:9), où le coe¢ cient de frottement k" est une fonction non-négative dans L1 (!).

Alors il existe une constante c indépendante de " telle que

2X
i=1

 



@û"i@z




p
Lp(
)

+





"2@û"3@xi





p
Lp(
)

!
+

2X
i;j=1





"@û"i@xj





p
Lp(
)

+





"@û"3@z




p
Lp(
)

� c, (5.11)

2X
i=1




T̂i3 � ~D (û")�


q
Lq(
)

+
2X

i;j=1




T̂ij � ~D (û")�


q
Lq(
)

+



T̂33 � ~D (û")�


q

Lq(
)
� c, (5.12)





@�̂"@x1






W�1;q(
)

� c, (5.13)



@�̂"@x2






W�1;q(
)

� c, (5.14)



@�̂"@z






W�1;q(
)

� ":c. (5.15)

Preuve. Soit u" la solution du problème (5:9), nous choisissons ' = 0, donc nous avons

aT "(u
"; u") + j" (u") � (f "; u") ,

comme j" (:) est positif, nous obtenons

aT "(u
"; u") � (f "; u") ,

donc, nous distinguons deux cas

1) Pour le cas p � 2, on a d�après les hypothèses (A2) et (A3), il existe une constante c1
indépendante de " telle que

aT "(u
"; u") � c1 kD (u")kpLp(
")3�3 .

Utilisation l�inégalité de Korn kD (u")kp
Lp(
")3�3

� CK kru"kpLp(
")3�3, on obtient

c1CK kru"kpLp(
")3�3 � (f
"; u") . (5.16)
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Nous appliquons l�inégalité de Hölder, l�inégalité de Poincaré

ku"kLp(
")3 � "�h kru"kLp(
")3�3 ,

et l�inégalité de Young, nous trouvons la majoration suivante

(f "; u") �
Z

"
jf "j ju"j dx0dx3 (5.17)

�
�

2

c1CK

� 1
p

"�h kf "kLq(
")3
�
c1CK
2

� 1
p

kru"kLp(
")3�3

�
�

2

c1CK

� q
p �
"�h
�q kf "kq

Lq(
")3
+
c1CK
2

kru"kp
Lp(
")3�3

.

De (5:16)-(5:17), nous concluons

c1CK
2

kru"kp
Lp(
")3�3

�
�

2

c1CK

� q
p �
"�h
�q kf "kq

Lq(
")3
. (5.18)

Comme

"q kf "kq
Lq(
")3

= "1�p



f̂


q

Lq(
)3
,

nous multiplions (5:18) par "p�1, nous déduisons

"p�1 kru"kp
Lp(
")3�3

� A, (5.19)

où A est une constante ne dépend pas de " avec

A =

�
2

c1CK

� q
p
+1

�hq



f̂


q

Lq(
)3
.

2) Pour le cas 1 < p < 2, on a selon les hypothèses (B2) et (B3), il existe une constante c4

indépendante de " telle que

aT "(u
"; u") �

Z

"
c4 jD (u")j2 (�" + jD (u")j)p�2 dx0dx3

�
Z

"
c4 jD (u")j2 (�" + jD (u")j)p�2 dx0dx3

+

Z

"
c4
�
2�" jD (u")j+ (�")2

�
(�" + jD (u")j)p�2 dx0dx3

�
Z

"
c4
�
2�" jD (u")j+ (�")2

�
(�" + jD (u")j)p�2 dx0dx3

�
Z

"
c4 (�

" + jD (u")j)p dx0dx3 �
Z

"
2�"c4 (�

" + jD (u")j)p�1 dx0dx3.
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Donc, on trouve Z

"
c4 (�

" + jD (u")j)p dx0dx3 (5.20)

�
Z

"
2�"c4 (�

" + jD (u")j)p�1 dx0dx3 +
Z

"
jf "j ju"j dx0dx3,

d�autre part, nous avonsZ

"
(2�"c4) (�

" + jD (u")j)p�1 dx0dx3 (5.21)

�
��
(3)

p
q (2�")p (c4)

p(q�1)
q

�
" j
j

� 1
p

�
1

3
c4

Z

"
(�" + jD (u")j)p dx0dx3

� 1
q

�
�
(2�")p (3)

p
q (c4)

p(q�1)
q

�
" j
j+ c4

3

Z

"
(�" + jD (u")j)p dx0dx3,

et Z

"
jf "j ju"j dx0dx3 �

�
2

c4CK

� q
p �
"�h
�q kf "kq

Lq(
")3
+
c4CK
2

kru"kp
Lp(
")3�3

. (5.22)

Insertion (5:22) et (5:21) dans (5:20), nous obtenonsZ

"

2c4
3
(�" + jD (u")j)p dx0dx3 � c4CK

2
kru"kp

Lp(
")3�3
+
�
(3)

p
q (c4)

p(q�1)
q

�
" (2�")p j
j

+

�
2

c4CK

� q
p �
"�h
�q kf "kq

Lq(
")3
,

ceci implique que

c4CK
6

kru"kp
Lp(
")3�3

�
�
(3)

p
q (c4)

p(q�1)
q

�
" (2�")p j
j+

�
2

c4CK

� q
p �
"�h
�q kf "kq

Lq(
")3
,

si nous prenons �" = �̂=", et nous multiplions cette inégalité par "p�1, nous aurons

"p�1 kru"kp
Lp(
")3�3

� B, (5.23)

où B est une constante ne dépend pas de " avec

B =
6

c4CK

"�
2

c4CK

� q
p

�hq



f̂


q

Lq(
)3
+
�
(3)

p
q (c4)

p(q�1)
q

�
(2�̂)p j
j

#
.

En�n, pour obtenir l�estimation (5:11), nous utilisons les inégalités (5:19), (5:23) et l�égalité



@u"i@x3





p
Lp(
")

= "1�p




@û"i@z





p
Lp(
)

, i = 1; 2.
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Pour établir (5:12), on utilise l�hypothèse (A1), on trouve pour p 2 [2;+1[

jT " (D (u"))j � c1 (�
" + jD (u")j)p�2 jD (u")j

� c1 (�
" + jD (u")j)p�1

� c1 (�
" + jru"j)

p
q .

D�autre part, nous avons 8a; b > 0, et 1 � � < +1

(a+ b)� � 2��1
�
a� + b�

�
,

donc, on obtient

kT " (D (u"))kq
Lq(
")3�3

� 2p�1 (c1)q " j
j (�")p + 2p�1 (c1)q kru"kpLp(
")3�3 . (5.24)

De même, nous utilisons l�hypothèse (B1), on trouve pour p 2 ]1; 2[

kT " (D (u"))kq
Lq(
")3�3

� (c3)q kru"kpLp(
")3�3 . (5.25)

Nous multiplions (5:24) et (5:25) par "p�1, et on utilise (5:19) et (5:23), nous obtenons (5:12).

Pour montrer (5:13)� (5:15), nous avons selon (5:9)

(�"; div ( )) = aT "(u
";  ) + (f ";  ) , 8 2 W 1;p

0 (
")3 ,

cela implique que

j(�"; div ( ))j � kT " (D (u"))kLq(
")3�3 kr kLp(
")3�3 + kf "kLq(
")3 k kLp(
")3 (5.26)

� kT " (D (u"))kq
Lq(
")3�3

+
�
"�h
�q kf "kq

Lq(
")3
+ 2 kr kp

Lp(
")3�3
,

nous choisissons  = ( 1; 0; 0),  = (0;  2; 0),  = (0; 0;  3) respectivement dans (5:26), et

changeons les variables, nous obtenons (5:13)� (5:15).

5.3 Résultats de convergence et l�équation spéci�que

de Reynolds

Grâce aux estimations obtenues dans la section précédente nous obtenons d�abord le théorème

de convergence et le problème limite. Puis nous établissions l�équation généralisée faible de

Reynolds.
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Théorème 5.3 Sous les hypothèses du Théorème 5.2, il existe u�i 2 V p
z , i = 1; 2, �

� 2 Lq0 (
)

et �D (u�) 2 Lp (
)3�3 tels que

û"i * u�i , i = 1; 2, faiblement dans V
p
z , (5.27)

"
@û"i
@xj

* 0, i; j = 1; 2, faiblement dans Lp (
) , (5.28)

"2
@û"3
@xi

* 0, i = 1; 2, faiblement dans Lp (
) , (5.29)

"
@û"3
@z

* 0, faiblement dans Lp (
) , (5.30)

"û"3 * 0, faiblement dans Lp (
) , (5.31)

~D (û")* �D (u�) ; faiblement dans Lp (
)3�3 , (5.32)

où

�D (u�) =

0BBB@
0 0 1

2

@u�1
@z

0 0 1
2

@u�2
@z

1
2

@u�1
@z

1
2

@u�2
@z

0

1CCCA ,
�̂" * ��, faiblement dans Lq0 (
) . (5.33)

Preuve. Selon le Théorème 5.2, il existe une constante c indépendante de " telle que



@û"i@z




p
Lp(
)

� c, i = 1; 2.

En utilisant cette estimation avec l�inégalité de Poincaré dans le domaine 
, on obtient

(5:27), pour (5:28) � (5:29) selon (5:11) et (5:27). Puisque div (û") = 0, par (5:12) et avec

un choix particulier de la fonction test, on obtient (5:30) et (5:31). Nous obtenons (5:32) de

(5:27)�(5:31) et (5:12). D�après (5:13)�(5:15) il existe une constante positive c indépendante

de " telle que

kr�̂"kW�1;q(
) � c,

comme �̂" 2 Lq0 (
), donc il existe une constante positive c0 indépendante de " telle que (voir

par exemple [46])

k�̂"kLq(
) � c0 kr�̂"kW�1;q(
) ,

d�où

k�̂"kLq(
) � c00.

Donc il existe une sous suite �̂" qui converge faiblement dans Lq (
) vers ��, et par conséquent

(5:33) découle.
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Lemme 5.1 La limite (u�; ��) satisfait

�� (x0; z) = �� (x0) , p.p dans 
, (5.34)

et l�équation suivante Z



��
�
@u�1
@x1

+
@u�2
@x2

�
dx0dz = 0. (5.35)

Preuve. Nous avons selon (5:26)������̂"; @'@z
����� � ":c, 8' 2 W 1;p

0 (
) ,

donc

lim
"!0

������̂"; @'@z
����� = lim"!0

�����@�̂"@z
; '

����� = 0, 8' 2 W 1;p
0 (
) ,

et en utilisant (5:33), nous en déduisons (5:34).

Comme div(û") = 0 dans 
, nous obtenons pour g 2 D (!).Z



g (x0)

�
@û"1
@x1

+
@û"2
@x2

+
@û"3
@z

�
dx0dz =

Z



g (x0)

�
@û"1
@x1

+
@û"2
@x2

�
dx0dz = 0,

on a û"i * u�i ; i = 1; 2 dans V
p
z , donc nous obtenons pour u

�Z



g (x0)

�
@u�1
@x1

+
@u�2
@x2

�
dx0dz = 0. (5.36)

Grâce à (5:34), �� est maintenant dans Lq (w). Donc il existe (gm) dans D (!) tel que

gm ! �� dans Lq (w), et de (5:36), on obtient (5:35) quand m!1.

Théorème 5.4 Avec les mêmes hypothèses de Théorème 5.3, (u�; ��) satisfait l�inéquation

suivante

2X
i=1

Z



T̂i3

�
�D (u�)

�
:
@

@z
('̂i � u�i ) dx

0dz �
Z



��
�
@'̂1
@x1

+
@'̂2
@x2

�
dx0dz (5.37)

+

Z
!

k̂ (j'̂j � ju�j) dx0 �
2X
i=1

�
f̂i; '̂i � u�i

�
, 8'̂ 2 �p (V p) ,

et le problème limite suivant

@

@z

h
T̂i3

�
�D (u�)

�i
+
@��

@xi
= f̂i, pour i = 1; 2 dans Lq (
) . (5.38)
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Preuve. En utilisant le Lemme de Minty (1:6) et le fait que div (û") = 0 dans 
, donc

(5:10) est équivalent à

âT̂ ('̂; '̂� û")� (�̂"; div ('̂)) + Ĵ ('̂)� Ĵ (û") (5.39)

�
2X
i=1

�
f̂i; '̂i � û"i

�
+ "

�
f̂3; '̂3 � û"3

�
, 8'̂ 2 V p,

en passant à la limite de (5:39) quand " tend vers zéro, en utilisant le résultat du Théorème

5.3, et le fait que Ĵ (:) est convexe et semi-continue inférieurement, on obtient

2X
i=1

Z



T̂i3

�
�D ('̂)

�
:
@

@z
('̂i � u�i ) dx

0dz �
2X
i=1

Z



��
�
@

@xi
('̂i � u�i )

�
dx0dz (5.40)

+

Z
!

k̂ (j'̂j � ju�j) dx0 �
2X
i=1

�
f̂i; '̂i � u�i

�
, 8'̂ 2 �p (V p) ,

en utilisant le lemme de Minty encore une fois, donc (5:40) est équivalent

2X
i=1

Z



T̂i3

�
�D (u�)

�
:
@

@z
('̂i � u�i ) dx

0dz �
Z



��
�
@'̂1
@x1

+
@'̂2
@x2

�
dx0dz (5.41)

+

Z
!

k̂ (j'̂j � ju�j) dx0 �
2X
i=1

�
f̂i; '̂i � u�i

�
, 8'̂ 2 �p (V p) .

Nous choisissons maintenant dans l�inéquation variationnelle (5:41)

'̂i = u�i � wi, wi 2 W 1;p
0 (
) , i = 1; 2,

on trouve

2X
i=1

Z



T̂i3

�
�D (u�)

� @wi
@z

dx0dz �
2X
i=1

Z



��
@wi
@xi

dx0dz =

2X
i=1

Z



f̂iwidx
0dz.

En utilisant la formule de Green et en choisissant w1 = 0 et w2 2 W 1;p
0 (
), puis w2 = 0 et

w1 2 W 1;p
0 (
), on obtient

�
Z



@

@z

h
T̂i3

�
�D (u�)

�i
widx

0dz +

Z



@��

@xi
widx

0dz =

Z



f̂iwidx
0dz, 8wi 2 W 1;p

0 (
) ,

donc

� @

@z

h
T̂i3

�
�D (u�)

�i
+
@��

@xi
= f̂i, pour i = 1; 2 dans W�1;q (
) , (5.42)

et puisque f̂i 2 Lq (
), donc (5:42) est valable dans Lq (
).
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Théorème 5.5 Sous les hypothèses du Théorème 5.4, on aZ
!

k̂ (j + s�j � js�j) dx0 �
2X
i=1

Z
!

T̂i3 (D
� (� �)) idx

0 � 0, 8 2 Lp (!)2 , (5.43)

�
2P
i=1

�
T̂i3 (D

� (� �))
�2� 12

< k̂ ) s�j = 0, j = 1; 2;�
2P
i=1

�
T̂i3 (D

� (� �))
�2� 12

= k̂ ) 9� > 0 : s�j = �T̂j3 (D
� (� �)) , j = 1; 2;

9>>>=>>>; p:p sur !,

(5.44)

où

� � (x0) =
@u�

@z
(x0; 0) , s� (x0) = u� (x0; 0) ,

et

D� (� � (x0)) =

0BBB@
0 0 1

2

@u�1
@z
(x0; 0)

0 0 1
2

@u�2
@z
(x0; 0)

1
2

@u�1
@z
(x0; 0) 1

2

@u�2
@z
(x0; 0) 0

1CCCA .
Aussi u� et �� véri�ent l�équation généralisée faible de ReynoldsZ

!

�
h3

12

@��

@xi
+ ~Fi +

Z h

0

Z z

0

T̂i3

�
�D (u�)

�
(x0; �) d�dz

�
@ (x0)

@xi
dx0 (5.45)

+

Z
!

�
�h
2

Z h

0

T̂i3

�
�D (u�)

�
(x0; �) d�

�
@ (x0)

@xi
dx0 = 0, i = 1; 2; 8 2 W 1;p (!) ,

avec

~Fi (x
0; h) =

Z h

0

Fi (x
0; z) dz � h

2
Fi (x

0; h) ,

Fi (x
0; z) =

Z z

0

Z �

0

f̂i (x
0; �) d�d�.

Preuve. Comme dans le chapitre 3, nous choisissons ' dans (5:37) tel que ' = u� +  ,

avec  2 �p (V p), nous obtenons

2X
i=1

Z



T̂i3

�
�D (u�)

�
:
@ i
@z

dx0dz �
2X
i=1

Z



��
@ i
@xi

dx0dz + Ĵ ( + u�)� Ĵ (u�)

�
2X
i=1

Z



f̂i idx
0dz; 8 2 �p (V p) ,
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par la formule de Green, nous déduisons

�
2X
i=1

Z



@T̂i3

�
�D (u�)

�
@z

: idx
0dz �

2X
i=1

Z
!

T̂i3 (D
� (� �)) idx

0 +
2X
i=1

Z



@��

@xi
 idx

0dz

+

Z
!

k̂ (j + s�j � js�j) dx0

�
2X
i=1

Z



f̂i idx
0dz.

De (5:38), nous trouvonsZ
!

k̂ (j + s�j � js�j) dx0 �
2X
i=1

Z
!

T̂i3 (D
� (� �)) idx

0 � 0, 8 2 D (!)2 .

Par la densité de D (!)2 dans Lp (!)2 nous déduisons (5:43). Nous obtenons (5:44) comme

dans le chapitre 3 [Théorème 3:5]. Pour montrer (5:45), en intégrant (5:38) de 0 à z, on

obtient, pour tout i = 1; 2

�T̂i3
�
�D (u�)

�
(x0; z) + T̂i3 (D

� (� �)) + z
@��

@xi
=

Z z

0

f̂i (x
0; �) d�.

En intégrant pour la deuxième fois entre 0 et z, on trouveZ z

0

T̂i3

�
�D (u�)

�
(x0; �) d� = zT̂i3 (D

� (� �)) +
z2

2

@��

@xi
�
Z z

0

Z �

0

f̂i (x
0; �) d�d�, (5.46)

nous remplaçons z par h (x0), d�où

�
Z h

0

T̂i3

�
�D (u�)

�
(x0; �) d� + hT̂i3 (D

� (� �)) +
h2

2

@��

@xi
=

Z h

0

Z �

0

fi (x
0; �) d�d�. (5.47)

On intègre (5:46) de 0 à h (x0), on obtientZ h

0

Z z

0

T̂i3

�
�D (u�)

�
(x0; �) d�dz =

1

2
h2T̂i3 (D

� (� �)) +
h3

6

@��

@xi
(5.48)

�
Z h

0

Z z

0

Z �

0

f̂i (x
0; �) d�d�dz.

De (5:47) et (5:48), nous en déduisons (5:45).

Remarque 5.1 Pour le tenseur (5:1), le problème limite et l�équation de Reynolds, ils don-

nent comme suit

� @

@z

2641
2

0@�̂+ 1
2

"
2X
j=1

�
@u�j
@z

�2# 1
2

1Ap�2
@u�i
@z

375+ @��

@xi
= f̂i, pour i = 1; 2 dans Lq (
) ,
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Z
!

0B@h3
12

@��

@xi
+ ~Fi +

Z h

0

Z z

0

1

2

0@�̂+ 1
2

"
2X
j=1

�
@u�j
@�

�2# 1
2

1Ap�2
@u�i
@�

(x0; �) d�dz

1CA @ (x0)

@xi
dx0

+

Z
!

0B@�h
2

Z h

0

1

2

0@�̂+ 1
2

"
2X
j=1

�
@u�j
@�

�2# 1
2

1Ap�2
@u�i
@�

(x0; �) d�

1CA @ (x0)

@xi
dx0 = 0,

i = 1; 2, 8 2 W 1;p (!) .

Théorème 5.6 La solution (u�; ��) du problème limite (5:37)� (5:38) est unique dans V p
z �

Lq0 (!).

Preuve. Soit �"; �" 2 S, tel que

�" =

0BBB@
0 0 �13

"

0 0 �23
"

�13
"

�23
"

0

1CCCA , �" =
0BBB@

0 0 �13
"

0 0 �23
"

�13
"

�23
"

0

1CCCA ,
d�après les hypothèses (A2) et (B2), on trouve

c2 j�" � �"jp �
2X
i=1

(T "i3 (�
")� T "i3 (�

")) :

�
�i3
"
� � i3

"

�
, (5.49)

et

c4 j�" � �"j2 (�" + j�"j+ j�"j)p�2 �
2X
i=1

(T "i3 (�
")� T "i3 (�

")) :

�
�i3
"
� � i3

"

�
, (5.50)

nous multiplions les deux inégalités (5:49) et (5:50) par "p, nous déduisons que

c2 j� � �jp �
2X
i=1

�
T̂i3 (�)� T̂i3 (�)

�
: (�i3 � � i3) , (5.51)

et

c4 j� � �j2 (�̂+ j�j+ j�j)p�2 �
2X
i=1

�
T̂i3 (�)� T̂i3 (�)

�
: (�i3 � � i3) . (5.52)

Supposons maintenant qu�il existe deux solutions (u�1; ��1) et (u�2; ��2) de l�inéquation vari-

ationnelle (5:37), alors

2X
i=1

Z



T̂i3

�
�D
�
u�1
��
:
@

@z

�
'̂i � u�1i

�
dx0dz �

Z



��1
�
@'̂1
@x1

+
@'̂2
@x2

�
dx0dz (5.53)

+

Z
!

k̂
�
j'̂j �

��u�1��� dx0 � 2X
i=1

�
f̂i; '̂i � u�1i

�
,
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2X
i=1

Z



T̂i3

�
�D
�
u�2
��
:
@

@z

�
'̂i � u�2i

�
dx0dz �

Z



��2
�
@'̂1
@x1

+
@'̂2
@x2

�
dx0dz (5.54)

+

Z
!

k̂
�
j'̂j �

��u�2��� dx0 � 2X
i=1

�
f̂i; '̂i � u�2i

�
.

On prend '̂ = u�2 dans (5:53), puis '̂ = u�1 dans (5:54), et en sommant les deux inéquations,

nous obtenonsZ



2X
i=1

�
T̂i3

�
�D
�
u�1
��
� T̂i3

�
�D
�
u�2
���

:

�
@

@z

�
u�1i
�
� @

@z

�
u�2i
��

dx0dz � 0,

nous utilisons (5:51) et (5:52), nous concluons



@u�1@z
� @u�2

@z






Lp(
)2

� 0.

Par l�inégalité de Poincaré, on déduit que



u�1 � u�2



V pz
= 0.

En�n, pour prouver l�unicité de la pression ��, on utilise l�équation (5:45), on trouveZ
!

h3

12
r
�
��1 � ��2

�
r dx0 = 0,

en choisissant  = ��1 � ��2, et par l�inégalité de Poincaré nous trouvons

��1 = ��2, p.p dans !.
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Conclusion générale

Dans cette thèse, nous avons étudié l�analyse asymptotique de deux groupes des problèmes

du �lm mince 
", avec la condition aux limites de frottement non linéaire du type Tresca

sur une partie du bord: l�un concerne la mécanique des solides, alors que le second traite de

la mécanique des �uides.

Dans le cadre de la mécanique des solides, on propose deux problèmes. Le premier prob-

lème concerne l�étude du comportement asymptotique d�une membrane élastique homogène

et isotrope en régime dynamique avec un terme dissipatif
�
�" +

��@u"
@t

��� @u"
@t
dans un domaine

mince bidimensionnel 
" � R2. Le deuxième problème concerne l�étude du comportement

asymptotique d�un corps viscoélastique homogène et isotrope qui occupe dans un domaine

mince tridimensionnel 
" � R3, avec un terme dissipatif
�
1 +

��@u"
@t

��� @u"
@t
et un terme source

ju"ju".

Concernant la mécanique des �uides, on considère deux modèles mathématiques qui

décrivent l�écoulement stationnaire pour les �uides non-Newtoniens incompressibles dans

un domaine mince tridimensionnel. Les deux modèles se posent dans le cadre de problèmes

de lubri�cation. Le premier modèle est gouverné par le système généralisé de Stokes, où la

loi de contrainte est donnée par la relation suivante

�" (u"; �") = �0D(u
") + �1

D(u")

jD(u")j2�p
� �"I3, avec p 2 ]1; 2[ .

Le deuxième modèle est une généralisation pour certaines classes des �uides non-Newtoniens,

ce modèle est gouverné par la loi de contrainte

�" (u"; �") = T " (D (u"))� �"I3,

où T " (:) est une tenseur non linéaire qui véri�e certaines hypothèses.

Pour étudier l�analyse asymptotique de ces problèmes, nous utilisons la technique de

changement d�échelle, nous transformons les problèmes initiaux posés dans le domaine 
"
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à de nouveaux problèmes posés sur un domaine �xe 
 indépendant du paramètre ". On

établit des estimations a priori sur les solutions des problèmes et on montre que les solutions

admettent des limites faibles quand l�épaisseur " du domaine tend vers zéro. Celles-ci véri�ent

ce qu�on appelle les problèmes limites. Pour obtenir ces problèmes limites, nous sommes

passés à la limite dans les formulations variationnelles. Ensuite, sur la base de ces problèmes

limites, nous dérivons des équations de Reynolds généralisées et on �nit par démontrer le

résultat d�unicité des solutions des problèmes limites.
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رقيق غشاءلبعض المشاكل الحدودية في  يقاربتللتحليل ال كرسة مهذه الأطروحة الملخص :   

أربعة أنواع من   ةسادر تمت من نوع  تريسكا على جزء من الحافة. بتعبير أدق ، لقد ةخطي  غير مع شروط احتكاك

طرف تبديد غير خطي ، والثاني هو  لمعادلات المرونة الخطية مع زائديغير خطية، الأول يتعلق بمشكل الالمشاكل 

هي نماذج  ةوالرابع ةل الثالثسائغير خطي ، في حين أن الممنبع و تبديد  يلمعادلات اللزوجة مع طرف زائديمشكل 

                                  تية تصف التدفقات الثابتة للسوائل المعممة وغير النيوتونية غير القابلة للضغط.ارياضي

إلى مشاكل مكافئة جديدة   εΩرقيق  غشاءنقل المشاكل الأولية التي تطرح في  على تعتمد المستخدمة المقاربةة الدراس

. بعد وضع تقديرات مسبقة لحلول ؤثراتفي الم ε الصغير لماالمع  ظهور مع،  εمستقل عن  Ωتطرح على مجال  ثابت 

     .الصفر   سماكة تميل نحوالالمعممة ، بجعل  الضعيفة دزمع معادلات رينول يةالحدود لسائالمنحصل على   المشاكل ،

 تريسكا نوع من الاحتكاك ؛ نيوتوني غير سائل ؛ رقيق غشاء ؛رينولدز معادلات ؛ يقاربتال تحليلال:  الكلمات المفتاحية   

.طرف منبع ؛ تبديد طرف ؛  

Résumé : Cette thèse est consacrée à l'analyse asymptotique de quelques problèmes 

aux limites dans un film mince Ωε⊂ℝd (d=2 ou 3), avec conditions de frottement non linéaire 

du type Tresca sur une partie du bord. Plus précisément, nous avons fait ici l'étude de quatre 

types de problèmes non linéaires, le premier concerne un problème hyperbolique pour les 

équations de l'élasticité linéaire avec un terme dissipatif non linéaire, le second est un 

problème hyperbolique pour les équations de viscoélasticité avec termes dissipatif et source 

non linéaire, tandis que les troisième et quatrième problèmes sont des modèles 

mathématiques décrivant les écoulements stationnaires des fluides non-Newtoniens 

généralisés et incompressibles.                                                                                         

L'étude asymptotique utilisée consiste à transposer les problèmes initiaux posés dans le film 

mince Ωε à de nouveaux problèmes équivalents posés sur un domaine fixe Ω indépendant 

de ε, avec l'apparaitre du petit paramètre ε dans les opérateurs. Après avoir établi des 

estimations a priori sur les solutions des problèmes, nous obtenons les problèmes limites 

avec des équations généralisées faibles de Reynolds, en faisant tendre l'épaisseur ε vers 

zéro. 

    Mots-clés: Analyse asymptotique; Équations de Reynolds; Film mince; Fluide non-

Newtonien; Frottement du type Tresca; Terme dissipatif; Terme source. 

   Abstract : This thesis is devoted to the asymptotic analysis of some boundary value 

problems in a thin film Ωε⊂ℝd (d=2 or 3), with nonlinear friction conditions of the Tresca type 

on part of the boundary. More precisely, we have studied here four types of nonlinear 

problems, the first concerns a hyperbolic problem for linear elasticity equations with a 

nonlinear dissipative term, the second is a hyperbolic problem for viscoelastic equations with 

a dissipative and a nonlinear source terms, while the third and fourth problems are 

mathematical models describing stationary flows of generalized and incompressible non-

Newtonian fluids. The asymptotic study used consists to the transposing the initial problems 

posed in a thin film Ωε to new equivalent problems posed on a fixed domain Ω independent of 

ε, with the appearance of the small parameter ε in the operators. After establishing a priori 

estimates of the solutions to the problems, we obtain the limit problems with the weak 

generalized Reynolds equations, by making the thickness ε tends to zero. 

    Keywords : Asymptotic analysis; Reynolds equations; Thin film; Non-Newtonian fluid; 

Friction of Tresca type; Dissipative term; Source term.     
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