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Introduction générale

L’analyse du comportement asymptotique des modeles mis en place sur des films minces
('une des dimensions (I’épaisseur) est petite devant les autres), et comprendre comment
I’épaisseur du film affecte le probléme, est une question trés importante en sciences ap-
pliquées, parce que les problémes qui sont posés dans un film mince sont largement utilisés
dans plusieurs domaines tels que la mécanique, la chimie, I’aéronautique et encore le génie
civil.

En mécanique des solides, les structures minces (barres minces, plaques minces, coques
minces) sont largement utilisées dans plusieurs domaines de 'industrie, par exemple dans
I'industrie sous-marine, aérospatial, le génie civil et dans des constructions courantes (ponts,
toits de batiments,...), dans le domaine de I’énergie, et dans la conception industrielle
(turbines, pieces de mécanique, carrosserie de voiture,...), et méme dans le monde du vi-
vant (artéres, bronches,...), on retrouve également 'utilisation des structures minces dans
I'industrie métallurgique notamment dans le processus de laminage des toles minces etc.
Plus de détails peuvent étre vus a [3].

En littérature mathématique, les problémes dans les domaines minces et surtout dans
I’élasticité concernant les fils minces, les plaques et les coques ont déja été étudiés pendant
plus d’un siécle. Par exemple Ciarlet et Destuynder [17], Destuynder [18], ont étudié des
états d’équilibre d’une plaque mince Q x (—&,+¢) sous des forces externes ou 2 est un
domaine lisse dans R? et ¢ est un petit paramétre, pour justifier le modeéle bidimensionnel
des plaques.

Au cours des derniéres années, de nombreux auteurs ont appliqué les méthodes asympto-
tiques dans les problémes d’élasticité et de viscosité tridimensionnels ou bidimensionnels pour
dériver de nouveaux modeéles réduits bidimensionnels ou unidimensionnels. L’importance de

ces derniers qui sont obtenus réside dans le fait qu’on peut les utiliser a la place des modeéles



tridimensionnels complets lorsque 1’épaisseur est suffisamment petite. En outre, les modéles
bidimensionnels ou unidimensionnels sont plus simples que leur contrepartie tridimension-
nelle ce qui facilite leur étude. Ils permettent aussi d’effectuer des simulations numériques
moins cotliteuses des simulations tridimensionnelles.

Dans [6], Bayada et Lhalouani ont étudié un probléme de contact avec la loi de frottement
de Coulomb entre un matériau élastique et un joint élastique de faible épaisseur encastré
dans un support rigide. Paumier [37] réalise une modélisation asymptotique d’un probléme
de contact unilatéral d’une plaque mince, il a prouvé que ce probléme tridimensionnel avec
frottement tend vers un autre bidimensionnel sans frottement. La justification par I'analyse
asymptotique des plaques élastiques donnée par Gilbert et Vashakmadze [27] et pour les
coquilles données par Chacha et Miloudi [15]. Dans [7], Benseridi et Dilmi étudient le
comportement asymptotique d’un probléme dynamique pour ’élasticité dans un domaine
borné en dimension trois avec les conditions de frottement de Tresca, dans le cas isotherme.
Le méme probléme mais dans le cas non isotherme a été étudié dans [44]. Dans le cadre
de 'étude des problémes de viscosité, Rodriguez-Arés et Viano dans ([42], [43]) justifient
deux modeéles pour I’étirement en flexion d’une barre viscoélastique en utilisant la méthode
d’expansion asymptotique. Dilmi et d’autres ont étudié dans [21] I’analyse asymptotique d'un
modele mathématique impliquant un contact friction entre un corps électro-viscoélastique et
une base dans un domaine mince tridimensionnel.

Le lecteur peut également consulter certains travaux concernant des équations aux dérivées
partielles posées dans différentes domaines minces, voir par exemple (]26], [28], [36], [38]-[40]).

En dynamique des fluides, les applications des problémes qui sont posés dans un film
mince sont : lubrification, problémes de météorologie, dynamique des océans, (voir [13],
etc...).

La lubrification est une science qui s’intéresse a 1’étude des phénomeénes d’interaction
entre deux corps en contact entre lesquels est intercalé un troisiéme corps appelé lubrifiant
qui peut étre fluide, solide ou semi solide. Selon la nature du lubrifiant utilisé, on distingue
deux types de lubrification, a savoir: la lubrification solide et la lubrification fluide.

Selon le mathématicien irlandais O. Reynolds, la lubrification désigne le contréle de I'usure
des matériaux par I'introduction d’un film fluide qui réduit le frottement entre les surfaces
en quasi-contact et en mouvement relatif. L’étude des problémes de lubrification hydrody-

namique remonte au célébre travail de Reynolds [41] publié en 1886. Il a présenté sa fameuse



équation "L’équation de Reynolds" a partir des équations de la mécanique des fluides. Cette

équation est donnée comme suit
div (h*.Vr) = div (s.h), (Rey)

ol h est I’épaisseur de I’écoulement, 7 la pression et s un vecteur donné représentant le
cisaillement de I'une des deux surfaces solides. L’équation (Rey) permet de prévoir le com-
portement des contacts lubrifiés. La résolution de cette équation permet de déterminer le
champ de pression dans un contact lubrifié et ainsi ses caractéristiques de fonctionnement,
a savoir : la capacité de charge, le débit, la puissance dissipée, le nombre de frottement, etc.

La relation entre ’équation de Reynolds et les équations de Navier-Stokes a été donnée
formellement par Elrod [25], Capriz [14] et Wannier [47]. Dans les problémes de lubrification,
I’équation de Reynolds peut étre mathématiquement justifiée a partir de ’équation de Stokes
sur les domaines minces (Bayada et Chambat [5]).

Des résultats concernant 1’étude du phénomeéne de lubrification par des fluides Newtoniens
avec glissement ont été obtenus par Bayada et Boukrouche [4], lorsque le glissement est donné
par la loi de frottement de type Tresca et par Boukrouche, Lukaszewicz [11] dans le cas ou
le glissement est donné par la loi de frottement de Coulomb. Dans le cas du fluide non-
Newtonien, la littérature concernant ce sujet est vaste (voir par exemple ([10], [8])).

L’objet de cette thése est 'analyse asymptotique de quelques problemes aux limites non
linéaires dans un film mince, quand ’épaisseur ¢ du film tend vers zéro. En présence des
conditions non linéaires de type Tresca sur une partie de bord du film mince. Les modéles
que l'on étudie sont issus de la mécanique des solides et des fluides. L’étude asymptotique
de ces problémes lorsque € — 0 est motivée par des aspects physiques et mathématiques. Du
point de vue de la physique, il s’agit de dériver des modeéles limites valables dans différents
régimes. Par contre du point de vue mathématique, ils se posent les questions suivantes :

1. Quel est le probléme limite lorsque ¢ — 07

2. Ce probleme est-il bien posé?

3. Peut-on montrer un résultat de convergence?

Cette thése se compose de cing chapitres que nous allons briévement décrire.

Le premier chapitre 1, comprend les outils nécessaires pour une bonne compréhension
des problémes traités. Nous commencons par la présentation de quelques espaces fonction-

nels. On y introduit des espaces de Lebesgue et de Sobolev, puis nous rappelons les espaces



des fonctions a valeurs vectorielles, ainsi que leurs principaux propriétés. Ensuite nous pas-
sons en revue quelques résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle. Nous finissons en
donnant quelques lemmes de Gronwall, qui seront plus utiles dans la démonstration d’unicité
des solutions faibles et pour former les estimations a priori.

Le deuxiéme chapitre 2, est consacré sur I’étude du comportement asymptotique d’'un
probléme associé a des déformations lentes d’une membrane élastique homogene et isotrope
en régime dynamique avec terme dissipatif (oz8 + %‘) % et conditions de frottement non
linéaires du type Tresca dans un domaine mince 2° C R2. Dans une premiére étape, nous
donnons la formulation variationnelle du probléme et I’établissement des résultats d’existence
et d’unicité de la solution faible, puis on passe a I’étude de ’analyse asymptotique. Pour cela,
on utilise le changement d’échelle suivant la deuxiéme composante et des nouvelles inconnues
pour mener I’étude sur un domaine €2 ne dépend pas de . Ensuite, et par I'utilisation de
différentes inégalités (Poincaré, Young, Holder et Korn), nous prouvons aprés un travail

explicite des estimations a priori ce qui nous permet de passer a la limite lorsque ¢ tend vers

zéro dans la formulation variationnelle, on obtient le probléme limite suivant

0?ut Jout o s
— 022 (t) + ot (t) - fl (t)7

uy (z,2,0) = {9071,
,u|7'*|</;::>83i;:0,

: . pop sur 0,11 10,77
plrtl=k=36>0:% = pr,

et I’équation faible de Reynolds suivante

(s h " -\
/ <F——s*+/ uy (x,z,t)dz+U1>1/1 (z)dx =0, Vop € H* (]0,1[),
0 2 0

ou
ou*

" (z,1) = v (x,0,t), s* (z,t) = u" (z,0,1),

. 1 [k h
F(x,h,t) = —/ F(x,z,t)dz — —F (x, h,t),
1 Jo 24
Uy (z,h,t) = —g/hU(xzt)dsz@U (x,h,t)
1 s Iy - /o 1 ) <y 2/.L 1 s Iy 5

z ¢ z Ca *
ozt = [ [ hen i vz = [0S @ anac
0 0 0 0



Ce chapitre est un article accepté dans le journal de Rend. Istit. Mat. Univ. Trieste, (voir
23)).

Dans le troisiéme chapitre 3, on s’intéresse a I’étude de ’analyse asymptotique d’un
probléme associé a des déformations d’un corps plus général de type viscoélastique homogéne
et isotrope et ce dans un domaine mince 2° C R? avec le terme dissipatif (1 + %}) % et
le terme source |u®|u®. Ce probléme est lié aux conditions de frottement non linéaires de
Tresca. Nous étudions 'analyse asymptotique du probléme par les mémes techniques que
nous avons utilisées dans le deuxiéme chapitre. Nous obtenons un théoréme de convergence,

qui nous permet de passer a la limite lorsque € tend vers zéro. Enfin, nous obtenons le

probléme limite suivant

IO

u; (2',2,0) = G, (2, 2), 1= 1,2,

augt(t) D du; (t) &

|+ A < k= 2 =0,
}/ﬂ'*+)\%‘ :k:>35>0:% :6(u7*+)\ag;),
avec 1’équation spécifique de Reynolds suivante

~ h % as* h * au* / x / 1
/ F—§ s —i—)\at +/ pu +)\at (', z,t)dz+ U | VY (') dx = 0,V € H (w),
w 0

ou

p.p sur w x |0, 77,

8 *
u (2',0,t), s* (2, t) = u* (2,0,1),
2

™ (2 t) =

. h h z ¢
F(:U’,h,t):/ F(x',z,t)dz—EF(x’,h,t),F(:z;',z,t):/ / f (2 n,t)dndc,
0 o Jo

h N

U, (2, h,t) = —éz/ U (2, 2,t)dz + %hUt (', h,t),
0

o ) o (2, n, t) dndc.

s
U (2, 2,t :/ / (1+
a ) o Jo ot |) ot

Ce chapitre est un article accepté dans le journal de Mathematical Methods in the Applied

Sciences, (voir [22]).

Dans le quatriéme chapitre 4, nous nous intéressons a l’analyse asymptotique d’un
probléme de lubrification dans un domaine mince Q° C R? en régime stationnaire gouverné
par le systéme de Stokes généralisé avec la condition de Tresca sur une partie du bord. Ce

probléme soumis a la loi de comportement suivant
D(uf)

———— — I3, avec p € |1, 2],
| D(u)[""

o (uf,m%) = peD(u®) + 4y



ol u est la vitesse, 7° la pression, I3 le tenseur identité et D(u) = (dij(u%)), ., ;<5 le tenseur

des taux de déformation avec

dis (u) = = (a“§+-a“§).

2\0zx; Oz,
Apreés nous mentionnons la formulation mécanique de ’écoulement stationnaire du fluide,
nous dérivons 'inéquation variationnelle, ensuite, nous passons a I’étude du comportement
asymptotique de la méme maniére que dans les chapitres précédents. En effet, nous utilisons
le changement d’échelle pour obtenir un probléme dans un domaine fixe €2, puis on établit
des estimations sur la vitesse et la pression. Ces estimations nous permettent d’obtenir le

probléme limite suivant
o O®uf Om* . 19
_? 022 8361 _fi77’_ 3 Sy

o |7*| < k= s* =0,

. p.p sur w,
Birf|=k=3a>0:s5" =ar,

avec ’équation de Reynolds spécifique suivante

h? (2! h (2! - "
/w( 1(§)VW*+%S*+F+%/O U*(x',C)dC) Vi (2) da’ =0,V € H' (w),

ou

h
. h
F (2 h) = / F (2 2)dz — EF(x',h),
0

Fs = [ f " (af. ) dn.

L’analyse de ce probléme a fait 1’objet de la publication [20].

Dans le dernier chapitre 5, nous considérons un probléme tridimensionnel qui décrit
I’écoulement stationnaire lent du fluide non-Newtonien généralisé gouverné par la loi de
comportement suivant

o (uf,n%) =T° (D (u°)) — 713,
dans un domaine mince ¢ C R?, avec une condition aux limites de frottement de Tresca.
Aprés avoir présenté les hypothéses nécessaires sur le tenseur non linéaire 7° (.), nous étab-
lissons une formulation variationnelle faible du probléme; nous étudions ensuite le comporte-

ment asymptotique du probléme en suivant les mémes étapes que nous avons suivies dans



les chapitres précédents. En utilisant le fait que la dimension du domaine fluide tend vers
zéro, nous prouvons la convergence faible des inconnues qui sont la vitesse et la pression du

fluide. Ensuite, nous obtenons le probléme limite suivant

2 2y ()] + 2 = i1

R
S (T )] <iss-0i-1
D.p Sur w,

(7
{i( Tis (D* (7 *)))T:1%;»3a>o:s;:aﬁg(D*(r*)),j:Lz,

avec 1’équation généralisée de Reynolds suivante

h367r* ~ h z . ° % / 51/’@') /
/w(ﬁaxﬁ“/o / Ty (D (") (x,odcdz)a—%daz

+/w(—9/0hﬁ3(5<u ) @ <>d<) P g =0, i= 1,2, vy e W (o),

2
ou
)= 25 0) st () =t (2, 0)
az ) b ) 9
0 0 194 (2/,0)
D*(r*(z)) =] 0 0 195 (,0) |,
ouy Oul
s54 (27,0) 152 (2/,0) 0

h
_ h
Rz h) = /Fi(x’,z)dz—gﬂ(a:/,h),
0

R = | Z / () ddc.

Enfin, nous montrons 1'unicité de la solution (u*,7*) du probléme limite.



Chapitre 1

Quelques rappels d’analyse

fonctionnelle

Résumé. Les problémes qui seront fait étudier dans cette thése sont des problémes non
linéaires. Afin d’étudier ces problémes de plus précisément, il est nécessaire d’utiliser quelques
outils mathématiques. Ce chapitre est consacré aux rappels de quelques préliminaires math-
ématiques qui seront utilisés dans la suite de cette thése. Les résultats seront donnés sans
démonstrations, car ils sont standards et connus chez les lecteurs comme ils peuvent étre
trouvés dans beaucoup de références de mathématiques. Nous supposerons dans ce chapitre
que © est un domaine de R? (d = 2, 3).
Contenu
1.1 Quelques espaces fonctionnels;
1.1.1 Espaces de Lebesgue.
1.1.2 Espaces de Sobolev.
1.1.3 Espaces des fonctions & valeurs vectorielles.
1.2 Convergence faible et convergence faible étoile.
1.3 Théoréme de Riesz-Fréchet et Lax-Milgram.
1.4 Fonctions convexes et semi-continues inférieurement.
1.5 Différentiabilité et sous-différentiabilité.
1.6 Opérateurs monotones et inéquations variationnelles.

1.7 Lemmes de Gronwall.
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1.1 Quelques espaces fonctionnels

Dans cette section nous allons définir les espaces de Lebesgue (les espaces des fonctions p-
intégrables), les espaces de Sobolev et les espaces des fonctions a valeurs vectorielles. Ces
derniers qui nous aident a comprendre les propriétés des espaces appropriés a la mécanique.

Pour plus de détails sur ce sujet nous renvoyons le lecteur, par exemple, aux références

([1], [12], [24]).

Dans le suit, on désigne par
D () = C§° := { fonctions de classe C* a support compact K C §},

'espace des fonctions tests sur Q. D’ (2) espace des distributions sur €2, c’est-a-dire I’espace

des formes linéaires et continues sur D (2) (le dual topologique de D (Q2)).

1.1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1 Soit p € [1,+oo[, et * € R%.  On appelle l’espace de Lebesgue LP ()

I’ensemble
LP(Q) = {v : Q — R; v mesurable sur §2 et / lo? do < —i—oo} .
Q

L’espace LP () est un espace de Banach s’il est muni de la norme

1
(ol = ( [ 1l )
Q

Sip =400 etv:Q — R mesurable, alors on définit ’espace L () par

L™ (Q) = {U : Q — R; v mesurable sur ) et supess|v(z)| < +oo} )

e
ol

supess |v(z)| =inf {M > 0; |v(x)| < M presque partout dans Q} .
Q

S

L’espace L* (2) muni de la norme

[0]] ooy = supess |v (2)],
e

est ausst un espace de Banach.

11



Dans ce qui suit nous allons rappeler quelques propriétés des espaces LP (€2). Soit 1 < p <

oo un réel. On pose g = p%l et on dit que ¢ est I’exposant conjugué de p, qu’il est caractérisé

par % + % = 1. Pour p =1 (resp. p = o0) nous posons naturellement ¢ = oo (resp. ¢ = 1).

Théoréme 1.1 Soit p € [1,+00], les espaces LP () vérifient les assertions suivantes
1) Les duauz des espaces LP (), pour p € [1, +oo|, vérifient (L (Q))" = L (9Q).
2) Les espaces LP () sont des espaces réflexifs pour p € |1, +00].
3) Les espaces LP () sont des espaces séparables pour p € [1,400].
4) D(Q) est dense dans LP () pour p € [1,+0o0[, c’est-a-dire que pour tout uw € LP () il

existe une suite u, € D (), telle que
7}1_{20 Ju— un”LP(Q) =0.

5) De toute suite de Cauchy dans L? (), avec 1 < p < oo, on peut extraire une sous-suite

qui converge presque partout dans Q.

Théoréme 1.2 (Inégalité de Holder) Soient u € LP () et v € L1(Q2) avec 1 < p < 0.
Alors u.v € L' (Q) et

/Q |uv| dr < ||u||Lp(Q) ||U||Lq(Q) .

Remarque 1.1 Il convient de retenir une conséquence trés utile de ['inégalité de Hélder.

Soient uy, us, ...,u, des fonctions telles que

1 1 1
=4+ —4 .. +—=<1.

1
w € LP(Q),1<i<k avec -
p p1 P2 Pk

Alors le produit u = uq.us....uy, appartient a LP () et
[l oy < lall o gy N1zl oo @y -+ el v g -
Corollary 1.1 L’espace L* () muni du produit scalaire
(u,v) = / w.vdr, Yu,v € L* (),
Q

est un espace de Hilbert. De plus l'inégalité de Cauchy-Schwarz correspondante a l'inéqgalité
de Hélder, c’est-a-dire

|(w, 0) < lull 2 V] 2oy -

12



1.1.2 Espaces de Sobolev

Dans ce paragraphe, nous définissons les espaces de Sobolev qui sont les outils fondamentaux

de dériver la formulation variationnelle.

Définition 1.2 Soient Q un ouvert de R%. L’espaces de Sobolev H' (Q) est défini par

~Ou
’ 81’1

H"(Q) = {u€L2 Q) € L? (Q),Vie{l,Q,...,d}},

ou
81‘7;

ol au sens des distributions.

Proposition 1.1 L’éspace de Sobolev H' () muni du produit scalaire

(u,v) = /Q (u(z).v(x)+ Vu(x).Vo(x))de,

et de la norme )
3

il = ([ (@ 4 VP de)”

est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.3 (de densité) Si Q est un ouvert borné régulier de classe C*, alors D ()

est dense dans H' ().

Nous définissons maintenant d’autres espaces de Sobolev qui sont des sous-espace de
H' (). Ces espaces sont trés utiles pour les problémes avec conditions aux limites de

Dirichlet.

Définition 1.3 L’espace de Sobolev H} () est défini comme l'adhérence de D () dans
H' (Q). Autrement dit

Hy (Q) = {ue H (Q),3v, € D(Q) telle que v, — u dans H' ()} .
Définition 1.4 Le dual de l’espace de Sobolev H} () est appelé H™ ().

Proposition 1.2 L’espace H ' (Q) est caractérisé par

d
H1(Q) = {u:vo—l—zgvi avecvieLz(Q),Ogigd}.
T
i=1

Muni de la norme

“‘C’HH*l(Q) = Ssup (L, U>H*1(Q)><Hé((2)
”U”Hé(g)gl

)

I’espace H™' (Q) est un espace de Banach.
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On peut aisément généraliser la Définition 1.2 de I'espace de Sobolev H! () aux fonctions
qui sont m > 0 fois dérivables au sens faible. Soit o = (a1, ag, ..., @g) un multi-indice. On

d
note |a| = > «; et pour une fonction wu,
i=1

dlely,
= a1 a2 Qg
0z 0x5?...0xy

D% (x) (x).
Définition 1.5 Pour un entier m > 0, ’espace de Sobolev H™ () est défini par
H™(Q) ={ue L*(Q); D" € L*(Q), Va avec |a] <m},

o la dérivée D® est a prendre au sens faible.

Proposition 1.3 Mun:i du produit scalaire

(u,v) :/ Z D%u.D%vdx,
Q

|| <m

et de la norme

NG

iy = | [ 3 DD ]

laj<m

Uespace de Sobolev H™ () est un espace de Hilbert.

Proposition 1.4 Pour m et m’ deux entiers non nuls, avec m > m’, on a
H™(Q) c H™ (Q),

et lingection est continue.

Plus généralement, on peut définir les espaces W™P (€)) pour un entier m et pour un réel

1 <p< oo
Définition 1.6 Pour tout entier m, l’espace de Sobolev W™ (Q) est défini par
WmP(Q) ={ue LP(Q); D € LP(Q), Ya avec |a] < m},

ot la dérivée D est a prendre au sens faible.
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Muni de la norme

1
(Scm D0l 51 1 < p < o,

D° p=
Ognﬁ)ﬁ%(m” UHLOO(Q)78Zp o0,

HUHW'm,p(Q) -

’espace de Sobolev W™P (Q2) est un espace de Banach.

Nous désignons par W, 7 () la fermeture de D () dans WP (Q) et on note
Wy? (Q) = D (Q) dans W (Q),
. . . 1 1
et par W12 (Q) le dual topologique de Wy (2), tel que — + — = 1.
p q

Proposition 1.5 (Inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert borné de RY. 1l existe une

constante C(q) telle que pour toute fonction u € WoP ()
HUHLP(Q) < Co HVUHLP(Q) .

Dans I’étude des problémes aux limites linéaires ou non linéaires, I'injection de Sobolev
joue un role important, car elles fournissent des inégalités entre les normes des espaces de

Sobolev WP () et les normes des espaces de Lebesgue L7 ().

Théoréme 1.4 (Injection de Sobolev) Soit Q un ouvert de R, ou bien Q = R?, et
1 <p< oo, alors

1. Sipe[l,d]; alors WP (Q) C L1(Q), Vq € [1, ddT”p [

2. Sip=d; alors W' (Q) C L1 (Q), Yq € [d, +o0l.

3. Sip € |d,+oo[; alors WP () C C ().

Avec injections compactes.

1.1.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Nous allons introduire maintenant des outils supplémentaires qui sont fondamentaux pour
I’étude des problémes en régime dynamique. Soit 0 < 1" < oo et soit (X, ||.||y) un espace de

Banach réel.

Définition 1.7 Soient X un espace de Banach et T un réel strictement positif. Pour p €

[1,400], on note L? (0,T; X) ’ensemble des fonctions Lebesgue mesurables définies sur |0, T|
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et a valeurs dans X, telles que Uapplication t — |u(t)|| soit dans LP(0,T). L’espace

LP (0, T;X) est un espace de Banach pour la norme

1
T v
o Ol = ([ Tu@IFar) si1<p< o0,
[t ()| oo o,75x0) = Inf {e > Os [lu(t)[[x < ¢, £€]0,T[}, sip=oo.
Par ailleurs, nous avons les résultats suivants :

Proposition 1.6 Pourp € [1,+00[, on a

1. Si X est séparable, alors LP (0,T; X) est aussi séparable.

2. Si X est réflexif, alors LP (0,T; X) est aussi réflexif.

3. §i X etY désignent deux espaces de Banach, X inclus dans'Y , avec injection continue,
alors il existe une injection continue de LP (0,T; X) dans LP (0,T;Y).

4. Si (X, (.,.)x) est un espace de Hilbert, alors L*(0,T; X) est aussi un espace de Hilbert

pour le produit scalaire défini par

() = [ (00 (O)x .

5. Si X est un espace de Banach réflexif et X' son dual, alors

1 1
(L7 (0,T; X)) = L7(0,T; X"), 1 < p,q < o0, =+~ =1,
p q

(L' (0,T; X)) = L= (0,T; X'),
ot LP (0, T; X) représente le dual de Uespace LP (0,T;X), 1 < p < oc.

Théoréme 1.5 (Bochner) Une fonction mesurable v : [0,T] — X est intégrable si et

seulement si x — |lu (z)||x : [0,T] — RT est intégrable. Dans ce cas

/OTu(t)dt

0
Lemme 1.1 Siu € L?(0,7;X) et 8_1; € LP(0,7;X) (1 <p<o0), alors u est aprés mod-

T
< [ Iu®la
X 0

ification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0,7) est dans C (0,7;X), ou

C(0,T; X) l’ensemble des fonctions continues dans (0,T) a valeurs dans X .
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Théoréme 1.6 Soit (X,(.,.)y) un espace de Hilbert et soit u : |0,T[ — X wune fonction
telles que w € LP (0,75 X), et %‘ € L*(0,7;X), alors

1. La fonction t — ||u (t)| 5 est une fonction absolument continue sur l'intervalle ]0,T7.
1d du (t
2. 5% lu (t)]|% = ( Tilz(ﬁ LU (t))X, presque partout dans ]0,T.

5. 5 I = 5 O+ (52 0) ds el

Dans ce qui suit, nous donnons quelques préliminaires sur la convergence faible et la con-
vergence faible étoile, les fonctions convexes et les fonctions semi-continues inférieurement.
Nous présentons ensuite quelques notions afférentes au différentiel et sous-différentiel. Enfin
nous donnons une notion sur les opérateurs monotones et les inéquations variationnelles.

Extraits de ([12], [48], [34]).

1.2 Convergence faible et convergence faible étoile

Soient X un espace de Banach muni de la norme ||.||y, et X’ son dual. On note par (., .) v v

le produit de dualité entre X et X'.

Définition 1.8 On dit que la suite (u,), C X, converge faiblement vers uw € X, et on note
Uy — U, ST

Hm (U, V) o xr = (U, 0) o o » V0 € X'

n—o0
Proposition 1.7 Soit u,, une suite de X. On a

1. Siu, — u, alors u, — u.

2. Siu, — u , alors ||u,||y est bornée et ||ul|y < liminf |[u,]y-

3. Siu, = u et siv, — v fortement dans X' (c’est-a-dire nlg{)lo |vn, — v||, = 0), alors

lim <un>vn>X><X’ = <U7U>X><X"

n—o0
Théoréme 1.7 (Compacité faible des bornés du dual d’un espace réflexif) Soient X
un espace réflexif, et (u,) une suite bornée de X . Alors il existe une sous-suite, encore notée

(u,) et u € X telle que u, — u dans X.

Définition 1.9 On dit que la suite (u,) € X' converge faiblement étoile vers un élément

* .
u € X', et on note u,, — u, i

m (v, un) vy = (U, U) y o v, VU € X.

n—oo
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Proposition 1.8 Soit u,, une suite de X'. On a
1. Siu, — u fortement, alors u, — u faiblement.
2. Siu, = u faiblement, alors ||u,|y, est bornée et ||ul|y, < lminf ||u,|| -
3. Siu, — u faiblement et siv, — v fortement dans X (c’est-a-dire nhlgo lvn, — 0|l =0),

alors im (Up, V) iy x = (U, V) 1y x -

n—oo

Théoréme 1.8 (Compacité faible étoile des bornés du dual d’un espace séparable)
Soient X un espace séparable, et (u,) une suite bornée de X'. Alors il existe une sous-suite,

encore notée (uy,) et u € X' telle que u, — u dans X'.

Une application importante de ce théoréme est la suivante: si € est un ouvert de R?
et (u,) est une suite bornée de L™ (£2), alors il existe une sous-suite encore notée (u,) et
u € L™ (Q) tels que [, uyvde — [, uvdz pour tout v € L' (Q). En effet, L™ () est le dual

de L' (), qui est séparable.

1.3 Théorémes de Riesz-Fréchet et Lax-Milgram

Théoréme 1.9 ( Riesz-Fréchet) Soient X un espace de Hilbert réel et (.,.)y un produit

scalaire de X. Pour tout v € X'; il existe u € X unique tel que
(W, V) vy = (U, W), Yw € X.

De plus on a

lullx = llvllx -

Définition 1.10 On appelle forme bilinéaire sur un espace de Hilbert X wune application
a(.,.): X x X — R telle que

1. Pour tout v € X, l'application
a,: X — R
w— a(v,w),

est une forme linéaire sur X.

2. Pour tout w € X, l'application

Ay : X — R

v— a(v,w),
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est une forme linéaire sur X.
De plus, on dit que a(.,.) est symétrique si a (v, w) = a(w,v) pour tout v et tout w dans

X.

Supposons maintenant que a (.,.) est une forme bilinéaire définie sur X x X et que [ (.)

est une forme linéaire définie sur X.

Définition 1.11 La forme bilinéaire a(.,.) est dite coercive ou elliptique s’il existe une

constante o > 0 telle que

av,v) > alv|%, YveX.

Définition 1.12 La forme bilinéaire a (.,.) est dite continue s’il existe une constante v > 0
telle que

a(v,w) <ylollx lwlx, Yo,we X,

Théoréme 1.10 (Lax-Milgram) Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive sur
un espace de Hilbert X. Soit [(.) une forme linéaire continue sur X. Alors il existe un

unique u € X tel que

a(u,v)=1(v), Yv e X.
1.4 Fonctions convexes et semi-continues inférieurement
Soit j (.) est une fonction définie sur un espace vectoriel réel X et a valeur dans |—oo, +00].

Définition 1.13 La fonction j (.) est dite propre si elle n’est pas identiquement égale a +0o,

c’est-a-dire s’il existe vg € X tel que j (vg) < +00.
Définition 1.14 La fonction j (.) est dite conveze si
Ju+ 1 —-t)v) <tj(u)+(1—-1t)j), YVu,ve X, te0,1].

La fonction j (.) est dite strictement convexe si cette derniére inégalité est stricte pour tout

u,v € X tel que u # v.
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Pour toute fonction j : X — ]—o00,+00], on définit le domaine et 1'épigraphe de j(.)
respectivement par
dom (j) ={ue X :j(u) < +o0},
epi (j) = {(u,a) € X xR :j(u) < a}.
Il est clair qu’on peut établir les résultats suivants
1) j (.) est propre si et seulement si dom (j) # 0.

2) Le domaine de j (.) est un ensemble convexe de X si j(.) est convexe.

3) j () est convexe si et seulement si epi (7) est un ensemble convexe de X x R.

Définition 1.15 Une fonction j(.) définie sur un espace topologique X et & valeur dans

|—00, +00] est dite semi-continue inférieurement si
Uensemble {(v,a) € X x R:j(v) < a} est fermé.

Nous donnons maintenant quelques propriétés des fonctions semi-continues inférieure-

ment.

Lemme 1.2 Soit j : X — R. Alors
1. j(.) est semi-continue inférieurement si et seulement si epi (j) est fermé dans X x R.
2. j(.) est semi-continue inférieurement si et seulement si pour tout u € X et tout € > 0
il existe un voisinage V,, de u dans X tel que j (v) > j(u) — & pour tout v € X.

3. Si j(.) est semi-continue inférieurement et si u, — u; alors
liminf j (u,) > j (u) .
Ce lemme nous conduit au résultat suivant:

Théoréme 1.11 Soient X un espace de Hilbert et j : X — R une fonction convere et
propre. Alors j (.) est semi-continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue
inférieurement pour la topologie faible de X. Il en résulte en particulier que si j(.) est

semi-continue inférieurement et si u,, — u; alors

liminf j (u,) > j (u) .
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1.5 Différentiabilité et sous-différentiabilité

Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.||x. On note par X’ I’espace dual de X, et

par (.,.)y., x le produit de dualité entre X et X'.

Définition 1.16 Une fonction j : X — |—o0,+o0] est dite Gateauz-différentiable au point

u € X s’il existe un élément Vj (u) € X' tel que

i)~
t—0 t

=(Vj(u),v) gy, VveX.

L’élément Vj (u) s’appelle la différentielle au sens de Gdteaux de j en u. La fonction j(.)
est dite Gdteaux-différentiable si elle est Gateaux-différentiable en tout point de X ; dans ce

cas Uopérateur u — Vj (u) de X dans X' s’appelle le gradient de j.
La convexité des fonctions Gateaux-différentiable peut étre caractérisée comme suit:

Lemme 1.3 Soit j : X — |—o00,+00| une fonction Gateaus-différentiable. Alors j(.) est

une fonction convexe si et seulement si
J(u) = j ) 2 (Vj(u),u=—0v)y,y, Yu,veX.

Définition 1.17 On dit que la fonction j : X — |—o00,4+00] est sous-différentiable en un

point u € X s’il existe w € X' tel que
Jgu) —j ) > (w,u—v),, VoeX.

L’élément w est appelé le sous-gradient de j en u et I’ensemble des sous-gradients de j en

u est appelé le sous-différentiel de j en u qu’on le note 9j (u), avec
9j (u) ={we X;j(u)—j(v) > (w,u—v)y,y, VveX}. (1.1)
On note par dom (9j) 'ensemble défini par
dom (97) = {u € X; 07 (u) # 0}. (1.2)
En utilisant (1.1), (1.2) et la définition du domaine d’une fonction, il résulte
dom (0j) C dom (j) .
La fonction j (.) est dite sous-différentiable si elle est sous-différentiable en tout point de X;

c’est-a-dire dom (0j) = X.
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Lemme 1.4 Soit j : X — |]—00,400| une fonction sous-différentiable. Alors j (.) est con-

vexe, propre et semi-continue inférieurement.

Lemme 1.5 Soit j : X — |—00,400| une fonction convexe et Gateauz-différentiable. Alors

J (.) est sous-différentiable et on a

07 (u) =4{Vj(u)}, Yu € X.

1.6 Opérateurs monotones et inéquations variationnelles

Soient X un espace de Banach réflexif et séparable, A : X — X' un opérateur non linaire,
j: X — |—00,+00]| une fonction propre et f € X’. Un nombre considérable de problémes

aux limites en mécanique des milieux continus qui se traduit par les problémes suivants:

Trouver u € X tel que

<A(u)7u_v>X’xX+j(U)_j(u) Z <f7u_U>X’><X7VU € X.

(1.3)

Le probléme (1.3) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce sur X. Un
cas particuliére, pour 7 = 0, nous obtenons I'inéquation variationnelle de premiére espéce.
L’opérateur A (.) est dit:

e monotone si et seulement si
(Auw) —AW),u—v) x>0, Vu,v € X.
e strictement monotone si et seulement si
(A(u) = AW) ,u =)y x>0, Vu,v € X, tel que u # v.
e hémicontinu si et seulement si la fonction réelle
A= (A(u+ ), w) vy, Yu,v,w e X.

est continue pour tout A € R.

e coercif si et seulement si

lim <°’4 (u> >U>X’><X _

Jul x —o0 lJull x

En ce qui concerne le probléme (1.3), on a le résultat d’existence et d’unicité suivant.
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Théoréme 1.12 Soit A: X — X' un opérateur strictement monotone, borné, hémicontinu
et coercif et soit j(.) une fonction convexe, propre et semi-continue inférieurement. Alors

inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce (1.3) admet une solution unique.

Lemme 1.6 (de Minty) Soit X un espace de Banach, A : X — X' un opérateur hémicon-
tinue et monotone et j : X — |—00,+00] est une fonction propre, convexe et semi-continue

inférieurement. Siuw € X et f € X', alors les deux inégalités suivantes sont équivalentes
<A(U) , W — U>X'><X +]<U) _j(u) Z <f7u - U>X’><X ,\V/U € X;

<A(U)7U_U>X’><X+j(v)_j(u) Z <f7u_U>X’><X’VU€X'

1.7 Lemmes de Gronwall

A la fin de ce chapitre, nous passons en revue les lemmes de Gronwall qui interviennent dans
de nombreux problémes aux limites, en particulier pour établir 'unicité de la solution, ainsi
que pour former les estimations a priori. Pour avoir plus de détails sur les rappels figurant

dans cette section, le lecteur pourra consulter par exemple (]29], [45]).

Lemme 1.7 Soient u,v € C ([0, T];R) telles que u(t) > 0, v(t) > 0 sur [0,T], a > 0 une
constante et w € C ([0,T];R).

1. Si t t
w(t)§a+/0u(s)ds+/0v(s)w(s)ds,Vte[(),T],
alors
w(t) < (a—l—/otu(s)ds) exp (/Utv(s)ds>,Vt€ [0,7].
. Si
2 w(t)gu(s)—i—a/otv(s)ds,we[O,T],
alors

/Otw(s) ds < exp (aT) /Otu@) ds.

Dans le cas particulier u = 0, la partie (1) de ce lemme devient :
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Corollary 1.2 Soient v € C([0,T];R) tel que v (t) > 0 sur [0,T], a > 0 une constante, et
w e C([0,T];R) est une fonction telle que

w(t)ga—l—/tv(s)w(s)ds, vt e [0,7],

alors

t
w(t) < aexp (/ v(s)ds) ,Vte[0,T].
0
Ce Corollaire est souvent utilisé pour montrer I'unicité de la solution.

Lemme 1.8 Soient u, v € C([0,7];R) telles que u (t) > 0, v (t) > 0 sur [0,T], et a > 0.

Soit également w : [0,T] — R une fonction telle que

1

§w2 (t) < %cﬂ—k/o u(s)w(s)ds+/0 v (s)w?(s)ds, Vt € [0,T].

w ()] < (a+/0tu<s)ds> exp (/Otv(s)ds),we 0,77

Alors
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Chapitre 2

Comportement asymptotique d’un
probléme d’élasticité avec terme

dissipatif non linéaire

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse & ’étude du comportement asymptotique d’un
probléme dynamique lié au systéme d’élasticité linéaire dans un domaine de faible épaisseur
Q° C R? avec un terme dissipatif (of + %}) %. Supposons qu’il y & un frottement non
linéaires du type Tresca sur une partie de la frontiere et la condition de Dirichlet sur 'autre
partie. Notre objectif est d’étude du comportement asymptotique de la solution du probléme
considéré lorsque € tend vers zéro.

Contenu

2.1 Description du probléme.

2.2 Formulation variationnelle du probléme.

2.3 Changement du domaine et estimations a priori.

2.4 Théoréme de convergence et probléme limite.
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2.1 Description du probléme

Nous considérons un probléme associé & des déformations d’'une membrane élastique ho-
mogeéne et isotrope en régime dynamique dans un domaine mince 2 borné de R? ou e
est un réel positif appartenant a |0, 1[ et qui tend vers zéro. La frontiére de Q° sera notée
e = @UT UTE, avec w = ]0, ([ est un intervalle borné, qui constitue la frontiére inférieure du
domaine Q°, I'7 est la frontiere latérale et I'] est la frontiére supérieure d’équation y = ch(z),

ol h (.) est une fonction de classe C! définie sur & telle que
0 < h = hmin < W) < hpaw = h, Yo €10,1].
On note 7’ = (z,y) € R% Le domaine physique O est donné par
F={=(ycR0<z<l,0<y<eh(z)}.

Y

Qf eh(2)

0 l T

Figure 2.1: Le membrane élastique €2°.

On note par u®(z',t) = (uj(2',t),u5(2’,t)) le champ de déplacement et o° le tenseur des

contraintes dont les composantes o7; (uf),1 < 4,7 < 2 sont données par la loi de Hooke

suivante

ous  Ous )

2
£ € £ £ - . £ 1
o (u°) = 2ud;;(u )+/\;dkk(u )0ij, 1 <4, <2, et dij(u) = 2 (ébcj + o

ot A, p sont les coefficients de Lamé, d;;(u®) le tenseur des taux de déformations et J;; est
le symbole de Kronecker
1,8 i=j,

0,si i#j.

5ij =
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Les équations qui gouvernent les déformations d’une membrane élastique homogeéne et isotrope
avec un terme dissipatif non linéaire en régime dynamique sont les suivantes

9*uf ous
ot? ot

—div (¢° (u%)) + <oz6 + 5

) O _ b2 qans O x 10,7 (2.1)

ou |.| désigne la norme euclidienne de R?, f¢ = (ff, f5) représente la densité massique des
forces extérieures et o® € R,.
Nous allons maintenant décrire les conditions aux limites, pour cela on définit les com-

posantes normales et tangentielles du déplacement u® par
2
g __ g _ 3 e __ 13 g __ 3 3 N
u, =u.n = g ugmg, ur = (Us;) iy avec uz; = u; —upn;, 1 <i <2,
=1

pour les composantes normales et tangentielles du tenseur des contraintes ¢° la définition

est la suivante
2

2
g __ 3 _ 1> g __ 1> g __ 1> 15 -
0. =(0°n).n= E (05;.n:) nj, 0% = (07i)1<ico avec 03, = E o5y —oynng, 1 <i <2
ij=1

Jj=1
Ou n = (n1,ne) la normale extérieure unitaire sur I'.

e Nous supposons que le déplacement est connu sur I'{ x]0, T'[ et T'S x]0, T'[
u (z,eh(x),t) =0 sur I'{x]0, T, (2.2)
u® (0,y,t) =u® (l,y,t) =0 sur I']x]0,T7.

e Sur w la vitesse est supposée inconnue et elle vérifié la condition suivante

ous
ot

n =0 sur |0, x]0,T]. (2.3)

e Nous supposons aussi I’existence du frottement sur w, ce frottement est modélisé par la
loi non linéaire de Tresca. Cette loi de frottement présente un seuil de frottement (coefficient
de frottement) k° (x), lorsque la membrane élastique et la fondation sont en contact, la fon-
dation exerce sur la membrane élastique un effort tangentiel qui ne dépasse pas le seuil £ (z).
Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil k¢ (x), la membrane élastique ne
peut pas se déplacer par rapport a la fondation et il y a blocage. Lorsque ce seuil est atteint,
la membrane élastique peut se déplacer tangentiellement par rapport a la fondation et il y a

alors glissement. Donc, la loi de frottement du type Tresca résume comme suit
loS| < k5 = (%)T =0,

|02 = k* = 38 > 0 tel que (68%5)7 = —fo%,

sur ]0,[[ x]0, T, (2.4)
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ol le réel positif 5 est inconnu.

Le probléme (2.1) — (2.4) est complété par les conditions initiales suivantes

ous
ot

u®(2',0) = Yo(z'), (2',0) = V1 (2"), Va' € Q°. (2.5)

Remarque 2.1 Sur |0,1[ x]0,T[ la deuxiéme composante de la vitesse est nulle

8 €
% =0, sur 10,1[x]0, T].
En effet, d’aprés la condition 2.3 on a
ou’ oug ous
5:5 n= ;ﬁl.nl + autz.ng =0 sur ]0,1[ x]0,T7,

. o i dug
oun = (ny,ny) = (0,—1) est le vecteur normal unitaire extérieur a w. Donc 2 = 0, sur

10, [ x]0, TT.

Afin de donner la formulation variationnelle du probléme (2.1) — (2.5), nous allons établir

le lemme suivant
Lemme 2.1 [24] La condition de Tresca (2.4) est équivalente a la relation ponctuelle suiv-
ou® . ou’
: k*
(&)T”+ <m>T
Preuve. Supposons que % vérifie la condition aux limites de Tresca (2.4).

e Si 02| < k°, alors (%)T =0, d’ou (2.6).

ante

=0, sur |0,1[ x]0,T7. (2.6)

e Si |o%| = k7, alors il existe 8 > 0 tel que (

ou® o 4k ou®
ot ) 7 ot )
Réciproquement, on suppose que (a(;f)T 0%+ k° |(%)T‘ =0, sur |0, x]0, T

ou® e |{9w
ot ) 77~ " |\ot ).

ou® )

— € PN
5 )., = —pPoz, dou

— —Blo3* + Bl 0.

e Si |o2| = k7, alors

€
ozl

donc il existe 8 > 0 tel que

e Si |o2| < k°, alors

ou’ . .
( T )T.UT +k

Vv
~—~
o
m

|

q
K
N
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donc
ous
ot

(5) -

D’ou le résultat. m

2.2 Formulation variationnelle du probléme

Dans cette section, nous construisons la formulation variationnelle du probléme (2.1) —(2.5).

s ) : 2
Pour cela, nous définissons le convexe fermé non vide de H* (QF)

Ke={ve H():v=0sur I{Ul], v.n=0sur w},

et pour simplifier ’écriture, on note

a(u,v) = ZM/E d(u)d(v)dxdy + )\/ div (u) div (v) dedy, Yu,v € H* ()3,

€

[
#(v) :/ K Jv] da,
0

o a(.,.) est une forme bilinéaire continue et coercive sur K¢ x K¢ et j(.) est une fonctionnelle

convexe et continue sur K°.

Lemme 2.2 Si u® est une solution du probléme (2.1) — (2.5), alors elle vérifie le probléme

variationnel suivant

( 3\
Trouver u* € K¢ ou = € K¢, telle que
2 Ut u
(887’ —)+a(u —)—{—a ({%7 88t> (2.7)
+ (%01 B0 = %) +3°(0) =5 (%) = (£7.0 = %) Vo € K7,
w(2/,0) = Do(a'), % (a,0) = (2'). )
Preuve. En multipliant 1’équation (2.1) par ( a[;‘t ) ou ¢ € K¢, on intégre sur )¢ et

on utilise la formule de Green, on obtient
O0us ous 0 ous ous
1 L K3 / o L 1 / _ [%“. . L K3 / 2.

/Qe o2 (”@ ot ) d / % 9, (“02 ot ) e /F i M3 (90@ ot ) dv (28)
n / ¢ 4 ous |\ Ous ou; d

AT e |) e\ e )

ous
_ sl — 20 dy.
/Q i (% BT ) x

29



La condition aux limite (2.2) impliquent que
. du; ' Oug

©; — 8@“5) n;, = 0 sur ]O, l[, alors

D’autre part, 05;.n; = o7, + 07,.n; et <
. ou; b ou®
/E o5 (gpi " ) dr' = /0 oo ((p " ) dx.
En revenant a (2.8), on obtient
O*us ous 9] ous ! ou®
1 - ? d / e _~ o ) d I 5 _ d
f o (o s [t (= 5 )a = [l (o= 5 )

- Ot? ot
ous 0y g
at \7' " o

. |ou®
+/ (a +

ot

c u; ,
—/ngi <%'_ (%)dx.

Dans (2.9) on ajoute et on retranche le terme

!
0
?us ous , . 0 ous , ! A
[, e (o= )+ [ oty (i a4 (1ol -

out
ot

on trouve

ous
ot

) i

YiT ot

. Ot?
_/010i (SD— a;;) dl‘—/olka <|90| B ‘8815 )dx+/g <of+ aalf ) aalf <¢i )
= /Q i (wi - agf) dx’.
ou’

) as

ot

Posons
! !
ou’
B = c — d k® —
/OUT <90 875) x+/0 <|90|
Par le lemme 2.1, nous montrons que

l !
B = / ospdx —I—/ kS || dz > 0.
0 0

En utilisant le fait que

[ l l
/Owwz—/meMZ—/WWM%
0 0 0

on déduit que B est positif.
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L’équation (2.9) se ramené a l'inéquation variationnelle suivante

/azuf oy d:v’—i—/ e 0 _du dx'—i—/lk‘E o] —
o o2\ ot o (10, \7' T ot s Y

ous

(o) 25 (- 25
Ao l) o\ e )
ous
> e L i 2
> [ (o= G) e

Et par suit, le lemme 2.2 est prouvé. m

A partir au probléme variationnel (2.7), nous avons le résultat suivant

Théoréme 2.1 Sous les hypothéses

fe % aZfa
"ot ot?

e L?(0,T,L* ()%,
Yo € HY(Q)?, 09y € HY(QF)?, V1), =0,

il existe une solution unique u® de (2.7), telle que

o, a(;f € L™ (0,T, H'(2°)?),
2,,.€
8622 € L (0,7, L2 (2)?) .

La preuve de ce Théoréme est similaire dans Lions ([24], [35]).

ous
ot

) as

(2.10)

2.3 Changement du domaine et estimations a priori

Notre domaine §2° est variable en € , donc pour étudier ’analyse asymptotique du probléme

considéré on va d’abord transformer 2° en un domaine fixe 2. Pour cela, nous utilisons le

changement d’échelle

oM<

Le domaine fixe {2 est défini par
Q={(z,2) eR*:0<x<I,0<z<h(z)}

On note par I' = w UT;, U, sa frontiére.
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Q h(x)

Q° eh(x)

Le domaine Q° Le domaine Q

Figure 2.3: Passage de €2° a (.

Nous définissons sur €2 des nouvelles inconnues

 (z, z,t) = uj (z,y,t),
1

a5 (x, z,t) = e tuf (z,y,t),

donc, nous avons les expressions suivantes

/ui (x,y,t) dedy = E/Qi (x,z,t) dzdz, /u§ (z,y,t) dedy = & /ﬁ; (x,z,t) drdz,

Qe Q Qe Q
ous  BuE  ous 1945 Ous 00

9r 0Oz’ Oy <0z Oy 0z

Pour les données du probléme, on suppose qu’elles dépendent de € de la maniére suivante

fi(z, 2, t) = €2f5 (x,y,1), 0 = 1,2,

~

k= eks, & = e%af,
avec ﬁ-, 1=1,2, ket @ indépendants de €.
De plus, nous définissons les espaces des fonctions sur €2
K:{¢€H1(9)21@:OSUFF1UFL et p.n=0surw},

II(K)={peH (Q):p=0sur [T UT},

VZ_{UE[P(Q):@ELZ(Q),U—OSUI‘Fl},

0z
1
2 2
L2(Q)> .

V. est un espace de Banach, muni de la norme

lv

2 8'[)
v. = | Ivll2) + 9
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En multipliant (2.7) par €, et en passant au domaine fixe €2, on montre que le probléme

variationnel (2.7) est équivalent au probléme :

4 )

Trouver 4° € K, ot 2& € K, telle que

82u1 ~ oug 4 82123 ~ 8u2 OUE

< <—at2,¢1—w>+5 = P2 — G ) +a (i, — Gr)
o043 A 2 (045 ~ 8u2
+a<8t,g01 at>+a€ 5t P2 T o

o5

SN

aas \ 2 aas\ 2| % oac . 8as
ver ([ (3] - 3 o
1
0as \ 2 0as\2 |2 oas . oas 5 506
et ({(571) +< 8t2> } 3_574)02 - a_tQ) +J(90) _J(aat)

N ou§ N ou§ ~
> <f1,¢1_8_;> +€(f27§02_8_tz>7v906[(7

@ (0) = Jo, 25 (0) = vy,

ou
l
i@)= [ helda,
0
et
(0w, [ (05 o (. i
a(u,@ at>—2u8/ﬂ(a >8x(g0 at)da:dz
o]  ,0u5 . oa3 2 0 (. 0u5
“L’“‘/Q(az H < >+ 9z \ P2 gy ) | dwd
+ 2pe’ / 9% 9 (4 drdz + \e? / div (@) div (& — 22 dadz
he ) oz a2 a o ‘ ot ‘

Nous essayons maintenant de prouver des estimations a priori sur le déplacement u° et la

vitesse 2 - Pour cela nous avons besoin d’établir les lemmes suivants :

8

Lemme 2.3 (Inégalité de Poincaré) Pour 0 < h(z) < h,Vz € ]0,1[, on a linégalité

sutvante
ou;
0z

i=1,2.

)

2] 2y < h\
L2(Q)

Preuve. Pour tout 0 < z < h(x) < h, on a

") oas
ﬁ?(:v,z,t)z—/ 35 (z,¢,t)d¢ + 05 (z,h () ,t), i=1,2.

et puisque u5 (z, h (z),t) =0, 7= 1,2 sur I'y, il vient

h(=) 91
a; (x,2,t) z—/ 8521 (v,(,t)d¢, i=1,2.
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ou;

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que
- (2,0 )

_ [h=@)
izt < |5

et par intégration en z de 0 a h (z), on obtient

2
¢, i=1,2,

hi@) 2 - h(z) ous 2
| enra i [ wan| dc =12
0 o | 0C
en intégrant cette fois sur |0, /[, on trouve
ou;
as <h L i=1,2.
il <5 52

Lemme 2.4 (Inégalité de Korn [30]) Pour tout ¢ € K=, on a
Ck HV@”;(QE)MQ < Hd(ﬁp)HiZ(Qs)“?a
ou C'x est une constante positive ne dépend ni de € ni de .

Théoréme 2.2 Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, il existe une constante c indépendante
de €, telle que
2

2 2

0ﬁ§ 5 05 ous 519
a “ot ° 9 D (2.12)
Z 2@ L2(Q Tl L2() Tl L2()
2 . 3 o113
n gﬁug 2% _’_’62 o ggﬁug <e,
0z L2() ot L2(Q) ot L3(0,T,L3(2)) ot L3(0,T,L3(2))
o2as || n a2u1 82u2 (2.13)
020t || ;2 (Q) o © Duot 12(9) '
. s 8u2 i 2 .
8x8t 2@ 0201 2@ O || o) '

Preuve. Soit u° la solution du probléme (2.7), on prend ¢ = 0, on obtient
Pu du® N . Ou’ N -y ous [\ du® oue L our _ = ou®
oz ot ) T\ o “Toat|) e )T \ae )=\ e )

En utilisant le fait que j¢ (8(;:) est positive, on déduit
€ 2 g 2 € 3 15
o ’ o +a(u )| +at | 2 ' o < (ff, 8&> ,
2 dt 8t L2 05)2 8t L2(Q€)2 8t L3(QE)2 at
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par intégration sur |0, ¢[ nous avons

O e (s)
< 101 aq@ne + (204 33) [ V00l ageypen +2 | (f () =5 )ds’

2 3

ous
ot

ous (s)
ot

ds

L3(Q#)?

t
+ a(u®,u) + 2/
0

L2(QF)?

comme

: [ (7. 25 s = 270) ~ 27000 -2 t (25 o)) as

en utilisant I'inégalité de Poincaré

[0l 2 ey < RV 2oy s

et I'inégalité de Young

a? b?
ab < 7725 + 77_25, VY (a,b) € R?, V¥n > 0,

on obtient
t €
'2/ (fE (s),au (S)) ds (2.14)
0 ot )
el|2 4e*h? e(12 272 € 2
< puCk [[Vu ”L2(Qe)2x2+ C I/ ||L2(Qe)2+45 |\ f (O)HLz(QE)2
2080
t 4(5%)2 Hlafe (s)])?
+V1925x+C/Vuas2sxds+ / ds.
| 0||L2(Q )22 T HUK ; | ()||L2(Q )22 1wCx o ot Lo()?

De (2.14) et de I'inégalité de Korn il existe une constante Cx > 0 indépendante de ¢ telle

2/
0

que

|

2 3

ous
ot

ous (s)
ot

ds (2.15)
L3(Q=)?2

+ ,ILCK HVUE ||ig(95)2x2
L2(0e)?

4e%h? _
< ||191||§,2(95)2 + (14 2p+34) ||V190||i2(96)2X2 + O ||f5||i2(95)2 +4e*n? || f¢ (0)“22(96)2
4(5%)2 /t afe (s)|? Elllous (s) | 2
+ ds+/ — + uCr ||IVu® (s a2x2 | ds.
e B s IR A1 e I A Ce
En multipliant (2.15) par € et en utilisant I’égalité
1 e = 4]
9 L2(Q¢)? — € 12(0)? )
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on obtient

2 3

ou® Ul ous (s
£ ‘ 5 —i—,uC'KHVueHig(Qs)zxg —1—25/ 8( ) ds
t 2y 0 b ey
t ous ()]
< [e|P52] . nC Vi 9 | s+ 4
0 at LQ(QE)2
ou A est une constante ne dépend pas de ¢, avec
A o 142043\ || W a2 |j o
N ! L2(Q)? + (142 +33) H OHL2(Q)2X2 * f )’ L2(0)?
_ _ )
N 4h% || 412 4h? || 0f
o 2
uCr Le(0,1,2(@?)  pCk ot (011207

Maintenant le lemme 1.7 nous donnons

5 ‘

Donc estimation (2.12) est démontrée.

2

ous
ot

+ 9 HVUEHiQ(QE)ZXQ S C.

L2(Q#)?

Le fonctionnel j¢(.) est convexe mais non différentiable, pour cela on régularise cette

fonctionnelle par :

!
€ £ N 1

() :/ K (2) o (Jo- ") da, o 6 (V) = +—— v N ¢ >0,

0
donc l'inéquation variationnelle (2.7) devenir comme suit
0*ug Ous ous Ous |\ Ous ous
¢ ¢ e ¢ e ¢ ¢ ¢
- - - 2.1
(aﬁ’“o at)ﬂl(uﬁ”p 8t>+<(&+ ot ) a7 at> (2.16)

comme le fonctionnel j¢ (.) est devenu différentiable, donc I'inéquation (2.16) équivalente a

) %m@) + <(j2), <8§) ,sa) (2.17)

I’équation variationnelle suivante

aQuE &€ 15
( BT ,go) + a(ug, @) + ((a +

:(fs’gp)"v’(pe[{‘f?

ot

avec
ous (2,0
uZ(m',O) = Jg(2), % = 91(x").
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Maintenant, pour montrer 'estimation a priori (2.13), on dérive (2.17) en t et on prend

82 5
Y= 8t2 , on trouve

Pug 0*ug dug *ug _ [ OPug 0Pug
(at3’ 8t2)+a(6t’ 8t2)+a or e ) T
d , v (Oug\ 0%
(815(‘7) (at)’ 6t2)
_(or
S\ot o2 )
Mais (% (jf)/ <%) , 8;2 > > 0, on obtient
2
£ a € e 82 €
Ld +a<8u<, UC) S(af, u‘).
2dt L2 ot ot o’ or

En intégrant la derniére inégalité sur (0,t) et utilisant l'inégalité de Korn, on trouve

8uz
ot

82u2 82u‘2
ot ot?

2
0 ug
ot?

Oug | o [0 25
atQ (QE)Q - ,LL K (% L2(Q5)2><2
s 2
< ’ at; (0) T (2u43)) 1791 (7222
L2(0F)
af Oug ofe L0 [ (s) Oug(s)
9 — 92 U -2 d
* (6’t’ ot or ()1 /0 o or )
on déduit
'82 s 2 +2 c vauz 2 (2 18)
#Cre '
atQ Q€)2 8t L2(Qa)2x2
PP 2 8u5 2
¢ 2 :
< 0 2014 3N) |V ey2x2 + puC
B ’ Ot? (0) L2(Q¢)? T3] 1”L2(Q e T HEK 8t L2(Qe)2x2
4 (ch)? ‘ of |2 4(eh)* [t]|02f= (s) ||
+ uCx | VO[22 ey + 2 O + / *
pCr || 1”L2(Q) uCr || ot ) L2(0¢)? 1wCr  Jo ot L2(0¢)2
e 112 t oue (s) ]|
H of vucy [ [v2El ds.
,U/CK Lz(Qe)Q 0 at L2(95)2X2

2,€

. 0“u . .
Maintenant, il faut estimer —z* (0), d’apres 'équation (2.17) et (2.10) on obtient

aQus
(5 ©1¢) = (7 ©)) — aldp) = (02,9) = (0] 1, ) ¥ € K,
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donc

0?ug _
(G ©).0) | < I O 19y + 2+ 30 Wl el

1
2
4
+a° |‘791|’L2(Qe)2 H‘PHLZ(QE)2 + (/Q |91] dxdy) H80HL2(QS)2

< (&R 1% ()l aqaey + 2+ 30 [Boll a2 ) 1] s ey

1
+ <&fz2 V1l 12 (qey2ne + eh (/Qs |0 [* da:dy) ) 1l 110y -

Multipliant cette derniére inégalité par /¢ et en utilisant I'injection de Sobolev [[v]| 42 <

¢s [|v][ 1(q)2, on obtient

2
0*ug (0)
ot?

<,
L2(0e)?

N r 7 r % ~79 |1 % . ,
ou(’ = (h Hf (O)‘ L2 + (2p + 3N) H,&OHHl(Q)Q + ah Hﬁl‘ iy + hes o ) indépen-

dant de €. En passant a la limite dans (2.18) quand ¢ tend vers zéro, nous trouvons

"l

%ue ||? ouf ||?
+ ,MCK \Y (2.19)
[‘ at2 (QE)2 at LQ(QE)2><2
82U€ 2 2
<<% (0) (214 3A + 1O IV 22y
at 2 €
L2(09)2
Hafe 4(ch)’ / 0 (s) ||
+ —— . ds
MCK L2(09)2 wCx  Jo ot L2(09)2
ofe 2 t 62 € 2 ous 2
H / / w (s) +uCKHV w(s) ds.
,U/OK L2 QE 0 8t L2(Q€)2 at LQ(QE)2><2
En multipliant maintenant (2.19) par ¢, il vient :
62 e |2 aus 2
+,UCK \Y
[ at L2 Qs) at 12 QE)2><2
t o2 2 Ous 2
S/ 3 ‘ UQ(S) + uCk ||V w (s) ds + B,
0 at L2(QE)2 at LQ(QE)2X2
ol B est une constante ne dépend pas de ¢
<2 4n? ||0f
B = (2u+3\+uC Hw ')
@+ 30+ uCi) [V, + (O + at() 2
L2(Q)
_ 112 _ 112
4h? ||0f 4h? (|02 f
nCic || ot L°°(0,T,L2(Q)2) nx || 0 L2(0,T,L2(Q)2)

38



D’apres lemme de Gronwall (lemme 1.7), il existe une constante ¢ ne dépend pas de ¢ telle

que

2 2

82 us
ot?

ou’

v(‘?t

+é
L2(0=)?

€

<eg,

L2(Q€)2X2

ce qui donne 'estimation (2.13). m

2.4 Théoréme de convergence et probléme limite

Nous avons établi dans la section précédente des estimations a priori sur la solution du prob-
leme (2.11). La question qui se pose naturellement est de savoir quel sera le comportement
asymptotique de la membrane élastique lorsque 1’épaisseur est trés petit?.

Mathématiquement, cela revient a savoir si le champ de déplacement 4° admet une limite
quand ¢ tend vers zéro et quel est le probléme vérifié par cette limite?.

Dans cette section, nous allons essayer de répondre a ces questions.

Théoréme 2.3 Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, il existe ui € L* (0,T,V,)NL> (0,T,V,)

telle que pour toute sous suite de u°, notée encore u°, on a les résultats de convergences suiv-

ants
a5 — ut faiblement dans L?(0,T,V,) (2.20)
% N % et faiblement = dans L*(0,T,V,),
5%? —~0 faiblement dans L*(0,T, L* (Q)) (2.21)
% -0 et faiblement * dans L> (0,T,L? (),
SN faiblement dans L?(0,T, L? (Q)) (2.22)
8;?; -0 et faiblement * dans L* (0,T,L?*(Q2)),
52% —~0 faiblement dans L*(0,T,L? (2)) (2.23)
Qgi?t —0 | et faiblement x dans L= (0,T,L*(Q)),
o faiblement dans L*(0,T, L* (2))
522 N (2.24)
zazzae et faiblement * dans L (0,T,L*(Q)),
e — 0
55%40 b i d 13 (0.T. I3 (9 2.25
S { Jeilement dans I (0.7, 17 (9). 22
ot
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Preuve. Du Théoréme 2.2, il existe une constante ¢ indépendante de ¢, telle que

o112
oug
0z

<ec.

L2(Q)

Utilisant cette estimation et 1'inégalité de Poincaré

o2
o0

0z

~ 2 7
”u1”L2(Q) <h

2@)

on déduit que la suite 45 est bornée dans L?(0,7,V,) N L*>° (0,7T,V,), donc le résultat de
convergence faible et faible *. De méme, d’aprés (2.13) et par l'inégalité de Poincaré pour
8;;1, on déduit que 2 1 est borné dans L? (0 T,V,)NL*(0,T,V,) et par suite converge vers

une limite v. Comme 4] — u}, donc v = W' Pour (2.21) — (2.25), ils viennent directement

du (2.12),(2.13) et (2.20). =

Théoréme 2.4 Sous les hypothéses du Théoréme 2.3, la solution 45 du probléme (2.11)

converge faiblement vers la solution uj de linéquation variationnelle

ouy 0 (. ouj . [ ouy (. ouj ~ ~ [ Ouj
— — . — — 2.2
9. 0: (gpl B ) dxdz + oz/Q By (gol By dedz + J (@) — J T (2.26)

A ouj
> (fupr- ) v i),

de plus uy satisfait le probléme parabolique suivant

2 (1) + 6% (1) = fi (1), dans L2(9),

(2.27)
ul (CC7 Z, O) = 190,1-

Preuve. Rappelons que 'inéquation variationnelle (2.11) s’écrit sous la forme
2 oy . 0u L a5 . 0us valas o ous a dug 5 04§
o T ot o2 ot T o ot T o
1
ou . i ) a5\ as\?|* oas . o
+azt <8t 8t)+€ ot ) T \" o ot v ot
TN 9is\?|* i o1 . . (00
4 1 2 e BN _
e [(8t)+(8t)] T | W) J(m)
A ous A U5 .
Z <f17(101_ 8t1)+5(f2a902_a_t2>7v(901,902) € K.

- TR . oag . ) ) e
Nous choisissons dans cette inégalité p = ((pl, %) , puis on étend € vers zéro, et en utilisant

les résultats de convergence du Théoréme 2.3 et le fait que J (.) est convexe et semi-continue
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inférieurement c’est-a-dire

l l
lim (inf/l;‘ dm) Z/l%
e—0 0 0
on obtient

ou; 0 (.  Ou [ ou} (. Ouj A ~ [ Ou}
i vy <901 at)dmdz—l—oz/Q 5 .(gpl 5 dedz+ J (@) — J oy

A out
> | f ( H, — —L ) dxdz.
/Q 1 301 @t

Nous choisissons maintenant dans cette inéquation variationnelle

NE
oug

ot

*
ouy

ot

dx,

. ou;
Y1 = at1i¢7¢€H§(Q);
donc
ouy O . [ Oujf B / -
u/Q 5 s clasal,z+0z/Q 5 Adrdz = Qf1¢dxdz.

Utilisant maintenant la formule de Green, on obtient

/Qﬂaz <8z ) wdxdz—i—/ga BT Apdxdy = Qflwdxdz, Vi € Hy (Q) .

Par conséquent

Pui(t) L oui(t) B
—h—pa ta— = h(t), dans H(Q), vt €]0,T7, (2.28)

et comme f; € L2 (Q), alors (2.28) est valable dans L2 (Q). m

Théoréme 2.5 Soit

a *
7 (2,t) = % (2,0,1) et s* (x,8) = ul (2,0,t)

les traces du déplacement u} sur |0,1[. Sous les mémes hypothéses du Théoréme 2.4, T et

U Os*
(RS

,u|7'*|<]2::>%:0,

s* vérifient

0s*
ot

l
) dx — / pr*apdr >0, Vo € L* (]0,1[), (2.29)
0

R Os* p.p sur 0,1 x ]0,T7. (2.30)
pl|m| =k =38 >0 tel que 5 = Br*,
De plus ui et s* vérifient l'inéquation généralisée faible de Reynolds
Yo h h -\
/ (F — 58* —i—/ uj (z,z,t)dz + Ul) Y (z)dx =0, Vi € H' (]0,1]), (2.31)
0 0
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ou

- 1" h
F@mﬁ__—/F@%QM——F@mW
1 Jo 24

~ h ~
- & ah

Uy (xz,h,t) = ——/ Uy (x,z,t)dz + —U; (z,h,t),
dehit) = =2 [0 s di ot S0 @)

z ¢ z Ca *
Faet)= [ [ htenbdde Uiz = [ [T g dc
0 0 0 0

Preuve. Dans I'inéquation variationnelle (2.26), on choisit ¢ = 88%{ + 1, ou Y € I (K),

)-(%)

u
ot

on trouve

ouj Oy A/@u’{ - 0
14 i 8Z.(%cl:z:dz—l—oz T Wdxdz + J | Y+

z/ﬁwmaWGmm,
Q

en utilisant la formule de Green, il vient que

0?ut [ ou} Lot (x,0,1)
— u/ﬂ 5.2 Ydxdz + oz/Q 5 Ydrdz —I—/O uTngwdx

L os* os*
+/0 k(‘”[b-ﬁ- 5 >d$

ot
z/ﬁwm&
Q

Mais n = (0, —1) sur ]0, ([, donc on trouve

0*u} [ ou} L " ds*
—u/ﬂ 5.2 @bd:z:dz%-a/ﬂ 5 wdxdz—/o WUt wdaﬁ—i—/o k(‘w—l— 5

Z/ﬁwm%
Q

os*
ot

) as

de (2.27), on obtient

lA Os*
[

Donc par la densité de D (]0,1[) dans L? (]0,1[), on déduit (2.29). Pour montrer (2.30), on

Os*
ot

l
)d:):—/ pr*dx >0, ¢ € D(]0,1]) .
0

prend 1) = £2 dans (2.29), il résult

Ak

et si on prend dans (2.29) 1 = 0 — 2~ avec 6 € L?(]0,1[), nous obtenons

ot
a *
— ut* i } dx,

! ! 1
k10| da —/ ut*0dx > / [l%
[, koaa= | : o
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os*
ot

— MT*%SLL } dxr =0, (2.32)

os*
ot




I'égalité (2.32), nous donnons
I !
/ k0| dx —/ pr*0dx >0, V0 € L*(]0,1[). (2.33)
0 0
Pour 6 > 0 dans (2.33), nous trouvons

l l l
/l%|t9|dx—u/r*]0]dx:/ i ] ol > 0,99 € 22 (0,1,
0 0 0

alors

pr* <k, p.p sur 10, 1. (2.34)
Maintenant, on prend dans (2.33) —0, avec 6 > 0, on obtient
I I .
/ k|9|dx+u/ T*w’dx:/ [mm*} 6] da > 0, ¥8 € L2 (]0,1]),
0 0 0

ce qui donne

— k< pr*, p.p sur 10,1[. (2.35)

De (2.34) et (2.35), on déduit que
p || <k, p.psur J0,1[.

D’aprés (2.32), nous obtenons

~ | 0s*
K ot

L0s*
— uT
BT 51

=0, p.p sur ]0,[[.

Donc en appliquant le Lemme 2.1, nous déduisons la loi de Tresca (2.30) sur |0, I].

Pour démontrer (2.31), en intégrant deux fois I’équation (2.27) de 0 & z, on trouve

uy (z,2,t) = 8" + 27" + — // T (x,m,t dndg——//fl (x,n,t)dnd¢,  (2.36)

en particulier pour z = h(x), on a

s+ hrt = ——/ /Ca*xn, £) dnd(¢ + — //flxn, dndc. (2.37)

Intégrant (2.36) entre 0 et h, on trouve

/ ul (v, 2,t)dz = hs*+ —h’T* + a / / / Zh (x,n,t) dndldz (2.38)
0 2 wto Jo Jo Ot

_%/Oh/oz/ocfl (2,1, ¢) dndCdz.
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De (2.37)-(2.38), nous déduisons

h
h .
/ u’{(x,z,t)dz—as*+F+U1=0,
0

avec
- I h
F(x,h,t) = — [ F(z,z,t)dz— —F (x,h,t),
K Jo 24
- a (" ah
Uy (z,hyt) = —— | Up(z,2,t)dz + —U1 (x,h,t),

F(z,2,1) t) dndg.

//f1 x,n,t)dnd¢, Uy (x, z,t) = /

Donc, on obtient la formulation faible de I’équation de Reynolds

I/ rh
/ (/ u*{(x,z,t)dz—gs*—l—ﬁ—i—(jl)iﬂ(x)dxzo.
o \Jo

Théoréme 2.6 La solution uj du probléme limite (2.26)-(2.27) est unique dans L* (0, T, V,)N
L>(0,T,V,).

Preuve. Supposons qu’il existe deux solutions uj et uj* de l'inéquation variationnelle

(2.26), donc on a
dui 0 (. Oy L[ Ou (. 0y sy g [ Ouf
202 (gp 5 ) dzdz + oz/Q 5 <gp 5 dedz+ J (p) —J 5 (2.39)

~  our
Z (fl?cp_ atl)i

ouy* 0 (. ouj” [ ouy (. Oult s
. — 2.4
L v <go g ) dxdz + oz/Q g (go o drdz + J () (2.40)

ouy* s . ouy®
> — .
155 2 (hue-5E)

(2.39), puis ¢ = % dans (2.40) et en sommant les deux inéquations,

et

)

K(

~ 8 >k k.
On prend ¢ =

on obtient

0 . e O (Ou} Oui” . ou}  Out* ou;  Out*
Tt — ) = - - . . <
a /Q 5z () 5 ( at ot ) dwdz+a /Q ( ot ot o~ o )dde=0

en posant W () = u} (t) — u}* (t), ceci implique

<0.

L2()

Mdt H 0z W

L2
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Comme W (0) = 0, on déduit que

2

. =
0z 20
Enfin par I'inégalité de Poincaré, on trouve
HWHLQ(O,T,VZ) - HWHLOO(O,T,VZ) = 0.
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Chapitre 3

Analyse asymptotique d’un probléme
viscoélastique avec termes dissipatif

et source non linéaire

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude de ’analyse asymptotique d’un prob-

ou®
ot

€
) 2 et le terme source |uf| u® dans un

leme viscoélastique avec le terme dissipatif (1 + o

domaine mince tridimensionnel °. Les conditions aux limites utilisées sont la condition de
Dirichlet sur les frontiéres latérale et supérieure et la condition de frottement non linéaires
de type Tresca sur la frontiére inférieure. Nous étudions le comportement asymptotique de
ce probléme quand la dimension du domaine tend vers zéro.
Contenu
3.1 Formulation mécanique du probléme.
3.2 Formulation variationnelle du probléme.
3.3 Analyse asymptotique du probléme;
3.3.1 Changement d’échelle et probléme variationnel sur (2.
3.3.2 Estimations a priori.
3.3.3 Théoréme de convergence.

3.3.4 Probléme limite.
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3.1 Formulation mécanique du probléme

Nous considérons un corps viscoélastique occupant dans un film mince Q¢ C R3, avec une
surface frontiére réguliére I'® partitionnée en trois parties mesurables @, I'§ et IS, ol w un
domaine borné de R? d’équation z3 = 0. On suppose que w la frontiére inférieure du domaine,
['5 la frontiere latérale et I'j la surface supérieure définie par 1'équation x3 = eh(zq, x2), ol €
est un petit parametre destiné a tendre vers zéro (0 < e < 1) et h (.) est une fonction définie
sur w telle que

0 < h = Amin < h(21,29) < hipaz = h, V(21,22) € w.
On note par x = (2/,23) € R?, 2/ = (21, 23) € R?, donc le domaine physique Q° est donné
par
QO ={(/,23) €ER*: 2’ €w, 0 < a3 < eh(2)}.

I3

Ty
Figure 3.1: Le domaine physique €2°.

Soit T' > 0, nous étudions dans l'intervalle de temps |0, T'[ ’évolution du corps matériel due
a l'application des forces volumiques f°. Supposons que le corps viscoélastique satisfait la

loi de comportement suivante (voir, par exemple, Duvaut et Lions [24])

ou’

J?j (UE) = Aijkldij(ue) —+ Bijkldij <E> , 1< i’j7 ]{;J < 37

ot A et Bijri, sont les tenseurs élastiques et visqueux du quatriéme ordre, respectivement.
Supposé a la matiére est d’étre homogene et isotrope, par conséquent, la loi de comportement
d’un matériau viscoélastique est caractérisé uniquement par les constantes: les coefficients
de Lamé et de viscosité. Par conséquent, nous utilisons la loi de comportement suivante :

ou’

O'é;- (Ue) = 2,udzj(u5) + 2/\de (W

v

),1§i,j§3,
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ot p le coefficient de Lamé, A le coefficient de viscosité, u® (z,t) = (u] (z,t),u§ (x,t),u§ (z,1))
le champ de déplacement du corps viscoélastique au point x au temps t € |0, 77 et d;;(u°),

1 <i,j < 3 le tenseur des taux de déformations donné par

1 [0us  Ou
(yf) = =2 [ == 1<4q,9 <3.
d"](“’ ) 2 <8$J _I_ a.ﬁljl) ) = Z?.] — 3

Soit n = (n1,ng,n3) le vecteur normal unitaire extérieure & I'*; et n = (0,0, —1) le vecteur

normale unitaire extérieure & w. Pour un vecteur u® nous définissons les composantes nor-

malles et tangentielles par

g __ 3 g __ 13 13
u, =u-.n, u.=u —u,.n.

Pour les composantes normalles et tangentielles du tenseur des contraintes la définition est

comme suit

€

oo =(0°n).n, o-=0c"n— (o

Le probléme complet consiste donc a trouver le champ de déplacement u° : Q° x |0, T[ — R?

qui vérifie les équations et les conditions aux limites suivantes

azuf £ & 1> auf aui 19 g g g N &€
BTe — 0% (u¥) +a (1+ T > % fi—=~" |ui|us, i,7 =1,2,3 dans Q° x]0,T[, (3.1)
ous\
oy (u”) = 2ud;;(u®) + 2Ad;; o ) bI= 1,2,3 dans Q° x 0,77, (3.2)
u® =0 sur I'1x]0, T, (3.3)
u® =0 sur I'; x]0, T, (3.4)
a S
((;Lf n =0 sur wx]0,T7, (3.5)
el < kf= () =0,
7] (5)- e sur wx|0,T7, (3.6)
lo2] = k* = 308 > 0, tel que (%)T = —po2,
ou®
u(x,0) = up(z), 5 (x,0) = uy(z), Yo € Q°. (3.7)

Le probléme (3.1) — (3.7) représente I’évolution dynamique des matériaux viscoélastiques, ou

I’équation (3.1) représente les déformations d un corps viscoélastique avec termes dissipatif et

source dans le régime dynamique, o7, ; la divergence du tenseur des contraintes o7;, 7%, o sont
des constantes positives et f7 représente la densité des forces extérieures. L’équation (3.2)
représente la loi de comportement des matériaux viscoélastiques. (3.3) — (3.4) représentent

la condition de Dirichlet pour le déplacement sur I'j x|0, 7 et '3 x]0,T[. (3.6) représente
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la loi de frottement de Tresca sur wx]0,T[, ou |.| désigne la norme Euclidienne de R? et
k® :w — R, est une fonction donnée. (3.7) représente les conditions initiales du champ de

déplacement ug et le champ de vitesse u;.

3.2 Formulation variationnelle du probléme

Avant de donner la formulation variationnelle du probléme (3.1) — (3.7), nous définissons le

convexe fermé non vide de H'(QF)3

Ke={ve H()?:v=0sur I{Ul', vn=0surw}.

En multipliant ’équation (3.1) par ( — %), ou ¢ € K¢, intégrons sur (2, et utilisons la

formule de Green on obtient le probléme variationnel suivant

Probléme P(Q¢). Trouver u° ott 2 € K¢, telle que

N

(agTu;W__)Jra#(uga@ o) +ax (G0 — %)
U ) () oo .
+55( 7 (%) = (ffe— %), Ve € K7,
\ ( 0) =uo(z), %y (2,0) =w(w), )
ou
ag(u,v) = 29 Z /alU (v)dx, ¥ € RY,
i,j= 195
J(v) = /ka lv| da’,Yv € H* ()3,
et

3
= Z/flvldx,Vv € Hl(QE)g.

=13
Théoréme 3.1 Si les hypothéses suivantes sont vérifiées

fE

f@t

€ L*(0,T,L* ()%)
k® € L™ (w), k* > 0, indépendante de t,

ug € HY ()3, up € HY(Q)?, (u1), = 0. (3.9)
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Alors, il existe une solution unique u® de (3.8) vérifie

ous

u® e L*®(0,T,H()?), m

€ L™ (0,T, H ()?) ,

0*u?

5z € L7 (0.7, 17 (Q°)°) N L2 (0,7, H'()?) .

La preuve de ce Théoréme est similaire dans Lions ( [24], [35]).

3.3 Analyse asymptotique du probléme

Dans cette section, nous étudions le comportement asymptotique de la solution du probléme

(3.8).

3.3.1 Changement d’échelle et probléme variationnel sur ()

Pour l'analyse asymptotique du probléme, on commence notre étude par le changement
d’échelle qui nous permettra de travailler sur un domaine indépendant de 1’épaisseur e.

Posant z = x3/e, le domaine ¢ se transforme a un domaine {2 indépendant de
Q={(z,2) eR®: (2/,0) €w, 0 < 2z < h(z")},

o' =T, Ul U®w sa frontiére.

Maintenant, nous définissons des nouvelles fonctions sur €2

Pour les données du probléme, nous avons les relations suivantes

fi(z’,z,t) =e2ff (2 w3, ), 1=1,2,3,

. A o o
k=c¢k®, & =¢c%a", ¥ =e7°,

avec ﬁ-, /Ac, & et 4 ne dépendent pas de . Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel

sur {2 comme ce qui suit :
K:{¢EH1(Q)3:¢:0surFLUF1 et o.n=0surw},

H(K):{cpeHl(Q):gszsurFLuf‘l},
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v :
VZ:{v:(vl,vQ)GLQ(Q)2 —U€L2(Q),Z:1,2€tU:OSUYF1},

: 0z
1
2 2
L?(ﬂ))) ‘

ou V, est un espace de Banach muni de la norme
Le probléme variationnel (3.8) est reformulé sur le domaine fixe ) par

2
ov;
2 7
ol = (Z (uwum +]5

i=1

Probléme P(Q). Trouver i € K, ott 2 € K, telle que

¢ 2 )
9%a¢ d0s 024§ 4 N e
Z€2<8t21790i_ atl>+5 (at23’903 >+au( 790_867)
i=1
P ous a (1re)l re A o0
+a>\( 8t “'572 <’u€’uz>¢z_ a{) + &% <]u§|u§,g03— 8_;,)

2

. aus oas |\ oas ~ 9as 3.10

+O‘Z(<1+ ot #)#7%—#) (10

)%0 ) rea((i+
+F (@) — (%) > i(f =5 e (o 58, Vo e K,

=1
\ @ (0) = dp, 2 (0) = i, )
ou
i) = [ kielar
et

ij=1
2 A A
oY, 2013 op; 2 0P '
+19izl/ﬂ(az + e oz, P + &2 oz, dz'dz
+ 29¢? 0y D25 000x o € K.

q 0z 0z

3.3.2 Estimations a priori

Notre but maintenant est ’obtention des estimations a priori sur la solution 4. Pour cela
nous utilisons les trois inégalités fondamentales suivantes:

e ['inégalité de Korn
DOk V|| f2(geyxs < ag (u®,u°), (Ck indépendant de ¢). (3.11)
e [’inégalité de Poincaré

[0 p20eys < € [IVUE]| p2geyns - (3.12)
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e [’inégalité de Young
2 2

b
ab < 772% + 1722, ¥ (a.b) € R, ¥ > 0. (3.13)

Théoréme 3.2 Avec les mémes hypothéses du Théoréme 5.1, il existe une constante ¢ in-

dépendante de € satisfaite les estimations suivantes

2 ~ 2 ~ 2 N 2
ous ous 0us 3
3 H el e 275 +(séa§ (3.14)
2 A~ 2 ~ 2 ~ 2
ous 0us oGS 3
n Z . U, e Us gﬂ + ‘ 5%@; <e,
ol 0%l 07 || 12(0) Ot llrae) L@
2 ~ 3 N 3
ous 0us
Z‘ - +||le52 <c, (3.15)
=11 9t s 30 Ot || L3 0.1.L3(0))

2 ~ ~ 2 N 2 R 9
ous <8u§ ) O21E , 0 ( 8u§)

2 T tege + ||e (3.16)

i=1 (' 0z \ ot L2(Q) ot L2(Q) Ox; \ Ot L2(Q)

2 N 112 o .

O e (@uf) 0 (%) , 05

+ 9 + |le— S .
1,7=1 856]' ot L2 () 0z ot L2(Q) ot? L2(Q)

Preuve. Soit u¢ la solution du probléme (3.8). Nous choisissons ¢ = 0, donc nous

_a2u€%+ 5%4_ %%+5|5|5%
oz o ) T\ e ) T e ) T\ Ty
vor (14 ou® |\ Ou® Ou®
“ ot |) ot ot

ous
< £
(o),

ceci implique que
ou’

1d
2 dt 8t LQ(QE):’)

a S
(%)

obtenons

2 3

ous (s)
ot

2
+ a,(u’,u”) + 576 ||Ua||i3(gs)3

_|._a %% +aa
Mot ot

L3(Qe)3
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En intégrant sur (0,¢) et en utilisant 'inégalité de Korn (3.11), on trouve

2

ou® . 2 .
at L2 95)3 3
Ous 3
+2)\C’K/H ds—l—oz/‘ ¢ ds
L2<nf>3x3 L399

ou® (s) 2
__g/(}6@>~—5;—)ds+[wmnégms+QMHVuaﬁ%mfm—%5fnuaﬁqmp
0

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz, de Poincaré (3.12) et de Young (3.13), on
obtient

t t
ous (s)

2 © <2 © 20003 d 3.18
/(f@,at)@_ S IO PreTE (3.18)
0

0u (s)|]? 252h2
< QACK/H /HfE || 2(Qe 3 ds.
LQ(QE)sxs T NCx L2

Insérer (3.18) dans (3.17), nous obtenons

_ t
< 2¢%h? e 2 2 9 2 2 . 3
= 3Cx 1= ()72 ey ds + lluall2(qeyp + 20 [[ Vo[ 12 (geypxs + 37 [uol[ 73 (e 2
0

o ||

ot

3

ous (s)
ot

t
2
+ 2UCk [V |12 eyes + 377 01 1s(eyp + 0‘5/ '

ds (3.19)
L2(QF)3

L3(0e)3

comine
N ey = 7 | f

en multipliant (3.19) par €, nous déduisons

1[
5 €
t
+€of/ _8u5 (5) 3
ot ||s
0

< A,

2

ous
ot

2
+ 2uCk [5 HVU8||i2(Qs)3x3] +t3 [575 [ (3.20)

L2(Qe)3

ds
(Qe)?

ou A est une constante ne dépend pas de ¢, avec

2
~ 112 ~ 12 A s 113
A = a7z ) + 20 | Vio|[ 2 (g + 37 [0l 13y + Hf )

L2(0,1,L2(2)%)
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Dongc, a partir de (3.20), nous concluons (3.14) et (3.15).

Pour montrer 1’estimation a priori (3.15), on considére I’équation approchée
u dug . dug
o2 P +au (UQSO)—{_CL)\ ot 790 +a 1+ ot P (321)
RN 8u
v (o) + (0 (55) ¢)
ofe 821@
S\ot’ o)’

]Z(U) = /ka (x) ¢ (|Ur|2) dz’ avec b¢ (A) = T C Al (1+¢) (>0,

w

auz:
ot

ou

E
—» hous obtenons

83u2 82u2 8u§ 82u< 82u2 8%2 ) 1
(8t3 e ) Te\ G ee )T\ G e ) TG T
ous 0%u ) ou 0*us
. c ¢ ¢ ¢
+27( 8t2)+(8t(‘7)<8t)’8t2>
_(9F 82“4
ot’ otz )’

o\ [Ous) 92
comme (% (]E) (ﬁ) “ ) > 0; nous trouvons

32
on dérive (3.21) par rapport a ¢ et on prend ¢ =

8uz
ot

82u§ 82u2
ot ot?

ot ) o
1d [ 0% ous Oug o*ug ||
il , 20Ck ||V
2 dt [' 0 | ey < ot ot ) TEACKIY 8| gy
- ofe 82uC 8u< (92uC .
—\ Ot ot T ot?
En intégrant cette derniére inégalité sur (0,t), on obtient
ug 2 Oug ||? Hll o 0%ug (s) 2
at Qe)3 at 12 QE)3X3 0 at L2(Qa)3><3
9%us 2 2 (eh ofe 2 H 02 (s) ||
g’ 5 (0) LA A / I 5) ds+2)\C’K/ v 42() ds
at LZ(QE) )\CK 0 at LQ(QE) 0 at LQ(QE)3X3
6u< ) 0%ug (s)
+2u ||Vu1||L2(QE axs — 47° / / |ug ug ( o 52 dx'dzsds.
Maintenant, nous allons analyser le terme sur le coté droit de (3.22).
En utilisant 1'inégalité de Holder généralisée, en observant que % + % + % = 1, nous
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concluons

8uc s) O%ug (s)
—4~° / /E‘ ug o (%2 dx'dzsds

ous (s) D*us (s)
< [ 10 s | ;

ot?
Par l'injection de Sobolev H' (Q°) — L (), ainsi

‘ dug (s) v(‘?u‘z (s)

ot ot
8u s) 0%ug (s)
C ¢ ’
' 4~° // ‘uc T 582 dx'dxsds

ous (s)
< 47868/0 H“Z (S)||L3(QE)3 C—(

ot
Nous utilisons maintenant les inégalités (3.12)-(3.13), nous obtenons

(9uC s) Pug (s)
—4~° / /E‘C T 8252 dx'drsds

(hes (e9° )) b 5 dug (s)
< 8T/0 g ()12 e |V 5

. 2
+ QACK/
0

D’autre part, le fait que ¢ Huz (s)

ds.
L2(0e)3

L8(Qe)3

Scs )

L2(Qe)3><3

L8(Qe)3

on trouve

ug (s)

I ds.

LQ(QE)3X3 LQ(QE)?)

2

ds

L2(QE)3X3

*ug (s)

v ot?

ds.

L2(Qs)3><3

HL3(96)3 < ¢*, (ou ¢* indépendant de ( et ¢, selon (3.20)),

nous donnons

t Ous (s) 0%us (s)
e e ¢ ¢ /
’—47 /o N |ug (s)] 5 v dx'dzsds

(3.23)

t B : ) 2 Oue 2 82 5 2
g/ slhec) Hv e (5 soncy |[v L) ds.
0 )\CK (9t LQ(QE)3X3 at L2(95)3X3

De (3.22)-(3.23), nous obtenons

PPug 2 dug 2
at LZ(QE)3 8t LQ(QE)3><3
- EL0%ug (s) 2 (fzcsc*)2 dug (s) 2
< 3 +8 \Y% ds
0 at LQ(QE)3 ACK at LQ(QE)3><3
0*us ? 2(65)2 tlafe (s)]?
¢ 2
0 2 <\3% ds.
+ ‘ o2 (0) Ly + NHvule(Q )3 3] + \C /0 ot ey S
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2us
o (0). De (3.21) et (3.9), il vient que

Maintenant, il faut estimer —

0?us
(S 0)9) = (7 0.9~ a0 )~ 1 (019

— o (1 +[w]) ur, ) = 7* (|uo| wo, ) Ve € K*.

En appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré (3.12), on déduit

(%0.0)

< (R N7 Ol sy + 20 ol e + (23 + €208%) Nt ey ) Il ey

1

1
_ 2 _ 2
-+ 50é€h\/g (/ |’Ill‘4d$,d2) HVQOl‘LQ(Qs)3><3 + €7€h (/ |ﬂ0‘4d$,d2) |’V§0||L2(Qa)3><3 s
Q Q

comme H' (Q) — L* (), on a

(o)

< (&R 1% (0)laqary + 201 Nuoll s ey + (22 +20%R2) Nuall g ey ) el ey

3 7 ~ 12 7 ~ 112
+ () hes Nl oy + (%) B ol ) el ey -

Si on multipliant cette inégalité par /e, on obtient

0us
\/" C < O’,
8t2 L (Qe)
ou
C'" = hl|f(0) . + (2M + Fhey ||ﬂ0||H1(Q)3> [0l £71(qy3

+ (204602 + e [l ) 1l

ne dépend pas de €.

Nous passons a la limite dans (3.24) quand ( tend vers zéro, nous trouvons

82 e |2 Out 2
+2NCK \Y%
[‘ at L2 95)3 at LQ(Q5)3X3]
o 2 he.ct 2 c 2

S/ ‘—0 W 5s) 1 gl Hva“ (s) ds

0 at LQ(QE)S )\CK 8t LQ(QE)3X3

O2uE 2 ) 2(55)2 t afe (s) 2

+ 0 + 20 || Vug || 203> +—/ — ds.

U ] R L e ] Yerll Al (Y
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En multipliant maintenant cette inégalité par €, on obtient

e ||? 8u€ 2
€ +2uC
[’ atz L2(Qg)3 M K at L2 QS)SXS
t 92uE 2 hegct Ous 2
§B+/e ‘“—2(‘9) Lglee) Hv“(s) ds,
0 at LQ(QE)?) )\CK at LQ(QE)3X3
ol B est une constante ne dépend pas de € avec
2h2 ||
B:Quuvaluiz( 3x3 + —— O J;i ) ds + C".
K £2(0,1,L2(2)%)

En utilisant le lemme de Gronwall dans I'inégalité (3.25), nous obtenons

82 e |2 aue
ot? 875

2

<eg,

L2 Q€)3><3

L2(0e)3

ol ¢ est une constante positive indépendante de . De (3.26), nous concluons (3.16).

3.3.3 Théoréme de convergence

(3.25)

(3.26)

Théoréme 3.3 Sous les mémes hypothéses du Théoreme 3.1, il existe ui € L*(0,T,V,) N

L>®(0,T,V,), i=1,2, telle que

u; ~uj,1=1,2 faiblement dans L? (0,T,V,)

Bgf — 8;5, =1, et faiblement * dans L™ (0,T,V,),
s our .
ot ot ’ )

faiblement dans L* (0,T, L* (Q)) ,

4 AfE
55%40

€305 —0,i=1,2 faiblement dans L® (0, T, L? (2))
e3tig — 0 et faiblement * dans L™ (0,T, L3 (Q)),
e% 1 0,i=1,2
dis
28_;, N 0

faiblement dans L? (0, T, L? (Q2))
et faiblement * dans L (0,T,L*(9)),

661—\02] 12)

o7

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)



: 2 2
. <%> 0ot faiblement dans L* (0,7, L* (Q2)) (3.31)
' et faiblement * dans L> (0,T,L?*(Q)) .

eZh .0, i=1,2

824g
%% — 0 )

Preuve. D’aprés les estimations (3.14) et (3.16) il existe une constante positive ¢ in-

ENECAYE
0z \ Ot

L2(Q)

dépendante de €, telle que

2
%

0z

Ous
H 4 ¢, i=1,2.

Scet'

L2(9Q)
En utilisant ces estimations avec I'inégalité de Poincaré dans le domaine §2, on déduit que

oa3 aﬁg> sont bornées dans L? (0,T,V,) N L*®(0,T,V.), ce qui im-

] NE  NE
les suites (uf,u3). et (W? 50

* *
oul Ouj

plique I'existence des éléments (uj,u3) et ( 5t, W) dans L?(0,7,V,) N L= (0,T,V,) telles

~E ~E * *
ou§ 0ug ou] Ouj

que (ug, u3), (resp. <W? W) ) converge faiblement vers (u}, u3) (resp. (W’ W)) dans
L*(0,T,V,) N L>(0,T,V,). Donc nous obtenons (3.27). Aussi il est claire que les conver-
gences (3.28) — (3.31) découlent directement de (3.14) — (3.16) et (3.27). m

3.3.4 Probléme limite

Nous avons vu que la solution 4° du probléme variationnel (3.10) admet une limite faible u*
quand ¢ tend vers zéro. Il nous reste qu’a chercher le probléme limite vérifié par cette limite

faible.

Théoréme 3.4 La solution limite (uf,ul) vérifie

8u 8(1 a;>dxdz+/\2/az( ) <AZ aai)dxdz (3.32)
)+az/( )5‘5? <¢a~ agt)dazdz

2
~ (. ou} )
ZZ/sz <901_ at)dm/dz, VQOGH(K)Q;
i=1

FI) - (

ot

o8



out(t)

2

ot

=2 (hu; () +2252) +a (14 ) 240 = i), i = 1,2 dans I2(2),
ui (2',2,0) =t (2',2), i =1,2.

(3.33)

Preuve. On prend ¢ = <g01,902, 8t> dans l'inéquation variationnelle (3.10) puis en

passant a la limite quand ¢ tend vers zéro et en utilisant les résultats de convergence du
Théoréme 3.3, on déduit

[ 0u; 9 ouz D
N;/ R 8z< )da:dz—i—/\Z/aZ( ) 8z<i at)dxdz (3.34)
au s auz /
)—l—ozZ/(l—i— ) 5 (g&i— at)dxdz
2

A u:‘
Zizl<fia%‘_ ((915)'

+i@)-7 (%

Nous choisissons maintenant dans (3.34),

o, = %“Zi%w cH N (Q),i=12,

et en utilisant la formule de Green, puis en choisissant ¥, = 0 et 1, € Hj (), en suite

1y =0 et 1, € Hy (), on obtient
)>wdasdz+a2/ <1+

AR
q 0z K o2

= / fib,da'dz.
Q

>8uwd 'dz

ou;
ot

0? . ous (t) .
—@(uui(t)—i—)\ g >+a(1+ 5

la formule (3.35) est valable dans L? (), puisque <f1, fz) c2(Q)° m

) Ouy _ fiyi=1,2dans H*(Q), (3.35)

Théoréme 3.5 Sous les méme hypothéses du Théoréme 3.1, les traces

a *
(,0,8), st (2 1) = ut (2,0,1),
z

(2 t) =
vérifient

os*
ot

<'¢+ ;; - )da:/—/w(,uT T *)wdaz >0,v € L2(w)?,  (3.36)

99



et la condition aux limites de Tresca sur w x 0,7

|m’*+ 8—T;|</A€:>E=O

. p.p surw x 10, T7]. (3.37)
|+ Ao |—k::>36>0 6(#7*%—)\%),}

En plus u* et s* vérifient ’équation généralisée de Reynolds

5 h Os* h ou* 5
/w(F_i (us +>\8t) / (uu*—l—)\ 5; > (a:',z,t)dz—l—Ut> Vi (') de  (3.38)

=0,V € H (w),

ou
. h h
F (2 h,t) = /F(x'zt)dz—EF(x',h,t),
Fnn = [ [ i
~ , ah
U (2, h,t) = a/ Uy (2, zt)dz+—Ut($ h,t),

= [ [ (1]

Preuve. Nous choisissons ¢ dans (3.32) avec ¢; = 8;;;

ot

a *
> o (2, m,t) dndc.

i =1,2, ou v, € I(K),

7

) Zal 'dz

nous obtenons

Z/a“ aw’d 'dz +AZ/§<

2
~ Uu !/
(oo ) 2 (5) rox [ (1 ] o
2 ~
>y / fibyda'dz, Wb, € TL(K).
i=1 7§
Par la formule de Green, on déduit
ou; , ouf [\ ou? ,
_Z/azz< )¢dxdz+a2/<l+ ) Py da’dz

83 os*

ot

—z/<

> Z /Q fih,da'dz.
=1

)ouc i

) da’

60



De (3.33), on trouve

A os*
[i(le+%

Par la densité de D (w) dans L? (w) on déduit (3.36).

os*
ot

ot

as*

Pour prouver (3.37), nous prenons 1) = + dans (3.36), il vient que

ot ?
[l

or*\ 0s*
— T+ A dx’' = 0.
(“ T ) at ] v
En prenant 1) = 0 — 2 avec 0 dans L? (w)?, dans (3.36), on trouve

ot
i or* > | 0s* or*\ 0s*

_ E3 /> _ *
/J’f'@' (”T“at)e]dm—“k‘at (‘”“m)at

Donc, nous déduisons

/ {lz:|9| - (m-*—l—)\agt > 9] dr' > 0,0 € L* (w)*,

0s*
ot

on choisit d’abord 6 = (61, 63) tel que §; > 0, i = 1,2, dans (3.40), on obtient

ot ot’

Ut + /\87 ' 0] cos <T* - or 6’)} dx’

ffon-

Z/w {/Af— ;LT*+/\887;f cos <7*+%,6’)} 0| dz’, 0 € L? (w)?,
donc
or* or* ~
* * - < . .
‘/ﬁ —i—)\at COS(T + at,@)_k:,ppsurcux](),T[

)da:’—/ (MT*+>\8T*)@/Jd:B'ZOJ/JGD(w)Q-

(3.39)

] dr', 0 € L* (w)”.

(3.40)

(3.41)

Prenant maintenant dans (3.40) — 6, avec 6 = (0, 02) tel que 6; > 0, i = 1,2, on trouve

/w[l%|9|+
iz

—k <

. or* ., OT* ,
Ut + A T ‘|0|cos (7’ —1—5,0)} dx

*

or

ot

A
uT + BN

d’ou

* *

or

ot

A
nrt 4+ ar

( . or
cos (7 +
De (3.41) et (3.42) on trouve

or*
ot

urt 4+ A Slgi,p.psurwx]O,T[.

D’apres (3.39), on a

~

i 0s*

ot

B (,m-* +/\87' ) ds

5 ) Br 0, p.p sur w x |0, 7T7.
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9) , p-p sur w x 0, 77.
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Par le lemme 2.1, nous déduisons la loi de Tresca sur w x |0, 7.

Pour prouver (3.38) on intégre (3.33) de 0 & z, on obtient
0 ouy 0 ou;
Y o\ i / ¢ v / +
9z (““l 8t)<x’z’)+8z (““ * aze)("”’o’)
i ou? |\ ouf
: 1 -~ (2, t)d

/fzxm dn.

En intégrant pour la deuxiéme fois entre 0 et z, on obtient

(,uuf + A%) (2, z,t) (3.43)

. Os} o1
:<M8i+)\8 ) (/ﬂ' —I—)\8t>
a * z ¢
ta / / <1+ ) L (!, t) dde — / / 7y (&', 1) dndc.

En substituant z par h (z'),
h o rC
(st a5 ) e (ra G ) = [ [ st dnic (3.44)
_a/ / ( ) aal? (', n,t) dndC.
En intégrant (3.43) de 0 a h ('), on obtient
. ou} Os} 1, or}
* 7 ! — * L — * ! 4
/o (uulqt)\at)(x,z,t)dz h(usl+/\a )—i— h (MT’+/\87§) (3.45)
—1—04/ / / ( )aui (', m,t) dnd(dz

ot ot

_/0 /0 /0 fi (2, 1) dnd¢dz.

De (3.44)-(3.45), nous déduisons que

- h os* h ou* ~

Et par conséquent

~ h . Js* & . ou* , ~ N
/LU<F—§<,M8 +)\6t)+/0 <,uu —i—>\(%)(x,z,t)dz—FUt)Vw(a:)dx = 0.

Théoréme 3.6 La solution uf,i = 1,2, du probléme limite (3.32)-(3.33) est unique dans
L2(0,T,V,) N L= (0,T, V).

d’ou

ot
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Preuve. Supposons qu’il existe deux solutions u; et u}*, 7+ = 1,2 de I'inéquation varia-

tionnelle (3.32), nous avons
du; 9 uf [0 (0w O du;
i / _ Yy — (o — 4
o 02 az< 6t>dxdz+)\;/gaz(8t> 82'(% ot )dm (3.46)
ul [ ou? , A ~ [ Ou*
+0¢Z/(1~|— ) " (goi at)dasdz+J(go)—J(at)
2

> Z <fia§bi_ 81?)7

=1

t

2
w0 (. ouy ur* _our
;/ ( > )da:der)\Z/az( ) (gpi— at)da:dz (3.47)
ou™ (. ou , A ~ [ our”
Z::/( ) > (gpi— at)dxdz+J() J(at>
2 **
Z Z (fl: - ) .

Nous prenons ¢ = 2

**

815

(3.46) (resp ¢ = 2« dans (3.47)) et en additionnant les deux

nouvelles inéquations, on obtient
,LLZZ/ % (uf —u™) % <65; 8;;) dxdz
+Z [ (G2 (%2
o2 [ 5 () o (o) e

2
. our* ouf  our*
—i—ai/g( 8t)'<8t_ at)dxdz

ou}
ot

du;
ot

ou;*
ot

Posons W (t) = u* (t) — u** (t), ceci implique que

ot

ot

NEREaYh o) allow |’
0z Oz \ ot

e |5 <
dt L2(Q L2(0)2 L2(0)2 4 L3(Q)2

En utilisant le fait que W (0) = 0, nous trouvons

H 0z

L2(9)?
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Finalement, par 'inégalité de Poincaré, nous concluons

1] 2 =0.

0TV.) HWHLOO(O,T,VZ)
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Chapitre 4

Analyse asymptotique d’un systéme

généralisé de type Stokes

Résumé. Dans ce chapitre nous étudions le comportement d’un fluide non-Newtoniens
incompressible en régime stationnaire gouverné par le systéme de Stokes généralisé dans un
domaine mince Q° C R3 avec une condition de frottement non linéaire sur une partie du
bord. Nous allons étudier le comportement de la vitesse u° et la pression 7¢ du fluide lorsque
I’épaisseur € tend vers zéro. Pour cela on va utiliser, comme dans les chapitres précédents,
la technique de changement d’échelle.

Contenu

4.1 Introduction et position du probléme.

4.2 Probléme variationnel;

4.2.1 Le probleme variationnel dans un domaine fixe.
4.3 Estimations a priori.

4.4 Résultats de convergence et probléme limite.
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4.1 Introduction et position du probléme

En mécanique des fluides, ces derniers peuvent étre classés en deux grandes familles

e La famille des fluides Newtoniens (comme ’eau, I'air et la plupart des gaz) qui ont une
viscosité constante.

e La deuxiéme famille est constituée des fluides non-Newtoniens (quasiment tout le
reste...le sang, le gel,...) qui ont la particularité d’avoir leur viscosité qui varie en fonc-
tion de la vitesse. Par conséquent, le tenseur des contraintes n’est plus une fonction linéaire
des déformations.

L’équation de Stokes forment un modéle mathématique qui décrit I’écoulement d’un fluide
Newtonien. OA. Ladyzhenskaya ([31], [32] et [33]) a proposé dans les années 1960 le modele

mathématique qui généralise le systéme de Stokes

dz"(ug) .
o5 (U, 1) = ped;;(u®) + — 7%, 1<14,5 <3, 4.1
j( ) = podi; () Ml‘D(us)E,p j J (4.1)
ot 0° (u°) = of; (u°) le tenseur des contraintes, D (u°) = d;; (u®) le tenseur des taux de

déformations
ous 8u§

1
c(uf) == | — + 1<q.7<
dij (u") 2 (6’xj 3@)’ Shis3,

u® désigne la vitesse du fluide, 7° est la pression, p,, p; sont des constantes positives qui

représentent les coefficients de viscosité, le parameétre p; est ’exposant de loi de puissance du
matériau représentant l'indice d’écoulement et 9;; le symbole de Kronecker. Lorsque p; = 0
ou p = 2 nous obtenons le tenseur des contraintes de Stokes.

Dans ce chapitre, nous étudions le comportement asymptotique d’un écoulement de fluide
non-Newtoniens et incompressible, soumis a la loi de comportement (4.1) avec 1 < p < 2.
Nous considérons I’écoulement de ce fluide en régime stationnaire dans un domaine de faible

épaisseur [voir la figure 3.1]
O = {(2/,23) € R®: (21, 22) €Ew, 0 < 23 < eh(z)},

avec ¢ € ]0,1[ est un réel strictement positif a tendre vers zéro et h (z') est une fonction de

classe C' (w) tel que

0 < h=hmin < (@) < hpaz = h, Y(2',0) € w.

La frontiere de ()° sera notée I'* = fi U FEL U w, avec
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—€ e L. , .
e ['; la frontiere supérieure d’équation x3 = ch(z’).

° faL la frontiére latérale.

e & est un domaine borné de R? d’équation x3 = eh(z’) qui constitue la frontiére inférieure

du domaine 2°.

La normale extérieure unitaire sur I'* est notée n = (ny,ns,n3). La normale unitaire sur

w est le vecteur (0,0, —1).

On note

£ 13 £

u;, = ut.n, us = ut —u5,.n,

€ __
, =

£

o. = (0°.n).n, 0. =o0°n— (o) .n,

respectivement, la vitesse normale, la vitesse tangentielle, la composante normale et tangen-

tielle du tenseur de contrainte.

Les équations qui traduisent I’écoulement en régime stationnaire d’un fluide incompress-

ible dans Q¢ sont les suivantes

e La loi de conservation de la quantité de mouvement
—div (o (u®,7%)) = f° dans Q°,

ou f = (ff, fs, f5) représente une densité massique des forces extérieures.

e La condition d’incompressibilité
div (u®) = 0 dans Q°.

Pour les conditions aux limites

e Nous supposons que la vitesse est connue sur I'] et I'7
u® =0 sur '],

u® =0 sur I['].

e Sur w nous supposons qu’il n’y pas de flux sortant & travers w
u®.n =0 sur w,

cette condition est appelée condition de non-pénétration.
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e Nous supposons aussi l'existence du frottement liquide-solide sur w, ce frottement est

modélisé par la loi non linéaire de Tresca

lo2] < k® = us =0, (4.7
sur w, .
|o¢| = k* = 3a > 0, tel que u = —ao?

T

avec k° (x) le coefficient de frottement.

4.2 Probléme variationnel
Pour étudier la formulation variationnelle du probléme on définit les ensembles suivants
Ve={ve H' () :v=0sur I{UT], v.n =0 sur w},

Vie={veVe:div(v) =

L2 (¥) = {gp € L* () / odr = }
Qe

L2 () sous espace vectoriel de fonctions de L? (Q°) 4 moyenne nulle.

Proposition 4.1 La formulation variationnelle du probléme s’écrit

Trowver (uf,7¢) € Vi, x L2 (), tel que
Ay (U7, 0 = u7) + ay, (U5, — 7)) — (77, div (9)) + 5°(¢) — j° (v) (4.8)
> (fEaS@—UE); VQOE Ve

Ou
o, (,0) = [ D@ d(0)d(0)da, a,(0,0) =y [ () d )

(913

3
(r¢,div (v)) = Z /Waggdaj, Jf(v) = /ka lv|da', Vv e HY(QF)?,

=1g- w
(ff,v) = /fa.vdx, Yo € HY(QF)3.
e
Preuve. Soit u° la solution de (4.2) — (4.7). En multipliant I’équation (4.2) par (¢ — u®)
et par I'intégration sur €)°, on obtient

—/Usa;j)( — ug dx—/fE ;— us)

Qe
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Par la formule de Green, il vient que

an

Qe I

9 (v — uj)
oy () ———dx — [ o5 (u¥)ny. (0, —ui)de = | f7. (p; — ui) dx.
/ / /

En utilisant la symétrie de ¢, on a

— —y (o —us
O'E (ua)a((pz uz) — 10_5 a(gpz uz)+10_a (SOJ u])

g aij 2 g (U ) ax]’ 2 Ji (U ) 8$Z
= oy (u)dij (p — ).

En utilisant (4.9) et I'expression du tenseur de contrainte o°, on obtient

0 (0°,0) + 4, (07, 0) = (27, div (9)) = [ 0" (@) (= ) do = (Fop = ). (410)

I_‘E
Sur I'* on a

- [ o wnto—w)dr =~ [or(w) (o - ), da,

car (p —uf) =0sur IS UTS, et (¢ —uf).n =0 sur w.

D’autre part, d’apreés la condition de Tresca on a

[ el = o= = [ o @) (o - w7, do. (4.11)

w w

De (4.10) et (4.11) on obtient 'inéquation variationnelle (4.8). m

4.2.1 Le probléme variationnel dans un domaine fixe

Afin de pouvoir appréhender le comportement de (u®, 7€), le domaine doit étre indépendant
de . Comme le chapitre précédent, nous utiliserons la technique de changement d’échelle
dans Q° sur la coordonnée x3, en introduisant le changement de variable z = z3/e, donc le

domaine )¢ est transformé & un domaine €2 indépendant de €, ou
Q={(2)eR:(2,0) €w, 0<z<h(a)},

o' =T, Ul Uw sa frontiére.

Nous définissons des nouvelles variables pour la vitesse et la pression comme suit

@ (2, 2) = us (o', 23), i = 1,2,
a5 (¢, 2) = e g (2, a3) (4.12)
7€ (ZL‘I,Z) — 5271'5 (I/,l‘ )



Pour les données, on suppose qu’elles dépendent de € de la fagon suivante

f(xl7 Z) = 52f€ (Ilv $3) )

! (4.13)
k = ek®,
ol f et k ne dépendent pas de €.
Soit
V= {goGHl(Q)S:go:Osur LUl et on =0 surw},
Vaiw = {p € V : div (¢) = 0},
(V) ={peH () : o= (p1,05), ¢, =0 sur [, Uy, i =1,2},
L2 () = {gp € L*(Q): / pdx'dz = O} :
Q
2 2 Oy 2 .
V,=1<qv=(v1,v2) € L*(Q) :a—eL (Q),i=1,2etv=0surly;,
z
ou V, est un espace de Banach pour la norme
2 2 3
ov;
o, = (3 (Pl + | 5 .
V. ; L2(Q) Oz @)
En utilisant (4.12) et (4.13), le probléme (4.8) prend la forme
Trouver (4°,7%) € Vi, x L3 (Q), tel que
iy (05, — W)+, (05, @ — 0°) = (7%, div (9)) + J (§) = J (@) (4.14)
2
ZZ(AH(;D@ >+6(f3a<103 U) VQOGV
=1
ou
J (@) =/fc|¢|dx’,
2 y 9
N ~e A AE 2 Ho j
= $)dx'd
2 .
MO 2a g a ~ ~E 2 a ~ ~E !
+Zl/ ( axz> [a(%—u)—kaa%(%—ug) dx'dz

ous 0
2 3 ~ ~E /
+e /Q,uo 5 s (pg —15) da'dz,
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et

dul (ﬁ87 SAO - aa)
2 N
N - e ous\ 0
S Iy L] A R
. 2/2 @ (G + 5 ) o (B 0 '

p=2 (0u;  ,0u5\ [0 . .. .0 . ],
(G2 +258) | e+ oy = )| ava:

pr20u5 O
us 3

4-p > Y ,
e /Q/h D (@) 92 s (pg — 15) da'dz,
avec
2 ~ A 2 “ 2 R R 9 %
= 1 oue  ous OuE 1 e O
D ~E — 2 - § : ) 7 3 L i 9 3 .
‘ (@) [5 <4ij:1<8a:j+8:ci) +(8z) >+2Zi:1(8z te 8;57;) ]

4.3 Estimations a priori

Nous essayons maintenant d’étudier les estimations a priori sur la vitesse u° et la pression

7.

Théoréme 4.1 Supposons que f¢ € L (Q°)° et soit (uf, 7€) € Vi, x L2 (), est une solution
au probléme (4.8), ot k* € LY (w) et 1 < p < 2. Alors il existe une constante c indépendant
de ¢, telle que

2 2

2 ~ ~ 2 2 ~ ~
=\ 97 [l12(0) Ozillagy) G20 O%illiay I 92 llze)
2 2
2-p OUS ||” pr2 Qug || 2 045 ||” 2 9ug||P
Z<€p 0z +’€ 8; )+Z " ou, < 8z3 < ¢ (4.16)
i=1 Lr(Q) ¢ Lr(Q) i,j=1 JILP(Q) Lr(Q)
O#
‘ T <ec, (4.17)
O llir1(0)
8"5
‘ T <ec, (4.18)
02 |l ir-1(0)
aAE
‘ T <cec. (4.19)
0z |l (@)

Preuve. Soit u° la solution du probléme (4.8), nous choisissons ¢ = 0, donc nous avons

py (U, u) + ay, (U, u®) + 5° (u®) < (f°,uf).
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Gréace a l'inégalité de Korn, il existe des constantes C, et Ck, indépendantes de ¢ telle que

v

Ay (uejue) :uch1 ||vu6||Lp(Qs

Oy (05 0) 2 p1oCry IV By
donc, on obtient
1oCk, ||VU€||L2 @)t 11 Cr, || Vs ||LP(QE < (f5u).
D’autre part d’apres I'inégalité de Holder, I'inégalité de Poincaré
”uaHL?(QE) <ceh ||Vua||L2(Qs) ;
et I'inégalité de Young, on aura

(f%u) < [ 1f| | da'ds
(913

2 C 1oCx
< h c 2(Qe ! c 2(Q¢
<1 (2) e | | (252 ) IV ||L(Q]

2 712 2 toCx 2
h ¢ = +—1 v € €) 9
= Cr (5 ) | f ||L2(Q) 9 [Vu ”L2(Q)

donc, nous concluons

1oCk 2 7\2 2
% IVu €||L2(QE + 111Cr; ||VU€||LP Q) = (5h) ||f8||L2(QE)'

”OCKl
Comme
2

2 12 - -1l £
€ ||f ||L2(QE) = ¢ LQ(Q)7

ous ||? ou||?

' o - Sl =12,
03 || 2(q) 0z |l12()

en multipliant I'inégalité (4.20) par € nous déduisons

/’I’OCKO

5 [8 HVUEHiQ(Qg)} +/~L10K1 [ Hvu ”LP Qe) S A’

ou A est une constante ne dépend pas de € avec

2

A= h?

(@)’

/’LOCKl

et a partir de la nous trouvons (4.15) et (4.16).
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Pour prouver les estimations sur la pression (4.17) — (4.19), on choisit ¢ = u® + ¢ dans

(4.8) avec ¢ € H} (), on obtient

(7%, div (1)) = @, (u, ) + ap, (u, ) + (f5,9), ¥ € Hy (OF),

cela implique que

[, div ()] < iy IV + 1 1V e (4.21)

=12

2 (Sh) 2 2
+ 1o [V |[720e) + o 1/ 7200y + 200 IV |72y

0
on prend ¥ = (¢1,0,0), ¢ = (0,1,,0), ¥ = (0,0,153) respectivement dans (4.21), et en
passant au domaine fixe €2, on obtient (4.17) — (4.19). m

Les estimations que nous venons d’obtenir nous permettent de passer a la limite quand e

tend vers zéro et justifier le modéle bidimensionnel obtenu.

4.4 Reésultats de convergence et probléme limite

Théoréeme 4.2 Sous les hypothéses du Théoréme 4.1, il exviste ui € V,, 1 = 1,2 et m* €
L% (Q) tels que

u; —u;, 1= 1,2, faiblement dans V., (4.22)
egzz — 0, 4,7 = 1,2, faiblement dans L* (), (4.23)
J
2 03 5
g (9_ — 0, i = 1,2, faiblement dans L* (), (4.24)
T
2-p 8uf
er oo 0, 1 = 1,2, faiblement dans L* (Q), (4.25)
z
822 L ~0,1i,j = 1,2, faiblement dans L (), (4.26)
L
24p OUS , ,
er oo 0, i =1,2, faiblement dans L? (), (4.27)
015 | :
e, 0, faiblement dans L (), (4.28)
et — 0, faiblement dans L* (9) , (4.29)
#° — 7, faiblement dans L (€2) . (4.30)
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Preuve. De 'estimation
2

Oue
H u,L S C’ Z = ]‘72;
0z || 12(0)

et I'inégalité de Poincaré sur 2 on en déduit (4.22). Pour (4.23) — (4.27) selon (4.15), (4.16)
et (4.22).

D’apres I'inégalité de Poincaré on a

~NE
ous
0z

<,

12(Q)

Hgﬁsum(n) <

donc il existe une fonction v telle que
iy — v, dans L* ().
Puisque div (¢°) = 0 dans 2, donc
Z/ 1dxdz+/g(9:)%dx'dz:0, Vg (x) € L (Q).

119 Q

Utilisons la formule de Green, on obtient

Z/ dz'dz +/ 38%(2 )dI’dz =0, Vg (z) € L3 (Q), (4.31)
=1 Q

comme e4; — 0, et €5 — v, on déduit que

/ vagag)dx/dz =0, Vg (x) € L2(Q),
Q

d’ou
ov

5 = 0, p.p dans €.

Comme dans ([5]), on choisit g (z) = zn(z') — || fQ zn (o) da'dz, n(2') € D(w) dans
(4.31), on obtient que

v =0, p.p dans Q.

D’apres le Théoréme 4.1 il existe une constante positive C' indépendante de ¢ telle que
||V7ATE||H—1(Q)3 <C,
en utilisant [46], on en déduit que
175 2y S VA -1z < C-

Donc il existe une sous suite 7° qui converge faiblement dans L? (Q) vers 7*, et comme L3 ()

est un sous espace faiblement fermé¢ dans L? (), donc 7* € L2 (Q2). =
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Lemme 4.1 La limite (u*, ) satisfait

(2, z) =7 (2'), p.p dans Q, (4.32)

. [ Ouy  0uj _
/Qﬂ' (8I1 8x2> dx'dz = 0. (4.33)

Preuve. Nous avons selon (4.21)

et ’équation suivante

. O¢
‘(W,§>'§5.C,V¢EH5(Q),

(9(,0 = lim
5’2 =

et en utilisant (4.30), on en déduit (4.32).

donc

lim
e—0

on®
—.0]l= HE(©
<8Z>§0)‘ O,VQDE O( )7

Comme div(uf) = 0 dans 2, on obtient pour § € D (w)
ouj  0uy 04§
0 / 1 2 3 d ld
/Q (x)(8x1+8x2+82 vz

B N [O0uf  0uf ,
_/Qe(g;) (81’1 +ax2>dxdz

=0,

comme U; — u}, i = 1,2 dans V, on obtient pour u*

ouy  Ouj ,
=0. 4.34
/6 ((%1 (%2) dr'dz =0 (4.34)

En utilisant (4.32), 7* est maintenant dans L? (w). Donc il existe (6,,) dans D (w) tel que

0, — 7 dans L? (w), et & partir de (4.34), on obtient (4.33) lorsque m — co. ®

Théoréme 4.3 Avec les mémes hypothéses du Théoréme 4.2, (u*,7*) satisfait

/JJOau Pi ) / / * a@l 8952 !
- ki R 2 4
Z/ 5 5 dx'dz Q7r (8x1 +33€2 dx'dz (4.35)
2
+ [ edlel = oy 023 (Ffi i) veemm),

2 * R
l;Oaa 5 gﬂ = f;, pour i =1,2 dans L* (). (4.36)
2 T




Preuve. En passant a la limite dans (4.14), en utilisant le résultat du Théoréme 4.2 et

le fait que .J (.) est convexe et semi-continue inférieurement, nous obtenons
po Oui O(@; —uy) , /  (0f1 | 0P
dx'dz — da'd
Z:/28z 0z vz QW(3I1+82 v
2
s [RGel=wehar = Y (hupi—u) Ve en(v).
w i=1

On choisit maintenant dans cette inéquation variationnelle
@, =ur £w;, w; € Hy (Q),i=1,2,
donc, on trouve
L Ot 8w 2 ow 2
o b da! * i R /
r'dz — ' —dr'dz = swdx’dz,
Z L5 > anwa=3 [ f

en utilisant la formule de Green et en choisissant w; = 0 et wy € H(} (Q), puis wy = 0 et

w; € H} (), on obtient

0 [ Ous , / or* , / ; / 1
_ | | E0x . , = W5 € H; (9
/Q P { 5 9, } w;dx'dz + s w;dx'dz g fiw;dx'dz, Yw; € Hy (),

dOHC, nous aurons

2, % R
_ %%U; + gﬁ = f;, pour i=1,2 dans H*(Q). (4.37)
2 T

Comme f; € L2(Q), i = 1,2 alors (4.37) est valide dans L (). m

Théoréme 4.4 Soit

ou*
0z

™ (2') =

(2',0) et s*(2) =u*(2,0),

les traces de u* surw. Sous les mémes hypothéses du Théoréeme J.3, 7%, s* vérifient l’inégalité

sutvante
/l%(|?/1+s*|— |s*|) da’ /“0 T pdr’ >0, Vo € L? (w), (4.38)

et la forme de la condition aux limites de Tresca suivante

D.p Sur w. (4.39)
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Aussi u* et ™ vérifient la formulation faible de l’équation de Reynolds

h3 ! bz _ A

=0,V € H (w),
avec

Fla'h) = /F(m z)dz—ﬁmx h.,

Fla2) = //fx n) dndC.

De plus la solution (u*,7*) est unique dans V, x L3 (w).

Preuve. Pour (4.38), (4.39), il suffit de suivre les mémes techniques dans le chapitre 3

[Théoréme (3.5)]. Pour prouver (4.40), en intégrant (4.36) de 0 & z, on voit que

_HoOup @% o fh*_/z i (2

En intégrant pour la deuxiéme fois entre 0 et z, on obtient

22 z G
Moy (41 o) = oy o 220 / / F (2! ) dndc, (4.41)
0 0

on remplace z par h(z'), et comme u* (z’, h (2')) = 0, on déduit que

h(x") 5 Ti + 5 Si —i— 2 8% / / fi (&', m) dndC. (4.42)
Intégrant (4.41) de 0 & h (2'), on trouve
@/hu* (2',¢)dCdz = h(:c)'uo s; 4 = h( "? Hopwy 200 h(@')” or° (4.43)
2, ’ 2 2" T T8 o, '

///fz:rndnd(dz

De (4.42) et (4.43), nous en déduisons (4.40).
Pour prouver I'unicité de la solution, supposons qu’il existe deux solutions (u*!, 7*1) et
(u*?, 7*?) du probléme limite (4.35) — (4.36). On prend ¢ = u*? puis ¢ = u*! respectivement

dans (4.35), et en sommant les deux inéquations, on obtient
Ho ou! 8u*2 ourt  our? )
) — dx'dz <
Z / < 0z 9. )= 0

7




ainsi on trouve

0
L*(Q)
Par I'inégalité de Poincaré, on obtient
*1 *2 .
| uwt —uT|, = 0.

L’unicité de la pression 7* dans L2 (w) découle ensuite de (4.40), en fait on obtient d’abord
/ h—3V (7t — ) Vipda' = 0
12 ’

1

en choisissant ¢ = 7*! — 7*2, et par I'inégalité de Poincaré, on trouve

7t =7*2 p.p dans w.
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Chapitre 5

Sur le comportement asymptotique
d’un fluide non-Newtonien généralisé

dans un film mince

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude mathématique et asymptotique d’un
modeéle non linéaire qui décrit I’écoulement d’un fluide non-Newtonien généralisé et incom-
pressible en régime stationnaire dans un domaine mince ¢ borné de R? avec la condition
de frottement non linéaire du type Tresca sur une partie du bord. On cherche & connaitre le
comportement asymptotique de ce probléme lorsque ¢ tend vers zéro.

Contenu

5.1 Position du probléme et formulation variationnelle.

5.2 Changement du domaine et certaines estimations.

5.3 Résultats de convergence et ’équation spécifique de Reynolds.

79



5.1 Position du probléme et formulation variationnelle
Dans ce chapitre désignera le méme domaine mince considéré dans le troisieme chapitre
QF = {(2/,23) €R®: (11, 12) Ew, 0 < 23 < eh(a')}.
Nous rappelons que I'¢ est sa frontiére, avec
r°=T,UT, U,

On considére un probléme mécanique qui décrit I’écoulement stationnaire du fluide non-
Newtonien généralisé incompressible occupant un domaine 2°, on désigne par u°(z) la vitesse

et ¢ (z) la pression du fluide. Soit S ’ensemble des matrices symétriques du type 3x 3. Donc

: : s ous
D (uf) € S dénote le gradient symétrique de u® dont les composantes sont % <gZ? + (;;? ),
J [

1 <14,57 <3. Pour n,( € S, nous définissons le produit scalaire et la norme correspondante

par

3
:0 = nyC; et |nl=@:n).

ij=1

Le tenseur des contraintes est donné par
o (u®,n%) =T° (D (u)) — 713,

ou la fonction tensorielle non linéaire T° : S — S est supposée satisfaire les propriétés
suivantes; nous considérons d’abord le cas p > 2.

Il existe des constantes c;, co > 0 indépendantes de € et u® tels que Vn,( € S

Ap)

—2
T ()| < ex (u + [n)" " Inl
Ay)
caln =" < (T () =T°(¢) :n = Q)
As)
T(0) = 0.

Ensuite, nous considérons le cas 1 < p < 2.
Il existe des constantes c3, ¢4 > 0 indépendantes de € et u® tels que Vn,( € S
By)
T ()] < esln”™"
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Bz)
caln—=CP e+l + ¢ 2 < (T () = T°(¢) :m— (),
Bs)
T (0) = 0.

Exemple standard pour le tenseur non linéaire 7° (.)

T () = (1 + nl)" 2. (5.1)

Ce modele a été étudié initialement par OA. Ladyzhenskaya (voir [31], [32] et [33]).

Pour le cas p = 2, nous pouvons choisir par exemple le tenseur suivant

U

V1 + el

Comme d’habitude, on note par n = (ny,ns,ng) le vecteur de I'unité normal sortant de la

T (n) =

frontiére I'*. Les composantes normales et tangentielles de u® sont données par
e __ 3 g __ g g
un, =utn, Ul =u" —u,.n.

De méme, pour un champ tensoriel 0°, nous notons o3, et o- les composantes normales et

tangentielles de 0 données par

Le probléeme mécanique peut se formuler de la maniére suivante

Probléme 1. Trouver le champ de vitesse u° : Q°F — R3 et la pression 7 : Q° — R, tels

que
—div (0° (u®,7%)) = f° dans Q°, (5.2)
o (u®,n%) =T° (D(u)) — n°I5 dans Q°, (5.3)
div (u®) = 0 dans Q°, (5.4)
u® =0 sur '], (5.5)
u® =0 sur ['7, (5.6)
u®.n =0 sur w, (5.7)

log| < k= ut =0,
sur w. (5.8)

1

lo2| = k* = Ja > 0, tel que ui = —aos,
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Ou l'équation (5.2) représente la loi de conservation de la quantité de mouvement avec
f¢: QF — R3 la force externe. La relation (5.3) représente la loi de comportement du fluide
incompressible pour le modeéle non-Newtonien généralisé. I’équation (5.4) décrit la condition
d’incompressibilité du fluide. (5.5) et (5.6) les conditions aux limites de Dirichlet sur I'{ et
I'S. (5.7) est une condition sans flux sur w. (5.8) est une condition de la loi de frottement
de Tresca sur la partie w de la frontiére avec k° le coefficient de frottement.

Dans la suite, p désigne un nombre réel tel que 1 < p < 0o et q représente son conjugué:
14+ 1 — 1 Pour étudier la formulation variationnelle du probléme on introduit le cadre

p q
fonctionnel suivant

Ver — {U c WLP(QE)?’ v =0 sur F‘i U Fi, v.n =0 sur W} ,

WP ={ve VP div(v) =0},

qui sont des sous espaces vectoriels de WP (QF)3.

On note par L{ (Q°) le sous espace vectoriel de fonctions de L7 (2°) & moyenne nulle

LE(F) = {gp e L7 () : / pda’dry = o} .

Soit u la solution de (5.2) — (5.8), en multipliant I’équation (5.2) par (¢ — u®) et intégrons
le résultat obtenu sur ¢, puis en utilisant la formule de Green, nous pouvons montrer que
le probléme (5.2) — (5.8) est équivalent au probléme variationnel suivant

Probléme 2. Trouver (u, 7%) € V¥ x L () tel que

are (ua’ Y — u6> - (7‘-87 div (90)) + js(gp) - jg (us) > (fsa Y — us) ) VQO S (59)
O
i ov;
o (U, v) = / T (D (uf)) : D (v) da'dass, (n°, div (v)) = zlj / e,
Qs b=

3
jf(v) = /l{5 lv| da’, (f%,v) = Z/ff.vidx’dxg,Vv € WHP(QF)?, ot do’ = daydw,.

w =1 Qe
Théoréme 5.1 Supposons que f € LI (F)® et k* € L™ (w), k& > 0 alors il existe une

solution unique u® € VP de (5.9).
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Preuve. Lorsque la fonction test appartient a Vi’ dans (5.9), on obtient le probléme

variationnel suivant: Trouver u® € V¥ tel que
(Are (u) 0 =) + () = J° () = (f5, 0 —w7), Vo € Vg,
ou
(Are (uF),0) = a(u’, p).

La preuve est basée sur la théorie des opérateurs non linéaires Az- (.) (voir le Théoréme

1.12)
AT€ . Wl’p (95)3 SN (WLp (95)3)/
v — Are (v).
En utilisant les hypotheéses (A;) et (B;), i = 1,2,3, on peut montrer que 'opérateur Ar- (.)
est borné, coercif, hémicontinue et strictement monotone, et que j¢(.) est convexe, propre
et semi-continue inférieurement. m

La preuve de lexistence de 7€ € L () telle que (uf, 7¢) vérifie (5.9) est donné comme

dans [2].

5.2 Changement du domaine et certaines estimations

Comme nous 'avons vu dans les chapitres précédents pour étudier I’analyse asymptotique
du probléme (5.9), nous allons utiliser la technique de changement de la variable z = x3/e.

Donc Y (', x3) € QF, nous trouvons (2, z) € 2 ou
Q={("2)eR:(2,0) €w, 0<z<h(a)},

avec ' = ' UT ., U@ sa frontiére.

Maintenant, nous définissons des nouvelles fonctions sur €2

W (2, 2) = us (2, x3), 1= 1,2,
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ol f , k et Tij (.), 1 < 14,5 < 3 indépendants de €. Nous présentons maintenant le cadre

fonctionnel sur {2 comme suit
VP={pe WP (Q)?:p=0sur T, UT; et pn=0surw},
Vi, = {p € VP 1 div () = 0},
I (vP) = {o e Wh? ()% 0= (p1.00), 9, =0sur T, ULy, i =1 2},
Li(Q) = {gp e L (Q /ngdx'dz = 0}

VP = {v = (v1,v9) € LP () : gvi

(Q),i:1,2etv:08urfl},

1
P P
L,,(m>> '

Lorsque nous passons au domaine fixe () en introduisant les nouvelles variables dans I'inéquation

z

VP est un espace de Banach pour la norme

8vi

2
[vllve = (Z (Hvillip(g) + ‘ 5,

— 0z

variationnelle (5.9) et aprés la multiplication par =1, nous obtenons

Probléme 3. Trouver (4, 7%) € Vi x L{ (), tel que

g (05, — 0) — (75, div (9)) + J (@) — J (@) (5.10)
2

> Y (fopi—if) +e (g —is5) Vo e v,
=1

ou

2
. - 0
a (ﬂe, Q- ﬁg) =c / T (D (ft‘g) —_— (@Z — ﬂf) dz'dz
T l’JZ:l Q J ( ) 8(13]'
2
T N (A€ 0 ~ ~E 2 9 ~ €
+Z/Q i3 (D(U )) {&(@z_ui)—i_g oz, (@3 3)] da'dz
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et
~ SOZ ~ 6@3
7%, div (@ *—tda'dz + c—dx'dz.
( Z / 8IZ /gvz 0z
Le Théoréme qui suit donne des estimations a priori pour les suites u°, T (D (&6)> et 7°.

Théoréme 5.2 Supposons que f© € L(Q°)* et (uf,7°) € VP x L (QF) est une solution au
probléeme (5.9), ou le coefficient de frottement k® est une fonction non-négative dans L™ (w).

Alors il existe une constante ¢ indépendante de ¢ telle que

aAE p aAs p 2 aAg p aAa p
H + |22 + Z o Hs 3 <c, (5.11)
=\l 02 ey N 20l G 0%y I 97 i)
~ ~ q ~ ~ q
iD) ‘( ) T(DA> <e¢, (512
- (2 L@ +JZ_ ! vy I PO =6 1)
a/\zf
' T <e, (5.13)
awl Wﬁlvq(Q)
Ore
' T <c, (5.14)
81‘2 Wﬁlvq(Q)
e
" <ec. (5.15)
0z |ly-14()

Preuve. Soit u° la solution du probléme (5.9), nous choisissons ¢ = 0, donc nous avons
are(u®,u’) + j° (u°) < (f5,v),
comme j° (.) est positif, nous obtenons
ars(u®, u”) < (f5,u),

donc, nous distinguons deux cas
1) Pour le cas p > 2, on a d’aprés les hypothéses (Ay) et (As), il existe une constante ¢;

indépendante de ¢ telle que
aTS(’U,E’UE) Z C]. ||D( )HLP(QE 3%x3

Utilisation I'inégalité de Korn || D (u axs > Ok || Vue|)? o> ON obtient

U)o Le(

c1Ck Hvu HLP(QS axs < (fs;ug)- (516)
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Nous appliquons 'inégalité de Holder, I'inégalité de Poincaré
HUEHLP(QE)3 <eh HVUEHLP(SF)?’X?’ g
et I'inégalité de Young, nous trouvons la majoration suivante

(f5u) < [ 1f| | da'das
(913

1 1
2 P Cch
< (5) el o (255 ) 190 s

g

2 € Cch c
S (ClCK) ( ) ||f ||Lq(ﬂ‘5 ||v ||Lp Qe) 3x3 -

De (5.16)-(5.17), nous concluons

q

3 2 3
196 s < () R L

C1CK

Comme
N = = 4]
La(Qe)? La(@)?’
nous multiplions (5.18) par !, nous déduisons
e 1|V HLP eyps < A,

ou A est une constante ne dépend pas de ¢ avec

l+

(5.17)

(5.18)

(5.19)

2) Pour le cas 1 < p < 2, on a selon les hypotheses (Bs) et (Bs), il existe une constante cy4

indépendante de ¢ telle que
are () > / ca D () (i + 1D ()| da'dy
> / 4| D ()2 (47 + | D ()] da v
1 (207 D ()] + (5)2) (i + 1D ()| da'dry

>

1 (2067 |D (w)] + (1)%) (1" + D (u)) " da'day

:o\b\

€

v
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Donc, on trouve
/S ey (0F + |D (uf)])P da'das (5.20)
< / 2y + D ()~ da'dra+ [ 177 || do'da,

d’autre part, nous avons

/E (2pfcs) (1F + | D (uf)])P~ " da'ds (5.21)

< (@ 2wy (™) =101’ (% | we+ip @)y dw’dasg) q

P p(g—1) C
< (@ @)F 0"zl + 5 [ 1D ) d'd,
et
€ € 2 C € CC €
[ detdrs < (2 ) G U s + S5 V0 s (522

Insertion (5.22) et (5.21) dans (5.20), nous obtenons

C4CK 3 p(g=1)
q

()™ ) e 2u) 19

2c ,
|3 e ip @y, < SV, e (O

q

2 » &g
+(C4CK) CoRTET.

ceci implique que

C4CK

P p(g—1)
q

()™ )g@mpmu(ﬁ)q( B s

si nous prenons p° = ji/e, et nous multiplions cette inégalité par =1, nous aurons

[V 2 geyss < ((3)

el ||Vl ||? < B, (5.23)

r QE)SXS
ol B est une constante ne dépend pas de € avec

il

La(Q)3

9 \»._
hq
<C4CK)

Enfin, pour obtenir 'estimation (5.11), nous utilisons les inégalités (5.19), (5.23) et 'égalité

1

6
C4OK

p(g—1)

+ (@7 (™) carial

B =

p p

ou;
8303

ous
0z

1-p

Li=1,2.
LP(Q)

LP(QF)

87



Pour établir (5.12), on utilise I'hypothése (A;), on trouve pour p € [2, +o0|
1 (0 + D (u?)])"™ 2|D( Bl

)
cr (" + 1D (W)

e (1F + |V

7% (D ()]

IN A

IN

D’autre part, nous avons Va,b > 0, et 1 < X\ < 400
(a+b) <21 (a* +0%),
donc, on obtient
1T (D (W) geyoa < 277 () e [Q (1) + 277 (1) (IVUFIIT, e s - (5.24)
De méme, nous utilisons ’hypothése (Bj), on trouve pour p € |1, 2|

1T (D (u )10 eyoxs < (€8) IV, geyca - (5.25)

Nous multiplions (5.24) et (5.25) par eP~!, et on utilise (5.19) et (5.23), nous obtenons (5.12).

Pour montrer (5.13) — (5.15), nous avons selon (5.9)

(7%, div () = ar=(u*, ) + (f°,0), Vo € Wy ()7,

cela implique que

(7=, div ()]

IA

17 (D ()| pagaeyz<s IV Logeyzxs + 11N agasys 191 o ey (5:26)

1T (D ()]0 qeysxs + (1) 110 0oy + 2NV, eyna

IN

nous choisissons ¢ = (1,,0,0), ¥ = (0,1,,0), ¥ = (0,0, 3) respectivement dans (5.26), et

changeons les variables, nous obtenons (5.13) — (5.15). m

5.3 Résultats de convergence et I’équation spécifique

de Reynolds

Grace aux estimations obtenues dans la section précédente nous obtenons d’abord le théoréme
de convergence et le probleme limite. Puis nous établissions 1’équation généralisée faible de

Reynolds.
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Théoréme 5.3 Sous les hypothéses du Théoréme 5.2, il existeuf € VP, i =1,2, 7* € L§ (Q)
et D (u*) € LP (Q)*® tels que

u; — ur, i = 1,2, faiblement dans V?, (5.27)
g L 0,14, =1,2, faiblement dans L (), (5.28)
Lj
o OUS . :
o 0, i = 1,2, faiblement dans L* (), (5.29)
oug :
£, 0, faiblement dans L* (2), (5.30)
et — 0, faiblement dans LP (2), (5.31)
D (@f) = D (u*), faiblement dans L? (Q)** (5.32)
ol
Ouj
0 0 % 0z
ouj Ous
% 82'1 % 87;2 0
7 — 7", faiblement dans L (Q) . (5.33)

Preuve. Selon le Théoréme 5.2, il existe une constante ¢ indépendante de ¢ telle que

NE
’ U

0z
En utilisant cette estimation avec l'inégalité de Poincaré dans le domaine {2, on obtient

(5.27), pour (5.28) — (5.29) selon (5.11) et (5.27). Puisque div (a°) = 0, par (5.12) et avec

p

2.

<c,i=1
LP(Q)

Y

un choix particulier de la fonction test, on obtient (5.30) et (5.31). Nous obtenons (5.32) de
(5.27)—(5.31) et (5.12). D’apres (5.13)—(5.15) il existe une constante positive ¢ indépendante
de ¢ telle que
IV |ly—ra@) < ¢
comme 7° € LI (Q), donc il existe une constante positive ¢ indépendante de ¢ telle que (voir
par exemple [46])
|7 HLq <d|V# Hw—l,q(g)»
d’ou
"

170 pagey < -

Donc il existe une sous suite 7° qui converge faiblement dans L? (€2) vers 7*, et par conséquent

(5.33) découle. m
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Lemme 5.1 La limite (u*, ) satisfait
(2, z) =7 (2'), p.p dans Q, (5.34)

et ’équation suivante

. [ Ouy  0uj _
/Qﬂ' (8I1 + 8x2> dx'dz = 0. (5.35)

Preuve. Nous avons selon (5.26)

"0z

oo\| L |for | .
(ﬂ-ag)’(g_{% (82730)‘07VSDGW0 (Q)7

et en utilisant (5.33), nous en déduisons (5.34).

0
‘(fr‘s —@)‘ <ec, Vo e WP (Q),

donc

lim
e—0

Comme div(af) = 0 dans €2, nous obtenons pour g € D (w).

N A / N AN
/Qg(m)<8x1+0x2+ 8z) vz Qg(x) 8x1+83:2 rdz=0,

on a u; — u;, ¢ = 1,2 dans V?, donc nous obtenons pour u*

N [ Oul  Ouj P
/Qg (x") (a%1 + (’9@) dzx'dz = 0. (5.36)

Grace a (5.34), 7* est maintenant dans L7 (w). Donc il existe (g,) dans D (w) tel que

gm — 7 dans L7 (w), et de (5.36), on obtient (5.35) quand m — co. =

Théoréme 5.4 Avec les mémes hypothéses de Théoréme 5.3, (u*, ") satisfait 'inéquation

suvante

8:61 8.1’2

g /Q Tis (D (u")) '%(@i—uf)dx’dz— /

7r* (% + %) di'd>  (5.37)
Q

2
+ [ hpl Wb = 3 (b ). Yo et (7).
w i=1

et le probléme limite suivant

*

% [Tﬁ (D (u*)ﬂ + garl — fi, pouri=1,2 dans L7 (Q). (5.38)
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Preuve. En utilisant le Lemme de Minty (1.6) et le fait que div (a°) = 0 dans €2, donc
(5.10) est équivalent a

a7 (p, ¢ — 1) — (75,div () + J (¢) — J () (5.39)

en passant a la limite de (5.39) quand e tend vers zéro, en utilisant le résultat du Théoréme

5.3, et le fait que J (.) est convexe et semi-continue inférieurement, on obtient

Z/ i3 <f0 882( c—ul)da'dz — Z/ (&Cz u;“)) dx'dz (5.40)

+/l%<|<o|—|u*|>dx'zz(ﬁ,¢,-—u:), Vo e I (V7).
w i=1

en utilisant le lemme de Minty encore une fois, donc (5.40) est équivalent

2 B 0p,  0p
1o (D)2 -y - [ (201 9 a
Z/Q 3 (D (u") 5 (p; —ul)da'dz A 01, + O dr'dz (5.41)
=1
2
s [hllel = a2 3 (Foi— i), Vo e (7).
“ i=1
Nous choisissons maintenant dans I'inéquation variationnelle (5.41)
QADZ' :U;k:t’w“ w; € W()LP(Q)? 1= 1727

on trouve

Z/ i aw, da'dz —Z/ aw’dxd —Z/fzwda:dz

En utilisant la formule de Green et en choisissant w; = 0 et wy € VVO1 P (Q), puis wy = 0 et

wy € Wy (), on obtient

O T (&, « on* -
— /Q 5 [Tig (D (u ))] w;dx'dz +/Q o w;dx'dz = /inwidx’dz, Yw; € Wol’p (Q),

donc

B % [Tl?) (b (u*))] g : = fl? pour i = 1,2 dans Wha (), (5.42)

et puisque f; € L4 (), donc (5.42) est valable dans L7 (). m

91



Théoréme 5.5 Sous les hypothéses du Théoréme 5.4, on a

//%(]w—i—s*] dx—Z/ 15 (D (7)) hyda’ > 0, Vap € LP (w)?, (5.43)

|-

~ 2 ~
(fatr @) ] <k= s =0 =12

e

s
I
—

; 1 p.p Sur w,
. 212 . .
{z (is (D (7)) } — k=30 >0: 5 =al) (D" (), j= 1,2,
i=1
(5.44)
ol
™ (2') = ou (2',0), s* (2) («',0)
az ) 2
et
10uy ( o
0 0 194 (31, 0)
D* (7’* (l’/)) — 0 0 %{i‘;f ([L’/, 0)
120 (2',0) $%2(2/,0) 0

Aussi u* et ™ vérifient [’équation généralisée faible de Reynolds

/w (’f_;f;; o /O ' /0 i (D) @) d<dz> @g—ﬁdx (5.45)

h (" o , oY (2') P P
+/w<_§/0 T'z3<D(u ))(l’,é)d() 8371 dﬂ? _077f_1727 V¢€W1 (w)ﬁ

avec

h

. h

F(a',h) = /ﬂ(a:’,z)dz—gﬂ(x’,h),
0

Fi(a',2) = /Oz/ogfi(x’m)dndC-

Preuve. Comme dans le chapitre 3, nous choisissons ¢ dans (5.37) tel que ¢ = u* + 9,

avec ¢ € II? (V?), nous obtenons

Z/ s (D (u*) Zd’d Z/ ’d:cdz+J(1p+u) J (u*)

> ; /Q fap,dx'dz, Yy € TIP (VP),
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par la formule de Green, nous déduisons
2 Ty ( () 2 [ on
— A dr'dz — / (D* (17)) ¢,dx’ + /
N 2 o
+ [ = s do
0.2) ~
>y / fubda'dz.
i=1 /9

De (5.38), nous trouvons

'dz

/(Iw+s|—|s dm—Z/ 15 (D (79)) ¥,da’ > 0, Vb € D (w)?.

Par la densité de D (w)® dans L? (w)* nous déduisons (5.43). Nous obtenons (5.44) comme
dans le chapitre 3 [Théoréme 3.5]. Pour montrer (5.45), en intégrant (5.38) de 0 & z, on

obtient, pour tout ¢ = 1, 2

T (D (u*)) (2, 2) + Ti3 (D* (77)) + z?;; = /OZ fi(a',n)dn

En intégrant pour la deuxiéme fois entre 0 et z, on trouve

/OZT}g (D)) (¢ d¢ = 2T (D" (77) 2227; / / Ji @ m)dndC,  (5.46)

nous remplagons z par h (2'), d’ou

[t (P @i nts 0+ S0 = [ a6

On integre (5.46) de 0 a h (z'), on obtient

" s s * ! _ 1 a * * h3 or*
/Ofoﬂg (D(u )) (', ddz = ST (D" (1) + 5 5 (5.48)

[ s

De (5.47) et (5.48), nous en déduisons (5.45). =

Remarque 5.1 Pour le tenseur (5.1), le probléeme limite et I’équation de Reynolds, ils don-

nent comme suit

0 |1

0z ox;

ou\ 2| ? * o
( uj)] i +(97r = fi, pouri=1,2 dans L?(2),
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/ h38w*+ﬁ+/h/zl A+1
2o, ") S, 21T 2

o\ T\ our N ()
Z(@g)] ¢ (@', ¢) d¢ a—xidiE:O,

i=1,2, Vip € W (w).

ou;\*® duy H ()
Z (3_C> ] o (z',¢)dCdz o dx

Théoréme 5.6 La solution (u*,7*) du probléeme limite (5.37) — (5.38) est unique dans VP x
L (w).

Preuve. Soit 1%, (" € S, tel que

0 0 M 0 0 =
=0 0 = [, =] 0 0 = |,
s N2z ) Gz S

d’apres les hypothéses (Ay) et (Bz), on trouve

2

el — T < 3 (T () - T5 (). ("— - C—) , (5.49)

=1

et

ol =GP G 41D < 32 (T ) T3 () (”——C—) (5.50)

9 9

nous multiplions les deux inégalités (5.49) et (5.50) par €, nous déduisons que

caln =P <Y (Ta () = 7€) - (nis = Cis) (5.51)

et

[\

sl = ¢ G+ nl + ¢ }:( Ta(Q) . (ha=Ca). (552)

Supposons maintenant qu’il existe deux solutions (u*!, 7*1) et (u*?, 7*2) de I'inéquation vari-

ationnelle (5.37), alors
2
A‘ o %1 2 N 3 | / _/ *1 % % /
;/QT?, (D (u >>'az (s —w') da'dz T T T A ) (5.53)
2
+ [ R el - " o230 (Fudi—ult).
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+ [kl -

On prend ® = u*? dans (5.53), puis ¢ = u*! dans (5.54), et en sommant les deux inéquations,

nous obtenons

[ 0n (0) -2 (506) - (2 )~ 2 9 s <o

nous utilisons (5.51) et (5.52), nous concluons

au*l 8U*2
— <0.
Par I'inégalité de Poincaré, on déduit que
| u*l o u*2 v = 0.

Enfin, pour prouver I'unicité de la pression 7*, on utilise I’équation (5.45), on trouve
h? 1 2
—V (7" — 7*%) Vapda' = 0
/w " ) Vs’ =0,

1

en choisissant 1) = 7*! — 7*2, et par I'inégalité de Poincaré nous trouvons

7 = 7*2, p.p dans w.
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Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons étudié ’analyse asymptotique de deux groupes des problémes
du film mince 2, avec la condition aux limites de frottement non linéaire du type Tresca
sur une partie du bord: 'un concerne la mécanique des solides, alors que le second traite de
la mécanique des fluides.

Dans le cadre de la mécanique des solides, on propose deux problémes. Le premier prob-
léme concerne 1’étude du comportement asymptotique d’'une membrane élastique homogéne
et isotrope en régime dynamique avec un terme dissipatif (oﬁ + ‘%}) % dans un domaine
mince bidimensionnel ¢ C R?. Le deuxiéme probléme concerne ’étude du comportement
asymptotique d’un corps viscoélastique homogene et isotrope qui occupe dans un domaine
mince tridimensionnel Q¢ C R3, avec un terme dissipatif (1 + ‘%}) % et un terme source
|us| us.

Concernant la mécanique des fluides, on considére deux modeles mathématiques qui
décrivent 1’écoulement stationnaire pour les fluides non-Newtoniens incompressibles dans
un domaine mince tridimensionnel. Les deux modeéles se posent dans le cadre de problémes
de lubrification. Le premier modéle est gouverné par le systéme généralisé de Stokes, ou la
loi de contrainte est donnée par la relation suivante

D(uf)

o (u, ) = poD(uw") + MlW

— m°13, avec p € ]1,2].

Le deuxiéme modeéle est une généralisation pour certaines classes des fluides non-Newtoniens,

ce modele est gouverné par la loi de contrainte
o (uf,n%) =T° (D (u°)) — 713,

ot 7% (.) est une tenseur non linéaire qui vérifie certaines hypothéses.
Pour étudier 'analyse asymptotique de ces problémes, nous utilisons la technique de

changement d’échelle, nous transformons les problémes initiaux posés dans le domaine ()¢
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a de nouveaux problémes posés sur un domaine fixe {2 indépendant du parameétre €. On
établit des estimations a priori sur les solutions des problémes et on montre que les solutions
admettent des limites faibles quand ’épaisseur € du domaine tend vers zéro. Celles-ci vérifient
ce qu’'on appelle les problémes limites. Pour obtenir ces problémes limites, nous sommes
passés a la limite dans les formulations variationnelles. Ensuite, sur la base de ces problémes
limites, nous dérivons des équations de Reynolds généralisées et on finit par démontrer le

résultat d’unicité des solutions des problémes limites.
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Résumeé : Cette thése est consacrée a l'analyse asymptotique de quelques problémes
aux limites dans un film mince Q°cR® (d=2 ou 3), avec conditions de frottement non linéaire
du type Tresca sur une partie du bord. Plus précisément, nous avons fait ici I'étude de quatre
types de problémes non linéaires, le premier concerne un probléme hyperbolique pour les
équations de I'élasticité linéaire avec un terme dissipatif non linéaire, le second est un
probléme hyperbolique pour les équations de viscoélasticité avec termes dissipatif et source
non linéaire, tandis que les troisieme et quatriéeme probléemes sont des modéles
mathématiques décrivant les écoulements stationnaires des fluides non-Newtoniens
généralisés et incompressibles.

L'étude asymptotique utilisée consiste a transposer les problémes initiaux posés dans le film
mince Q° a de nouveaux problémes équivalents posés sur un domaine fixe Q indépendant
de ¢, avec l'apparaitre du petit paramétre € dans les opérateurs. Aprés avoir établi des
estimations a priori sur les solutions des problémes, nous obtenons les problémes limites
avec des équations généralisées faibles de Reynolds, en faisant tendre I'épaisseur € vers
Zéro.

Mots-clés: Analyse asymptotique; Equations de Reynolds; Film mince; Fluide non-
Newtonien; Frottement du type Tresca; Terme dissipatif; Terme source.

Abstract : This thesis is devoted to the asymptotic analysis of some boundary value
problems in a thin film Q°*cR? (d=2 or 3), with nonlinear friction conditions of the Tresca type
on part of the boundary. More precisely, we have studied here four types of nonlinear
problems, the first concerns a hyperbolic problem for linear elasticity equations with a
nonlinear dissipative term, the second is a hyperbolic problem for viscoelastic equations with
a dissipative and a nonlinear source terms, while the third and fourth problems are
mathematical models describing stationary flows of generalized and incompressible non-
Newtonian fluids. The asymptotic study used consists to the transposing the initial problems
posed in a thin film QF to new equivalent problems posed on a fixed domain Q independent of
€, with the appearance of the small parameter € in the operators. After establishing a priori
estimates of the solutions to the problems, we obtain the limit problems with the weak
generalized Reynolds equations, by making the thickness € tends to zero.

Keywords : Asymptotic analysis; Reynolds equations; Thin film; Non-Newtonian fluid,;
Friction of Tresca type; Dissipative term; Source term.
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