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NOTATIONS
Rn Espace euclidien de dimension n

Lp Espaces de Lebesgue 1 � p

C0 Ensemble des fonctions continues

PM Opérateur de projection:

! Une fonction de poids

Hn Polynôme de HermitecHn Transformée de Fourier de Hn

Ln Polynôme de Laguerre

P
(�:�)
n Polynôme de Jacobi

Tn = T 1n Polynôme de Tchebychev de premier espèce

Un = T 2n polynôme de Tchebychev de seconde espèce

T 3n polynôme de Tchebychev de troisième espèce

T 4n polynôme de Tchebychev de quatrième espèce
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Introduction

0.1 Introduction

L�approximation dans les espaces de Hilbert joue un rôle fondamental dans de nombreux

domaines des mathématiques appliquées et de l�analyse fonctionnelle. En particulier, la

notion de projection orthogonale permet de minimiser l�erreur entre une fonction donnée et

son approximation dans un sous-espace de dimension �nie.

Considérons un espace de Hilbert réel H muni d�un produit scalaire h; i et un ensemble
d�éléments linéairement indépendants fs1; :::; sng deH. Pour une fonction x 2 H; on cherche
à minimiser la norme kx� xnk où xn est une combinaison linéaire des éléments de base sous
la forme :

xn (t) =
nX
k=0

�ksk (t)

L�existence et l�unicité de la projection orthogonale xn garantissent que cette approxi-

mation est optimale, ce qui se traduit par la condition d�orthogonalité :

hx� xn; ski = 0; k = 1; :::; n

Cette condition mène à un système linéaire de n équations à n inconnues sous la forme

matricielle :

AX = B

où

A = (hsi; sji)
i;j=1;:::;n

, B = hx; ski
k=1;:::;n

; X = (�k)
k=1;:::;n

1



Introduction

Lorsque la famille fs1; :::; sng est orthonormale, la matrice A devient l�identité, simpli�-
ant considérablement le calcul des coe¢ cients �k.

Cela justi�e l�intérêt porté aux bases orthonormales, notamment aux suites de polynômes

orthogonaux telles que les polynômes de Legendre, de Chebyshev ou de Hermite, qui jouent

un rôle clé dans l�approximation, l�interpolation et la résolution numérique.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons particulièrement à une suite de polynômes

orthogonaux, en mettant en évidence leurs propriétés et leur utilité dans la résolution

numérique des équations intégrales de Fredholm. Nous soulignons leur intérêt tant théorique

que pratique dans le cadre des méthodes numériques.

Plan du mémoire :

Premier chapitre : rappel des notions fondamentales sur les polynômes orthogonaux.

Deuxième chapitre : présentation de la théorie des équation intégrales.

Troisième chapitre : application des polynômes orthogonaux à la résolution des

équations intégrales

On termine notre mémoire par une conclusion générale.

1



Chapitre 1

Rappels et propriétés

1.1 Dé�nitions et Généralités

1.1.1 Suite de polynômes orthogonaux

Dé�nition 1.1.1 une suite de polynômes orthogonaux est une suite in�nie de polynômes

P0 (x)�P1 (x)�P2 (x) :::::

à coe¢ cients réels, où chaque Pn (x) est de degré n; et tels que les polynômes de la suite sont

orthogonaux deux à deux relativement à un produit scalaire donné dé�ni sur un espace des

fonctions. Cette type de suite est utilisé dans plusieurs domaines, notamment en cryptologie

et en analyse numérique . Elle permet de résoudre de nombreux problèmes en physique�

comme en mécanique des �uides�en mécanique quantique ou en traitement du signal. Des

familles particulière de polynômes orthogonaux, comme ceux de Legender ou de Tchebychev,

permettent non seulement d�approximer des fonctions, mais aussi résoudre plus facilement

certaines équations di¤érentielles complexes grâce à leurs propriétés spéci�ques

1.1.2 Espace des polynômes

L�étude des polynômes orthogonaux à une variable nécessite de travailler dans l�espace

vectoriel des polynômes à coe¢ cients réels, noté R[x].

2



1.2. Polynômes classiques

Une base naturelle de cet espace est constituée des monômes xn; avec n 2 N:
Un polynôme Pn(x) est dit de degré n s�il s�écrit sous la forme :

Pn (x) =
nX
i=0

aixi où an 6= 0 (1.1.1)

Ainsi, toute constante non nulle est un polynôme de degré z�ero.

1.2 Polynômes classiques

Certaines familles de polynômes orthogonaux sont particulièrement importantes car elles

apparaissent dans de nombreuses applications, entre autres comme solutions d�équations

di¤érentielles ayant une signi�cation physique. C�est le cas de notre premier exemple.

1.2.1 Polynôme d�Hermite

Les polynômes d�Hermite est une famille de polynômes orthogonaux, souvent utilisés en

analyse mathématique, notamment dans le contexte des séries de Fourier, des équations

di¤érentielles et des probabilités, en particulier dans le cadre de la mécanique quantique et

des processus stochastiques. Ils sont dé�nis comme suit :

Hn(x) = (�1)nexpx
2

2
dn

d�n
e�

x2

2 (forme dite probabiliste)

cHn(x) = (�1)nex2 d
n

d�n
e�x

2

(forme dite physique)

Les deux dé�nitions sont associées à l�échelle suivante.

cHn(x) = 2
n
2Hn(x

p
2)

Ils peuvent aussi être écrits en utilisant un développement polynomial. :

Hn(x) =

E(n
2
)X

`=0

(�1)` n!

2``! (n� 2`)!x
n�2`

cHn(x) =

E(n
2
)X

`=0

(�1)` n!

`! (n� 2`)! (2x)
n�2`

3



1.2. Polynômes classiques

où E(n
2
) désigne la partie entière de n

2

Les premiers polynômes d�Hermite sont :

H0(x) = 1; cH0 (x) = 1

H1(x) = x; cH1(x) = 2x

H2(x) = x2 � 1; cH2(x) = 4�
2 � 2

H3(x) = x3 � 3x; cH3(x) = 8x
3 � 12x

H4(x) = x4 � 6x+ 3; cH4(x) = 16x
4 � 48x2 + 12

Propriétés similaires pour les polynômes d�Hermite :

On considère les (Hn)n2N , la famille des polynômes d�Hermite.

Voici quelques propriétés :

1. 8n 2 N, n � 2 , Hn+1 (x)� xHn (x) + nHn�1 (x) = 0 (Formule de récurrence).

2. 8n 2 N, kHn (x)k 2 =
R +1
�1 e�x

2
Hn (x)

2dx = 2n
p
�n! (Norme).

3. Les polynômes d�Hermite sont solutions de l�équation di¤érentielle suivante :

y00 � 2xy0 + 2ny = 0

1.2.2 Polynôme de Legendre

Enmathémathique et en physique théorique, les polynômes de Legendre constituent l�éxemple

le plus simple d�une suite de polynôme orthogonaux. Ce sont des solutions polynominales

Pn (x) sur le segment [�1�1]�de l�équation di¤érentielle de Legendre :

d

dx

��
1� x2

� d

dx
Pn (x)

�
+ n (n+ 1)Pn (x) = 0;

dans le cas particulier où le paramètre n est un entier naturel. De façon équivalente�les

polynômes de Legendre sont les fonctions propres de l�endomorphisme de R [X] dé�ni par :

P ! u (P ) =

��
1� x2

� dP
dx

�
pour les valeurs propres �n (n+ 1)� n 2 N:

4



1.2. Polynômes classiques

Ces polynômes orthogonaux ont de nombreuses applications tant en mathématiques�

par exemple pour la décomposition d�une fonction en série de polynômes de Legendre, qu�en

calcul numérique des intégrales notamment dans les méthodes de quadrature de Gausse,

qu�en physique�où l�équation de Legendre apparâit naturrellement lors de la résolution des

équations de Laplace ou de Helmholtz en coordonnées sphériques.

Propriétés Polynômes associés de Legendre :

Un polynômes associé de Legendre est une solution particulière de l�équation di¤érentielle

suivante :

�
1� x2

�
y00 � 2xy0 +

�
n (n+ 1)� m2

1� x2

�
y = 0

Cette équation di¤érentielle n�a de solution régulière que sur l�intervalle [�1; 1] et si
�n � m � n avec n et m entiers. Cette équation est l�équation di¤érentielle générale des

polynômes de Legendre si m = 0:

Formule de Rodrigues :

Pmn (x) = (�1)m
�
1� x2

�m
2
dm

dxm
(Pn (x))

= (�1)m
�
1� x2

�m
2
dm

dxm

�
(�1)n

2nn!

dn

dxn
�
1� x2

�n�
Norme :

kPmn k 2 =
Z 1

�1
Pmn (x)

2dx =
2 (n+ jmj)!

(2n+ 1) (n� jmj)!

1.2.3 Polynôme de Laguerre

En mathématiques�les polynômes de Laguerre, nommés d�après Edmond Laguerre�sont les

solutions normalisées de l�équation de Laguerre

xy00 + (1� x) �y + ny = 0

5



1.2. Polynômes classiques

qui est une équation di¤érentielle linéaire homogène d�ordre 2 et se réecrit sous la forme

de Sturm-Liouville

� d

dx

�
x exp (�x) dy

dx

�
= n exp (�x) y

Cette équation a des solutions non singulières seulement si n est un entier positif. Les

solutions Ln forment une suite de polynômes ortogonaux dans L2 (R+�exp (�x) dx)�et la
normalisation se fait en leur imposant d�être de norme 1�donc de former une base orthonor-

mée. Ils forment même une base Hilbert de L2 (R+�exp (�x) dx) :
Cette suite de polynômes peut être dé�nie par la formule de Rodrigues

Ln (x) =
exp (x)

n!

dn

dxn
(exp (�x)xn)

La suite des polynômes de Laguerre est une suite de She¤er.

1.2.4 Polynômes de Jacobi

Dé�nition 1.2.1 Les polynomes de Jacobi sont les polynômes orthogonaux du produit scalaire

hP;Qi =
1Z

�1

(1� x)�(1 + x)�P (x)Q (x) dx avec � > �1 et � > �1:

Pour tout n 2 N; on note le polynôme de Jacobi d�indice n par P (�;�)n (x). Il sont des

solutions de l�équation di¤érentielle homogène de deuxième ordre

(1� x2)z
00
+ [� � �� (�+ 2 + �)x]z0 + n(n+ 1 + �+ �)z = 0;

avec n est le degré du polynôme.

Les polynômes de Jacobi est dé�nis explicitement par trois formule :

Formule de Rodrigue

(1� x)�(1 + x)�P (�;�)n (x) =
(�1)n
2nn!

dn

dxn
�
(1� x)n+�(1 + x)n+�

�
;

6



1.2. Polynômes classiques

tels que �, � sont deux paramètres véri�ent des conditions d�orthogonalité � > �1 et
� > �1.

Formule analytique

P
(�;�)
n (x) =

1

2n

nX
`=0

(
n+ �

n� `
)(
n+ �

`
)(x� 1)`(x+ 1)n�`:

Relation de récurrence

Les polynômes de Jacobi véri�ant la relation de récurrence

P
(�;�)
0 (x) = 1;

P
(�;�)
1 (x) =

�+ � + 2

2
� +

�� �

2
;

P
(�;�)
n+1 (x) = �n�P

(�;�)
n (x) + �nP

(�;�)
n (x) + 
nP

(�;�)
n�1 (x);

avec

�n =
(2n+ �+ � + 1) (2n+ �+ � + 2)

2(n+ 1)(n+ �+ � + 1)

�n =
(2n+ �+ � + 2)

�
�2 � �2

�
2(n+ 1)(n+ �+ � + 1) (2n+ �+ �)


n =
(n+ �) (n+ �) (2n+ �+ � + 2)

(n+ 1) (n+ �+ � + 1) (2n+ �+ �)2

Les polynomes orthogonaux standard sont des cas particuliers des polynomes de Jacobi.

Les cas les plus connus sont :

� Les polynomes de Gegenbauer (ou ultrasphérique), obtenus en posant � = �:

� Les polynomes de Legendre Ln en posant � = � = 0.

� Les di¤érents types de polynômes de Tchebyshev T in pour i = 1; 2; 3 et 4 qui sont

obtenus en choisissant des valeurs spéci�ques de � et � comme suit :

7



1.2. Polynômes classiques

8>>>>><>>>>>:

T 1n (x) = P
(� 1

2
;� 1

2
)

n (x)

T 2n (x) = P
( 1
2
; 1
2
)

n (x)

T 3n (x) = P
(� 1

2
; 1
2
)

n (x)

T 4n (x) = P
( 1
2
;� 1

2
)

n (x)

1.2.5 Polynôme de Tchebychev

Polynômes de première espèce de Tchebyshev

Dé�nition 1.2.2 Les polynômes Tn(x) de Tchebyshev de la première espèce en x de degré

n, sont dé�nis par la relation :

Tn(x) = cos (n�) avec x = cos�:

où x 2 [�1; 1], ce qui implique que la variable correspondante � 2 [0; �]. Il est facile de
voir que T0(x) = 1; T1(x) = x:

A l�aide de la formule trigonométrique suivante :

cosn�+ cos(n� 2)� = 2 cos � cos(n� 1)�;

on obtient la relation de récurrence fondamentale

Tn(x) = 2xTn�1(x)� Tn�2(x); n = 2; 3; ::::

Proposition 1.2.1 Les polynomes fTn(x); n = 0; 1; 2; ::::g de Tchebyshev de la première

espèce forment un système orthogonal sur l�intervalle [�1; 1] par rapport au poids w(x) =
1p
1�x2 .

Autrement dit

hT`(x); T j(x)i =
1Z

�1

T`(x)Tj(x)p
1� x2

dx =

8>>><>>>:
�; si ` = j = 0

�
2
; si ` = j 6= 0
0; si ` 6= j

:

8



1.2. Polynômes classiques

Remarque 1.2.1 D�après la relation de récurence,

Tn(x) = 2xTn�1(x)� Tn�2(x); n = 2; 3; ::::

T0 (x) = 1 et T1 (x) = x

les polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) sont des polynômes de degré

n en x.

Proposition 1.2.2 Les polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) sont les so-

lutions de l�équation di¤érentielle suivante :

(1� x2)z
00
(x)� xz

0
(x) + n2z(x) = 0:

Proposition 1.2.3 Les zéros du polynôme Tn(x) sont de la forme :

x` = cos

�
`� 1

2

�
�

n
; ` = 1; 2; 3; :::; n

Polynômes de seconde espèce de Tchebyshev

Dé�nition 1.2.3 Les polynômes Un(x) de Thebyshev de la second espèce de degré n, sont

dé�nis par la relation :

Un(x) =
sin �(n+ 1)

sin �
tel que x = cos �:

La formule de récurrence des termes qui s�applique aux polynômes de Tchebyshev est la

traduction de l�identité trigonométrique élémentaire suivante :

sin(n+ 1)�+ sin(n� 1)� = 2 cos sinn�

qui donne

Un(x) = 2xUn�1(x)� Un�2(x); n = 2; 3; ::::

9



1.2. Polynômes classiques

Avec

U0(x) = 1; U1(x) = 2x

Proposition 1.2.4 Les polynomes de Chebyshev de la seconde espèce fUn(x); n = 0; 1; 2; ::::g
forment un système orthogonal sur l�intervalle [�1; 1] par rapport au poids w(x) =

p
1� x2.

Autrement dit

hU`(x); Uj(x)i =
1Z

�1

U`(x)Uj(x)
p
1� x2dx =

8<: 0 if ` 6= j

�
2
if ` = j

Remarque 1.2.2 D�après la relation de récurence,

Un(x) = 2xUn�1(x)� Un�2(x); n = 2; 3; ::::

U0 (x) = 1 et U1 (x) = 2x

Les polynômes Un(x) de Tchebychev de la première espèce sont des polynômes de degré

n en x.

Proposition 1.2.5 Les polynômes de Tchebychev de la deuxieme espèce Un(x) sont les

solutions de l�équation di¤érentielle suivante :

(1� x2)z
00
(x)� 3xz0(x) + n (n+ 2) z(x) = 0:

Proposition 1.2.6 Les zéros du polynôme Un(x) sont déterminés a partir des zéros de

sin (n+ 1) � , � 2 [0; �] comme suit,

x = x` = cos
`�

n+ 1
; ` = 1; 2; 3; :::; n

10



1.3. Relation de récurrence

1.3 Relation de récurrence

Proposition 1.3.1 Soit (Pn(x))n2N une famille de polynômes orthogonaux associée à un

produit scalaire h:; :i, il existe trois suites réelles (an), (bn) et (cn) telles que, pour tout

n 2 N, on a :

xPn (x) = anPn+1 (x) + bnPn (x) + cnPn�1 (x)

Preuve. Puisque deg (XPn (x)) = n + 1; le polynôme xPn (x) appartient à l�espace

vectoriel engendré par les P0 (x)�P1 (x),......, Pn+1 (x) ; c�est-à-dire :

xPn (x) 2 V ect (P0; P1;:::::Pn+1)

Il existe � 0; ::::; �n+1 tel que :

xPn (x) =
n+1X
k=0

� kPk (x)

En utilisant l�orthogonalité des polynômes, et en supposant que la base (Pk) est or-

thonormée (ou au moins orthogonale) on a :

hxPn; Pki = hPn; xPki

Puisque xPk est de degré K +1 , le produit scalaire hPn; xPki est nul lorsque jK � nji1.
Ainsi, seuls les termes Pn�1; Pn et Pn+1 apparaissent, ce qui donne :

xPn (x) = �n+1Pn+1 (x) + �nPn (x) + �n�1Pn�1 (x)

En posant :

an = �n+1; bn = �n; cn = �n�1

on obtient la relation de récurrence à trois termes :

xPn (x) = anPn+1 (x) + bnPn (x) + cnPn�1 (x)

11



1.3. Relation de récurrence

Remarque 1.3.1 Cette relation est essentielle, car elle permet :

1) De générer récursivement tous les polynômes de la suite à partir des premiers .

2) De calculer la série génératrice des polynômes en un point �xé, sous la forme :

nX
n=0

Pn (x) t
n

12



Chapitre 2

Équations intégrales et leurs

classi�cation

Une équation intégrale est une équation dans laquelle la fonction inconnue apparaît sous le

signe intégrale.De manière générale,elle s�écrit sous la forme:

f (x) =

Z b

a

K (x; t) g (t) dt+ �g (t)

où :

f (x) est une fonction donnée,K (x; t) est le noyau de l�intégrale, qui dépend des variables

x et t; g (t) est la fonction inconnue ( ou la fonction à déterminer), � est un paramètre réel

ou complex, l�intégrale est e¤ectuée sur intervalle [a; b] :

2.1 Classi�cation des équations intégrales

2.1.1 Équations intégrales de Fredholm

Dé�nition 2.1.1 On appelle équation de Fredholm de premièr espèce une équation de la

forme: Z b

a

K (x�t)' (t) dt = f (x) :

Où ' est la fonction inconnue, f et k sont des fonctions connues, les bornes d�intégration

sont constantes. C�est la caractéristique principale d�une équation de Fredholm.

13



2.1. Classi�cation des équations intégrales

Dé�nition 2.1.2 On appelle équation intégrale de Fredholm de second espèce une équation

de la forme:

' (x) = f (x) + �

Z b

a

k (x�t)' (t) dt:

Où ' (x) est la fonctoin inconnue�k (x�t) et f (x) des fonctions donnés�� est un facteur

inconnu.

2.1.2 Équations intégrale de Volterra

les équations de Volterra sont des cas particuliers d�équations intégrales de Fredholm il su¢ t

de prendre le noyau k est tel que k (x�t) = 0 pour xht

Dé�nition 2.1.3 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de première espèce une

équation à une inconnue ' (x) de la forme :

Z x

a

k (x�t)' (t) dt = f (x)

Dé�nition 2.1.4 On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espèce une équation

à inconnue ' (x) de la forme :

' (x)� �

Z x

a

k (x�t)' (t) dt = f (x)

2.1.3 Équations intégrales de Volterra-Fredholm

Une équation intégrale de Volterra-Fredholm est une combinaison des intégrales de Volterra

et Fredholm disjoints�apparaît dans une équation intégrale.

Dé�nition 2.1.5 On appelle équation intégrale de Volterra-Fredholm une équation de la

forme :

' (x) = f (x) + �1

Z x

a

k1 (x�t)' (t) dt+ �2

Z b

a

k2 (x�t)' (t) dt� x 2 [a�b] : (2.1.1)

On appele équation intégrale mixte une équation de la forme 2 :

' (x) = f (x) + �

Z x

a

Z b

a

k (s�t)' (t) dtds:

Où les fonctions k1, k2 et f sont connues et ' (x) la fonction inconnue.
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2.2. Existence et unicité de la solution des équations intégrales linéaires de
Volterra-Fredholm

Exemple 2.1.1

' (x) = exp (x) + x+ 1 +

Z x

0

(x� t)' (t) dt+

Z 1

0

exp (x� t)' (t) dt� x 2 [0�1]

' (x) =
17

2
x2 + 11x+

Z x

a

Z b

a

(s� t)' (t) dtds

2.2 Existence et unicité de la solution des équations

intégrales linéaires de Volterra-Fredholm

Dans cette section nous rappelons les théorèmes que nous allons utiliser pour obtenir des

résultats d�éxistence et unicité de solution de l�équation (2:2:1) :

Dé�nition 2.2.1 Soit X un espace normé et T : X ! X un opérateur T est dit un

opérateur de Picard s�il existe '0 2 X unique tel que

T (') = '0�et lim
n!1

T n ('0) = '0�pour tout ' de X

Théorème 2.2.1 (principe de contraction ) Siot X un espace normé si T : X ! X un

opérateur de contraction admet un piont �xe unique ', alors T est un opérateur de Picard

k'0 � T n (')k � an

1� a
k'� T (')k pour tout n 2 N:

Théorème d�éxistence et d�unicité

On considère l�équation linéaire de Volterra-Fredholm

' (x) = f (x) + �1

Z x

a

k1 (x�t)' (t) dt+ �2

Z b

a

k2 (x�t)' (t) dt� x 2 [a�b] : (2.2.1)

Où

1) f 2 C [a�b]�k1 (x�t) 2 C (D1)�avec D1 = f(x�t) 2 R2 tel que a � t � x � bg
2) ' 2 C [a�b]�k2 (x�t) 2 C (D2)�avec D2 = [a�b]� [a�b]
3) M = max(x�t)2D1 jk1 (x�t)j�et max(x�t)2D1 jk1 (x�t)j
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2.3. Méthodes de résolution classiques

Théorème 2.2.2 Dans les condition de continuité ci-dessus�supposns qu�il existe une con-

stante C m 0 tel que:
1

c
[M1 +M2 exp (c (b� a))]l 1:

Alors l�équation (2:2:1) a une solution unique ' 2 C [a�b]�et cette solution peut être obtenue
par la méthode d�approximation successive�à partir de ' 2 C [a�b]

Preuve. voir[7] :

2.3 Méthodes de résolution classiques

2.3.1 Méthode des quadratures appliquée aux équations intégrales

de Fredholm à l�aide des polynômes orthogonaux

La méthode des quadratures constitue une approche e¢ cace et largement utilisée pour la

résolution numérique des équations intégrales, en particulier celles de Fredholm du second

type. Cette méthode consiste à approximer les intégrales présentes dans l�équation par des

sommes pondérées des valeurs de la fonction en certains points d�intégration convenablement

choisis.

L�utilisation des polynômes orthogonaux permet d�améliorer la précision de cette ap-

proximation et de réduire l�erreur globale du calcul numérique.

Formulation de l�équation intégrale de Fredholm du second type

Considérons une équation intégrale de Fredholm du second type sous la forme générale :

' (x) = f (x) + �

Z b

a

k (x�t)' (t) dt:

Où ' (x) est la fonctoin inconnue�k (x�t) et f (x) des fonctions donnés�� est un paramètre

réel donné,

Principe de la méthode des quadratures

L�idée fondamentale est d�approcher l�intégrale par une formule de quadrature. En utilisant

une formule de quadrature appropriée, on a :

16



2.3. Méthodes de résolution classiques

Z b

a

k (x�t)' (t) dt t
X

�jk (x�tj)' (tj) dt

où

tj sont les points d�intégration,

�j sont les poids de quadrature associés.

L�équation intégrale est alors approchée par :

' (x) t �
X

�jk (x�tj)' (tj) dt+ f (x)

Discrétisation du problème

Pour obtenir un système algébrique, on évalue cette expression aux points x = ti , pour

i = 0; 1; 2; :::::; n; ce qui donne :

' (ti) t �
nX
j=0

�jk (ti�tj)' (tj) dt+ f (ti) :

On obtient ainsi un système linéaire de n+ 1 équations :

' (ti)� �
nX
j=0

�jk (ti�tj)' (tj) dt = f (ti) :

En posant :

Aij = �ij���jk (ti�tj) ;

le système s�écrit sous forme matricielle :

A' = F;

où :

' = [' (t0) ; ' (t1) ; :::::; ' (tn)]
T

F = [f (t0) ; f (t1) ; :::::; f (tn)]
T

A est la matrice des coe¢ cients.

La solution numérique de l�équation intégrale est alors obtenue en résolvant ce système

linéaire.
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2.3. Méthodes de résolution classiques

Application des polynômes orthogonaux dans la quadrature

Pour améliorer la précision, on choisit souvent les points d�intégration comme les racines

d�un polynôme orthogonal Pn (x) dé�ni sur [a; b] avec une fonction poids ! (x) ; satisfaisant

la propriété d�orthogonalité :

Z b

a

Pk (x)Pm (x)! (x) dx = 0 pour k = m

Les poids de quadrature �j sont alors calculés selon des formules spéci�ques aux polynômes

orthogonaux choisis. Cette approche conduit à la quadrature de Gauss, qui atteint un degré

de précision maximal égal à 2n+ 1

Avantages de la méthode

Précision élevée avec un nombre réduit de points d�intégration .

Bonne convergence lorsque le noyau K (x; t) et la fonction f (x) sont réguliers.

Mise en �uvre numérique simple lorsque les polynômes orthogonaux et les poids sont

connus (Gauss-Legendre, Gauss-Tchebychev, etc.).

2.3.2 Méthode des approximations successives appliquée aux équa-

tions intégrales de Fredholm à l�aide des polynômes orthog-

onaux

Principe général de la méthode

La méthode des approximations successives (ou méthode de Picard) permet de déterminer

numériquement la solution d�une équation intégrale de Fredholm du second type sous la

forme :

' (x) = f (x) + �

Z b

a

k (x�t)' (t) dt:

où ' (x) est la fonctoin inconnue�k (x�t) et f (x) des fonctions donnés�� est un facteur

inconnu.

L�ideé est de reformuler l�équation intégrale sous une forme itérative :
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2.3. Méthodes de résolution classiques

' (x) = T (') (x) = �

Z b

a

k (x; t)' (t) dt+ f (x)

On dé�nit alors une suite de récurrence :

'n+1 (x) = T ('n) (x) = �

Z b

a

k (x; t)'n (t) dt+ f (x)

avec une approximation intiale '0 (x), souvent prise comme '0 (x) = f (x).

Sous certaines conditions sur le noyauK(x; t), cette suite converge vers la solution exacte

de l�équation.

Conditions de convergence

La convergence de la méthode est garantie si l�opérateur intégral T est contractant, c�est-à-

dire s�il existe une constante � 2 [0; 1] telle que :

kT ('1)� T ('2)k � � k'1 � '2k

pour toute fonctions '1 et '2 appartenant à l�espace fonctionel considéré. cette condition

est souvent assurée si � est s¢ sament petit et si k (x�t) est borné.

Estimation de l�erreur

Lorsque la suite ('n)n2N converge, on peut majorer l�errer de l�itération n par :

k'� 'nk �
�n

1� �
k'1 � '0k

ce qui permet d�estimer le nombre d�itérations nécessaires pour atteindre une précision

donnée.

En pratique, on arrête les itérations lorsque la di¤érence entre deux approximations

successives devient inférieure à un seuil �xé :



'n � 'n+1


 � "
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2.3. Méthodes de résolution classiques

Application des polynômes orthogonaux

Pour améliorer la stabilité et la précision des approximations successives, on peut représenter

la solution approché 'n(x) sous forme de série de polynômes orthogonaux :

'n(x) =

nX
k=0

�kPk (x)

où Pk (x) sont des polynômes orthogonaux dé�nis sur l�intervalle [a; b] par rapport à une

fonction poids ! (x), �k sont les coe¢ cients à déterminer.

Ces coe¢ cients peuvent être calculés par projection orthogonale grâce à la relation :

�k =
h'n; Pki!
hPk; Pki!

avec le produit scalaire pondéré dé�ni par :

hf; gi! =
bZ
a

f(x)g(x)!(x)dx

Cette approche permet de mieux capturer le comportement global de la solution, en

particulier lorsque la fonction f(x), et le noyau K(x; t) présentent une structure régulière

adaptée à la base orthogonale choisie.

2.3.3 Propriétés des noyaux symétriques et dégénérés

En analyse fonctionnelle, les concepts de noyaux symétriques et noyaux dégénérés jouent

un rôle fondamental, notamment dans la théorie des opérateurs et les équations intégrales.

1. Noyaux symétriques

Un noyau K(x; y) dé�ni sur D �D est dit symétrique si :

K(x; y) = K(y; x) pour tout x; y 2 D

Propriétés :

1) L�opérateur intégral associé est auto-adjoint dans un espace de Hilbert L2 (D) :

2) Son spectre est réel (valeurs propres réelles).
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2.3. Méthodes de résolution classiques

3) Il admet une décomposition spectrale : base orthonormée de fonctions propres.

4) Utilisé dans les problèmes autoadjoints (ex: équations de Fredholm en physique math-

ématique).

2. Noyaux dégénérés

Un noyauK (x; y) est dit dégénéré s�il peut s�écrire comme une combinaison �nie de fonctions

séparables :

K (x; y) =
nX
i=1

�i (x) i (y)

où �i et  i et sont des fonctions données, et est �ni.

Propriétés :

1)L�équation intégrale devient équivalente à un système linéaire de équations.

2)Permet une réduction de complexité dans les calculs numériques.

3)Couramment utilisé dans les méthodes de projection et d�approximation.
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Chapitre 3

Application des polynômes

orthogonaux à la résolution des

équations intégrales

3.1 Méthodes numériques

3.1.1 Méthode de collocation

Pour résoudre l�équation de Fredholm de deuxième espèce

' (s)�
Z
K (s; t)' (t) dt = f (s) (3.1.1)

on choisit un ensemble de noeuds distincts fs0; s1; ::::; sng � D tels que :

rn (si) =
nX
j=0

cj

�
�j (si)�

Z
D

K (si; t)�j (t) dt

�
� f (si) = 0 i = 0; 1; 2; :::::::; n

ce qui permet de déterminer les coe¢ cientsfc0; c1; :::::; cng comme solution du système
linéaire suivent :

nX
j=0

cj

�
�j (si)�

Z
D

K (si; t)�j (t) dt

�
= f (si) ; i = 0; 1; 2; :::::::; n
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3.1. Méthodes numériques

D�où

nX
j=0

cj�j (si) =
nX
j=0

cj

Z
D

K (si; t)�j (t) dt+ f (si) i = 1; 2; :::::::; n :

Comme

Pn' (s) =

nX
j=0

cj�j (s) ;

on peut aussi écrire :

Pn' (si) =

nX
j=0

�Z
D

cjK (si; t)�j (t) dt+ f (si)

�
=

nX
j=0

cj�j (si)

avec s 2 D, et Pn : V = C(D) ! Vn, est un opérateur de projection. Pour déterminer

les coe¢ ciennts cj;on résout le système

nX
j=0

cj

�
�j (si)�

Z
D

K (si; t)�j (t) dt

�
= f (si) ; i = 0; 1; 2; :::::::; n (3.1.2)

Ce système admet une solution unique si et seulement si

det
�
 j (si)

�
6= 0

où
�
 j (si)

�
est la matrice induite du système (3.1.2)

Il faut noter que cette condition implique que le système des fonctions f�0; �1; ::::; �ng
est linéairement indépendant.

Application de la Méthode de collocation

Si l�on considère le système f1; s; :::::sng des monômes linéairement indépendants, alors
on obtient le déterminant de Vandermonde, pour tout i 2 f0; 1; 2; :::; ng , on construit une
fonction li 2 Vn, telle que :

li (sj) = �ij =

8<: 1; si i = j

0; si i 6= j

D�où
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3.1. Méthodes numériques

Pn' (s) =

nX
j=0

' (sj) lj (s) ; s 2 D

Le système fl1; l2; ::::; lkg est appelé la base des fonctions de Lagrange véri�ant :

kPnk = max
s2D

nX
j=0

jli (s)j :

Si on prend Vn = span f1; s; :::::sng alors la base des fonctions de Lagrange est donnée
par :

li (s) =
nY

j=0;i6=j

(s� si)

(si � sj)
; (i = 0; 1; :::::n)

3.1.2 Méthode de projection (ou Ritz)

Dé�nition des opérateurs de projection

Dé�nition 3.1.1 Soit V un espace vectoriel, V1 et V2 deux sous espace vectoriels de V , on

dit que V est une somme direct de V1et V2 et on écrit

V = V1 � V2;

si tout v 2 V peut être decomposé de manière unique

v = v1 + v2; v1 2 V1; v2 2 V2:

De plus, si V est muni d�un produit scalaire et que

8v1 2 V1;8v2 2 V2 hv1; v2i = 0;

alors V est appelé somme directe orthogonale de V1 et V2.

Proposition 3.1.1 Soit V un espace véctoriel. Alors V = V1�V2 si et seulement s�il existe
un opérateur linéaire

P : V ! V

tel que :
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3.1. Méthodes numériques

1- P 2 = P (c�est-à-dire est idempotent)

2- pour tout v 2 V; ona une décomposition unique :

v = v1 + v2 , avecv1 = P (v) 2 V1 , v2 = (I � P )(v) 2 V2:

3 - V1 = Im (P ) ; et V2 = Im(I � P );

Dé�nition 3.1.2 Soit V un espace de Banach, et soit P 2 L(V ) un opérateur linéaire

continu tel que :

P 2 = P:

Si V est un espace de Hilbret (c�est -à-dir un espace de banach muni d�un produit scalaire),

alors P est dit projecteur orthogonal si :

hPv; (I � P )(u)i = 0;8v; u 2 V:

Exemples d�opérateurs de projection

Exemple 3.1.1 Soit V = C([a; b]);l�espace des fonctions continues sur [a; b] et V1 = Pn

l�espace des polynômes de degré infèrieur ou égal à n.

Soit une subdivision � : a = x0 < x1 < :::: < xn = b . Pour toute fonction v 2 C([a; b])
on dé�nit P (v) 2 Pn comme l�interpolent de Lagrange de v basé sur les points xi; c�est-à-
dire :

Pv(xi) = v(xi); i = 0; 1; 2; ::::; n

Cette interpolation est unique, et on a :

Pv (x) =
nX
i=0

 Y
j 6=i

x� xi
xi � xj

!
v (xi)

Exemple 3.1.2 En générale, soit Vn est un sous espace de dimension n de l�espace de

Hilbert V , et fu0; :::::::; ung une base orthonormal de Vn pour tout v 2 V; on dé�nit

l�opérateur de projection P par :
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3.1. Méthodes numériques

Pv =

nX
i=0

hui; viui

Principe des méthodes de projection

Dans toutes les méthodes de projection, on étudie la résolution de l�équation intégrale

de Fredholm de deuxième espèce de la forme

' (s)�
Z
D

K (s; t)' (t) dt = f (s) ; (s 2 D) (3.1.3)

où D est un domaine fermé et borné, un espace de fonctions tel que V = C(D) ou

V = L2(D).

On choisi une suite croissante de sous espace Vn � V; n � 1, et Vn chacun de dimension
Kn, avec une base (�0; �1; ::::::; �n) :

On cherche une approximation 'n 2 Vn de la forme :

'n (s) =
nX
j=0

cj�j (s) :

Le résidu rn(s) associé est :

rn (s) = 'n (s)�
Z
D

K (s; t)'n (t) dt� f (s) ;

ou encore, en remplaçant 'n :

rn (s) =
nX
j=0

cj

�
�j (s)�

Z
D

K (s; t)�j (t) dt

�
� f (s) :

Cette formulation se réécrit de manière opératorielle :

A' (s) = ' (s)�
Z
D

K (s; t)' (t) dt = f (s) =) rn = A'n � f

Les coe¢ cients fcjg sont choisis de manière à minimiser ou annuler le résidu selon une
méthode choisie.
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3.1. Méthodes numériques

Méthode de Galerkin

Soit V = L2(D) muni d�un produit scalaire :

hu; vi =
Z
D

u (s) v (s) ds:

La méthode de Galerkin impose :

hrn; �ii = 0 i = 0; 1; 2; :::::; n (3.1.4)

En injectant la dé�nition de rn , on obtient un système linéaire :

nX
j=0

cj
�

�j; �i

�
�


K�j; �i

��
= hf; �ii ; i = 0; 1; 2; ::::; n

Ce système est appelé système de Galerkin.

Des aspects fondamentaux doivent être examinés lors de l�étude de la méthode. Il s�agit

notamment de la question de l�existence et de l�unicité de la solution du système obtenu.

Il est également important d�étudier la convergence de la suite 'n vers la solution exacte

' 2 V , ainsi que la nature de cette convergence, notamment si elle est uniforme dans le cas
où V = C (D).

Par ailleurs, les intégrales à deux variables apparaissant dans les termes


K�j; �i

�
né-

cessitent, dans la majorité des cas, une évaluation numérique, en raison de leur complexité

analytique.

Exemple 3.1.3 Considérons l�équation intégrale :

u (x) = 1� 4
3
x+

Z 1

�1

�
xt2 � 1

�
u (t) dt:

On utilise comme base de test les polynômes de Legendre :

l1 (x) = 1; l2 (x) = x; l3 (x) =
3x2 � 1
2

:

On approxime u (x) par :

u3(x) = c1 + c2x+ c3
3x2 � 1
2

:
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3.2. Application pratiques

En insérant dans l�équation, le résidu devient :

r3 (x) = u3 (x)� 1�
4

3
x+

Z 1

�1

�
xt2 � 1

�
u3 (x) dt:

En exploitant l�orthogonalité des li , on impose :

hr3; l1i = 0; hr3; l2i = 0; hr3; l3i = 0:

Après calculs, on trouve :

c1 =
1

3
; c2 =

3

2
; c3 = 0;

d�où :

u (x) � u3 (x) =
1

3
+
3

2
x

3.2 Application pratiques

3.2.1 Équations de Fredholm du 2eme type

Forme générale :

' (x)� �

Z b

a

k (x�t)' (t) dt = f (x) x 2 [a; b]

Méthode de Galerkin :

'n (x) =

nX
k=1

ck�k (x)

1. Approximation :

Où �k (x) sont des polynômes orthogonaux :

Pk (x): polynômes de Legendre, orthogonaux sur avec poids ! (x) = 1.

Tk (x): polynômes de Tchebychev, orthogonaux sur avec poids ! (x) = (1� x2)
1
2 :

2. Projection :

On impose :

hr (x) ; �j (x)i = 0 pour j = 0; :::::::; n
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3.2. Application pratiques

où r (x) = 'n (x)� �
R b
a
k (x�t)' (t) dt� f (x)

3. Système linéaire :

On obtient un système (n+ 1)� (n+ 1) :

nX
k=0

Ck (�jk � �Ajk) = Fj

avec :

Ajk =

Z Z
K (x; t)�k (t)�j (x) dtdx; Fj =

Z
f (x)�j (x) dx

Comparaison des systèmes orthogonaux :
Propriété Legendre Tchebychev

Domaine [�1; 1] [�1; 1]
Poids ! (x) = 1 ! (x) = 1p

(1�x2)

Facilité d�intégration Bonne Excellente avec quadrature adaptée

Comportement en bord Uniforme Meilleure précision aux extrémités

3.2.2 Équations de Volterra

Forme générale :

' (x)�
Z x

0

k (x�t)' (t) dt = f (x) x 2 [0;1[ :

Applications :

Modèles de croissance biologique avec mémoire, cinétique chimique à e¤et retardé, dy-

namique neuronale ou épidémiologie.

Polynômes de Laguerre :

Dé�nis sur [0;1[ , orthogonaux pour ! (x) = e�x.

Approximant :

'n (x) =
nX
k=1

ckLk (x) :

Projection ou collocation avec quadrature de Laguerre.

Avantages :
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3.3. Analyse de l�erreur en fonction des polynômes orthogonaux

1) Naturellement adaptés à des domaines in�nis.

2) Très e¢ caces pour des solutions décroissantes ou à support in�ni.

3.2.3 Équations de Fredholm-Volterra (mixtes)

Forme générale :

' (x)�
Z x

0

k1 (x�t)' (t) dt�
Z b

0

k2 (x�t)' (t) dt = f (x)

Problèmes modélisés :

-Systèmes à mémoire locale et globale.

-Réactions avec interaction passée et e¤ets globaux.

Construction du système hybride :

1. Approche mixte :

'n (x) =
nX
k=1

ck k (x)

avec  k (x) adaptés au domaine [0; b].

2. La partie Volterra (intégrale bornée supérieure par x) est traitée via quadrature

adaptative.

3. La partie Fredholm (intégrale sur tout [0; b]) est résolue comme précédemment.

3.3 Analyse de l�erreur en fonction des polynômes

orthogonaux

L�utilisation des polynômes orthogonaux pour approximer la solution d�une équation inté-

grale permet d�obtenir des résultats trés précis, à condition que l�on étudie soigneusement

l�erreur en (x) entre la solution exacte ' (x) et l�approximation 'n (x), donnée par une com-

binaison des polynômes orthogonaux Pi (x) ; est dé�nie par :

en (x) = ' (x)� 'n (x) = ' (x)�
nX
i=0

aiPi
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3.3. Analyse de l�erreur en fonction des polynômes orthogonaux

On mesure généralement cette erreur dans le norme L2; ce qui donne :

kenk2L2 =
Z b

a

(' (x)� 'n (x))
2dx

Si la fonction ' (x) est régulière (par exemple, analytique), l�erreur décroît de manière

rapide lorsque degré n augment. En e¤et, les méthodes spectrales, qui utilisent des polynômes

comme ceux de Tchebyshev ou de Legendre, montrent une convergence exponentielle dans

le cas des fonctions régulières.

De plus, le choix du type de polynômes orthogonaux in�uence directement la précision de

l�approximation. Par exemple, les polynômes de Tchebyshev sont particulièrement e¢ caces

sur l�intervalle [�1; 1] avec une pondération adaptée.
Ainsi, l�analyse de l�erreur montre que ces méthodes ne sont pas seulement puissantes,

mais aussi optimales pour les fonctions lisses, avec un taux de convergence bien supèrieur à

celui des méthodes classiques
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Conclusion générale

Conclusion

Ce mémoire a permis de mettre en lumière le rôle fondamental que jouent les polynômes

orthogonaux dans la résolution numérique des équations intégrales, notamment celles de

Fredholm du second type. En combinant des fondements théoriques solides à des approches

numériques concrètes telles que les méthodes de Galerkin et de collocation, nous avons

démontré l�é¢ cacité des séries orthogonales dans l�approximation de solutions analytiques

souvent inaccessibles.

L�utilisation des polynômes de Legendre, en particulier, a facilité la construction de

solutions approchées précises grâce à leurs propriétés d�orthogonalité sur des intervalles

�nis.

Au des résultats obtenus, ce travail ouvre plusieurs perspectives intéressantes. Il serait

pertinent d�étendre ces méthodes à :

- des équations intégrales a noyaux singuliers ou non symétriques

- des systèmes d�équations intégrales couplées

- ou encore à des équations aux derivées partielles via les méthodes spéctrales, ou les

polynômes orthogonaux jouent également un rôle central.

Par ailleurs, l�implémentation numérique sur des logiciels spécialisés (tels que MATLAB,

Python ou Maple) pourrait o¤rir une interface plus �exible et permettre l�analyse de cas

plus complexes, et compris en haute dimension.

En dé�nitive, ce travail illustre la complémentarité entre théorie mathématique et calcul

numérique, et con�rme que les polynômes orthogonaux ne sont pas uniquement des objets

d�étude académique, mais bien des outils puissants pour la modélisation et la résolution de

problèmes scienti�ques concrets.
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