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Résumé
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ans ce mémoire, nous avons étudie un probléeme inverse non linéaire pour l'identification nu-
Q) mérique d'un parametre dans un probleme elliptique en dimension un avec conditions aux
limites de Dirichlet-Neumann. Nous avons démontré le probleme inverse n’est pas continu par rap-
port aux données. Donc, ce probleme est étudié dans un cadre d’un probléme d’optimisation avec
contraintes ou les contraintes est un ensemble convexe et fermé, et la fonction objective est donnée
par la fonction de moindres carrés non linéaires. Ce probleme d’optimisation admet au moins une
solution. La résolution numérique de ce probleme par éléments finis est équivalent a la résolu-
tion d’inéquation variationnelle. Enfin, nous avons utilisé deux méthodes de type extragradient :
méthode de Korpelevich et méthode Khobotov pour résoudre le probleme d’optimisation.

Mots-Clés : Eléments finis, Moindres carrés, Méthodes de type extragradient, Probleme inverse.

n this memoir, we study a nonlinear inverse problem for identification of a parameter in an
I elliptic problem with boundary conditions Dirichlet-Neumann. We have demonstrated the in-
verse problem is not continuous with the data. Therefore, this problem is examined as part of an
optimization problem with constraints where the consstraints is a closed convex set, and the objec-
tive function is given by the function of nonlinear least squares. This optimization problem admits
at least one solution. The numerical resolution of this problem by finite elements is equivalent to
solve variational inequality. Finally, we used two extragradient methods : Korpelevich method and
Khobotov method for solving the optimization problem.

Keywords : Finite Elements, Least squares, Extragradient methods, inverse problem.
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Introduction générale

Un probleme inverse est une situation dans laquelle les valeurs de certains parametres d’un mo-
dele doivent étre identifiées a partir d’observations du phénomeéne. En mathématiques, un probleme
inverse a la forme d’une équation

Ar =y (1)

Ou y représente les mesures effectuées, x représente les valeurs des parametres du phénomene et
A est un opérateur linéaire ou non linéaire.

Les problémes inverses généralement sont des problémes mal posés car si I’on cherche a résoudre
I'équation ([1)); cela nécessite U'inversion de l'opérateur A. Cette opération n'est pas forcément
évidente d’un point de vue numérique et d’apres Hadamard [§] un probléme est bien posé s’il
vérifie les trois conditions suivantes :

1 La solution existe;
1z Elle est unique;
1= Elle dépend continument des données.

Donc, si I'une des trois conditions n’est pas satisfaite, on dit que le probleme est mal posé.

La résolution du probleme inverse passe en général par une étape initiale de modélisation du
phénomene, dite probleme direct qui décrit comment les parametres du modele se traduisent en
effets observables expérimentalement. Ensuite, a partir des mesures obtenues sur le phénomene réel,
la démarche va consister a approximer au mieux les parametres qui permettent de rendre compte
de ces mesures. Cette résolution peut se faire par simulation numérique ou de fagon analytique.

Dans ce mémoire, nous avons centré notre travail sur le probleme elliptique en dimension un
suivant :

—(a(2)u'(z)) = f(2), (2a)

w(0) =0 (2b)
a()u'(1) = A (2¢)

Y

ou est la condition de Dirichlet homogene et est la condition de Neumann.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniere suivante :

Dans le premier chapitre, nous allons commencer par donner un rappel sur les espaces vecto-
riels normés et de Hilbert et leurs propriétés, ainsi que quelques résultats indispensables sur les
opérateurs linéaires continus dans les espaces de Hilbert et en termine par les propriétés les plus
importantes dans ’analyse convexe et l'optimisation.

Dans le second chapitre, nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour résoudre un
probléme direct qui consiste a trouver u avec a, f et A sont connues. cette méthode est basée sur
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trois étapes principales. D’abord, nous obtenons la formulation variationnelle du probleme direct.
Ensuite, nous discrétisons la formulation variationnelle par éléments finis P; nous dérivons un
systeme d’équations linéaires a matrice symétrique, définie positive et tridiagonale. La méthode
de Cholesky nous permet de proposé une algorithme pour résoudre le systeme linéaire associé.
Finalement, nous programmons cette algorithme par Matlab et nous testons cette algorithme par
quelques exemples numériques.

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse a ’étude un probléme inverse pour identifier le parametre
a avec f et A données et z une mesure de la solution wu.

On remarque que le probleme inverse ne peut pas étre résolu directement en manipulant le
probleme aux limites —. Nous avons montré que ce probléeme inverse est mal posé de sorte
que n’est pas stable. D’autre part, on considére un opérateur implicite .% qui associé le parametre
a, la solution .# (a) = u du probléme direct. Cet opérateur est différentiable.

Une approche étudiée pour résoudre le probléeme inverse est de poser un probleme d’optimisation
dont la solution est une approximation du parametre a. L’idée est de minimiser la différence entre
la solution calculée et la solution mesurée, en utilisant une certaine norme appropriée. Autrement
dit, étant donné une mesure z de la solution u, donc le parametre a est la solution du probleme
de moindre carrés :

rarg‘lj(a) (3)
ou J est une fonction définie par
@=tir@=a =1 o) [L @) -] ¢
a) = = a)— =z = — al\xr - a\r)) —z xZ.
2 2 Jo dx

Nous montrons que la fonction J est différentiable et convexe. Donc, le probleme d’optimisation
admet au moins une solution. Pour résoudre numériquement le probleme il faut et il suffit
de résoudre une inéquation variationnelle suivante : trouver a* € A telle que

(J'(a*),a —a*)y >0, pour tout a € A. (4)

ou J' est la dérivée de J. Nous employons deux méthodes de type extragradient pour résoudre
I'inéquation variationnelle . Ces méthodes sont :

i La méthode de Korpelivoch [I3], [I7, ch. 12].
i la méthode de Khobotov [12].

Ce mémoire se termine par une conclusion et quelques perspectives.

vii



CHAPITRE 1

Rappels sur des outils mathématiques

ans ce chapitre, nous allons donner un rappel sur les espaces vectoriels normés et de Hilbert
Q) et leurs propriétés, ainsi que quelques résultats indispensables sur les opérateurs linéaires
continus dans les espaces de Hilbert et en termine par les propriétés les plus importantes dans
I’analyse convexe et 'optimisation.



1.1. ESPACES NORMES 2

1.1 Espaces normés

Définition 1.1. (Norme). Soit E un espace vectoriel sur le corps K (K = R ou C). Une norme
sur F, est une application ||.|| : E — R vérifiant les conditions suivantes :

L |lz]| >0et ||z]| =0 <=z =0,
2. [[Az|| = |A|||z]|, pour tout € E et pour tout A € K,
3. [lz+yll < llzll + llyll, pour tout z,y € E.

Remarque 1.1. L’espace vectoriel E muni d’'une norme s’appelle espace normé, noté par
&, - 1)

Exemple 1.1. Soit x € R", les applications suivantes sont des normes usuelles sur R" :

l2lle = max |z,

n
llly = > ll
i=0

1
n P
o, = (k) pourp > 1
=0

Exemple 1.2. Soit {2 un ouvert de R"™. L’espace vectoriel des fonctions de carré intégrable sur {2
est :

ﬁm%{ﬁQﬁK4U@WM<m}

L’application || - || : L* (€2) — R donnée par :
%
171 = ([ 1) do)

Définition 1.2. (Semi norme). Soit E un espace vectoriel sur R, on dit qu'une norme sur E est
une semi norme Si :

est une norme.

lz|| =0= 2z =0.
n’est pas vérifie

Remarque 1.2. L’espace vectoriel £ muni d’une semi norme s’appelle espace semi normé.

1.2 Espaces de Banach

Définition 1.3. (Suite de Cauchy). Soit E un espace vectoriel normé. Une suite (z,,), . de E

est de Cauchy si et seulement si,

neN

Ve>0,ANeN /Vn>m >N = ||z, — x| <€

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire



1.3. ESPACES DE HILBERT 3

Définition 1.4. (Espace complet). Soit E un espace vectoriel normé. On dit que F est complet
si tout suite de Cauchy dans £ est convergente dans F.

Définition 1.5. (Espace de Banach). Un espace de Banach est un espace normé complet.

Définition 1.6. (Espace dual). Soit F un espace vectoriel sur K. On appelle dual de E, et on
notera E* (ou E’), espace vectoriel L(FE,K) des formes linéaires et continue de £ dans K.

Remarque 1.3. On appelle bidual de F, et on notera (E*)*, dual de E*.

1.3 Espaces de Hilbert

Définition 1.7. (Produit scalaire). Soit E un espace vectoriel sur le corps K. Un produit scalaire
sur E est une application (-,-) : E x E — K telle que pour tout x,y, x1,z2 € E et pour tout A € K
on a :

r,x) > 0et (z,2) =0<= 2 =0,

) = (y,2),

I1+'T27 > <xlay>+<x27y>7

B~ W N

Définition 1.8. (Espace préhilbertien). Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni d’un
produit scalaire.

Remarque 1.4. Un produit scalaire sur E définit une norme sur £ donnée par :
1
Ve e B |z|| = (x,z)2.

Exemple 1.3. L’espace R" muni du produit scalaire :
Ve e R": Z i

est un espace préhilbertien .

Exemple 1.4. L*(Q) est un espace préhilbertien si on le muni d’un produit scalaire

(£.9) = [ f@)g(a)da

Lemme 1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz). Soit E un espace préhilbertien sur le corps K. Pour
tout x,y € £ on a :

(2, y)| < (@,2)% (y, )% . (1.1)

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire



1.3. ESPACES DE HILBERT 4

Démonstration. L’inégalité (1.1]) est trivialement satisfaite si (x,y) = 0. Supposons donc que
(x,y) # 0. Alors on pose z = x — Ay telle que (z,y) =0

(z,9) = (2 + Ay, y) = (z,9) + Ay, ),
(z,y)
(v, y)

=Ny, y) = A=

par conséquent on a :

De plus on a 'égalité si (z, z) = 0. ]

Lemme 1.2. (Inégalité de Minkowski). Soit E un espace préhilbertien et Vx,y € E alors on a :

\/<$+y,x+y> < \/<x>$>+\/<y,y>-

Démonstration. On a

(z+y,x+y) = (z,2) +2Re(z,y) + (y,9) ,
< (@, 2) +2[(z, 9)| + (v, ),

On applique 'inégalité (|1.1))on obtient :

@) < (Ve + )

D’ou

\/<w+y,x+y) < \/<x,9:) + \/<y,y>-
O
Lemme 1.3. (Loi de parallélogramme). La norme induite par un produit scalaire satisfait [’égalité
2+ yll* + llz = yll* = 2l ]1* + [ly[I*)-
Démonstration. Nous avons

le+yl*+ e —ylP = @+y,2+y)+ (x—y,z—y),
—( )+ (z,y) + (y,2) + (y,9) + (z,2) — (2,9) — (y,7) + (v,9),
=2(||z]* + [ly[I*)-

]

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire



1.3. ESPACES DE HILBERT >

Définition 1.9. (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur K
complet pour la norme induite par le produit scalaire.

Définition 1.10. (Orthogonalité). Soit H un espace de Hilbert deux vecteurs z,y € H sont
orthogonaux si (z,y) = 0 on note par : zly. L’orthogonal d’un sous espace vectoriel A est :

At ={r e H (2,y9) =0 Vye A}.
A+ s’appelle le complément orthogonal de A.

Remarque 1.5. La relation d’orthogonalité possede les propriétés suivantes :
1. Ve,ye H, zly < ylux,
2. Ve e H, 0Lx,
3. xlx =2 =0,
4. Soit x € H. Pour tout z; €e H,i=1,...,n,onazly, =z LY \z;, V), € K.

Théoréme 1.1. Soit A un ensemble non vide d’un espace de Hilbert et soit A la fermeture de A.
Alors, s’il existe x € A tel que x LA alors x = 0.

Démonstration. Soit x € A = I(z,)nen € A tel que z, Uﬂ x. Donc (x,,x) =0 ¥n € N.
alors : lim,, o0 (7, 2) = 2| = 0= 2 = 0. O

Théoréme 1.2. Si A un ensemble non vide de H alors :
AL:{xEH/xJ_A}.
est un sous espace fermé de H.

Démonstration. On a At # () car 0 € AL. Vo, 20 € AL VAL, M €K, Vy € Aon a:
(Mx1 4+ A2, y) = A1 (21, ) + A2 (22, 9) = 0.
alors \jz1 4+ Aoxs € AL. Donc A est un sous espace de H.
D’autre part on a Vz, € AL = 3 (%0) pen € At tel que z, U Zo. Alors
(zo,y) = lim (zn,y) =0 Vye€ A
Donc x5 € A+ est un sous espace fermé. O

Corollaire 1.1. Soit Hy espace fermé de H et soit x € H alors il existe un élément yo € H, telle
que :

(x —yo) LHyet ||z —yol < ||z —vy| Yy e H.
On appelle cet élément la projection orthogonale de x sur Hy et l'on note par : yo = Py, (x).

Définition 1.11. (Ensemble convexe). Un ensemble S est dit convexe si pour tout points z et y
de S le segment [z, y] est inclus dans S i.e :

Ve,ye S,Vte[0,1]: (1—t)z+ty € S.

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire



1.4. OPERATEURS LINEAIRES DANS UN ESPACE DE HILBERT 6

Exemple 1.5. e Les sous ensembles convexes de I'espace R sont les intervalles de R,
e Dans un espace vectoriel normé réel toute boule (ouverte ou fermé) est convexe.

Théoréme 1.3. (Décomposition orthogonale). Si Hy est un sous espace fermé de H, alors tout
x € H s’écrit d’une maniére unique :

T=Y+z odzEHll,yEHl.
Démonstration. L’existence d’une telle décomposition vient du fait que
r=pr+ (I —p)z.

ou p est la projection orthogonal de H sur H; supposons :
r=y+zy€ Hy,z € Hi alors :

pr =py +pz =1y,
(I—px=I-py+{I-pz=z
cette décomposition est donc unique. O]

Corollaire 1.2. Soit H, un sous espace fermé de H, alors
Hy,N Hi = {0} de plus H=H, ® Hy.
c’est a dire H admet une décomposition orthogonal.

Démonstration. Si x = pr + (I —p)x € Hy N Hi" alors
(x,pr) = (z,(I — p)x) =0 ce qui entraine que

(z,pr+ (I —p)z) = (z,x) = ||z||*> = 0 donc z = 0

D’apres Théoreme ona H=H, ®Hi. ]

1.4 Opérateurs linéaires dans un espace de Hilbert

Définition 1.12. (Opérateur linéaire continu). Soit H; et Hy deux espaces de Hilbert réels. On
appel opérateur linéaire continu de H; dans Hs, toute application T : H; — H telle que :

Linéarité : Va,y € H,Va,f € R: T (ax + By) = aTx + 5Ty.
Continuité : 3K > 0,Vx € Hy : ||[Tz| 5, < K ||z 4,

On définit la norme de l'opérateur T par :

Tz
vety ||| g,

Définition 1.13. (Noyau et image de T ).
— Le noyau de 'opérateur T est un sous espace de H; définie par :

Ker(T) ={x € H;,Tx =0};

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire



1.4. OPERATEURS LINEAIRES DANS UN ESPACE DE HILBERT 7

— L’image de T est le sous espace de H, définie par :
Im(T)={Tx | x € Hi}.

Définition 1.14. (Opérateur adjoint). Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert et soit 7' €
L (Hy, Hy). L'unique application linéaire T* € L (Ho, H) tel que

Ve € H\,Yy € Hy, (Tz,y) = (z,T"y)
est appelée 'adjoint de 'opérateur T

Proposition 1.1. Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert. Soit T, S € L (Hy, Hs), on a :
1. (T =T,
2. (TS)" = 8*T*,
3. (T+S) =T+ 5%,
4. (aT)" =aTr,
5. Ker (T*) = (ImT)*.

Démonstration. 1. Ve € H,Vy € Hy on a :
(Tz,y) = (x, T"y) = (T*y,x) = (y,(T*) ) = ((T") z,y),

2. Va,y € H:((T'S) x,y) = (2, TS(y)) = (T"(x),5(y)) = (ST (x),y),
3.A(T+5) (z),y) = (Tz,y) + (Sz,y) = (z, (T" + 57) y),

4. {aT(z),y) = a(Tz,y) = a(z,T"y) = (z,aT™y),

5. Soit y € KerT™ alors, on a :

T"y=0«< (z,T"y) =0, Ve € H
& (T'r,y) =0
sye(ImT)"

donc Ker (T*) = (ImT)™*.
O]

Théoréme 1.4. (Théoréme de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hilbert et soit L
une forme linéaire continue sur H alors 3la € H tel que :

Vo€ H: Lix) = (,a) et |l = llall,.

Démonstration. 1. Si L =0= (x,a) =0 = a = 0.(le cas triviale)

2. Si L # 0:soit F = Ker(L) (c’est un sous espace fermé car L est continue) ona: H = F@F*.

Soit o # 0,90 € F+ alors L(yo) # 0, Vo € H.

On pose u =z — LL((;O))yO = L(u) = 0 c’est & dire u € F et comme yo € F+ on a: (u,y0) =0

cela s’écrit en remplacant u par son expression

(.90 = llyoll)* L(z)/L(yo) = 0.

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire



1.4. OPERATEURS LINEAIRES DANS UN ESPACE DE HILBERT 8

On en déduit que :

L(z) = (z,yo0) ﬁy(fﬁg Vo e E.

Et il suffit alors de poser a = ||yo|| ™ L (yo)yo.
a est unique car si a; # ag vérifiant L(x) = (z,a1) = (z,a2) Vo € H = (x,a; — az) = 0 donc

a1 = Q9.
I} = llal| on a:
(L) _ [z, a)]
|l = sup T = B
vel ||z]|y [l
Done [| L] = [lall -

Définition 1.15. Soit a : H x H — R une forme bilinéaire. On dit que
e a est continue sur H s’il existe M > 0 si

Vw, v € H, |a(w,v)] <M ||lwl|y (o] -
e a est coercive (ou elliptique) si
Yu € H,3a > 0 tel que a (u,u) > a||ul|3, .

Théoréme 1.5. (Laz-Milgram, [3, p. 74]). Soit H un espace de Hilbert réel. On considére L (-)
est une forme linéaire continue sur H et a(-,-) est une forme bilinéaire continue et coercive sur
H. Alors la formulation variationnelle suivante :

{ Trouver uw € H telle que (12)

Yve H, a(u,v)=L(v).
admet une unique solution. De plus cette solution dépend continument de la forme linéaire L.

Démonstration. On a a(w, v) est une forme bilinéaire continue sur H d’apres le théoreme de Riesz :
JA(w) € H tel que :

a(w,v) = (A(w),v) Vv € H.
la bilinéarité de a(w,v) implique la linéarité de w — A(w) car soit wy,wy € H,Va, 3 € R, on a :

(A(awy + pws),v) = alaw, + Pws,v),
= aa(wy, v) + Ba(ws, v),
= a (Awy,v) + B (Awsq,v),
= (aAw; + fAws,v) .

donc w — A(w) est linéaire.

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire
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On pose v = A(w). D’apres la continuité de a(w,v), nous avons :
1A@w)|* = a(w, A(w)) < M [[wl[|A(w)]| = [[A(w)|| < M [w].

donc A — A(w) est continue.
Une autre application de Théoreme [I.4] on a :

3f € H tel que |flly = |l et Lv) = (f,0) Vo € H.

Donc le probléme variationnelle (1.2)) est équivalent & trouver u € H tel que A(u) = f. On va
montrer que A est bijectif (ce qui implique l'existence et I'unicité de u).

A est injectif : D’apres la coercivité de a (+,-) on a :

alw]* < a(w,w) = (A(w),w) < [|Aw]| [Jw]
ce qui donne
allw| <J|Aw||,w € H. (1.3)

Soit wy,wy € H tel que A(wy) = A(ws) alors A(w; — wy) = 0 (car A est linéaire ). En
utilisant (1.3), on obtient :

a|lwy —wsa] < JA(wy — we)|| = 0 = wy = ws.

A est surjectif : Il suffit de montrer que ImA+ = {0}. Soit v € ImA~*, on a :

VA(w) € ImA, (A(w),v) =0 = a(w,u) =0
On pose w = v et d’apres la coercivité de a (+,-) on a :
allvl]’ < alv,v) =0=0v=0
donc ImA*+ = {0}. D’autre part, on a :
H =ImA@ ImA*+ et ImA*+ = {0} = ImA = H.

Alors, A est surjectif.

A~! est continue : En remplacant dans ((1.3), on trouve que A~! est continue sur H. Alors, la
solution u dépend continument de f.

]

1.5 Analyse convexe et optimisation

Définition 1.16. (Fonction convexe). On dit qu'une fonction f définie sur un ensemble convexe
non vide S € H et a valeur dans R est :

1. Convexe sur S si est seulement si

f(1=0)u+6v) <(1—-0)f(u)+0f(v) VYu,ve S V0ell].

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire
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2. Strictement convexe sur S si est seulement si
F((1=0)u+6v)<(1—=0)f(u)+0f(v) lorsque u # v, et € ]0,1].
3. Fortement convexe si est seulement si V6 € [0, 1]
3a>0tdmmf«1—mu+&mg(l—mfwy+wmo—%m1—mnu—mf

On dit aussi f est o convexe si § = 1/2.

Définition 1.17. (Minimum local). On dit que u est un minimum local de f sur S si est seulement
sl :

ueSet3I>0/VYoeS |v—ul| <d= flu) < f(v).
On dit que u est un minimum global de f sur S si est seulement si :
ue Set flu) < f(v) YweS.

Proposition 1.2. (voir [3, p. 297]). Si f est une fonction convexe sur un ensemble conveze
S, tout point de minimum local de f sur S est un minimum global, si de plus [ est strictement
conveze, alors il existe au plus un minimum.

S1.S un conveze fermé et f est une fonction o convexe sur S. Alors, il existe un unique minimum
global u de f sur S, et on :

lu —|* <

4
2@ - fw), woes
Définition 1.18. (Différentiabilité au sens de Fréchet). On dit que la fonction f définie sur un
voisinage de u € H a valeur dans R est différentiable au sens de Fréchet en u s’il existe une forme
linéaire L € H' continue sur H telle que

fu+w) = f(u) + L(w) + O(w), avec lim [O(w)]

w=oe ]l

= 0. (1.4)

On appel L la différentielle de f en u et on note L = F'(u).
On peut préciser la relation (1.4]) en identifiant H et son dual H' grace au théoréeme de repré-
sentation de Riesz.En effet, il existe un unique p € H tel que (p, w) = L(w), donc (|1.3)) devient

flu+v) = f(u) + (p,w) + O(w), avec lim lO(w)]

v w]

=0.

Définition 1.19. (Différentiabilité au sens faible). On dit que f définie sur un voisinage de u € H
a valeur dans R est différentiable au sens de Gateaux en u s'il existe L € H' tel que
Sw) —
Vweﬂgme+zg S _ . (1.5)

—0t
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1.5. ANALYSE CONVEXE ET OPTIMISATION 11

Proposition 1.3. (voir [3, p. 305]) Soit f une fonction différentiable de H dans R, les assertions
suivantes sont équivalentes :

f est convexe sur H.
f@) > flw) + {(f(u),v —u) Vu,ve H. (1.6)

(f'(u) = f'(v)yu—v) 20  Vu,ve M.
Et pour o > 0 les assertions suivantes sont équivalentes :

f est a convexre sur H.
F0) 2 f) + (f @) —u)+ 5 o —ul  VuveH.

(f'(u)— f(v),u—v)>alu—v|* VYuveH.

Définition 1.20. (Dérivée seconde). Soit f une fonction de H dans R. On dit que f est deux
fois différentiable en u € H si f est différentiable dans un voisinage de u et sa différentielle f’ est
différentiable en u. On note f” la différentielle de f’ en u qui vérifie

flu+w)=f"+ f"(u)v+ O(w), avec lim [O(w)|

w=0 [l

=0.

Définition 1.21. (Probléme de minimisation). Soient H un espace de Hilbert réel, S un sous en-
semble de H et f: H — R une fonction. Un probléme de minimisation du type suivant :"Trouver
w € H ou S, un minimum de la fonction f'. Ce probleme est formulé de la fagon suivante :

Probléme de minimisation sans contrainte :

min f(x).

veH

Probléme de minimisation avec contrainte :

min f(x).

vES

1.5.1 Condition d’optimalité

Théoréme 1.6. (Inéquation d’Euler, cas convexe, voir [3, p. 307]). Soient H un espace de Hilbert
réel et S un ensemble convexe de H. On considére f : S — R une fonction différentiable enu € S.
Alors,

1. Siu est un point de minimum local de f sur S on a :

(f'(u),v—u) >0 Yoves. (1.7)

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire
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2. De plus si f est convexe, alors u est un minimum global de f sur S.

Démonstration. On suppose que u € S est un minimum local de f. Alors, pour tout v € S et
h €]0,1] on a u+ h(v—wu) € S, donc

fluth(v—u)—f(u)

> 0.
A >
On en déduit(1.7) en faisant tendre h vers 0.
La deuxieme assertion du Théoreme [1.6| découle immédiatement de (1.6]) et ((1.7)) . O

Remarque 1.6. L’inéquation d’Euler(1.7)) il s’agit d’une condition nécessaire d’optimalité qui de-
vient nécessaire et suffisante si f est convexe. Dans deux cas importants, ([1.7]) se réduit simplement
a I'équation d'Euler f'(u) = 0.

1. Si S = H alors v — u décrit tout H lorsque v décrit H et donc ([1.7)) entraine f'(u) = 0.

2. Si u est intérieur a S, la méme conclusion s’impose.

Proposition 1.4. (voir [3, p. 310]). On suppose que S = H et que f est deux fois différentiable
en u. Siu est un point de minimum local de f, alors

f'(u)=0et f'(u) (w,w) >0 VYw € H.
Réciproquement, si pour tout v dans un voisinage de u

f(w)=0cet f'(v)(w,w) >0 Ywe H.
alors u est un minimum local de f.

Théoréme 1.7. (Projection sur un ensemble convexe fermé).
Soit S C H un convexe fermé non vide, alors Vf € H,3u € S tel que

|/ —u| = min|f —of. (1.8)
De plus u est caractérisé par la propriété :
uesS (f—u,v—u)<0 Yves. (1.9)

on note u = Psf la projection de [ sur S.

Démonstration. 1. Existence : soit (v,) € Setd, = ||f — v,|| = d = inf,es || f — v]|, montrons
que (v,) est de Cauchy. Appliquant Lemm avec * = f —v,,y = [ — v, on obtient :

Up + U ||2

2

Un — Unm

2

2 1

Hf_ 2

(a2 +d2,) .

Or Un‘gvm € S et donc Hf — ””*%H > d. Par conséquent :

Un — Unm 2

1
< S(d2+d2) — d*.

et m}ribgloo |vn, — U]l =0, donc v, > ue Setlonad=|f—ul.

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire
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2. Equivalence entre (T.8) et (I.9). Soit u € S vérifiant (T.8) et soit w € S. On a w =
(1 —t)u+tw € S pour t €]0, 1] et donc

If = ull < F =1 =B+ tw]|| = [(f —u) = t(w —w)]|.

par suite
1f = ull® < If = ull® = 26(f = w,w — ) + ¢ [Jw — u]*.

le:

2(f —u,w —u) < tllw—ul|* quand t — 0 on obtient([L.9).
Inversement, soit u Vériﬁant, alors on a

If=ull>=llo=fIP=2(f —u,v—u)—|Ju—v]* <0 Yoe S d’ou(L.g).
3. Unicité : soient u; et us Vériﬁant, alors on

(f—uw,v—uw) <0 Yoelbs. (1.10)
(f —uz,v—up) <0 YveS. (1.11)

Reportant v = uy dans(l.10)et v = uy dans (1.11]), apres addition on trouve |u; — ug|2 <0,
d’ou u; = us.
O
Lemme 1.4. L’opérateur de projection sur un ensemble convexe satisfait les propriétés suivants :
1. |Psx — Psy| < ||z —y| Va,yeH.
2. (v — Psx, Psx —y) >0 Vre HVyeS.
3. ||z —yl* > |z — Psz||* +|ly — Psz|> Ve H,yes.

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire



CHAPITRE 2

Probleme direct

ans ce chapitre, nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour résoudre le probleme

direct avec conditions aux limites de Dirichlet-Neumann. La méthode des éléments finis est
basé sur trois idées principales. D’abord, nous obtenons la formulation variationnelle du probléme
direct. Ensuite, nous discrétisons la formulation variationnelle par éléments finis IP; et nous dérivons
un systeme d’équations linéaires & matrice symétrique, définie positive et tridiagonale. Avec la
méthode de Cholesky nous avons proposé une algorithme pour résoudre ce systéme. Finalement,
nous avons programmeé cette algorithme par Matlab et nous testons cette algorithme par quelques

exemples numériques.

14
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2.1 Position du probleme

On considere le probleme elliptique en dimension un avec conditions mixtes suivant :
Trouver u : |0,1] — R tel que

— (a(2)u'(z)) = f(2), (2.1a)
u(0) = 0, (2.1b)
a(D)u'(1) = A (2.1¢)

Ou feL?(0,1), xe Ret a:]0,1[ — R* est une fonction dérivable et bornée c’est a dire :
Jdai,as >0, a3 < a(z) < ay, pour tout x € [0,1]. (2.2)

Remarque 2.1. L’équation (2.1a]) correspond & une solution a ’état stable de ’équation de la
chaleur suivante :

ai; = (aW) + f. (2.3)
Ou u est la température, f est un terme source, a est la conductivité thermique et A est le flux
de chaleur (entrant ou sortant). On peut utiliser la méme équation pour modéliser un écoulement
monophasique (comme du pétrole) : u est la pression, f représente les puits de pompage, a est la
perméabilité du milieu et A\ = 0 pour un milieu fermé. Une discussion détaillée de I'équation ([2.3))
peut étre trouvée dans [4].

2.2 Formulation variationnelle

On définit Pespace de Sobolev H' (0,1) par :
H(0,1) := {v € L?(0,1) tel que v' € L*(0, 1)} :
Nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.1. On a Uinclusion H* (0,1) € C(0,1) et
HUHC(O,l) < HUHL2(0,1) + HU,HL2(0,1) : (2.4)
Démonstration. Soit u € H' (0,1). Alors, on a :
Vo,y € [0,1],u(y) = u(x) —|—/myu’ (t) dt
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

Ju (@) —u @) < Iz =yl W]l 20 (2.5)

Donc u est continue sur [0, 1]. De (2.5)), nous avons :
lu(z)| < |u(y)| + || 20, pourtout z,y € [0,1].
(0,1)
En intégrant en y sur [0, 1], on obtient :
1
lu(z)] < /0 |u (y)] dy + ||U,||L2(071) < HUHLQ(OJ) + HU,“L2(0,1) pour tout x € [0,1].

On en déduit I'estimation ([2.4)). m

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire
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On munit H' (0,1) de la norme suivante :

2 2 1/2
el 0y = (IullZ200) + 1911 7200.0))

et du produit scalaire associé

1
(W00 = [ (@) v @)+ ()0 (@) da.
Lemme 2.2. H' (0,1) est un espace de Hilbert.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que H' (0,1) est complet. Soit (u,) une suite de Cauchy dans
H'(0,1).

Les deux suites (u,) et (u
existe u,v € L (0, 1) tels que

!/
n

) sont des suites de Cauchy dans L? (0, 1) qui est complet. Donc, il
Uy —>u et u, — .
n—-+o0o n—-+o0o

De ([2.4), on déduit que la suite (u,) converge uniformément sur [0, 1] et par passage a la limite
dans I’égalité

(@) = () + [, (8)

on obtient

Yy
ul@) =uly)+ [ o
,alors Donc, u € H' (0,1). O

On introduit l'espace V' défini par :
Vi={ve H (0,1) /v(0) =0}

Lemme 2.3. L’espace V est un sous espace fermé de l'espace de Hilbert H' (0,1). De plus, I’ap-
plication suivante :
wr— [/l 20,1

est une norme sur V. équivalente a la norme |[ul[ g ;-
Démonstration. On considére 'application linéaire ¢ : H' (0,1) — H' (0, 1) définie par

v (v) =v(0).

De (2.5)), Papplication ¢ est continue sur H* (0, 1), donc ker (¢) = V est un sous espace fermé de
H'(0,1). De plus, si u € V et pour tout z € ]0,1[, on a :

u(@)| < [ [/(0)]at.
0
il en résulte

HuHLQ(O,l) < HUIHLQ(O,l)'

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire
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Ainsi, nous avons :
2 2 2
||“”L2(0,1) + ||u/||L2(0,1) <2 HUIHL2(0,1) :
Alors, on a :
HU’/”LQ(O,I) < HuHHl(O,l) < \/EHu/HLQ(O,I)
d’ou I’équivalence des normes. O

Lemme 2.4. Le sous ensemble A défini par :
A:={aeC(0,1) /a3 <a(x) <as, aj,as >0}
est un convexe et fermé.

En multipliant 1’équation ([2.1a]) par une fonction arbitraire v € V' et en intégrant sur [0, 1], on
obtient :

. /0 Na@) (@) v (2) dr = /0 (@) v (@) de. (2.6)
Par intégration par parties, le membre gauche de devient :
— /01 (a(z)u (2)) v (x)de = —a(x)u (z)v (z)|; + /01 a(x)u (x)v (z)dx
— v (1) + /01 a(z)u () (z)dw.

Par conséquent, la formulation variationnelle du probleme ([2.1af)-(2.1¢c|) est donnée par :

{ Trouver u € V tel que 27)
T (a,u,v) =¥ (v) pour tout v € V.
OuT:AxV xV — R une forme trilinéaire donnée par :
T (a,u,v) = /01 a(z)u () (z)dz pour tout u,v € V (2.8)
et £ :V — R une forme linéaire donnée par :
l(v) = /01 f(z)v(z)dr+ M (1) pour tout v € V. (2.9)

Pour l'existence et I'unicité de la solution du probleme ([2.7)), nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.1. Pour tout a € A et f € L*(0,1), le probléme variationnel (2.7) admet une
solution unique u € V.

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire
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Démonstration. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et lemme nous avons :

Vo eV, 1E@I < [ 1F @) @)l dr + Ao (1)

< (/01 f? (:E)dm)l/2 (/01112 (m)dm)

< M|lly ot M = [fllL201) + Al

1/2

N (/01 |v(x)|2dm>1/2 (2.10)

Alors, la forme linéaire ¢ est continue sur V.
De méme T', on a :

1
Vu,v €V, [T (a,u,0)] < sup Ia(fv)l/ [ ()] o' (2)] d
€T 0

€[0,1]
1 12, 1/2
< sw Ja@)| ([ @)@ dz) ([ 0 (@)de) 24
z€[0,1] 0 0
< ||a||c(0,1) [ully Mol -

Donc, la forme trilinéaire T' est continue sur V' x V.
Pour la coercivité de T', on a :

YoeV, T(a,v,v) = /1 a(z) (v (z))’de > inf a(z) /1 (W' (2))* dz > a|v|? (2.12)
’ o T z€l0,1] 0 - v )
Ot a= inf a(z)/Vv2.
z€0,1]

Enfin, les hypotheses de Théoreme de Lax-Milgram sont vérifies, donc le probleme ([2.7))
admet une solution unique u € V. O

Remarque 2.2. Pour tout a € A, 'application définie par :
v— /T (a,v,v)

est une norme sur V.

2.3 Approximation par éléments finis

Nous construisons un sous espace V;, de V' de dimension finie et constitué de fonctions linéaires
par morceaux. On se donne un entier naturel N et on pose h = 1/ (N + 1), z; = ih pour i =
0,...,N+1 (avec zg =0 et xy1 = 1) et I; := [z, x41] pour i = 0,..., N.

On définit I'espace vectoriel V}, par :

Vi o= {on € C((0,1]) : vy, € Py, v, (0) =0} . (2.13)

ou Py désigne 'espace des polyndémes de degré inférieur ou égale a 1.

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire
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On définit, pour j =1,..., N + 1, les fonctions ¢; par :

% siw € [z, 4],

¢j () = = siox € [, m544], pour tout j =1,...,N (2.14)

0 si z<zj10usizr>mj.

=EN 6o € |y, TN,
Oy (z) =3 [ +1) (2.15)
0 siz<uxpy.
Les fonctions ¢;, j = 1,..., N + 1, sont des fonctions "chapeau" (voir figure 2.1), elles vérifient

1sii=j
0sii .

Proposition 2.2. L’espace vectoriel Vi, défini par (2.13|) est un sous espace de V' de dimension
N +1 et la famille {¢1,...,dn11} est une base de Vy,. En particulier, pour tout v € Vj, on a :

¢j S Vh et ¢j (LEZ) = 51’]’ = {

N+1

v (@) 5 (2). (2.16)

1

+

Vo e [0,1], v(x)

<.
Il

Démonstration. On montre d’abord que V}, est un sous-espace de V. Siv € Vj, alors v € C (0,1) C
L%(0,1), il suffit donc de montrer que v € L? (0, 1).
Soit ¢ € C°(0,1), on a :

/ toy AN /
(v, p) = — vpdr = — Z Ullay,z41]P dz.
0 =0 z;

Or V|2, 2;,,) € P1 € C(0,1). Donc, d’apres intégration par parties, on obtient

000 = 3 [ gt + () 0) = (5000 ()]
D’autre part, on a :
i[ ()9 (25) = v (27) 9 (27:0)] = i (23 (25) - i (501) 0 (2501)
S vl el - 3 vl o)

car ¢ (1) = ¢ (0) = 0. On en déduit

Tj+1

N
(W', 0) = Z()L U|,[$j7fvj+1]<'0dx
Jj= J

S. Benziane Résolution numérique d'un probléme inverse non linéaire
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donc, on a :
N
Z |[xj7xj+1]xl xJ7x]+1]dx
]:

Ou x est la fonction caractéristique de [z, 2;11]. D’ou v’ € L*(0,1).

Il reste & montrer que {¢1, ..., ¢ny1} est une base de Vj, et 1'égalité (2.16)). Soit j = 1,..., N+1,
alors supp (¢;) N supp (¢j+1) = [, xj41]. De plus, {¢;, ¢j11} est une base de Py sur [z, x;41].

En effet, P; est de dimension 2 et si o, f € R vérifient a¢; (z) + B¢;1 (x) = 0 pour tout
T € [xj,7;41], en prenant x = z; on obtient a = 0 et avec x = x;4; on obtient § = 0.

Soit v € Vj, alors pour tout j = 1,..., N + 1, Vg, 2,,,] € P1. Donc, vy, ;1) = a¢; (z) +
B¢j1 (). En prenant x = x; puis & = ;41 on obtient v, o, = v (2;) ¢; () + v (2j41) Pj41 ().

D’autre part, pour « € [z, 2j11], ¢; (x) sii # j et i # j+ 1, donc

N+1

Vo € [z, x50], D v(@) di(@) = v (1)) b (2) + v (241) Bj1 (¥) = V1)

=1

d’ou le résultat. O

L’approximation par éléments finis de la formulation variationnelle (2.7 est donnée par :

{ Trouver uy, € V), telle que (2.17)

T (a,up,vy) = £ (v,) pour tout vy, € V.
D’apres (2.10)-(2.12) et avec théoreme de Lax-Milgram, le probléme ([2.17)) admet une solution

unique uy, € Vj.
La solution u;, du probleme variationnel ([2.17)) s’écrit

N+1
up = Z ujp; ol u; = uy (x;).
j=1

Et par la substitution v, = ¢; pour 1 < i < N + 1, le probléeme ([2.17)) est équivalent le systéme
linéaire suivant :

{ Déterminer U = (uy, ..., un41) solution de (2.18)

KU=R
Ou K = (k;;) est une matrice symétrique appelée matrice de rigidité donnée par :
ki =T (a,é;,6;) V1<i,j<N+1,
et R = (r;) le vecteur de charge donné par :

2.3.1 Implémentation numérique

Pour calculer les composantes du vecteur de charge et les éléments de matrice de rigidité, nous
utilisons la régle de Simpson suivante :

[ot@ae= "5 g s (50) o]
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Vecteur de charge

Pourz=1,..., N nous avons :
1 r= 1 rxi+1
n=tle) =g [ @-m)f@de— [ @ a) f (@) do
L h i—1 1T T i—1 1T T
= h : 6 (951'71 - xifl) f (xzel) +4 (1’12x - $i1> f <x12ac) + (iUz - $i71) f (xz)
3G [(l’z‘ — i) [ (xi) +4 (2+1 - I¢+1> f (2+1) + (@1 — Tin) [ (Tig)
_h Ti—1 +Z; Ti + Tit1
_3f< 2 )Jrf(xZHf( 2 )

et

TNy =L(on1) = Z {Qf <$N+2:ENH) + f ($N+1)] + A

Matrice de rigidité

Si|i —j| > 1, supp (¢;) N supp (¢;) = 0, donc k;; = 0 alors la matrice K est creuse.
Pour les éléments de diagonale principale, nous avons pour ¢ =1,..., N :

)

Tit1 1 T 1 Tit1
bi:Km»:/z a (x) () dx—hz/ o(z )dx—l—ﬁ/ o (z) dz

i—1

1 1= 7 7 7
= {a (x;i_1) + 4a <12+x) + 2a (z;) + 4a (Jrzxﬂ) +a(zigq)] -

et

TN+1 1 TN+1

bni1 = Knyint = / a(z) (SO/NH (x)) dx = 72 / a(r)dz
TN
— 67]7/ CL(xN) +4a (IN—ZLUJV—H> + a(xN+1) .

Pour tout 2 = 1,..., N, nous avons :

Tit1 1 Tit+1
@zmﬂﬁzuﬂ—/ (@) i () @ (@) de =~ [ a @) d

B2
a(z;) +4a (W) +a(zit1)] -

2

_6h

Enfin, la matrice K est tridiagonale.

Proposition 2.3. Le systéme linéaire (2.18) admet une solution unique U € RN+L,
Démonstration. Pour tout vecteur U € RV et d’aprés (2.12)), on a :

N+1 N+1
KU -U = Z T (a, i, ¢j) uiuj = Z T (a,wipi, ujp;) =T (@, up, up) > o |]uh|]2 >0
ij=1 ij=1
donc, K est définie positive. d’ou le résultat. O
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2.3.2 Convergence de la méthode

Nous allons étudier l'erreur |lu — uyl|;,, ot u est la solution de (2.7)) et uy est la solution du

probléme approché ([2.17)).

Théoréme 2.1. Si u et uy, sont les solutions respectives de (2.7) et (2.17), on a l’estimation
suivante :

a
lallewn ¢ ' — vl - (2.19)

— <
[|u Uh”v > o eV

Démonstration. Puisque V;, C V, on déduit par soustraction des formulations variationnelles

EDet @1, aue

T(a,u — up,wp) =0 Ywy, € Vj,.

En choisissant w;, = v, — uy, et avec (2.11)) et (2.12)), on obtient :
allu—unlly, < T (a,u—un,u—up) =T (a,u—up,u—vy) < ey llu—unlly llu—oally
pour tout v, € Vj,. L'estimation (2.19) s’en déduit immédiatement. O

Définition 2.1. L’opérateur d’interpolation Py est 'application r : V' — V), définie par :

Yo eV, rpu(z) = > v(z)e;(z).

=1

ou les fonctions ¢; sont données par (2.14) et (2.15).

Lemme 2.5. 1. Pour toute v € H?(0,1), il existe une constante ¢ > 0 indépendante de h telle
que

v — rhUHHl(O,l) < ch ”U”HLQ(OJ) : (2.20)
2. Pour toute v e H' (0,1), on a
,1}2% lv = ThUHHl(O,l) =0. (2.21)

Démonstration. 1. On montre (2.20)) pour v € C?([0,1]) et par densité on en déduit (2.21)) pour

v e H?(0,1). Il faut estimer |jv — | 12(0.1) € Hv’ — (Thv)/‘ en fonction de h.

£2(0,1)
Soit x € [z;,xj41]. Comme 10 € Vj,, on a rpv (z) = azx + . De plus, mv (x;) = v(z;) et
10 (T41) = v (xj41) donc

v (zj41) — v (z))

rpv (x) = v (x;) + . (x —xj).
On obtient
0(a) — v (@) = v (@) — v (o) — LE ) (g
_ %u’ (t)dt — = _hxj %M  (t) dt
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D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe y € |z;, x| et z € |z, 2,41 | tels que

v(x) —rpv () = (x —2;) 0" (y) — (2 — z;) 0" (2) = (x — z5) /Zy V" (t) dt.

Alors, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

v (z) = v ()2 < B (/y " (1) dt>2 < B2 (/* o (1) dt>2

J

Tj+1 1/2 Zj+1 1/2 2
(/ dt) (/ \v”(t)]2dt>]

< [T )

J

< h?

On inteégre par rapport a x sur [z, z;4+1], on obtient :

/ T (@) = o ()P da < B / T () dt.

J Ty

En sommant sur j = 0,..., N, on obtient

l|lv — ThUHLz(QU <h HUHHL?(O,I) :

Il reste & obtenir une estimation sur les dérivées. Pour = € [z, x;41], on a :

(@)~ () (2) = () - et 20 ()
= (x) — flz o

1 y

S ) dt
h/x ()
]_ Tjt+1 €
— d dt.
h/x / y

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

v (x) — (rp) ()] < h2 [/%H/ y) dydt

v (t) dt

1

2
Tj+1  [Tj+1
<L [ /m]. v”(y)dydt]

<h/ y)|? dy.

En intégrant par rapport a x sur [z;,2;41], on a :

[ @ = ey @) a0 [

J Tj

Tj+1

" (y)I" dy.

On en déduit

o = ) | ooy < P10 20y
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d’ou
2 2 2
v — ThUHHl(o,l) = llv— Th“”m(o,l) +[]v" - (rhvl)”m(o,l)
2 2
< ||U””L2(0,1) + I HUN”L2(O,1)
2

< 2h° Hv”Hm(o,l)

pour h < 1, ce qui donne ([2.20)).

2. On montre ([2.21]) pour v € C* ([0, 1]). On montre tout d’abord que ||v — 70| 20,17 converge
vers 0. Soit x € [z, x,41], on a :

v (@) = o (2) = /xv’ (t)dt - == /:j“ o (1) dt,

Zj J

d’ou
|v(x)—rhv()|</ |dt+/ |dt_2/ (t)| dt.
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'intégrale par rapport a x sur [x;, 41, on obtient :

/:“1 v (2) — oo ()| dx<2h/ L) d.

j
Dongc, on a :

v — rhU”L?(O,l) <V2h ||U/||L2(0,1) m 0.

Il reste a montrer que

v — (rpv)’ e 0. Soit € > 0. Puisque C? ([0, 1]) est dense dans

C' ([0, 1]), il existe ¢ € C*(]0, 1]) telle que
0" — ¢/”L2(o,1) <e
Pour u € C' ([0,1]), on a :

/;m (

J

ryu) ()]

donc H(rhu)/ o < [l 20,1y~ Alors, on en déduit

L2(0,1)
[rwe) = (00} | g0y = [ (0 = )’
En appliquant I'inégalité (2.20) a ¢, on obtient :

— (rn9)’ < ch 9" 1200y S €

/ /

£2(0,1)
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pour h suffisamment petit, d’ou

‘ < HU ¢”L2 01)+H¢ Tth

< ce — 0,
e—0

+{|(rne)’ = (rav)’

v — (rpv)

£2(0,1) £2(0,1) £2(0,1)

ce qui donne le résultat.
m

Théoréme 2.2. Soient u € V' la solution de (2.7) et uy, € Vi, la solution de (2.17). Alors, on a

}lli_{% [ = unll 10,1 = 0- (2.22)

Autrement dit, la méthode des éléments finis P; converge. De plus, siu € H?(0,1) alors il existe
une constante ¢ > 0 telle que

Ju— uhHHl(O,l) < ch HfHL2(0,1) : (2.23)

On dit que la convergence est linéaire.

2.3.3 Meéthode de Cholesky

L’algorithme de Cholesky peut étre utilisé pour obtenir la solution d'un systéme linéaire a
matrice symétrique, définie positive et tridiagonale comme suit :

Initiation : Soient a et f deux fonctions données, N € N*et A € R, h =1/ (N + 1) et z; = th.

Pour:=1,...,N,on a:
h Ti—1 + X; CL’Z'—FIH_l
g () s (B
h TN+
TNHLT [Qf <N2N+1> + f(@ns1) | + A
et pourt=1,...,N,on a:
1 i i i T T
b; = &h [a (xi_1) + 4a (au;a:) + 2a (z;) + 4a <$+2$+1) +a(ri1)
1 TN+
byy1 = oh [CL (xn) +4a <NQN+1> +a(rnt1)

T + Xijp

¢ = _61h {a (z;) + 4a <2> +a (:17i+1)] :

Factorisation :

di = /by

Pour tout : =2,..., N

l = Ci—l/di—la
d; = \/b; — 2.
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Résolution :

Y1 :Tl/dl et

Ly =r < .
yi = (ri — iy;—1) /d;, pour tout i =2,..., N + 1.

LTu=y Uny1 = Yni1/dngr et
w; = (y; — liz1uiry) /d;, pour tout i = N, ..., 1.

2.3.4 Programme Matlab

clear all

N=39;

lamda=-5;

%lamda=0;
%hlamda=8*pi;
%lamda=-0.5.*log(2);
h=1/(N+1);

a=inline(’1+4%*x’, ’x’);

ha=inline (’ 10*exp (-56*(x-x.72)*(x-x.72))’,’x’);
ha=inline (’cos(2*pi*x)+1’,°x’);
ha=inline(’log(1+x)’,’x’);

f=inline(’16*x-27,’x’);

%f=inline(’100.*(-6.%x. 2+46.*x-1)’, ’x’);

hf=inline (’ (8*pi~2*sin(2*pix*x))* (1+2*cos(2*pi*x))’,’x’);

hf=inline (? (12xx.72-9%x+1) .xlog (1+x) +x* (4*x.72-(9/2) *x+1) / (1+x) ’,’x’);

for(i=1:N)
b(i)=(a((i-1)*h)+4*a((2*¥i-1)*(h/2) ) +2*xa(ixh)+4*xa((2*i+1)*(h/2))
+a((i+1)*h))/(6*h) ;
end
b(N+1)=(a(N*h)+4*a((2xN+1)*(h/2) ) +a((N+1)*h))/(6*h) ;
for(i=2:N+1)
c(i)=-(a(ix*h)+4*a((2*xi+1)*(h/2))+a((i+1)*h))/(6*h);
end

for(i=1:N)
r(i)=(f((2%i-1)*(h/2) ) +f (i*xh)+f ((2xi+1)*(h/2)))*(h/3);

end

r(N+1)=(2*%f ((2*xN+1)* (h/2) )+f ((N+1) *h) ) *(h/6) +1lamda;

d=zeros(N+1,1);
l=zeros(N,1);
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d(1)=sqrt(b(1));

for(i=2:N+1)
1(i)=c(i-1)/d(i-1);
d(1)=sqrt(b(i)-1(i)"2);

y=zeros(N+1,1);

y(D=r(1)/d4(1);

for(i=2:N+1)
y(1)=(r(1)-1(1)*y(i-1))/d(i);

end

u=zeros(N+1,1);

u(N+1)=y(N+1) /d(N+1) ;

for(i=N:-1:1)
u(i)=(y(i)-1(i+1)*u(i+1))/d(i);

ex=((lamda+5)/4)*log(4*t+1)+t-t."2;
hex=exp(5.*(t-t.72).72)-1;
hex=2%sin (2xpixt) ;
%hex=—(t-0.5) . x(t-1) .*t."2;
plot(t,ex,’black’,x,u,’--’);
axis([0,1,0,.367])
haxis([0,1,-2,2]1)

2.3.5 Exemples numériques
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I Exacte
———- Approchée
Exemple 2.1.
a(r)=4x+1
f(z) =16z —2 |
A=-5
h=10" |
u(z) = — 2?
08 1

FIGURE 2.1 — Exemple 1 :Probleme direct

035 Exacte M
———-Approchée
03
Exemple 2.2.
025
a(r)=e" 5(—e?) 02}
f(x)=10 (Gx — 6x + 1) 012
A=0
01
h =102
( ) _ ( )2 1 005+
O 1 1
0 02 04

FIGURE 2.2 — Exemple 2 :Probleme direct
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Exemple 2.3.

a(z) = cos(2rz) + 1

f (x) = 8x?sin(27z) (1 + 2 cos(27z))
A =8
h=10""

u(z) = 2sin(27x)

Exemple 2.4.

a(x)=In(1+xz)
f(@)= (122" =9z +1)In (1 + )
4x3—%$2+x
i
A =8
h=10"?
u(z) =2 (r—1/2) (1 — 1)

Exacte
———-Approchée ||

F1GURE 2.3 — Exemple 3 :Probléme direct

0.04 . . T

Exacte

———- Approchée

0z 04 06 08 1

FIGURE 2.4 — Exemple 4 :Probléme direct
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CHAPITRE 3

Probléme inverse

ans ce chapitre, nous avons étudie un probleme inverse pour l'identification numérique d’'un
@ parametre dans un probleme elliptique en dimension un avec des conditions aux limites de
Dirichlet-Neumann. Nous démontrons que ce probleme inverse n’est pas continu par rapport aux
données. Notre probléme inverse se ramene a une équation F'(a) = u ou u est I'unique solution
du probleme direct et F' est une application implicite non linéaire bornée, continue. Donc, nous
avons étudié notre probleme dans un cadre d’un probleme d’optimisation avec contraintes ou les
contraintes est un ensemble convexe et fermé, et la fonction objective est donnée par la fonction de
moindre carrés. Ce probleme d’optimisation admet au mois une solution. La résolution numérique
par éléments finis de ce probleme est équivalent a la résolution d’inéquation d’Euler. Enfin, nous
avons utilisé des méthodes de type extragradient : méthode de Korpelevich et méthode de Khobotov
pour résoudre ce probléme.

30
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3.1 Position du probleme

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probleme qui consiste a trouver le parametre a € A :

—(a(2)u'(z)) = f(2), (3.1a)
u(0) = 0, (3.1b)
a(1)u'(1) = A (3.1c)

Ou f € L*(0,1), A € R sont connues et v € V une solution mesurée du probléeme direct (2.1al)-
(2.1¢)).

Lemme 3.1. Le probléme (3.1al)-(3.1c) est mal posé de sorte la solution a n’est pas continue par
rapport la donnée u.

Démonstration. Pour montrer le probleme (3.1a))-(3.1c)) est n’est pas continu, nous considérons
I’exemple suivant :

a(r) =3,
u(z) = 22,
f (l‘) = _17
A=1
Soient (a,) et (u,) deux suites définies par :
1 xsin (nmz)  [cos (nmx) — 1]
n =—7— ¢t n = 2? .
an () 2 + cos (nmx) et un () =27+ nm n2m?

On remarque que

Nous avons :

lim (u,(z) —u(x))= lim (

xsin (nmx)  cos (nmx) _0
n—>-+oo n—>+o0o o

nm n2m?
D’autre part, on a :

1 1
sup |a,(r) —a(x)| = ——7 — = # 0.

Donc

lim sup |a, (z) —a(x)] #0.

=40 2¢0,1]

Alors, le probleme ([3.1a])- (3.1¢)) est n’est pas continu par rapport au donnée, donc est mal posé. [
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3.2 Opérateur de la solution
On définit 'opérateur F': A — V par :
Vae A, F(a)=
est I'unique solution du probléme variationnel .

Proposition 3.1. 1. L’opérateur F' est borné c’est a dire
M
lully, = [|F (a)],, < . bour tout a € A. (3.2)
2. L’opérateur F' est lipshitzienne c’est a dire
M
|F(a) — F0)| < — lla = blleqy» pour tout a,b € C(0,1). (3.3)

Démonstration. 1. En remplacant dans (2.7) v = u et avec (2.10]) et (2.12)), on obtient :
2
allully, < T (a,u,u) < [€(u)] < M [lul], .
D’ou
M

lully < -

2. En remplagant (2.7), u = F(a) et puis u = F(b), on obtient :
T (a,F (a),v) =4 (v) =T (b, F(b),v), pourtoutv e V. (3.4)
On pose dans (3.4)), v = F'(a) — F (b), on obtient :

T(a,F(a),F(a)— F (b)) =T b,F(b),F (a) — F (b))
=T (b—a,Fb),F(a)—F () +T(a,Fb),F(a)— F(b).

Dongc, on a :

T (a,F(a)—F(b),F(a)—F(b)=-T(a—0b,F(b),F(a)—F(b).
En utilisant et (2.12)), on obtient :
a|[F (a) = F @)l < lla—blegy IF @)lly I1F (a) = F ®)lly -

De (3.2, on obtient (3.3]).
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3.3 Différentiabilité
Soit @ un élément de l'intérieur de A et pour tout da € A tel que a + da € A, on pose :
dw = F(a+da) — F(a).
De avec u = F'(a), on a :
T (a,F (a),v)=1L(v) YveV. (3.5)
Donc, nous avons :

((v) =T (a+da,F(a+da),v) =T (a+da,u+ F (a+da)— F(a),v)

3.6
=T (a+ da,u+ dw,v), Yv V. (36)
De (3.5) et (3.6]), on obtient :
0=T (a+da,u+ dw,v) — T (a,u,v)
=T (a+da,u,v)+T (a+da,déw,v)—T (a,u,v)
=T (a,u,v) +T (ba,u,v)+ T (a + da,ow,v) — T (a,u,v)
=T (6a,u,v)+ T (a+ da,dw,v).
Ce qui implique que
T (a+ da,déw,v) = =T (da,u,v) . (3.7)

Pour la différentiabilité de 'application F', nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 3.1. (voir [6, p. 262 ]). Pour tout a € A, F est différentiable en a, et du = DF(a)da
est 'unique solution de [’équation variationnelle

T (a,0u,v) = =T (da,u,v) YveV. (3.8)

ot u = F(a) donc

M
IDF(a)dal, < o2 ||5a||c(0,1)- (3.9)

Démonstration. De (2.10), (2.11)) et (2.12) et avec Théoreme , I’équation variationnelle(3.8))
admet une unique solution. En utilisant (3.7) et (3.8]), on obtient :

0=T(a+ éa,ow,v) —T(a,du,v) =T (a,éw,v) + T (da,dw,v) — T (a, du,v)
=T (a,éw — du,v) + T (0a, dw,v) .

Alors, on a :

T (a,0w — du,v) = =T (da,dw,v) pour tout v € V. (3.10)
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On pose dans (3.10) v = dw — du, nous obtenons :

T (a, 0w — du,dw — du) = =T (da, dw, dw — Ju) .
En utilisant (2.11]) et (2.12), nous obtenons :

o 6w = dull?, < [13alogoy 15wl 15w — dull,
Avec (3.3)), on obtient :
M
6w = Sully < 25 190l

Nous avons :
|F(a+da) — Fa) = dully _ 0w — Sully
H(SQHC(OJ) ”5a”c(0,1)

M
< o3 ||5a||c(0,1) :
Donc,

|F(a+da) — F(a) — dul],,

16all(0.1) R

AN

D’ou F est différentiable en a.

Il reste a montrer 'inégalité (3.9). On pose v = du dans (3.8)), et en utilisant (2.11)) et (2.12)),

nous obtenons
& H(SUH%/ < T'(a,bu,0u) = =T (da, F(a), 0u) < ||5a||c(0,1) 1" (@)l 1]l -

En appliquant Proposition |3.1] on obtient :

M
|DF(a)dal|,, < 2 HMHC(OJ) :

OJ
3.4 Probléeme aux moindres carrés non linéaires
Etant donné z € V une mesure de u, nous cherchons a € A solution de
F(a) = z. (3.11)

Ou l'application F' est définie implicitement. Elle est non linéaire. Nous cherchons une autre for-
mulation du probléme (3.11]), nous proposons une formulation comme un probléme aux moindres
carrés non linéaire, nous remplagons (3.11]) par le probléme d’optimisation avec contrainte suivant :

min J (a)
{a o (3.12)
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ou J : A — R une fonctionnelle donnée par :
1 1
J (@) = 5 I1F(a) = 2}, = 57 (a, F(a) = 2, Fla) - 2). (313)

Pour l'existence de la solution du probléeme de minimisation avec contrainte ({3.12)), nous avons la
proposition suivante :

Proposition 3.2. Le probléme de minimisation avec contrainte (3.12)) admet au moins une solu-
tion.

Démonstration. La fonctionnelle J est deux fois différentiable. Soit a un élément de 'intérieur de
A, donc pour tout da € A, nous avons :

DJ (a)da = 1T (6a, F(a) — z,F(a) — 2) + T (a, DF(a)da, F(a) — z) .

2
D’apres , on a
T (a,DF(a)da, F(a) — z) = =T (da, F(a), F(a) — 2),

donc

DJ(a)éa = ;T (0a, F(a) — z,F(a) — z) = T (6a, F(a), F(a) — 2),

1
= —§T(5a, F(a)+ z,F(a) — 2).
La dérivée seconde de J est donnée par :
1 1
D?J (a) (6a,da) = —§T (0a, DF(a)da, F(a) — z) — §T (da, F(a) + z, DF(a)éa)

= —T (6a, F(a), DF(a)éa) en utilisant (3.8))
=T (a,DF(a)da, DF(a)da) en utilisant (2.12))
> a||DF(a)dall?, > 0.

Alors, J est convexe. D’apres Proposition le probleme ((3.12)) admet au moins une solution. []

3.5 Discrétisation par éléments finis
Soit Aj;, une discrétisation de A telle que
An, = ANV,

Le probleme discret est défini par :

{min J (a) (3.14)

aGAh
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Ou J est donnée par (3.13]).
Soit (i) g<i< 41 Une base tel que (¢;), ;< est donnée par (2.14) et ( et ¢p (x) est définie

par :

¢o () =

h—z :
E st € [xo, 1],
0 sinon.

Pour discrétiser le probleme ((3.14f), on pose :

N+1 N+1 N+1

)= > Up;, Z(x)=> Zppp et a(z) =Y Ao
j=1 k=1 =0

Alors, on a :

J(a):;T(a,U—Z,U—Z). (3.15)

Par la substitution U (z) et Z (x) dans (3.15]), on obtient :

N+1 N+1 N+1 N+1 )
)

( Z Uibi — Y Zidi, D Uiy — D Zid;
i=1 j=1 =1
1 N+1 N+1
=3 ( (Ui — Z)%Z(UJ—Z;')@),
1= 7=1
N+1N+1
Z Z (U = Z) (U; = Z;) T (a, 61, 65)

qui est la forme matricielle suivant :

J@) =3 (U=2)"K (a) (U - 2).

N} \

Ou

U—-7=(U —2Z1,Uy—Zsy,....Uny1 — ZN+1)T7

et
K (A), =T (0,606) = [ ()6 (2) 6 (2).

3.5.1 Calcul du gradient

Pour calculer le gradient de la fonctionnelle J, nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.2. Pour tout p, € Ay, la dérivée de J est donné par

DI (@) pn =T (@)ph = 5T (pn, F () F (@) + 5T (o, 2. 2).
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Démonstration. On a

J(a)—;T(a,F(a)—z,F(a)—z),

alors

DJ (a)pn = ; T (pn, F' (a) — 2z, F (a) — z) + T (a, DF (a) py, F (a) — 2)
+T (a, F (a) = 2, DF (a) pn)],

:;T(ph,F(a)—Z,F(a)—z)+T(a,DF(a)ph,F(a)—z),

par I’équation (3.8)), on a

T (a, DF (a)pn, F (a) = 2) = =T (pn, F' (a) , F' (a) = 2),

donc

DJ(a)ph:}T(ph,F(a)—z,F(a)—z)—T(me(a),F(a)—z)

2
1
= —§T (pn, F(a) + 2z, F (a) — 2)
1
= =5 [T (pn, I (a) . F () = T (pn, ' (a) , 2) + T (pn, 2, F (@) = T (pn, 2, 2)]
1
= S [T (1 F (0), F (@) = T (pn2,2)]
m
Puisque a € Ay, donc on peut écrire
N+1
a = Z ai¢i7
i=0
alors
oJ
90, = DJ (a) ¢;. (3.16)

et donc obtenir le gradient V.J (a) pour tout a € Ay. De I"équation(3.13]) on a

oJ

aai = DJ(CL) ¢i7
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en utilisant le lemme on obtient

oJ 1 1
5 = —5T (61, F(a), F (a)) + 5T (65,2, 2),
1 N+1 N+1 1 N+1 NA+1
= _iT (qbi, Z Urdr, Y Uz¢z> + iT (Q% > Zitw, Y Zl¢l> )
= =1 k=1 =1
1 N+1 1 NV+1
= —— Z UkUl qb,,qbk,gzﬁz + = Z T gbzagbk ¢l)
kl 1 kl 1
2U ZUJr 5 i
avec
(Ki)kJ :T(¢27¢ka¢l) pour k7l: 1’7N+1
et

w0 (20, . 20)’

Proposition 3.3. La fonctionnelle VJ : A, — Vj, est lipschitzienne :
Démonstration. En utilisant le théoréeme des accroissements finis sur V.J sur [a, b], on obtient :
(VJ (a) = VJ (b),a—b) = ((a—b) V2 (c),a—b),
et on a
V2J (¢) (da,da) = T (¢, DF (c) da, DF (c) da) ,
on pose da = a — b, donc
(VJ(a) = VJ(b),a—0b)=V*](c)(a—ba—0),
=T (¢, DF (¢)(a—b),DF (¢) (a—b)),
en utilisant et , on obtient :
(VI (a) = VI (0) ;0 = B)] < [lel po (o) I DF (€) (a = D)

M? HCHC(O,I)

ST 4 la — bHC(O,l) )

on devise par ||a — b||, on obtient :

(VI @ = VIt o Ml
|a — bHC(O,l) - con: = at '
Donc, VJ est lipschitzienne.
IV (a) = VI )| < Lila—blleg, . L>0. (3.17)

]
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3.6 Meéthodes de type extragradient

3.6.1 Méthode de Korpelevich

Soit Aj; un sous ensemble compact et convexe de R"™. On suppose que l’ensemble des solutions
A} du probleme d’optimisation (3.14]) est non vide et soit V.J : A;, — V}, une fonction continue et
monotone c’est a dire :

(VJ(x) = VJ(y),z —y) > 0,Vz,y € A, (3.18)

On considere la suite (xk) définie par les deux projections a chaque itération :

2V e Ah,
Yt = Py, (z* = aVJ(z")), (3.19)
ot =Py, (xk - onJ(yk)) :

Ou a > 0 est une constante.

Lemme 3.3. Soient A, un convezxe fermé non vide de R™ et V.J : A, — V}, une fonction continue,
satisfaite la condition de monotone (3.18)) et la condition de Lipschitz (3.17)) Soit x* € A} une
solution du probléme d’optimisation (3.14) Pour tout k € N, nous avons :

P <l - | - (1 - 0?22 [yt - (3.20)

|=
Démonstration. En remplacant dans r = z* et y = y* on obtient
(VIM), " —a7) > (VJ(a"),y* —2") > 0,vk €N.
Donc, on a :
<VJ(:(:’“), r* — a:k“> < <VJ(yk),yk — :z:k+1> : (3.21)

De (3.19) et théoreme ((1.7]) , nous avons :

<xk+1 — 2k —aVI(yF) - yk> = <xk+1 —yF 2k —aVJ(2h) — yk> + <xk+1 —yF VJ(z*) - VJ(yk)> .
= <a:k“ — Py, (a:k - aVJ(:Uk)) L 2F —aVJ(2%) — Py, (:ck — aVJ(xk))> (3.22)

+ <£L‘k+1 —yF VJ(zF) - VJ(yk)> ,
< <xk“ —y* VI (2F) - VJ(yk)> :
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On pose zF = 2% — aV.J(y*). En utilisant théoréme et (3-21), on obtient :
o4t =t = [P () = o[ = [P () = 2 2 x*HQv
= ||2% — 2 ]2 +|[Pa(eh) - z’“HQ +2( Py (F) = 24 24— 27),
= [|2* — 2 ]2 —|Pa (%) - zkH2 +2(Pa (") = 2, Pa (") —a7),
<[l s () T
= |a* — 2" — aV.J( ’fH — |o* = 2* = vy H
= [lo* — || — [o* — | —|—2a< V),
< [l — | = || — 2+ 20 (yF — VI,
T S N T §
+20 (2" —yF 2 = V() - oF),
<o —= \2— A A
+20 (2" = yF VI(h) = VI (yh)) (dapres (:22)),
g e T

+oul ||+ — |||t — [ ( dapres inégalité de Cauchy-Schwarz et (3-17))
= [la* — || = (1 - a?22) 2* — [, ( daprs Vinégalité de Young ).
D'oit la preuve de lemme (33). O
Pour la convergence de la suite , nous avons le théoréme suivant

Théoréme 3.2. (Korpelevich). Soient Ay, un convexe fermé non vide de R et V.J : Ay, — Vj, une
fonction continue, satisfaite la condition de monotonie (3.18|)et la condition de Lipschitz (3.17)) .
Si0<a<1/L, la suite définie par (3.19) est convergente vers une solution x* € Aj.

Démonstration. On pose p = 1 — a*L?. Donc, 0 < p < 1/L implique que 0 < p < 1. D’apres

, on obtient :
o441 — ] < [t — 2],

par sommation, on a :

apres calcul on trouve :

|la™ —2¥|| < on - a:*H :
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Alors, on a :

2" < fla" = 2% + [la*]| < [ = 2

+ 2"l

part, de (

Dot (%) est bornée. Donc, il existe une sous suite notée par (2% ) converge vers 7. D’autre
Y
3.20) nous avons :

k=0
5 [ Y
+oo
Alors, implique que

Jm [l =] =0,

donc, on a :

; elk) _ =
Jim 0 =

de (3.19)) et d’apres la continuité de V.J et Py, , on obtient :
7 — 1 e(k)
r= i

= lim Py, (:E“"(k) - onJ(a:“"(k))) ,

k—4o00

= Py, (i —aVJ(7)).

D'ou z € A; . En remplagant dans (3.20)) , z* = z, on trouve que la suite (‘
sante, donc converge. Alors, nous avons :

xk — :EH) est décrois-

lim H:z:k — :Z*H = lim Hx“p(k) — a‘:” =0,
k—+o00 k—+o00

d’ou (xk) converge vers . O]

Palgorithme de Khorpelevich

Etape 1 : choisissez point initiales 2° € A}, et o > 0 et définir k = 0
Etape 2 : calculer

Yt =Py, (xk — OéVJ(l‘k))
o =Py, (mk — aVJ(ik))

k+1

Etape 3 :si Hx — ka < € puis arrét sinon k = k + 1 et passe I'étape 2.
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3.6.2 Meéthode de Khobotov

Théoréme 3.3. (Khobotov) Soit Ay, un sous ensemble convexe fermé de et A un ensemble non
vide des solution. la ot V.J est un opérateur monotone continue dans A, ,2° € Ay et x, est Uordre
qu’d obtenue prés (3.19) puis le suivant prises d’inégalité pour non négatif x;, et x* € A* :

2

[V k) VJ(gsk)HQ

2
ka—&-l . [E*

12
k_ka

<[

= e

Démonstration. soient u et v deux vecteurs quelconques de R", On a :

<u - PAh(U)vv - PAh(u>> < 07

lu — vl = [lu — Pa, (u) + P, (u) = v||*,
= |Ju— Pa, (u)||* = 2 (u — Pa,(u),v — Pa,(w) + [|v — Pa, (w)|*,
> |lu— Pa, (W)|* + [lv — Pa, (u)||*.
ou de fagon équivalente
|Pa(w) = vl* < Jlu—v|* = lu— Pa(u)|?

Je pose u = z* — . J'(T%), v = x* et ¥ = Py, (u) dans l'inégalité précédente et je réarranges les
termes :

kaﬂ -z ? < ka — akVJ(fk) — — Hmk — o, VJ(zF) - k+1H2
< H:z:k -zt <x — 2", VJ(x > + HoszJ H
— Ha:k — xk+1H + 2, <xk — aFt VJ(E > — HakVJ (z )H2
< H H xk+1H2 + 20 <:c* — " VJ(i‘k)> (3.24)

On obtient
<ZE* _ l’k+1,v<](i‘k)> _ <£E* - :Z‘k’VJ(;Ek)> + <£f‘k _ :L’k+1,VJ(:Z‘k)>
< <:Z,k _ xk+17vj(i,k)>

puisque z* est solution de I'inégalité variationnelle et V.J est monotone il s’ensuit, en substituant

dns

(3.25)

2 2 2o 2 L
ka—l—l_l,* < | ] || - - _2<xk_mk7xk_xk+1>
+ 20, <:1:k — gt VJ(.Q_Zk)>
k «||? ko =k|? —k k||? k “k\ =k okl =k
= ||z —2*|| —|2" =2 —||z" -2 +2<x — o VJ(Z") — 2% 2" — &
k «||2 ko =kl2 |lak k]2 k ky =k o k+1 =k
=z —z"|| —|z" =2 —||z" —= +2<x — o, VJ(2") — 2"z —:v>
+ay (VI () = V(&) 24— 2)
k «||? k_ =k||2_ ||=k _ k|2 k+1 =k
<|z" =z2*| —|lz°"=z"|| —||lz° — =2 +2akHVJ(x —VJ(z HHw - H
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puisque (u — Py, (u),v — Py, (u)) < 0 si v € Ap, en utilisant I'inégalité tel que v = "1 et
u=1xF —ayVJ(a¥) et Py, (u) =zF

o5t =2t + 0t [9) - @ 2 200 [0 - vk ot - 2|

dans il vient :

2 2 2 B 2 2 2
AR I R I Gt I bt I e IR | CICORR #(C]

2

V() - vk

lo* — |

e |
<[t et 1o

]

Nous allons mettre en application de longueur d’étape adaptative d’abord présenté dans [17]
pour enlever la contrainte ce V.J doit étre Lipschitz continu. L’adaptatif 1'algorithme est de la
forme :

T = Py, (2" — aVJ(ah)). (3.26)

" =Py, (:r;k — aVJ(:Zk)) : (3.27)

Intuitivement, nous obtenons une meilleure convergence quand « devient plus petit entre les ité-
rations, cependant, il est évident que nous devions également commander de comment 'ordre ay
va a zéro.

Nous employons la regle suivante de réduction pour oy

= — |

IVJ (k) — V.J(z%)|] (3.28)

ap > 3

Ou 5 € (0,1). Les résultats prouvent que le 3 est habituellement 0.8 ou 0.9 ce que nos résultats
soutiennent. L’algorithme extragradient de Khobotov a apres algorithme général

Palgorithme de Khopotov

Etape 1 : choissez initiales 2° € Ay, 3 et définir k =0
Etape 2 : calculer V.J(z*)
Etape 3 : calculer 7% = Py, (xk - aVJ(mk)) et calculer V.J(z%).
Etape 4 : calculer VJ(z*).
si VJ(z%) = 0 alors Z* est une solution du probléme.
;Uk—,fk
Etape 5 :si a > BHVJ!L,C)_VJLW)H
alors réduir oy, et passer I'étape 5 .
Etape 6 : calculer zFt1 = P, (a;k - aVJ(i:k)> et calculer V.J(z%).

k+1

Etape 7 :si Hw — wkH < € puis arrét sinon passer 1’étape 2.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudie un probléme inverse non linéaire pour l'identification
numérique d’un parametre dans un probléme elliptique en dimension un avec conditions aux limites
de Dirichlet-Neumann. Ce travail se déroule en deux étapes :

v Probléme direct : nous avons utilisé la méthode des éléments finis et en termine par la
méthode de Cholesky pour quelques exemples numériques avec programme sous Matlab.

v Probléme inverse non linéaire : nous avons étudié notre probleme dans un cadre d’un
probleme d’optimisation avec contraintes ou les contraintes est un ensemble convexe et fermé,
et la fonction objective est donnée par la fonction de moindres carrés non linéaires. Ce
probléme d’optimisation admet au moins une solution. La résolution numérique par éléments
finis de ce probleme est équivalent a la résolution d’inéquation variationnele. Enfin, nous
avons utilisé des méthodes de type extragradient : méthode de Korpelevich et méthode de
Khobotov pour résoudre ce probleme.

Comme perspectives, nous avons prévu les projets de recherches suivants :

1= [dentification numérique le parametre a pour un probleme parabolique suivant :

g?(x,t)—a (a(aj)au(x7t)> =f(x,t), 0<x <1, t>0.

ox ox
u(0,t) =0, t>0
ou
R 1 =
836( ,)=0, t>0

u(z,0)=wuy(z), 0 <z <1

1 [dentification numérique le parametre a pour un probléme hyperbolique suivant :

0*u 0 0

52 (z,1) e (a(m) (%Zu(x,t)) flz,t), 0<2x<1,t>0
u(0,t) =0, t>0
ou
875(1’t> 0, t>0
u(x,0) =ug(z), 0<z<1
@(x,()):uo(oc),0<x<1
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