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CHAPITRE 1
INTRODUCTION GENERALE



Introduction générale

1 Introduction générale:

La conception du début la physique du vingtiéme siécle s’occupe donc de deux types
d’objets. Les champs aux ondes qui définissent les forces dans I’espace et les particules qui
décrivent des trgjectoires soumises a ces forces. Les relations entre ces deux posant un certain
nombre de probléme. le but est donner le mieux comprendre les causes et les|ois qui gouvernent

les processus naturels.

La physique théorique est la branche de la physique qui étudie 1’aspect théorique des lois
physiques et en développe le formalisme mathématique qui essaie de décrire le monde en
réalisant des modéles de la réalité, utilisé afin de rationdiser, d'expliquer et de prédire des

phénomeénes physiques [1].

Pendant le dernier siecle, la physique fondamentale a vécu deux révolutions qui ont changé
les concepts et la vision de la mécanique classique newtonienne décrivant les lois de la nature
qui est une théorie générale des du mouvement des objets macroscopiques et aussi est un cas
limite de la mécanique quantique. la physique classique est compl&ement incapable d’expliquer

le comportement de la matiere éant donne ses constituants et les forces entre ces constituants.

La naissance de la physique quantique date d’un siécle et cette description des phénomenes
physiques, qui a transformé notre vision du monde, n’est toujours pas remise en cause, ce qui est
exceptionnel pour une théorie scientifique. Ses prédictions ont toujours été veérifiées par

I’expérience avec une précision impressionnante [2].

Le mécanique quantique se constitue en 1925, avec les contributions de De Broglie,
Schrodinger, Heisenberg et Born. encore, Pauli propose son principe d’exclusion et Uhlenbeck et
Goudsmit introduisent la notion de spin. il peut étre définie comme I’ensemble des lois
physiques s’appliquant a I’échelle de I’infiniment petit, le pére de la mécanique quantique est le
physicien Max Planck qui introduire la célebre constante A :% cette constante est le

fondement de larédlité physique[3].
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Parmi les principes les plus importants en mécanique quantique, le principe d’incertitude
d’Heisenberg Ax.Ap = h qui énonce que la position et la vitesse d’une particule ne peuvent pas
étre mesurées en méme temps avec une tres grande précision. En fait, ce principe est une

conséquence immédiate des relations de commutations canoniques entre les variables x,, , p,
Avec u = 1.3 qui deviennent des observables dans 1’espace d’Hilbert (xﬂ - X, etp, - ﬁu) et

forment une al gébre non-commutative[p*, p¥] = ihs*Y [4].

La combinaison entre la mécanique quantique ordinaire et relativité restreinte a induit la
mécanique quantique relativiste ou les énergies des systémes sont haut énergie, mais la
mécanique quantique non rel ativiste trouve une large application dans beaucoup de problémes de
physique atomique ou les énergies des systémes ne sont pas trop élevées. Pour les systémes non
stationnaires en interaction, on sintéresse essentiellement a la détermination de leurs fonctions
d'onde qui caractérisent toute I'information sur leurs états quantiques. Dans un systéme an degré
de liberté, gouverne par un Hamiltonien H , la détermination de la fonction d'onde W(x; t)

releve de larésolution de I’équation de Schrodinger dépendante du temps [5]

ih%‘l’(x; t) = H¥(x; t) (1.1)

Le probléme apparait a la frontiere de ces domaines. Une interaction entre systemes
quantique ne ressemble pas a ce qui se passe lors d’une mesure, ou le systéme de mesure a un
effet drastique sur le systtme mesuré mais un appareil de mesure n’est présumérent qu’une

agrégation de systemes quantiques [6].

En 1905 Einstein publie la théorie de larelativité, dans laquelle I’invariance de la vitesse

delalumiére.

La relativité générae est la théorie qui décrit L’infiniment grand (les planétes, les
galaxies,....... ). Ses fondements out été établies par Albert Einstein en 1916. Elle utilise
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principalement la géométrie Riemannienne comme Formalisme mathématique. Malgré cela, les
physiciens théoriciens aspirent vers une théorie unifiée, qui pourratraiter | es systemes physiques

mi croscopiques et macroscopiques sur le méme pied d’égalité.

Certains d’entre eux pensent que la voie vers |’unification passe forcément par le
développement des outils mathématiques utilisés en physique. C’est dans cet état d’esprit que
des théories, comme la supersymétrie (SUSY) et les supercordes (Superstrings) ont vu le jour.
Celles-ci gjoutent de nouvelles symétries (symétrie boson---fermion) a la nature. Le bilan final
de tout ceci est que les physiciens ont échoué (pour le moment) a unifier les quatre interactions
delanature[7].

Le principe de relativité générale qui est a la base de la théorie de relativité générae
postule qu tous les systemes de références inertiels et non inertiels sont compléements
équivalents vis-a-vis des lois physiques de la nature, ce qui se traduit mathématiquement par le
fait que les équations fondamentales de la physique doivent étre covariantes sous le groupe des

transformations des coordonnées générales.

x* = x"™"(x) (1.2)

La théorie de la relativité restreinte en 1905 et la théorie de la relativité générale en 1915
sonnent définitivement le glas de la vision classique du temps absolu en mécanique. Non
seulement il convient désormais de parler d’espace-temps (le temps devient une variable
dépendant du choix du repére au méme titre que les coordonnées d’espace) mais on
abandonne aussi la notion de gravitation en tant que force. La gravitation ne résulte désormais

que de la déformation de I’espace, déformation due a la présence de matiére.

Le principe de relativité restreinte postule que tous les systémes inertiels son complé-

tements équivalents vis-a-vis des lois physiques de la nature, ce qui se traduit mathémati quement
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par le fait que les éguations fondamentales de la physique doivent étre covariantes sous le groupe

des transformations de Lorentz [ 3]:

x% - x'% = AGxP (1.3)

La théorie quantique des champs, qui est la mécanique gquantique rendue compatible avec

larelativité restreinte.

La théorie quantique des champs est une généralisation relativiste et quantique de la
mécanique et de I’électromagnétisme classique. De plus la théorie quantique des champs est
I’outil le plus puissant que les physiciens aient a leur disposition pour éudier le comportement
de toute une classe de systemes ou des degrés de liberté nombre tres grand fluctuent et sont

fortement coupés, les fluctuations pouvant étre de nature quantique ou statistique [8].

La mécanique quantique et plus généralement, |a théorie quantique des champs, mettent
fin &la notion de particule ponctuelle de la mécanique classique. La dualité onde-corpuscule, la
notion de fonction d’onde et de probabilité de présence ont modifié la perception intuitive des
phénoménes physiques, I’exemple le plus célebre étant vraisemblablement le chat de
Schrodinger.

A lafin des années quarante une telles théories de champs quantiques en interaction avait
pu étre élaborée et appliquée avec un succes surprenant a I’interaction éectromagnétique,

I’électrodynamique quantique (QED).
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En 1948 en effet, Feynman avait reformulé la mécanique quantique au moyen de
I’intégrale de chemins, qui est une intégrale fonctionnelle (¢’est-a dire une intégrale sur une
infinité de variables d’intégration) sur tous les chemins que peut emprunter virtuellement une
particule quantique. Gréce au principe de superposition des amplitudes de probabilité, Feynman
interprétait ainsi la fonction d’onde de la mécanique quantique comme une amplitude de champ
évaluée a partir du principe de Huygens. Comme il est relativement facile d’y imposer
I’invariance relativiste de Lorentz, le formalisme de I’intégrale de chemins est trés bien adapté au

passage de |a mécanique quantique a la théorie quantique des champs[8].

La théorie quantique obtenue en remplacant les champs classique par des champs

d’opérateur dans le lagrangien, le hamiltonien, équation Euler Lagrange, ...

En théorie quantique des champsil y a symétrie entre les deux signes de la charge, ceci
implique I’existence des particules de méme mase, spin,... etc. et de charge opposée : ce sont les
antiparticules, I’existence des antiparticules est en fait également nécessaire pour assurer la

causalité de lathéorie [9.10].

Le titre de mémoire de master en physique théorique option a haut énergie est théorie est
les méthodes de la renormdisation de la théorie quantique des champs : application ¢p*. I’ai

devisé mon travail en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé les étapes essentielles de la physique

moderne.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons étudié les déférentes formules caractérisées de la
théorie des champs comme I’action, lagrangienne, la fonction de Green, ..., En suit le probléme

de ladivergence ultra-violet (UV) de la théorie quantique des champs.
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Dans le troisiéme chapitre, dans le partie (I), nous avons éudié la théorie des champs
définie sur espace non commutative, dans cette théorie le produit entre les champs est généralise
via le produit star (x), qui nous allons connaitre ces propriétés et aprés nous allons étudier la
densité lagrangienne de |a théorie des champs sur un espace non commutatif. Durant cette étude,
nous allons concentrer sur théorie des champs scalaire en utilisant ¢* comme une modéle. Et
nous avons étudié la mélange (UV/IR), et on propose 1’aidé de renormalisation. Dans la partie

(11, nous dlons connaitre les propriétés du *-produit, et nous allons étendre le formalisme

lagrangien de la théorie des champs sur un espace non commutative avec *-produit, et
développer les relations des commutations des champs scalaires dans le cas symétrique (7) sur
un espace non commutative, et nous allons illustrer, par un calcul explicit, la finitude de la
théorie proposée, et considérant les vertex propre a deux points et quatre points a [’ordre de

boucle.

On termine cette mémoire par une conclusion géenérale.
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2—1 Introduction

Dans ce chapitre on a éudié les déférentes formules de la théorie des champs ordinaire

et les problemes qu’apparu.

La notion du champ a commencé d’étre modifiée fondamentalement avec 1’introduction
par Albert Einstein du concept de photon, le contenu physique de la théorie est entiérement

déterminé par le choix des champs et des symétries[1].

Dans la théorie quantique des champs Chaque particule est d’écrite par un champ, aors
gue ce dernier est une distribution a valeurs dans les opérateurs sur un espace de Hilbert et

aussi est une fonction de I’espace-temps dans lathéorie relativiste des champs [2].

La théorie quantique des champs fut élaborée dans le début des années 1970 mais,
méme maintenant c’est encore un sujet actif de recherches théorique [3].la théorie des champs
classique est une étape vers de cette théorie. Le passage de la théorie classique a la théorie
guantique des champs est appelée seconde quantification. On quantifie le champ en

remplacant les variables décrivant le champ par des opérateurs.

La théorie quantique des champs est I’application des concepts de la physique quantique
aux champs qui est considérée généralement comme la seule fagon correcte de combiner les
regles de la mécanique quantique avec celles de larelativité restreinte et aussi c’est la base de
la description des interactions des particules élémentaires peuvent étre formulées a partir d’un
principe d’action qui est une simple généralisation de la situation rencontrée en mécanique
classique. La théorie quantique des champs est un outil nécessaire qui étudier le

comportement de toute systémes ou des degrés de liberté en nombre tres grand.

Les équations dynamiques(les équations d’Euler-Lagrange) qui découlent de I’action
comme point de départ du formalisme de |a théorie des champs. Le formalisme de la théorie
quantique des champs permet avant tout d’extraire de I’action, traitée dans le cadre de la

mécanique quantique rel ativiste [4]
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2-2 L’action et les formules de lagrangien

L’action dans la théorie c’est I’intégrale de lagrangien sur le temps et fonctionnelle de g

est donner par [5] :

t1 .
Slal =/, dt L(q(®). (). 1) (21
Ou L est lafonction de Lagrange qui joue un réle central en théorie quantique des champs.

En mécanique classique, les équations du mouvement d’un systéme de particules
ponctuelles sont obtenues a partir d’une action, on appelle ces équations par les équations

d’Euler —Lagrange, elles déterminent son évolution temporelle:

0 d dL

9q;(H  dtq, () (2.2)

Pour chaque degré de liberté, il existe une équation d’Euler — Lagrange qui d’écrit

I’évolution du systéme.

Mais, I’action n’est pas covariante, pour ce dernier contient la densité lagrangien

L(¢, d,$) qui produit comme suiit :
szD d3x L(¢, 0, ) (2.3)

Une théorie des champs en quatre dimensions est donnée par une fonctionnelle d’action.

S[p] = J, d*x L(d, 9, ) (2.4)
Alors, dans les éguations d’Euler —Lagrange qui obtenir selon le principe de moindre
action, on remplace les termes —> L auss 2 par lestermescovariante 2= | —2%
! P 2a® * G® a P TRETCHS
et d, respectivement.
oL oL

(2.5)

— -2
od  *a(0,0)

10
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2-3 La théorie des champs scalaires

N’importe quel champ quantique est caractérisé par une densité lagrangien, ce qui est

représenté comme somme d'une partie de champlibre £, et d'une interaction £; comme suit :

L="Ly+L (2.6)

Et

Lo =1 (0,0)° — 2 () (27)
Dans cette théorie la densité lagrangienne £; est donnée:

L =-2 () (28)
Alors, ladensité totale est :

L= 0,07 -2 (@) -2 @) (29)
m est la masse d’un champ scalaire libre

L’action est donnée par :
SI¢] = [, d*x [5 (3,4) — = (@)? = 2 ()] (2.10)

2-4 Lesfonctionsde Green

Les fonctions de Green sont des valeurs moyennes d’opérateurs dans le vide Ces valeurs

moyennes sont définies a partir de I’intégrale de chemin [6].
Lafonction de Green est :
Gn(x1, s %) = (01T (x1) ... §(x)|0) (2.11)
T estle produit chronologique

(0] est I’état de vide (ou état fondamentale).

11
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fH;be(f,t)d)(xl)---¢(xn)eis[¢]
fl'l;Dq)(fc’,t)eiS[q’]

Gr(xq, ey xp) = (2.12)
Toutes les fonctions de Green est nulle pour n impair et les fonctions de Green peuvent
s’obtenir comme dérivées fonctionnelles par rapport a la source J

1 8"Z[]]
iNZ4[0] 8] (x1)...8] (Xn)

Gp (X4, o) Xp) =

J=0

1 S1iwl(]]

70 8] (x1).8) (xn) (2.13)

J=0

Ou Z[J etw][J] sont des fonctionnelles génératrices trés importantes Pour le champ en

interaction.
Z[]] = [(Dd)els@+] a*x/ 9] (2.14)
Et avec
iw[]] = log% (2.15)

Jest un éément du dual de I'espace linéaire des champs classiques ¢

Pour le champ scalaire réel ladensité lagrangien est :

1

Lo= 1 (0,4)" — 2 (@) (2.16)

T2
Donc, lafonctionnelle génératrice des fonctions de Green libres donner :

Zo[J] = Z[0]e 3! @ ¥ VI @B G-I )

ZolJl _ i A

2= WolJ] (2.17)
Telle que

WolJ] = =3 J d*xd*y] (C)Ar (x = )] (7) (2.18)

Ap(x — y) est le propagateur du champ scalaire

12
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Les fonctions de Green libres est :

Gy(x—y) = ibp(x—y)

f d4k ie—ik(X—y)
- (2m)* kZ—m2+ig

1 92Z[]]

= Tl a1 =0 (2.19)
2.5 LafonctionnelleT[}]
Cette fonctionnelle appel ée action effective qui donne par :
[l¢] = WJT = [ d*xJ () d(x) (2.17)
Avec
STp] _ SWIUI 44 8JG) _
5¢(x) - 5¢(x) fd y5(l)(x) (1)(3’) ](X)
o a SWIVISIO) o 81 SWIT
=1y S s I Y am e /)
6]
=—J(x 2.18
5000 = @ (2.18)

Son développement en puissance de ¢ se présent comme suit

[ [¢]= Bno f d%% o d®,b(0) o dCt)Ty (X k) (219)
Ou les coefficients T, sont les valeurs propres

8"r(¢]

L1 n)= om0

lg=0 (2.20)
2.6 Lesreglesde Feynman

Les régles du Feynman sont un ensemble de prescriptions qui nous permettent
d’associer a un diagramme de Feynman, Pour la théorie du champ scalaire libre avec

I’interaction dans lathéorie ¢* on pose cesrégles:

13
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%+ achague vertex on associe une constante de couplage —il

% pour chague ligné X =Y du diagramme deux points X et y on
1

k2—-m?2

. 9 r d4k
% Pour une boucle O on associe I’intégrale [ o

associe un propagateur —iG;(x —y) =

% Chaqgue diagramme est finalement divise par son facteur de symétrie

Lp?!. Ou P est le nombre de vertex.
multiplicite
2.7 Lesdiagrammes de Feynman

Lesdiagrammes de Feynman sont un outil extraordinairement puissant pour organiser

les opérations de la théorie quantique des champs.
Lafonction de Green adeux points est :
it@(p) = i(p?2 — m?)

+1( "1)] d*k i
2 ef ke —mE + ie

1, d*k i 2 gtk i
+ Z(_M)zf(m)‘*( ) /

k2-m2+ie (2m)* q?—m?2+ic

e e el . 2

k?2-m2+iel Lq?—m?+iel L(p—k—q)?2—m?2+ie

Chaqgue terme de la fonction i#® (p) représente par un diagramme

=

Figure2.1: Lafonction adeux points

+

N | =
-Plp—k

+
e N

14
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On obtient de méme fagon, Lafonction de vertex a quatre points :
i (Py, Py, P35, Py) = (—id)

+1 d*k i i
2) 2m)*k? —m? +ie(p; + p, — k)2 —m? +ic

d*k i i
(2m)*k? —m? +ie (p; + p, —K)2 —m? +ie

+1 iA)?
7 (=id)

d*k i i
(2m)*k? —m? +ie(p; + p, — k)2 —m? +ie

1
+5 (=02 (2.22)

Aussi chague terme de lafonction i¥™ (p) représente par un diagramme comme suit :

H X

Figure 2.2 : Lafonction a quatre points

15
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2.8 Le probleme dela divergence

En théorie quantique des champs, les intégrales de Feynman a 1’ordre d’une boucle
souffrent des divergences qui sont logarithmique, linéaire, quadratique ...etc. selon le degré
dedivergence qui égale 0, 1,2 ... respectivement.

Par exemple, I’intégrale de Feynman d’une boucle est :

‘f d*k 1 1
- (2m)* k2+m? (p+k)2+m?

Figure 2.3 : diagramme d’une boucle

Cette intégrale ne satisfait pas la condition de convergence, Lorsgue le résultat devient
infini quand k tend vers zéro on dit que le diagramme est divergent infrarouge. De méme
lorsquil devient infini pour k tendant vers I'infini, on dit que le diagramme est divergent
ultraviolet [3].

Pour édiminer cette divergence on utilise la technique de la renormalisation.
Et aussi il y aautre technique appelé larégularisation.

%+ régularisation de coupure.
% régularisation de Pauli — Villars.
%+ régularisation analytique.

0

% régularisation dimensionnelle.
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Partie
Théorie des champs de Non commutative
-1 Généralités

Dans ce chapitre nous étudions une théorie ¢ . Il S’agit d’'une théorie scalaire

réelle. Elle est écrite sur 1’espace de Moyel quadridimensionnel R

Lathéorie de la géométrie non commutative a é&té dével oppée dans les années 90
par les mathématiciennes comme Alain conne, Michel Dubois-violette, et les physiciennes
comme plan de Moyel, Heisenberg et Dirac. Mais e premier article concernent une algebre

non commutative représentation |”’espace-temps est di a Snyder [1, 2, 3].

La géométrie non commutative est une adaptation du dictionnaire qui permet de passer
d’algébre commutative aespace remplace, pour tout ouil y alieu, lemot commutatif par
non commutatif [4].

La géométrie non commutative est une reformulation et une généralisation dela
géométrie ordinaire en destermes algébriques et d’analyse fonctionnelle. Elle utilise les
mémes outils que la quantique (les opérateurs sur un espace de Hilbert) et contient tout la

géométrie classique.

La théorie non commutative des champs est une théorie définie sur un espace-temps
menu d’une géométrie non commutative comme dansla quantification de I’espace de

phase classique. L’ espace-temps pente étre quantifier en remplacant |es coordonnées

par des opérateurs hermétique

Lamotivation principale concernait lesdivergences ultraviolettes de lathéorie des

champs.

L’espace ou le plan de Moyle est un le plus simple et le plus étudie (du point de vue
de lathéorie des champs), et cet espace peut étre définie en n’importe quelle dimension.il

s'agit-il d’une déformation de I’espaceplat R [5,6].
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L’espace non commutative on base sur I’agebre de Seiberg-witten. Cette propriété
appliquée par le produit (étoile). L’espace ordinaire est caracté&risé par la structure

canonique suivante :

[ . 1=0 (.1
[ 7 1=nh (.2)
[ 7 1=0 (.3)

L’idée de I’étude non commutatif est un trés ancienne(dans la mécanique
quantique), la théorie de jauge peut é&re formulé dans I’espace non commutatif la

structure canonique devient celaforme([6,7] :

[ 1= , = =03 (.4)
Ou est une constante antisymeétrique x , ou c’est ladimension
0 0 O
=4 =5 2 ,° (.5)
0 o - 0

Une fois que les produits des champs sont remplacés par des x-produits, les nombres
infinis des dérivés des champs peuvent maintenant étre évident dans une action, impliquant
que toutes telles théories sont non-locales. Ce n'est pas étonnant puisgue, dans I'analogie avec

la mécanique quantique Ordinaire, on a maintenant une relation dincertitude d'espace-

temps|[8] :
A A =-| | (.6)

Le but de la géométrie non-commutative est de généraliser la dualité entre espace
géométrique et algebre au cas plus général ou I’algebre n’est plus commutative. Cela
conduit a modifier deux concepts fondamentaux des mathématiques, ceux d’espace et de

symétrie et a adapter I’ensemble des outils mathématiques.

19



Thé ori e des cha nps nonco mmitati ve

-2 Leproduit de Moyd (produit star)
-2-1 L’opérateur deWeyl :

Le symbole de Weyl est une technique utilise pour décrire la mécanique quantique a
partir de I’espace de phase de la mécanique classique (pour associer un opérateur
quantigue a une fonction classique) [9,10].

Soit () est fonction quelconque définie sur espace vectoriel (euclidien) a

dimension R

On définit latransformation ( ) de ( ) parlarelation:

()= () .7

() est unefonction réelle
( ) est latransformation de Fourier de ( )

L opérateur de Weyl [ ] consiste par laformede transformation de Fourier qui

contient I’opérateur et latransformation de Fourier ordinaire ( )

[1= 5y O (.8)

-2-2 Définition du produit star (x ) :

On définit le produit star (x) dans I’espace Minkowski pour des fonctions ordinaire,
c’est une produit de deux opérateurs de Weyl et de deux fonctions ( ) et ( ) associé au

produit star de deux fonctions[9,10] :

() ()= (* )= (.9)

Ou

() O) ( .10)
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En utilisant laformule de Baker-Campbell-Hausdorff :

— -I.1-0.1

= (.11)
Ontrouve:
()= - OO (.12)
(@) '
C’est —a-dire qu’on vient d’établir la correspondance suivante :
(*x )o(Cx () (.13)
Une autre écriture de produit star (x) par la définition de Moyel-Weyl :
O« =0 - O (.14)
On peut développer le produit star comme suit :
*x = 4= + ()
1
O+ O= 0 0O+ 5 5 () . O)
(.15)
On peut écrire:
(= )0)= "~ () () (.16)
Pour = 0 ontrouve:
() ()= () () (.17)

On retrouve donc le cas commutatif (produit ordinaire).
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-2-3 Propriétés du produit star (x)

) Leproduit star entre deux exponentiels

=1+ -6 00 + -6 0 0 +--)e e
= (1+(—- )+ )e e

- C )y ) (.18)
Avec lanotation kéq =
) Lareprésentation dans|’espace des moments

En utilisant ( . 18) nous obtenons

()~ ()= () (Jexp —- [C + )] (.19)

c) )
) Associativité

[C  )«xh]()=[ »(C »mIC) (.20)

En effet, dans |’ espace des moments

()« = 55 Kal@e ™ el ) xh(x)

= [ @a@hee = e ) eC ) (.21)
dk d
fx(gxh) () = ﬁ% 0+ g@h(p) e~ el )
dk 99 9P g@n@e = e ) el (.22)

@2m) (2m) (2m)
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) Leproduit star souslesigneintégral

(+«)0) = ~)0)

qui se démontre de la maniére suivante

¢~ )(0) =Wm()()e><p—§ [C + )]
¢ »)0) =Wm()()exp—§ [C + )]
On peut démontrer que :
(~)0)= (.)0)
* = _ —( ) ( )
(= )0) ey OO
En utilisant laformule de Dirac :
S (¢ v+ ))=@2) ( +-+ )
Donc :
* = - - )
(«)O=@) zyey OO 8( + )
Et
()= () -
Donc:
(*)():W()(_): (. )0)

Del’équation( .23), Nous pouvons déduire la propriété cyclique

23

(.23)

(.24)

(.24)

(.25)

(.26)

(.27)

(.28)



Thé ori e des cha nps nonco mmitati ve

(> *.x ))= ( > * *..* ) (.29

) Laconjugaison complexe
( * )= *x * (.30)
) Leproduit star est non commutatif
*x £ * (.31)
Par contre( .30) : x = * |
) LarégleLebniz
Il est facile vérifier que la dérivée de produit star satisfait alarégle de Leibniz

( ~)()= * o+ ox (.32)

-4 Densité Lagrangienne et action
Pour éudier le formalisme Lagrangienne de la théorie des champs classique sur
I’espace Minkowski a la théorie des champs sur I’espace non commutative. On remplacant

dans ladensité Lagrangienne le produit simple (point) par le produit star (€tiole).

La densité Lagrangienne réelle pour la théorie des champs scalaire non commutative est

comme suit :

Lo &=

NI -

¢C)x ¢ ) == d()*d( )~ () (.33)

AVeC:

(D) =T —brddxd |, >2 (.34)

Nous définition I’action S sur un endroit artificielle R du temps-espace par :
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[Pl=[ L b ¢ (.35)

N[ -

o) *x () == d()*xd( )~ .(P) (.36)

-5 Théorie des champs scalaire non commutative

Pour étudier lathéorie des champs non commutative en remplacer dans la théorie des
champs commutative le produit simple par le produit éoile (» -produit star). Donc I’action

dans lathéorie scalaire et donner par [10] :

[Pl=] [- &x d——dxd——dxdxd*d]

1
= [5 ¢ —7(¢) —m¢*¢*¢*¢] (.37)

D ladimension de |I’espace tempe, ¢ est un champ scalaire réel.

La coincidence entre lesthéories commutative et non commutative dans le méme
propagateur (réglé de Feynman) et méme divergence. Maisil y a une seul différence dans
nous oblige a travailler dans |’espace moments qui est resté commutatif. Ce qui en langage

mathématique signifie |’existence d’un ensemble complet de fonction de base.
-5-1 L’équation de mouvement :
Les équations classiques de mouvement, similaire au cas commutatif, sont obtenues en
minimisant I’action, c’est-a-dire :

— =0 (.38)

Alors on peut écrire I’ équation de mouvement de lathéorie du champ scalaire avec

I’interaction ¢
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@+ do=—5@*d*d)() (-39)

Pour trouver le moment conjugué, on distingue deux cas différence :

AV =0
\V4 =0
=0

Dans ce cas, on rencontre les dérivées par rapport au temps seulement dans le terme

cinétique donc le moment conjugué est le méme dans le cas commutatif.

# 0

Dans ce cas on aun grand nombre de dérivés par rapport au temps dans le terme
d’interaction il est clair de début qu’il y aguelque chose non triviale. Le moment conjugué

dépend de termes d’interaction.

-5-2 Letenseur

On définit I’action dans la géométrie non commutative par laforme [12] :

=/ L(b0d) ( .40)
Ou
_ 1 + 41
L= 35 &x ¢o-—0dxd () (.41)
On trouve:
1
| = 5 Cox b+ ox - (O (4
En utilisant le principe de moindre action, dansle casclassique = 0 ontrouve::
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1
:E (I)* (|)+ (I)* (]) — L

(.43)

Comme, il faut rappeler que ladivergence de n’est pas zéro, par exemple pour le cas

particulairede () =—¢* on peut écrire:

1
:E b*x P+ P ¢+ d*x P+x

1

—5 bx b+ ox b+l oxd—¢x ¢l

tol 0xPT Fbx pxdT T X rpH T+ G]

En utilisant les équations de mouvement pour lecas ¢ eq. ( .39) :

¢+ drgdt =0

Donc en peut écrire:

=z lo" x b+ oo ]

tol 0xPT Fbx pxdT T X rpFOT x G]

=gl 0xdT +dx bxdT AT+ pxb—¢" x ¢]

=allo 61 xo" —¢" <o @] ]

:m[[q): ¢] :q)*]
Avec: JC =) =/ *)()

[ ] =0
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La conservation d’énergie imputation pour le cas = 0, nevapas détruire.
-6 Quantification canonique de théorie des champs non commutative

-6-1 Lathéoriescalairerédle:

On considére lathéorie scalaire avec I’interaction artificielle  ,(¢). L étiole
veut dire que le I’interaction contient des termes avec les produits star. Encore que cette
forme définit n’pas important pour la altercation générale. Prenant S comme I’action de

notre théorie :

[¢] =

NI -

dr b= dxd— () (.46)

Depuis la parité libre de I’action est identique a celui dans le cas commutatif, c’est
commode choisir I’espace de Fock et en particulier |I’état a vide étre exactement le méme
comme dans le correspondre ainsi théorie commutative, les champs peuvent étre étendus

quant au méme (comparé au cas commutatif) création et opérateurs de I’annihilation, ou

- - =0, =~ =1ca estunmatriceantisymétrique =— ona:

*O=l5— () + ) (.47)

Pour appliquer la méthode de la quantification canonique nous devrions en premier

le moment conjugué T1( ) puisimpose les conditions de la quantification

[¢C.).0C. )= (=) (.48)

Nous avons que le moment de ¢ est donné par :

L
C ¢

ne)= =¢() ( .49)

28



Thé ori e des cha nps nonco mmitati ve

Dans la théorie non commutative, il y a une ambiguité, qu’on appligque des conditions
de quantification dans la position de I’espace. Généralement nus savons que pour traiter
I’espace non commuitatif il nous faut travailler dans un espace ordinaire et remplacer les

produits enter les fonctions par les produits éoile. Mais, les conditions de la quantification

( .48) Sont définies pour ¢ et 11 qui on a comptées dans des points différentes, tandis le

produits étoile a un sens seulement enter les fonctions comptées dans le méme point.

¢().0C) = (-) (.50)

Cela est possible parce que dans |’espace de moment la différence entre le commutateur

ordinaire et de Moyal est seulement un facteur de phase
-6-2 Interaction

Pour simplicité nous nous restreindra a la théorie scalaire avec I’interaction ¢ , les

discussions peuvent étre appligquées de la méme fagon pour d’autres théories.

Alors, soit ¢( ) latransformée de Fourier de ¢( )

¢( )= @) ¢( ) (.51)
Donc
:E q)*q)*q)*q)
=5 (@x®).(d*0) (.52)
_ ~ ) ()« )
41 2) @)
<o )d(C P P )

_ ~ ) )
=7 @y dC d( )( ) )
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= - ) - )
a1 2) @) ¢C o I b )

x2) ( + + + )

= --(2)¢( )PC ) I )>x@2) ( + + + )

34 (2)
X COS > coS > + oS > cos > + CoS > cos > (.53)
Ou lestermes qui contiennent les sinus, di al’antisymétrie de , S’annulent,
sin + sin = sin + sin —
= sin — sin
=0 (.54)

Par conséquent la seule différence qui parait dans la théorie non commutative, comparée
au commutatif, est que pour chague vertex dans la théorie ¢ non commutatif nous devrions

multiplier par un facteur supplémentaire.

1
=_ + +
«C. . .) 3 COoS > CosS > CosS > COoS > COosS > CosS >

( ) ) ) ): ) (55)

Ce vertex contient un vecteur de phase dépondant des moments. Il est donc non local.
-7 Lemélange UV/IR

Ce mélange dUV/IR est |'un des aspects les plus attachants de la théorie des
champs non commutative de quantum. En cette sous-section nous illustrerons certains des

points ci-dessus avec un calcul explicite, qui indiquera également une autre propriété exotique
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des théories des champs non commutatives. L'exemple que nous considérerons est
renormalisation de masse dans la théorie ¢4 non commutative ( .37) dans quatre

dimensions. Pour ceci, nous évaluerons la fonction irréductible de deux points d'un-particule
[10, 11].

() =<¢( ). ¢(-)>= () (.56)

Au plus bas la fonction & deux points est donnée par [()= + La

contribution d’une boucle se divise en deux parties, diagramme planaire et non planaire.

ro O =355 - (.57)

—

Figure 1 : Diagramme planaire de deux points de contribution de boucle

F() ()

~62) n (.58)

Kk

Figure 2 : Diagramme non planaire de deux points de contribution de boucle

Ou P est un moment externe.
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La contribution ( .57) des diagrammes planaire de lathéorie ¢ non commutative est
proportionnelle a celle de la théorie commutative, qui est quadratiquement divergents dans

le secteur ultraviolet. Cette divergence pourrait étre éiminé par I’introduction d’un cut-off.

Mais dans |e cas des diagrammes non planaire ( .58) la situation est différente a cause
du facteur de phase qui oscille rapidement ce qui assure la convergence. On utilise le
parameétre de Schwinger :

— (.59)
Alorson obtient :
7 O=3575
=5 —
ry ()=g B +
= — —
Apresl’introduction d’un cut-off  donne
Q) = — —
=18 - In — +-- (.60)
rO = — —
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= — - n — +--- (.61)
Avec

:1/—_'_, = - (.62)

On remarque que::

r")  esfini puisquel/ =0 ( — )
r) estinfini pour 1/ + = 0 c.-ad.
1/ =0¢& — oo (divergenceUV)

Et —0 — 0 (divergence IR)

Dans le chapitre 2 (2.10) modéle (I’action)  [¢] présente un nouveau type des
divergences qui le rendent non renormalisable, il est démontré par la non localité du produit
star. Dans I’article [11], Filk a calculé les regles relatives au modéle président. 1l a montré
gue les amplitudes planaires donnent lieu des a oscillations qui couplent les pattes internes et

externes.
-8 Queques problemes dela théorie des champs non commutative

Le probleme de la divergence n’est pas accomplir élimination en I’éude de la théorie
scalaire non commutative mais aggravation le probleme de divergence UV, et devient un
mélange de UV/IR. Donc pour résoudre le probleme il faut changer la matrice
antisymétrique par une matrice symétrique utilisant la méthode de la

renormalisation de lathéorie.

Le mélange UV/IR est un probléme fondamental des théories des hon commutatives,

toute théorie des champs réels va souffrir de ces divergences malgré de nombreux efforts afin
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de surmonter ce probleme on n’a pas trouvé de solution satisfai sante pendant quel que années,

entre temps la théorie des champs non commutatives ont é&é communauté des cordes [13].

La non localité de la théorie pout affecté le théoreme CPT, 'unitarité et la causalité.
Ceux-ci nous imposent contraintes sur le tenseur libre . Il a éé montré que le non
commutativité d’espace-temps # 0 conduit a une théorie non unitaire, dans les travaux
de[14,15]

-9 Renormalisation :

La technique de renormalisation en théorie des champs ont prouvé leur efficacité
depuis plus d’un demi-siecle. Elles ont donné lieu a une formulation mathématique qui en

retour s’appligue a d’autres domaines comme la théorie des nombres [16].

La renormalisation est un cas particulier d’un procédé général. D’extraction de partie
finie. Pour résoudre les problémes précédents on utilisant les dével oppements ci-dessous sont
essentiellement basés sur les articles Moffat [17, 18, 19, 20].

Clairement, dans la théorie des champs non anticommutative W.Moffat remplace la

matrice antisymétrique par une matrice symétrique , le produit star(x) par « diamant »

nous appelons x-produit comme suit :

(- )0)= " () O) (.63)

Remplacé par

(> )0)=~ () ) (.64)

Enconsidere  dansles coordonnées du super espace données par:
= + , =0..3 (.65)

Et  sont les coordonnées dans I’ espace-temps vérifiant larelation :
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[ . I= - = (.66)
Etles  coordonnées dans |’algébre associative de Grassman vérifiant
{ . 1= + =0 (.67)

Dans le super espace hon commutative le produit de deux champs ¢ et ¢ est donné par le

*-produlit
@ *6) )= —3— — & ()
=00 O3 —dO—d()+-1  (.68)
Ol estun tensaur non symétrique

. (.69)

Avec
=, =- (.70)
() = (.71)

On note + la conjugaison hermitienne. Dé&finissions Maintenant |es notations suivantes

[¢ () (D= ()*d ()= ()*xd () (.72)
b ()dOh=d(D)*d()-d ()*d () '

L’opérateur  dans le super espace et utilisonslesreations( .73),( .74),( .75) .

On trouve
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= +2 +0( ) (.73)

De méme

={ , }+2 + )—  +0( )
— +2( + Y—  +0( ) (.74)
Onchoisitlalimite -0 et — 0, adorsnous obtenons apartirde ( .73) et ( .74)
[ L-[ . 1= (.75)
{ . k-{ . 1}=2 + (.76)

On observe les mémes résultats du cas non commutatif dans les expressions ( .75)
et (.76).a la limite — 0, ce qui implique — 0. Nous obtenons de ( .73) et

de ( .74) ducommutateur et I’anti commutateur suivants :
[ 1 ]* - [ ’ ] = 2 ( ' 77)

{ . k- , = (.78)
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Partie

Théorie des champs avec le produit (*)

Notre formulation d’espace non commutative est une description unifiée de non
commutatif et algebres non-anticommutative d'opérateur dans un espace de Hilbert 7. Nous
pourrions formuler une théorie des champs générale utilise le x-produit des champs, qui
contiendraient des facteurs de phase exponentiels complexes des contributions sest associée
au 6 antisymétriquede T de tenseur. Cependant, dans le suivant, nous nous limiterons

aucasplussmplequand de 6 =0 [17,20,21,22].
-1 Propriétésdu x produit

) Lex produit entre deux exponentiels

=(1+ -t dd + -t 00 +.)e e
== )+-de e

= C )y ) ( .1)
Avec lanotation ktq =

Ladistribution de Dirac il est tréesimport relation de |’équation précédent, il intégre sur

ap( )x ()= [C+)]
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= - 2) OC+) (.2

On écrivant I’expression de la distribution de Dirac sur un espace non commutatif avec
le *-produit

§ ()= ") (.3)

Donc, ce résultat conduire dans la généraliser certaines relation de la théorie des

champs ordinaires sur la quantification canonique, comme la relation de commutation entre
les opérateurs de création et d’annihilation.

) Lareprésentation dans|’espace des moments

En utilisant (. 1) nous obtenons

(O~ ()= mm()()eXp—z [C + )] ( .4)
) Associativité

[C * )*hIC)=[ »(C xh)I() ( .5)

En effet, dans |’ espace des moments

((f) » ) = [T 5 Wal@e ™ el ) xh(x)

=555 ®a@h(pye ™ et ) et ) ( .6)

~

fx(@gxh) () =[—¢c5 0* g@he e el )

dk dg dp .
) ) (@) Kg@h)e = e ) el ) (.7
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) Leproduit x souslesigneintégral

(-)0) = (~»)0)

qui se démontre de la maniére suivante

C »)H0) =Wm()()e><p—§ [C( + )]
( »)(0) =Wm()()exp—§ [C + )]
On peut démontrer que :
(»)0)= (. )0)
* = —_— —( ) ( )
( *)0) ey OO
En utilisant laformule de Dirac :
J (¢ =+ H))=@) ( +-+ )
Donc .
* = - - )
(*)O0=C@) Gyay OO 8( + )
Et
()= ()« - )
Donc:
(*)():W()(_): (.)0)
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Del’équation (3.) Nous pouvons déduire la propriété cyclique

( » *.x )()= ( * * *.% ) ( .15

) Laconjugaison complexe

(x = *x * ( .16)

) Leproduit star est non commutatif

x  FE K ( .17)

Par contre ( .16) : x = % |
) LarégleLebniz
Il est facile vérifier que la dérivée de produit star satisfait alarégle de Leibniz

(*)()=  * + = ( .18)

-2 Formulation L agrangienne

I1-2-1 DensitéLagrangienne et action

Pour étudier le formalisme Lagrangienne de |a théorie des champs classique sur |I’espace

Minkowski a la théorie des champs sur I’espace non commutative. On remplacant dans la

densité Lagrangienne le produit star (étiole) par le produit (x).

La densité Lagrangienne réelle pour lathéorie des champs scalaire non commutative est

comme suit :

Lo¢ ¢ =5 ¢()x d()——dxd()— . ( .19)

N[ -

Avec:

(P)=F —d*b..dpro o >2 ( .20)
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Nous définition I’action S sur un endroit artificielle R du temps-espace par :

P1=] £ &, ¢ (.21)
= - ¢()x () ——d( ) *d( ) - () ( .22)

-2-2 I’équation de mouvement

L’étude de I’équation de mouvement dans le cas non anticommutative comme le cas
commutative, en utilisée le principe de moindre action [¢] :

—=0 ( .23)

En définie ladérivée fonctionnelle pour I’ égquation précédent comme :

A = (b+8p)— (P)= W* d( ) ( .24)

Lechamp libre:

Lathéorie de champ libre dans des théories des champs non commutatives est identique
que les théories des champs commutatives, ainsi seulement les interactions contiennent la

nouvelle information [16]. Et I’action libre on peut écrire comme suit :

A = (p+8dp)— (P)= W* o) ( .25)

D’autre part, la densité lagrangienne libre est :
£=3 60 d()=3 d()Ixd() ( .26)
On calcule A
A = (¢p+5p)— ()
== (@+dp)* (¢p+8p)— (d+8P)*(dp+5p)
- ¢()d()— () *¢d()
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=~/ ¢* o+ ox Sd+ Sh*x o+ Sh*x Shp— drd-—
—  2p*x8p— 206dxp— 28p*xEp— b *x b 20 *x¢ ] 4

En supposons que la variation du champ est petit I’expression précédente se réduit a

A = dx b+ spx b— bx8p —  Sb*P] ( .27)
On observé que

Spx p= (8dpx ¢)—58¢px ¢

( .28)
dbx 6= dbx6dp — OR Zo
En trouvé
1
A =3 6dx  P)—6*Od + bxd6d —Ob*x6p—  b*6P—
—  Sbxd] ( .29)
En utilisant |e théoréme de Gauss :
= . ( .30)

On obtient

1
A :_E (8¢ x O + G*8p +Pp*Sp+ Pp*dp+  Sb*P)

+-[ (8dx o+ ¢*8d)
Comme lavariation de ¢ sur les bords de R s’annule, c.-a-d.
8¢ =0, sur ( .31)
Finalement on trouve |’ action libre :

A =— (@ + )oxdd ( .32)

Et on définit latransformation de Fourier modifié

d(x) = @) B () ( .33)

L echamp en interaction
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La densité lagrangienne est un la somme de deux termes, terme déja présent dans le
paragraphe précédent et terme d’interaction. Etudions la densité lagrangienne d’interaction en

théorie ¢ C’est-a-dire:

L* :_Eq)*d)*q)*d) ( .34)
Et
[pl=—=f dxd*dxo ( .35)
On calcule d’abord la variation de comme
[6+8d]—  [d]
T [(d + 8d) * (b + 8P) * ( + 8P) * (b +8) — (P * p* p* ) ]
=2 (d+8D)xdxdxdxd ()= (d*(d+8h)*d*d)( )

Hoxdx(@+8P)*d)( )+ dxdxdx(d+8p) ()]

- (@*d*xd*d)( )}

==t P Gordxdxd)( )+t (br8bxdx)()

+ P (rdx3pxp)( )+ (drdrdxp)( )}

Donc on obtient

[b+50] - [9]=—7 (@*d*P)( )P)( ) ( .36)
Cu

ﬂ*&b()——— (D*d*P)( )P)( ) ( .37)

8¢( ) -3 '

Il donnée I’ équation de mouvement s’obtient en minimisant I’action :
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[1_ [] [1_
O-—OF ()‘O ( .38)
t

Finalement I”équation de mouvement pour des champs en interaction

o+ - .,()¢=0 (.39
Ou

() ==5&*d*d)() ( .40

L e champ conjugué
Par analogie avec |a théorie des champs commutative, nous définissons le champ
canoniquement conjugué () danslathéorie des champs non commutative avec *-produit
par

L*

()= ( .41)

Ladensité lagrangienne libre est :

1 1
L =5 o ) * d)()—z d( ) *d( )
1 -
=5 () oC) — o )d( )
=- ¢ b—- ¢ b—- od+- ¢ o+ () ( .42)
Ou , =0,...,3,cequi implique
P! 1 1 1
—5[ ¢ o+ ¢ CID—E ¢ ¢—§ ¢ ¢—§ ¢ ¢
1 1 1 1
—5 ¢ ¢—§ ¢ ¢—§ ¢ d)—z ¢ -
1 +1 +l
~3 ¢ -  do > ¢ ¢ > ¢ ¢
L L 43
+3 ¢ <|>+§ ¢ ¢] ( .43)

Donc le moment conjugué est
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L* .1 .1
()= ¢()=®+§ ®+§ o) ( .44)

Finalement, le résultat de compressassions la théorie des champs commutative avec la

théorie des champs non commutative avec *-produit est une théorie de champ non locale et
est par certains aspects trés différente. La non localité peut avoir des conséquences sur le
théoreme CPT auss bien que sur I'unitariré et la causalité. Les amplitudes ont un
comportement régulier al’infini quand + 0 et = 0 et c’est dans ce cas seulement que
nous pouvons définir 1I’operateur du moment conjugué pour éviter les problémes d’unitarité
et de causalité, il aété prouvé par Moffat [18].

Donclechamp () canoniquement conjuguéde ¢ est le méme que dansle cas
commutatif, c’est-a-dire

()=4C) ( .45)
-3 Lesrelations des commutations dans le cas symétrique( )

Dans la théorie scalaire nous conduit a ignorer manipulation des variables fermioniques,

puisqu’elles ne génerent que des facteurs globaux sans conséquences sur les résultats finaux.

En la théorie des champs, les variables dont dépend I’Hamiltonien sont les champs IT et
¢. Placonnons a un certain temps et introduisons les opérateurs de champ ¢( , ) et

I1( , ) auxquels on impose les relations de commutation au temps  :

[oC.) 0, )I= OC-) ( .46)
[¢C, ) ¢C,DI=[0C, )0, )]=0 ( .47)
Il'y adéale champ conjuguéde ¢ est donné par

L
C ¢)

ne)= =¢( ) ( .48)

Pour aler plus loin dans la quantification canonique, nous résolvons d’abord |’éguation

de mouvement pour le champ libre. En effet on a
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@+ )¢()=0 ( .49)
¢ est le champ de Klein-Gordon sur un espace-temps classique.

La solution de ( .49) comme dans la théorie des champs commutative est donnée par

transformation de Fourier

OI=f5— ~ (O + (O ) ( .50)

Il est facile permuter la relation de commutation pour le champ libre. Car |a dépendance
de temps permet a on d’exprimer le champ comme combinaison linéaire des opérateurs de

création et d’annihilation.
On pose les relations de commutations entre les opérateurs de création et d’annihilation
s’écrivent comme sulit :
[() (M=@)@ )~ OC-) ( .51)
[C) (I=[ (), ()I=0 ( .52)

Lesfonctions () définispar:

():W ( .53)

qui sont I’équivalent des ondes planes de quantité de mouvement et I'énergie de la
théorie conventionnelle. Ces fonctions vérifient sur I'espace quantifié

(YT (). = OC=-) ( .54)

*

Ouleterme *() () _ estdonne par

)7 O, O« O- O ) ( .55)

*
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Et
O O,= A
) )

= 2(2) (— ) * — *

= 2(2) ( + )

= O = ) ( .56)
De laméme on monter que :

() O, = ‘() () =0 ( .57)

La décrémentation de les () il trouve dans la propriété ( .54) forment un ensemble
orthogonal comme dans le cas commutatif. Maintenant, une redéfinition du champ sur
I’espace non commutatif et on obtenir les mémes résultats que la théorie commutative. Les
relations ( .56) et ( .57) permettent d’inverser I’expansion de ¢( ) et d’obtenir une

expression pour () et son conjugué.
En portée, desrelations ( .50) et ( .53) ona:

Cd

() d)()*:W( () (), ()

d

+ () ")y, ()

*

N G _
1
= Y ¢59)
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Et donne

()= 22 o) () ( .59)

*

On monter de méme

D=/ @)z o) ), ( .60)

Passe maintenant au calcul du commutateur [¢p( ), II( )], atemps égaux

Le champ conjugué est donné par larelation ( .48).

()=4¢()
= oy () o+ O ( .61)
Alors
OO, = [f—— O+ O O -
-+ + 14
= DR A @)z T (-)-
- A 2)2 -~ ( =)
= m_ ()_|. « )
1 - ()
~ (@) det (.62

Pour le commutateur [¢p( ), d( )], atemps égaux, nous avons:
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[C )b o= [f —— O o+ O O =

+ + + ]A

= 3G C Jsin (= )

=0. ( .63)

Donc, la quantification canonique du champ scalaire réel sur un espace non commutatif

avec le x-produit par les relations de commutations a temps égaux suivantes :

[¢( ). ¢( )]a=0 ( .64)

1
[¢(). 0= Z~ 75 ( .65)

[bC ). d()a=Jf

En finie, la quantification canonique de théorie des champs scalaires a été basée sur les
relations de commutation entre les champs dans |’ espace non commutatif avec le x-produit on
deux points différents, mais a temps égaux.
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-4 Vertex propre

Pour résoudre le probléme de |a théorie proposée en calculs les vertex propres a deux points
et quatre points a I’ordre  d’une boucle. Nous allons accomplir les calculs ignorant les

contraintes sur le tenseur . Donc lathéorie précedent est unitaire [19, 20, 21, 22].

-4-1 Calcul de

Le vertex propre a deux points al’ordre d’une boucle est donné par :

F():_—+§ ) — ( .67)

Avec (en passant al’espace Euclidien)

Jfv—=1 T
= L I
16 ¢ T 1z
1 _
T 2 15 ( .68)

Ce qui est un résultat, tant que demeure défirent de zéro. Ainsi, on a obtenu du résultat
fini.
-4-2 Calcul de

Le vertex propre a quatre points al’ordre d’une boucle est donnée par :

rO=-- o= t=H=- " (.69
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En utilisant la méthode de Schwinger [12], on obtient

Soit maintenant le changement de variables suivant :
=1-) =

Alors

=—07—  ( +@a-))

Si on considere le développement de la fonction exponentielle au premier ordre en

-( + A=) D= +In — ( + @A-=-))
On obtient

()=-z—(+l = ( + @-) )

On remarque encore que cette expression est finie.

Finalement, |e probléme de la divergence elle est (fini) résoudre.

.70)

.71)

.72)

.73)

.74)
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CONCLUSION

But de cette mémoire elle est éude on détaillée de la théorie des champs non
commutative et |a théorie de la renormalisation sur I’espace non commutative en appliquer

sur lathéorie ¢p* comme exemple.

Dans le premier chapitre, nous avons donne une introduction générae sur le
développement de la physique: physique classique, quantique, la relativité restartant et
générae et lathéorie des champs.

Dans la deuxiéme chapitre, nous avons définie sur I’espace ordinaire la théorie des
champs, souffre d’un probléme de la divergence qu’on trouve dans les diagrammes Feynman.

Pour éliminer ce probléme.

Dans le troisieme, en utilis¢ un nouvelle espace non commutatif dans lequel, et
remplacé e produit ordinaire par le produit éoile. Mais, nous avons trouvé que le probleme
de la divergence UV dans la théorie définie sur ’espace commutatif, ne trouve pas solution
mais il s’est augmenté et il a devenu un mélange entre la divergence ultraviolet et infrarouge
(UV/IR). Nous essayant de régler ce probléme, on utilise la proposition de W. Moffat, on
remplace le x-produit de deux champs par le *-produit et la matrice antisymétrique 6" par
la matrice symétriqgue t*¥ , et donne autre formulation de Lagrangien de la théorie des
champs classique sur espace-temps a la théorie des champs sur un espace non commutative
avec le *-produit, en conclus qu’on peut observer de nos résultats est que les éguations
d’Euler-Lagrange et les équations de mouvements sont similaires a la différence que la
transformée de Fourier du champs ®(x) est modifiée par facteur de phase. Et observe que le

champ conjugué T1(x) identique alathéorie des champs ordinaire.

En développé les relations de commutations dans le cas symétrique avec le *-produit
est trouvé la solution générae des équations de mouvement, donnée en fonction des
opérateurs de création et d’annihilation, est modifiée par un facteur de phase. 1l est évident
qu’il résulte une modification du propagateur de Feynman elle est régularisé dans la théorie
non commutative. Nous avons finitude des diagrammes par un calcul des vertex propres a
deux points et quatre points. Donc, lathéorie est renormalisable.
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Abstract:

In This memory we talked about the study theory fields scalar in the space non
commutative with +product and the method the renormalization we found that the difference
between her and the fields theory in a commutative space in this appanition of phase factor,
also the problem of the ultraviolet divergence UV and the muxing UV/IR between the two
divergences ultraviolet and infrared whose be existing before does not exist.

Kev Word:

Field theory, non commutative field theory, product (+) and (+), divergence UV, muxing
UV/IR.

Reésume :

Dans ce memoire, nous avons procéde a 1 étude de la théone des champs scalaire dans
I'espace non commuitative on utilise le =-produit et les methodes de renormalisation, Nous
avons trouveé que la différence entre notre cas de la theorie des champs sur 1'espace
commutatif c'est parution du facteur de phase, et le probleme de la divergence ultraviolet

UV et le melange UV/IR. entre les divergences ultraviolet et infrarouge n'est pas.

MMots—cles :

Theonie de champ. theéome des champs non commmitative, prodwat star, divergence UV,
melange UV/IR
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