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Résumé 

 

 

 
 

Le travail présenté dans ce mémoire consiste en une étude théorique, dans le cadre 

du formalisme de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) et l’approche des 

pseudo-potentiels (PP), avec les ondes planes (PW) implémentés dans le code CASTEP. 

Deux pérovskites KaXF3 (X= Ca, Mg) cristallisées dans la structure cubique, ont été 

caractérisées en étudiant leurs propriétés structurales (Paramètre de maille), mécaniques 

(module de compression, constantes élastiques, facteur d’anisotropie, module de 

cisaillement, module d’Young et coefficient de Poisson), électroniques (structure de bandes, 

le gap énergétique, les densités d'états totale TDOS et partielle PDOS) et optiques (fonction 

diélectrique, indice de réfraction, fonction de perte, l’absorption, la réflectivité et la 

conductivité optique). Les résultats obtenus, en utilisant l'approximation de la densité locale 

(LDA) et celle du gradient généralisé (GGA), sont comparés aux résultats théoriques 

disponibles dans la littérature. 

 
Mots clés : CASTEP, DFT, GGA, LDA, Semi-conducteur, Pérovskite, KaXF3 (X= Ca, Mg). 

 
 

Abstract 

The workpresented in this dissertation consists of a theoreticalstudy, within the 

framework of the formalism of the densityfunctionaltheory (DFT) and the pseudo-potentials 

(PP) approach, with plane waves (PW) as implemented in the CASTEP code. 

Twoperovskites KaXF3 (X= Ca, Mg)crystallized in the cubic structure, werecharacterized by 

studyingtheir structural (lattice constant), mechanical (bulk modulus, elastic constants, 

anisotropy factor, shearmodulus, Young’smodulus andPoisson's ratio), electronic (band 

structure, band gap, TDOS and PDOS) and optical (dielectricfunction, refractive index, 

lossfunction, absorption, reflectivity and opticalconductivity) properties. The 

obtainedresults, using the local density approximation (LDA) and the generalized gradient 

approximation (GGA) are comparedwith the theoreticalresultsavailable in the literature. 
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Introduction générale 
 

Le choix du matériau est rigoureusement indissociable de l’intérêt que peut présenter 

la substance en question pour l’obtention d’un objet fini. Au cours de l’histoire, différentes 

recherches pour la maitrise des matériaux ont été à l’origine de plusieurs révolutions 

technologiques. En conséquence et en moins d’un siècle, l’homme est passé du problème de 

prouver l’existence des atomes à celui de les manipuler un par un et de les assembler en 

matériaux aux propriétés spécifiques, pour divers domaines d’application selon les besoins. 

Cependant, bien que la complexité expérimentale et le cout exorbitant, pour la 

réalisation de matériaux voulus, a posé problème au chercheurs, cela les a conduit à 

entrevoir une issue alternative .En effet, c’est à partir de la souplesse et poussé géante de 

l’outil informatique que la simulation numérique a pris un pas de plus que les expériences et  

les a nourri de data pour les valider. 

Plusieurs méthodes de simulation ont vu le jour pour le calcul prédictif des différentes 

propriétés des systèmes les plus complexes. Parmi elles, on cite les méthodes des premiers 

principes (ab-initio), qu’on a adopté dans le présent travail, en exploitant le code CASTEP. 

Par ailleurs, on est intéressé aux matériaux semi-conducteurs de structure pérovskite 

qui ont été et font toujours l’objet de nombreuses études, vue leur abondance sur terre, la 

simplicité relative de leur cristal et leurs propriétés remarquables fréquemment observées 

(supraconductivité, catalyse, ferroélectricité, piézoélectricité, magnétorésistance géante, 

transition métal-isolant …etc), en particulier on cite le composés CsCaF3. 

Ainsi, nous avons agencéle présent mémoire en trois chapitres, une introduction et une 

conclusion générale. Le premier chapitre, sur les matériaux semi-conducteurs, résume des 

généralités et leurs propriétés essentielles. Le second chapitre formule le cadre théorique de 

la méthode utilisée: la DFT et la méthode du pseudo-potentiel. Le dernier chapitre expose 

les résultats obtenus de notre simulation concernant la caractérisation de la pérovskite 

étudiée. 
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               Semi-conducteurs :  

         Généralités et propriétés 
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Partie 1 : Généralités sur les semi-conducteurs 
 

1.1. Introduction 

 
Découvert au 19ème siècle, un semi-conducteur est une substance, généralement un 

élément ou un composé chimique solide ou liquide, qui peut conduire l’électricité dans 

certaines conditions mais pas dans d’autres. Il a une conductivité électrique intermédiaire 

entre celle des conducteurs (~106Ω−1.cm−1) et des isolants (~10−22à~10−14 Ω−1.cm−1). 

Les semi-conducteurs ont acquis une importance considérable dans notre société. Ils 

sont à la base de tous les composants électroniques et optoélectronique qui entrent dans les 

dispositifs informatiques, de télécommunication, des appareils électroménagers etc. 

Dans le présent chapitre, on donne un aperçu général sur ce qui caractérise ce type de 

matériau. 

 

1.2. Type de semi-conducteurs 

 
On distingue deux types de semi-conducteurs pur et dopé. 

 
1.2.1. Semi-conducteur pur ou intrinsèque 

 
C’est un semi-conducteur idéal, régulier et sans défauts structurels, caractérisé par 

l’égalité du nombre d’électrons de la bande conduction et celui des trous de la bande de 

valence. Les porteurs de charge sont créés par excitation thermique des électrons de valence. 

Il faut noter aussi que le niveau de Fermi intrinsèque EF se trouve au voisinage du centre de la 

bande interdite. 

Remarque : 

Les semi-conducteurs intrinsèques sont purement théoriques, car il est quasi- 

impossible   de   fabriquer   des   cristaux   parfaitement   réguliers   et monoatomiques. Par 

conséquent, les études s'orientent vers le second type de semi-conducteurs. 

 

1.2.2. Semi-conducteur dopé ou extrinsèque 

 
Le dopage des semi-conducteurs intrinsèques par des impuretés bien choisies [1], leur 

permet d’avoir une majorité (ou supériorité) des porteurs de charge (électrons ou trous) dans 

la bande de conduction ou bien dans la bande de valence. L’introduction de ces dopants 
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perturbe les bandes interdites, en créant des états accessibles à l'intérieur de ces bandes et rend 

le gap plus perméable, tout en gardant une neutralité globale de charge dans le matériau 

[2].Ainsi, selon le dopage, on a des semi-conducteurs extrinsèques de type N ou de type P. 

 

1.2.2.1. Semi-conducteur extrinsèque de type N 

 
C’est un semi-conducteur dopé N, par des impuretés de type donneurs, qui peut céder 

des électrons excédentaires faiblement liés à ces atomes, ce qui leurs confère un plus de 

liberté dans le réseau cristallin. Par conséquence, un niveau d’énergie supplémentaire 

s’introduit dans la bande de conduction, avec l’ionisation positive des atomes donneurs. Ce 

type N de semi-conducteurs a pour particularité d’avoir des électrons majoritaires dans la 

bande de conduction et des trous minoritaires dans la bande de valence. 

 

       1.2.2.2. Semi-conducteur extrinsèque de type P 

 
C’est un semi-conducteur dopé P, par des impuretés de type accepteurs, qui peut créer 

un excès de trous. Par conséquent, un niveau d’énergie supplémentaire s’introduit dans la 

bande de valence, avec l’ionisation négative des atomes accepteurs. Ce type P de semi- 

conducteurs a pour caractéristique d’avoir des trous majoritaires dans la bande de valence et 

des électrons minoritaires dans la bande de conduction. 

 

1.3. Classification des semi-conducteurs 

 
Les semi-conducteurs sont ordonnés en groupes d’atomes qui les constituent suivant 

leurs caractéristiques et selon leur composition chimique. Les chiffres romains (I, II, III, IV, 

V, VI ...) font référence aux colonnes du tableau périodique des éléments. 

Ainsi, la première classe comporte les semi-conducteurs les plus célèbres comme le 

silicium Si, le germanium Ge et l’étain Sn de la IVème colonne du tableau périodique de 

Mendeleïev. La deuxième classe regroupe les atomes Be, Mg, Ca, Sr, Ba du IIème groupe du 

même tableau. On trouve dans la troisième classe N, P, As, Sb du Vème groupe, tandis que la 

cinquième et la sixième classes contiennent, respectivement, les éléments chimiques du 

IIIème groupe (B, Al, Ga, In) et ceux du VIème groupe (O, S, Se, Te). 
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Figure I. 1. Tableau périodique de Mendeleïev [3]. 

 
Il faut noter que toute combinaison ou alliage d’éléments semi-conducteurs de groupes 

différents donne un semi-conducteur binaire ou ternaire ou quaternaire dont les propriétés lui 

confèrent un tel ou tel intérêt. Comme exemple, on cite la famille des Pérovskites connus par 

leurs propriétés physiques très intéressantes. 

 

1.4. Les pérovskites 

 
1.4.1. Bref historique 

 
Ce fut A.B. Kemmerer qui avait découvert la première pérovskite pendant une 

expédition en 1839, dans les montagnes russes de l'Oural, plus précisément dans la mine 

d'Achmatovsk. Dans la même année, cette structure fut étudiée ultérieurement par le 

minéralogiste allemand Gustav Rose (1798-1873). C’est un solide cristallin inorganique, 

minéral naturel, appelé titanate de calcium, de formule KCaF3, possédant un aspect gris 

métallique (Figure I.2) et une morphologie cubique. Gustav Rose dédia cette découverte au 
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minéralogiste   russe   Lev   AlexeïevitchPerovski   (1792-1856),   d'où   provient finalement 

l'appellation "Pérovskite" [4]. 

 

 

 

 

 
Figure I.2. La pérovskite (CsCaF3). 

 
Par la suite, plusieurs découvertes d’autres oxydes iso structuraux comme CaTiO3, de 

formulation ABO3 (tels que SrTiO3, KTaO3, BaSnO3, etc...) ont engendré la "famille 

Pérovskite", constituée à l'époque uniquement d'oxydes inorganiques. Et ce n’est qu’après 

plus d’un siècle de sa première découverte, que la structure de KCaF3 fut confirmée, par la 

première analyse aux rayons X en 1957, sur un monocristal [5]. 

 
1.4.2. Différents types de pérovskite 

 
A partir de l’occupation des sites A et B, on peut décrire deux catégories de pérovskites: 

 

 Les pérovskites simples: pour lesquels les deux sites A et B sont occupés par un seul 

type d’atome, comme les composés: CsCaF3, NaTaO3, LaFeO3.... 

 Les pérovskites complexes: pour lesquels l'un des deux sites A ou B est occupé 

simultanément par deux types d'atomes selon des proportions complémentaires, par 

exemple les composés utilisés dans la fabrication des condensateurs: PbMg0.33Nb0.66O3, 

PbSc0.5Ta0.5O3, Na0.5Bi0.5TiO3 [6]. 

 
1.4.3. Domaines d’application 

 
Les pérovskites à base de Flores accomplissent un rôle essentiel dans de nombreuses 

applications technologiques, alors qu’elles trouvent leur voie vers l’utilisation industrielle 

comme les capteurs [7, 8], la magnétorésistance [9, 10], le transistor [11], les cellules solaires 
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[12] , mémoires holographiques [13], la supraconduction déjà utilisée dans des trains à 

lévitation magnétique au Japon etc... 

Ces composés sont étudiés d'une manière intensive ces dernières années, en raison de 

leurs propriétés optoélectroniques, de leur abondance et leur faible cout. Grace à leurs 

propriétés extraordinaires, les pérovskites sont donc des candidats attrayants dans le 

développement de nouveaux matériaux pour répondre aux besoins de nouveaux marchés, en 

particulier de l'électronique moderne. 

Partie 2: Propriétés des semi-conducteurs 

Chaque matériau interagit différemment avec des agents extérieurs, cette particularité de 

comportement est dite propriétés de ce matériau. 

 

2.1. Propriétés structurales 

 
Dans l'étude des propriétés structurales d’un matériau, on détermine le système cristallin 

et la constante du réseau. Par ailleurs, ces propriétés structurales ont une grande importance 

dans la détermination de certaines propriétés physiques telles que l’élastique, électronique …. 

Et pour ce faire, on doit connaitre la structure cristalline du matériau en question qui n’est 

autre que l’arrangement, à l’échelle atomique, des éléments le constituant dans un réseau 

cristallin. 

 

2.1.1. Réseau cristallin 

 
La plus importante caractéristique des cristaux est celle de l’arrangement périodique des 

éléments qui le constituent, dans un réseau cristallin, suivant les trois directions de l’espace 

tridimensionnel et suivant un ordre strict. On rappelle qu’il existe 14 types de réseaux 

nommés « réseaux de Bravais » tels que le réseau cubique centré (CC), cubique à faces 

centrées (CFC) etc. Parmi les structures dans lesquelles les semi-conducteurs cristallisent en 

générale, on cite les structures : diamant, blende de zinc (cubique), wurtzite (hexagonale), 

NaCl, la pérovskite etc... 

 

2.1.2. Réseau réciproque 

 
Tout réseau de Bravais a un réseau réciproque qui est un ensemble des vecteurs G⃗→  tels 

que eiG⃗⃗⃗.R⃗⃗⃗ = 1  pour tous vecteur position ⃗  R→ de ce réseau de Bravais. Ce réseau réciproque est 

lui-même un réseau de Bravais et son réseau réciproque est le réseau de Bravais de départ. 
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Pour les mailles simples, la maille réciproque est la même que la maille directe. Cependant, il 

n’y a pas de signification physique réelle du réseau réciproque puisqu’il est adopté pour un 

point de vue purement géométrique, et simplifie certains calculs. 

 
La connaissance de la maille primitive est nécessaire pour déterminer le réseau réciproque, 

comme le montre le tableau suivant présentant les différents réseaux réciproques des systèmes 

cubiques : 

 
Réseau direct 

paramètre 
Réseau réciproque paramètre 

Cubique 

a 

 

Cubique centré 

a 

 

Cubique faces 

centrées 

a 

Cubiq

ue 

2π/a 

 

Cubique faces 

centrées 4π/a 
 

Cubique 

centré 

4π/a 

 
 

Tableau I.1. Réseau réciproque et son paramètre de maille. 

 
Plusieurs phénomènes physiques se produisant dans un espace périodique tel qu’un 

cristal, en particulier les phénomènes de propagation, peuvent être décrits à partir de l’espace 

réciproque, qui est un espace des vecteurs d’onde. 

 

2.1.3. Première zone de Brillouin 

 
En physique du solide, la première zone de Brillouin est définie d’une manière unique 

comme la maille primitive dans l'espace réciproque. Elle est définie de la même manière que 

la maille de Wigner-Seitz dans le réseau de Bravais [14] et s’identifie à celle-ci dans l'espace 

réciproque. 

La première zone de Brillouin pour la structure pérovskite cubique est montrée sur la 

figure I.4 exposant les points de hautes symétries suivants: 

 

 
 
 
 
 
 
 

http://fr.wikipedia.org/wiki/Maille_(cristallographie)
http://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_r%C3%A9ciproque
http://fr.wikipedia.org/wiki/Maille_de_Wigner-Seitz
http://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9seau_de_Bravais
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 Le point Г ayant les coordonnées du centre kГ = (0,0,0). 

 Le point X situé au centre d’une facette appartenant à l’un des axes kx, ky ou kz avec l’une 

des faces carrées. Nous avons donc kX =
2π

𝑎
(

1

2
, 0,0). 

 Le point M ayant les coordonnées kM =
2π

𝑎
(

1

2
,
1

2
, 0). 

 Le point R se trouvant sur l’un des sommets des faces carrées et de coordonnées                        

kR =
2π

𝑎
(

1

2
,
1

2
,
1

2
). 

 

 
 
 

Figure I.3. Première zone de Brillouin de la structure  Pm3̅m . 

 
2.1.4. Paramètres de maille 

 
Les paramètres de maille signifient les dimensions de la maille élémentaire du réseau 

cristallin [15]. Dans le cas le plus complexe, qui est le réseau triclinique, on a 6 paramètres: 

trois dimensions a, b et c, et trois angles alpha, bêta et gamma. Dans le cas du réseau cubique, 

on ne cite qu'un paramètre de maille, a (puisque a = b = c et α = β = γ= 90°). Comme notre 

étude est basée sur des composés pérovskites qui cristallisent dans une structure de groupe de 

symétrie  Pm3̅m  (#  221),  ce  réseau  cristallin  est  cubique  simple  dont  la  maille  de  base  est 

constituée des atomes A, B et F aux positions A (0, 0, 0), B (1/2, 1/2, 1/2) et F (0.5, 0.5, 0), F 

(0.5, 0, 0.5) et F (0, 0.5, 0.5). 
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Figure I. 4. Maille conventionnelle de la structure pérovskite de type ABF3 [16]. 
 

 

2.2. Propriétés mécaniques 

 
Les propriétés mécaniques représentent la réaction des matériaux aux applications des 

sollicitations extérieures telles que la compression, la traction, le cisaillement... Elles 

dépendent essentiellement des forces de liaisons qui existent entre les atomes constituants le 

matériau. 

 

2.2.1. Constantes élastiques 

 
Les constantes élastiques traduisent la disposition d’un matériau à se déformer en 

réponse à une contrainte donnée. En général, un matériau anisotrope se déforme si on lui 

applique une contrainte𝜎. Dans les limites d’élasticité, cette déformation 𝜀est proportionnelle 

à la contrainte qu’on lui a appliquée. Selon la méthode développée par Nielson et Martin [17], 

la loi de Hooke généralisée montre que les composantes du tenseur contrainte σij sont des 

fonctions linéaires des composantes du tenseur déformation εkl , où la constante de 

proportionnalité définit le tenseur constantes élastiques Cijkl. 

Dans le cas de la structure cubique, le nombre des constantes élastiques se réduit à trois 

constantes indépendantes C11 , C12 et C44 et par symétrie, la loi de Hooke s’écrit [18, 19] : 

 

σij = ∑Cijklεkl 

ijkl

(I. 1) 
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Ainsi, le tenseur contrainte est donné par :  

[σij] = [

σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

] (I. 2) 

Le tenseur déformation est :  

[εkl ] = [

ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33

] (I. 3) 

Dans le cas des matériaux à symétrie cubique, le tenseur constantes élastiques s’écrit :  

 

[Cijkl] =

[
 
 
 
 
 
C11 C12 C12 0 0 0
C12 C11 C12 0 0 0

C12

0
0
0

C12

0
0
0

C11 0 0 0
0 C44 0 0
0 0 C44 0
0 0 0 C44]

 
 
 
 
 

(I. 4) 

 

On distingue deux constantes de rigidité C11 et C12 et une constante de cisaillement C44 donnée par : 

 

C44 =
1

2
(C11 − C12)(I. 5) 

 

Les constantes élastiques C12 et C44 agissent essentiellement sur la forme.La combinaison de C12 

avec C11 donne le module de compressibilité et celui de cisaillement. Ces constantes élastiques sont 

exprimées en fonction des coefficients de Lamé λet μ par les relations [20, 21] : 

                                              

                                                  C11 = λ + 2μ  ,  C12 = λ   et  C44 = μ(I. 6) 
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2.2.2. Facteur d’anisotropie 

 
L'anisotropie est la propriété d'une grandeur physique d'être dépendante de la direction. 

Elle est exprimée par un facteur dit facteur d’anisotropie défini par Zener [22]: 

2C44 
A = 

11 − C12 
(I. 7) 

Pour les cristaux isotropes A = 1  , par contre si A ≠ 1les matériaux sont anisotropes [23]. 

 
         2.2.3. Module de compression 

 
La variation relative de volume V sous l'effet d'une pression hydrostatique appliquée 

définit le module de compressibilité d’un matériau (en anglais Bulkmodulus) noté B. Son 

expression en fonction des constantes élastiques est la suivante [24]: 

1 
B = 

3 
(C11 + 2C12) (I. 8) 

 
 2.2.4. Module de cisaillement 

 
Le module de cisaillement ou de rigidité est une grandeur physique propre à chaque 

matériau et qui intervient dans la caractérisation des déformations, sous un certain angle, 

causées par des efforts de cisaillement . 

Figure I.5. Un essai de cisaillement. 

 

On exprime le module de cisaillement G de Hill par la relation suivante: 
 

 

G =



=

gV + gR

2
=

C11 − C12

2
(I. 9) 

   
 

 

C 

http://fr.wikipedia.org/wiki/Direction
http://fr.wikipedia.org/wiki/Volume
http://fr.wikipedia.org/wiki/Pression
http://fr.wikipedia.org/wiki/Grandeur_physique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Contrainte_de_cisaillement
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Où gV    et gRsont respectivement le module de cisaillement de Voigt et le module de 

cisaillement de Reuss pour les structures cubiques [25,26] exprimés par: 

                                gV =
C11−C12+3C44

5
  , gR =

5C44(C11−C12)

4C44+3(C11−C12)
(I. 10) 

 
2.2.5. Module de Young 

 
 

Le module de Young, dit aussi module d’élasticité (longitudinale) ou module de 

traction, est la constante reliant la contrainte de traction𝜎 à la déformation𝜀 d'un matériau tant 

qu’il est élastique et isotrope. On peut l’exprimer en fonction des constantes élastiques ou en 

fonction des coefficients de Lamé ou encore en fonction des modules de compressibilité B et 

de cisaillement G de Hill, par les formules suivantes [27] : 

μ(3λ + 2μ) C12(3C12 + 2C44) 9BG 
E = 

(λ + μ) 
=

 (C12 + C44) 
= 

3B + G 
(I. 11) 

 

                     2.2.6. Coefficient de Poisson 

 
Le coefficient de Poisson υ représente la contraction de la matière perpendiculairement 

à la direction de l'effort appliqué ou à son allongement [18]. 

Son expression est donnée par: 
 

 υ =
(l0−l)/l0

(L−L0)/L0
= −

∆l/l0

∆L/L0
(I. 12) 

 

La figure I.6 montre les déformations longitudinale et transversale que subit une éprouvette 

sous contrainte appliquée: 

Figure I.6. Orientation de différentes déformations d’une éprouvette. 

 

Pour de petites déformations, le changement de volume ΔV/V dû à la déformation du 

matériau est     

                                           
∆V

V0
= (1 − 2υ)

∆L

L0
(I. 13)        

 

 

http://fr.wikipedia.org/wiki/Constante
http://fr.wikipedia.org/wiki/Tenseur_des_contraintes
http://fr.wikipedia.org/wiki/Traction
http://fr.wikipedia.org/wiki/D%C3%A9formation_d%27un_mat%C3%A9riau
http://fr.wikipedia.org/wiki/Mat%C3%A9riau
http://fr.wikipedia.org/wiki/D%C3%A9formation_%C3%A9lastique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Isotropie
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On peut aussi exprimer le coefficient de Poisson à partir des constantes élastiques ou en 

fonction des coefficients de Lamé ou aussi en fonction du module de compressibilité B et 

celui de cisaillement de Hill G: 

 

υ =
C12

2(C12 + C44)
=  

λ

2(λ + μ)
=

3B − 2G

2(3B + G)
(I. 14) 

 

Il est important de noter que le coefficient de Poisson traduit la nature des liaisons dans 

la substance. 

        2.3. Propriétés électroniques 

 
 

          2.3.1. Bandes d’énergie 

 
Les électrons dans un atome isolé ont des niveaux d'énergie permis bien définis, par 

contre s’ils sont dans un réseau d’un cristal leur comportement va être différent [28]. En effet, 

dans les éléments de faible distance interatomique, la présence d’atomes voisins génère une 

interférence entre les niveaux permis de chaque atome, entraînant des états très proches et 

quasi continus surnommés bandes d'énergie (figure I.7). 

Les matériaux se caractérisent par leurs électrons localisés dans des bandes d’énergie 

séparées par des bandes interdites ou trous d’énergie ou encore gaps. La bande de valence 

complètement remplie est ce qu’on appelle la plus haute bande permise occupée, 

contrairement à la bande de conduction qui est la bande vide la plus basse permise. 

 
Figure I.7. Élargissement des niveaux énergétiques lorsque le nombre d’atomes 

rassemblés augmente. 
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         2.3.2. Structure électronique 

 

La structure de bandes d’un semi-conducteur est très importante pour étudier les 

transitions optiques et les photoémissions ainsi que la réalisation des dispositifs en 

optoélectronique. Elle permet de déterminer la nature du gap et sa valeur, ainsi que les 

transitions optiques possibles. On représente le diagramme énergétique en étudiant l’énergie 

comme fonction du vecteur d’onde, dans une direction cristallographique du réseau 

réciproque. Ce diagramme montre les extrémités des bandes de conduction et de valence ainsi 

que les différents points de haute symétrie, dans la première zone de Brillouin de l’espace 

réciproque (figure I.8). 

 

(a) (b) 
16 12 

 

12 
8 

 

8 

4 

4 

 
0 0 

 

-4 
-4

 

 
-8 

-8 

-12 

 
L  X 



-12  
L  X 

Figure I.8. Schéma d’une structure de bandes 

(bande de valence en vert et bande de conduction en bleu). 

 

 
             2.3.3. Gap direct 

 
On dit que le gap est direct lorsque le maximum de la bande de valence et le minimum 

de la bande de conduction se situent à valeur voisine du vecteur d'onde k sur le diagramme 

énergétique au centre de la zone de Brillouin (fig.I.8 (a)). La transition d'énergie minimale 

entre ces deux bandes peut avoir lieu sans changement de vecteur d'onde, ce qui permet 

l'absorption et l'émission de lumière de façon beaucoup plus efficace. Dans les applications en 

émission de lumière, les matériaux à gap direct sont privilégiés. En effet, comme les 

extrémités de bandes sont situées à des valeurs de k semblables, la probabilité de 

recombinaison radiative des porteurs est importante. 

 

Eg 

E
n

er
gi

e 
(e

V
) 
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              2.3.4. Gap indirect 

 

Le gap est dit indirect lorsque le maximum de bande de valence et le minimum de la 

bande de conduction se situent à des valeurs distinctes du vecteur d'onde k, dans la zone de 

Brillouin (fig.I.8 (b)). La transition électronique entre le haut de la bande de valence et le bas 

de la bande de conduction, se faisant avec un changement de vecteur d'onde, est accompagnée 

par le changement de la quantité de mouvement des électrons (∆p⃗→ = ℏ∆k⃗→ ≠ 0⃗→) et leur bande 

de conduction correspond à des électrons de grande masse effective, ce qui engendre leur 

faible mobilité. 

 
                  2.3.5. Densité électronique 

 
La densité électronique totale permet de connaitre la distribution électronique et le 

nombre d’états électroniques d’énergie donnée, précise la nature de liaisons entre les éléments 

constituants le matériau et montre l’origine de ses propriétés électroniques et optiques. 

Le traitement de cette densité se fait dans l’espace direct, car on l’obtient par 

intégration, sur la zone de Brillouin, en utilisant la méthode des tétraèdres [26]. La projection 

de la densité électronique totale sur les harmoniques sphériques s, p, d et f, donne la densité 

électronique partielle qui informe sur les propriétés physiques et chimiques des matériaux. 

 

 

2.4. Propriétés optiques 

 
Les propriétés optiques d'un matériau reflètent l’interaction de ce dernier avec le 

rayonnement électromagnétique. En effet, tout passage de la lumière par le matériau change 

les caractéristiques du rayonnement en modifiant son vecteur ou son intensité de propagation. 
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1. Introduction 

 
Les simulations quantiques ab-initio permettent d’explorer les propriétés structurales et 

électroniques de la matière, sans connaissance expérimentale à priori des systèmes étudiés. 

Elles utilisent les constantes atomiques comme paramètres d’entrée dans la résolution de 

l’équation de Schrödinger sans utiliser les variables ajustables et fait appel à la théorie de la 

fonctionnelle de la densité (DFT), dont le développement a été mis en évidence par 

Hohenberg, Kohn et Sham [1, 2]. 

Ces méthodes, issues de la physique du solide qui correspond à la DFT traitant la 

densité électronique plutôt que la fonction d’onde et qui a valu le prix Nobel de chimie à 

Walter Kohn en 1998, permettent de traiter quelques dizaines à quelques centaines d’atomes 

tout en restant dans les limites de la précision des méthodes de type Hartree-Fock [3] 

 

2. Equation de Schrödinger 

 
La description des propriétés physiques et chimiques d’un système cristallin consiste à 

résoudre l’équation de Schrödinger stationnaire et non relativiste décrivant ce problème: 

HΨ = EΨ (II. 1) 

Où 

- Ψ : est la fonction d’onde qui contient toutes les informations du système étudié. 

- E : est l’énergie propre du système (état fondamental). 

- H : est l’Hamiltonien total du système formé de Ne électrons et Nn noyaux [4, 5] 
 

H = Te + Tn + Ve−e + Vn−n + Ve−n  (II. 2) 

Avec 

Te = −
ℏ2

2
∑

∆ri

me

Ne
i=1     est l’énergie cinétique des électrons, me la masse de chacun d’eux. 

Tn = −
ℏ2

2
∑

∆Ri

Mn

Nn
i=1    est l’énergie cinétique des noyaux, Mnest la masse de chacun d’eux. 

Ve−e =
1

8πε0
∑

e2

|r⃗⃗i−r⃗⃗j|
i≠j    est l’énergie potentielle d’interaction répulsive électron- électron. 

Vn−n =
1

8πε0
∑

ZiZje
2

|R⃗⃗⃗i−R⃗⃗⃗j|
i≠j   est l’énergie potentielle d’interaction répulsive noyau- noyau. 

Ve−n =
−1

4πε0
∑

Zie
2

|R⃗⃗⃗i−r⃗⃗j|
i,j    est l’énergie potentielle d’interaction attractive électron- noyau. 

r⃗i,j(i, j = 1,2,… , Ne) : sont les vecteurs position des électrons, Neest le nombre d’électrons. 
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R⃗⃗⃗i,j(i, j = 1,2,… ,Nn) : sont les vecteurs position des noyaux , Nn est le nombre des noyaux. 

ℏ =
h

2π
= 1,05 1034  J.s : est la constante de Planck.

ε0: est la permittivité du vide, avec 4π ε0 = 1,11256. 10−10J−1C2m−1 

e: est la charge de l’électron. 

La solution d’un tel problème ainsi que son éventuelle représentation analytique 

s’annonce une tâche difficile compte tenu de la mémoire limitée des outils informatiques. 

Cependant, il est possible de reformuler le problème en employant les théorèmes et les 

approximations adaptés tels que l’approximation de Born Oppenheimer, l’approximation de 

Hartree-Fock ... 

 

3. Approximation de Born-Oppenheimer (adiabatique) 

 
Cette approximation est la première des approximations utilisées pour la résolution de 

1'équation de Schrödinger. Du fait que les noyaux sont plus lourds que les électrons (Mn ≫ 

me), cela leur permet de se déplacer très lentement par rapport aux électrons (quasi-statiques). 

Ils apparaissent donc comme immobiles par rapport aux électrons. 

Born et Oppenheimer ont alors négligé le mouvement des noyaux par rapport à celui des 

électrons qui s’adaptent instantanément à la configuration lentement variable des noyaux, 

d’où la notion adiabatique [6]. 

Cette approximation néglige aussi l’énergie cinétique Tn des noyaux et l’énergie 

potentielle d’interaction noyaux noyaux Vn−n qui est pratiquement constante [7], ce qui réduit 

l’Hamiltonien électronique: 

He = Te + Vn−e + Ve−e(II. 3) 

          Ainsi, l’équation de Schrödinger prend la forme suivante : 

 

HeΨ = EeΨ(II. 4) 

A cause de l’interaction électrons-électrons la résolution de l’équation de Schrödinger demeure 

complexe à plusieurs corps, donc on fait recourt à d’autres approximations supplémentaires. 

 

4. Approximation de Hartree 

 
En 1928, Douglas Hartree a proposé cette approximation [8, 9] qui est basée sur 

l’hypothèse d’électrons libres et ne prend pas en considération l’interaction électron-spin. 
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Chacun d’eux se meut dans le champ moyen créé par les autres électrons et par les noyaux et 

peut alors être décrit par sa propre fonction d’onde. 

L’équation de Schrödinger à plusieurs électrons en interaction, se ramène à plusieurs 

équations de Schrödinger (à un électron indépendant) appelées équations de Hartree [10] 

s’écrivant sous la forme: 

[−
ℏ2

2me
∆ + Vext(r⃗) + VH(r⃗)]Ψi(r⃗i) = EΨi(r⃗i)(II. 5) 

Où  Vext  (r→) explique  l’interaction  attractive  coulombienne  entre  l’électron  et  les  noyaux  et 

VH (r→) représente le potentiel de Hartree. 

La fonction d’onde globale est ainsi le produit de fonctions d’onde élémentaires décrivant 

l’état d’un électron particulier [11]: 

Ψ(r⃗) = ∏Ψi(r⃗i)

Ne

i=1

(II. 6) 

L’anti-symétrisation de la fonction d’onde électronique, en permutant deux électrons par 

exemple, s’écrit: 

Ψe(r⃗1, r⃗2, … , r⃗Ne
) = −Ψe(r⃗2, r⃗1, … , r⃗Ne

)(II. 7) 

Une telle description obéit donc au principe d’exclusion de Pauli qui impose à deux 

électrons de mêmes nombres quantiques de ne pouvoir occuper simultanément le même état 

quantique. Or, dans la formulation de Hartree de la fonction d’onde, cela n’est pas le cas, car 

l’électron i occupe précisément l’état i. N’étant pas antisymétriques par rapport à l’échange de 

deux électrons quelconques, les solutions de l’équation de Hartree violent le principe 

d’exclusion de Pauli. 

En conclusion, cette approximation ne pourra transformer l’équation à N corps en un 

ensemble d’équations indépendantes. 

5. Approximation de Hartree-Fock 

 
En tenant compte de l’effet du spin électronique (principe d’exclusion de Pauli), Fock a 

écrit la fonction d’onde sous la forme d’un déterminant de Slater:     

Ψe(q1, q2, … , qNe
) =

1

√Ne!
|

Ψ1(q1) … Ψ1(qNe
)

⋮ ⋱ ⋮
ΨNe

(q1) ⋯ ΨNe
(qNe

)
| (II. 8) 
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    Où 

- Ne: est le nombre d’électrons. 

- qi: représente une combinaison de quatre variables (les trois variables   de 

l’espace  (xi, yi, zi)  et la quatrième variable Sz  représentant la projection du spin de 

l’électron i sur l’axe z). 

- Ψi(qi)  : sont les fonctions d’ondes mono-électroniques, avec(i = 1,2,… , Ne). 

 
Dans cette approximation l’Hamiltonien mono-électronique contient un terme qui décrit 

l’interaction coulombienne classique entre électrons (terme de Hartree) et un terme 

supplémentaire purement quantique (terme d’échange) qui résulte de l’application du principe 

de Pauli. 

L’approximation de Hartree-Fock permet donc d’aborder le problème à N corps comme 

un problème à un seul corps, dans lequel chaque électron est soumis à un potentiel effectif qui 

est, en partie, généré par les autres électrons. Pour résoudre l’Hamiltonien mono-électronique, 

on procède de la façon suivante [12]: 

 On suppose une distribution spatiale de noyaux, ce qui détermine l’énergie 

d'interaction entre noyaux ainsi que le potentiel de Hartree en tout point de l’espace. 

 Pour résoudre de façon cohérente les équations mono-électroniques   HeΨe = EeΨe,on 

choisit une base initiale d’orbitales, généralement des orbitales atomiques ou ondes 

planes. 

 A l’aide de cette base, on calcul les potentiels d’interactions que l’on introduit dans les 

équations mono-électroniques. 

 Cette résolution est alors possible et fournit un deuxième jeu de fonctions mono- 

électroniques à partir desquelles on réévalue les potentiels d’interaction, et on répète la 

procédure jusqu’à ce que l’on obtienne un jeu de fonctions d'ondes mono- 

électroniques ainsi que les valeurs propres qui n’évoluent plus (valeurs stationnaires). 

 Ensuite, on calcule l’énergie totale du système d’atomes et on ajuste la distribution 

spatiale des noyaux de façon à minimiser cette énergie totale. 

 
Le calcul du déterminant de Slater est très lourd du point de vue numérique, d’où 

l’introduction de la méthode de la fonctionnelle de la densité qui simplifie considérablement 

les calculs. 

 
 



Chapitre II Méthodes ab-initio et outil de simulation 

27 

 

 

 

6. Théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) 

 

Le fondement de la fonctionnelle de la densité est que l’énergie d’un système 

électronique peut être exprimée en fonction de la densité de l’état fondamental ρ(r). 

Historiquement, l’origine de la DFT (Density Functional Theory) revient au modèle 

théorique développé en 1920 par Thomas et Fermi [13, 14] s’ensuit dans les années 60 par les 

contributions de Hohenberg et Kohn d'une part [1] et Kohn et Sham d'autre part [2]. Le 

modèle de Thomas-Fermi est intéressant dans le sens où il constitue le premier pas vers une 

théorie où le calcul compliqué de la fonction d’onde dépendante de 3N coordonnées spatiales 

est remplacée par celui d’une fonction plus simple qui est la densité électronique dépendante 

uniquement de 3 coordonnées spatiales et est donnée par [15]: 

{
∫ρ(r)dr = Ne

ρ(r → ∞) = 0
(II. 9) 

C’est dans cet esprit qu’en 1964, Hohenberg et Kohn ont formulé et démontré deux 

théorèmes où ils ont mis dans un cadre mathématique les idées précédentes [1]. Ces deux 

théorèmes sont les piliers de la DFT telle qu’elle est admise aujourd’hui. 

 

6.1. Théorèmes de Hohenberg-Kohn 

  
Les deux théorèmes de Hohenberg-Kohn s’appliquent à tout système de Ne électrons en 

interaction dans un potentiel externe  Vext  [1]: 

                      6.1.1. Premier théorème 

 
Toute propriété physique d’un système à Ne électrons soumis à l’effet d’un potentiel 

extérieur statique  Vext  s’écrit, dans son état fondamental, comme une fonctionnelle de la 

densité électronique ρ(r). Par conséquent, l’énergie totale du système à l’état fondamental est 

également une fonctionnelle uniquement de la densité électronique E = E [ρ(r)]. 

                          6.1.2. Deuxième théorème 

 

Il existe une fonctionnelle universelle E (ρ) qui exprime l’énergie en fonction de la 

densité électronique ρ(r), valable pour tout potentiel externe Vext. Pour un potentiel  Vext  et un 

nombre d’électrons Ne, l’énergie de l’état fondamental du système est la valeur qui minimise 

cette fonctionnelle et la densité ρ(r)qui lui est associée correspond à la densité exacte ρ0(r)de 

l’état fondamental [16]: 
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dE[ρ(r)]

dρ(r)
|
ρ=ρ0

= 0 ⇒   E(ρ0) = minE(ρ)(II. 10) 

La fonctionnelle de l’énergie totale de l’état fondamental s’écrit comme suit : 

 
E [ρ(r)] = FHK [ρ(r)] + ∫  Vext  (r) ρ(r) dr (II. 11) 

 
Où FHK[ρ(r)]est la fonctionnelle universelle d’un système à plusieurs électrons: 

FHK [ρ(r)] = Te [ρ(r)] + Ve−e [ρ(r)] (II. 12) 

Te [ρ(r)] etVe−e  [ρ(r)] sont respectivement les fonctionnelles de la densité relative à l’énergie 

cinétique d’électron et à l’interaction électron-électron. 

Le second théorème de Hohenberg et Kohn présente un inconvénient pour son 

application directe en pratique, car la forme de la fonctionnelle FHK [ρ(r)]est inconnue. Donc 

il est relativement difficile de déterminer l’énergie de l’état fondamental dans un potentiel 

externe. Ce problème peut être contourné par l’approximation de Kohn et Sham [2]. 

 

6.2. Approximation de Kohn et Sham 

 
Pour déterminer les propriétés exactes d'un système à plusieurs particules, Kohn et 

Sham ont proposé une approche qui utilise les méthodes à particules indépendantes. L'énergie 

fonctionnelle est donnée par [2, 17]: 

 

EKS [ρ(r)] = Te [ρ(r)] + EH [ρ(r)] + Exc [ρ(r)] + ∫ ρ(r)  Vext  (r) d3r (II. 13) 

 
EKS [ρ(r)]est une fonctionnelle d'échange-corrélation ,Te [ρ(r)]est l'énergie cinétique du 

système de Ne électrons sans interaction dans un potentiel effectif, et EH[ρ(r)]est l'énergie de 

Hartree ou l'énergie d'interaction de coulomb et  Vext  (r)est le potentiel externe créé par les 

noyaux. 

 

EKS [ρ(r)] = F [ρ(r)] + ∫ ρ(r)  Vext  (r) d3r (II. 14) 

 
F[ρ(r)]est la fonctionnelle de Kohn et Sham. 

La densité électronique de l'état fondamental d'un système de particules en interaction peut 

être calculée comme la densité électronique de l'état fondamental d'un système auxiliaire sans 

interaction. 

Ainsi, de la reformulation introduite par Kohn et Sham on définit un Hamiltonien 

mono-électronique et la résolution des équations de Kohn-Sham mono-électroniques se fait 
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analytiquement. Sa fonction d'onde de l'état fondamental ΨKS s’écrit exactement comme une 

fonction d'onde donnée par un déterminant de Slater des orbitales mono-électroniques Φi(r) 

qui sont appelées orbitales de Kohn-Sham: 

[−
ℏ2

2me
∆ + Veff(r)]Φi(r) = εiΦi(r)(II. 15) 

εi  est l'énergie correspondante à l'orbitale de Kohn-Sham Φi(r) eti représente le niveau de 

l'état d'énergie du système. Le potentiel de KS est donné par:  

Veff (r) = Vext  (r) + VH(r) + Vxc (r) (II. 16) 

Où VH(r)exprime l'interaction coulombienne classique entre paire d'électrons (potentiel de 

Hartree) et Vxc (r)est le potentiel d'échange-corrélation défini comme la dérivée de 

EXC[ρ(r)]en fonction de la densité électronique: 

 Vxc(r) =
δExc[ρ(r)]

δρ(r)
(II. 17) 

Avec comme densité du système l’expression donnée par : 

ρ(r) = ∑|Φi(r)|
2

Ne

i=1

(II. 18) 

Jusqu’ici la DFT est une méthode exacte, mais pour que la DFT et les équations de 

Kohn-Sham deviennent utilisables en pratique, on a besoin de proposer une formulation de 

EXC[ρ(r)]et pour cela il est nécessaire d'approximer cette énergie. Deux types 

d'approximations existent, l’approximation de la densité locale LDA et l'approximation du 

gradient généralisé (GGA). 

 

6.3. Approximation de la densité locale (LDA) 

 
L’approximation de la densité locale connue sous le nom de LDA (Local Density 

Approximation) permet de transformer la DFT, théorie à N corps exacte inutile, en une 

théorie approchée mais très utile (et très utilisée). La densité électronique est traitée 

localement, dans cette approximation, sous la forme d’un gaz d’électrons uniforme [18]. 

Chaque volume infinitésimal du système contribue à une énergie d’échange-corrélation égale 

à celle due à la contribution d’un gaz homogène. Ce dernier occupe le même volume 

infinitésimal et a la même densité de charge totale du matériau d’origine dans ce volume. 

La partie échange-corrélation de l’énergie totale de l’état fondamentale du système 

s’écrit sous la forme: 
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Exc
LDA[ρ(r)] = ∫ρ(r) εxc[ρ(r)] dr(II. 19) 

 εxc [ρ(r)] représente l’énergie échange-corrélation par électron dans un système d’électrons 

en interaction mutuelle de densité uniforme ρ. Elle peut être séparée en un terme d’échange et 

un terme de corrélation: 

εxc
LDA[ρ(r)] = εx

LDA[ρ(r)] + εc
LDA[ρ(r)](II. 20) 

Le potentiel d'échange-corrélation est donné par : 

Vxc(r) = εxc
LDA[ρ(r)] + ρ(r)

dεxc
LDA[ρ(r)]

dρ(r)
(II. 21)

                     6.4. Approximation du gradient généralisé (GGA) 

 
L'approximation du gradient généralisé (Generalized Gradient Approximation ou GGA 

[19]) est une amélioration de la LDA car elle tient compte de l'inhomogénéité de la densité 

électronique. En effet, l'énergie d'échange et de corrélation est une fonction de la densité 

d'électron et de son gradient: 

Exc
GGA[ρ(r)] = ∫ρ(r) εxc[ρ(r), ∇⃗⃗⃗ρ(r)] dr (II. 22) 

Par ailleurs, il existe différentes par amétrisations de la GGA [20,11]. Il faut cependant 

noter que l'approximation GGA ne mène pas obligatoirement à de meilleurs résultats que la 

LDA, tout dépend de la propriété que l'on calcule et du système que l'on traite. 

De manière générale, elles sont particulièrement efficaces pour améliorer les calculs de 

certaines propriétés. Leur inconvénient majeur est que de tels calculs sont généralement plus 

gourmands en ressources informatiques que pour les fonctionnelles classiques, du fait de 

l’incorporation de termes Hartree-Fock. 

 

6.5. Cycle auto-cohérent [21] 

 
Pour déterminer les états propres et les fonctions propres, on résout l'équation de Kohn 

et Sham par un calcul auto-cohérent. Cette résolution se fait d’une manière itérative en 

utilisant un cycle d’itérations auto-cohérent. Les différentes étapes du cycle auto-cohérent de 

DFT sont les suivantes (Figure II.1.): 

1- Commencer par une densité d’essai pour la première itération. 

2- Calculer la densité et du potentiel d’échange corrélation pour un 

point. 3- Construire l’Hamiltonien. 
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4- Résoudre l’équation de Kohn-Sham. 

5- Calculer la nouvelle densité électronique. 

6- Vérifier le critère de convergence (en comparant l’ancienne et la nouvelle densité). 

7- Calculer les différentes grandeurs physiques (Energie, forces, …), Fin de calcul. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
Non    

Tests de 

convergence 
 

 

 

 
  

Oui 

 

 

 

Fin du cycle 

 

 

 Figure II.1. : Cycle auto-cohérent dans la résolution des équations de Kohn-Sham [22].
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         7. Méthode du pseudo-potentiel 

 
                7.1. Introduction 

 
Les propriétés physiques des solides dépendent des électrons de valence plus que 

ceux du cœur et l’investigation de certaines de ces propriétés, à savoir les propriétés 

électroniques, est plus précise avec la méthode du pseudo-potentiel [23-26]. En effet, on 

approxime la configuration de ces électrons de cœur dans le solide à celle d’un atome isolé. 

Cette considération permet de les regrouper avec le noyau, pour constituer des ions rigides 

qu’on appelle approximation du cœur gelé [23]. Dans cette approximation, le potentiel 

d’interaction coulombien du noyau et les effets des électrons du cœur est remplacé par un 

potentiel effectif qui interagit avec les électrons de valence seulement [27]. 

 

        7.2. Théorème de Bloch 

 
Ce théorème montre que les solutions de l'équation de Schrödinger, pour un potentiel 

périodique, peuvent être mises sous une nouvelle forme d'un produit d'une onde plane par une 

fonction  ui(r⃗) qui a la périodicité du réseau cristallin [33] : 

Ψi(r⃗) = ui(r⃗) exp(ik⃗⃗r⃗)(II. 23) 

avec : ui(r⃗) = ui(r⃗ + R⃗⃗⃗),k⃗⃗est le vecteur d'onde, i est l'indice de bande, R⃗⃗⃗ est le vecteur du        

réseau direct. 

La fonction ui(r⃗)peut-être écrite comme une somme : 

ui(r⃗) = ∑ C

G iG

 exp(iG⃗⃗⃗r⃗) )(II. 24) 

Où G⃗⃗⃗ est un vecteur du réseau réciproque défini par G⃗⃗⃗. R⃗⃗⃗ = 2πm (m est un entier). 

En remplaçant ui(r⃗) dans (23) par son expression (24), on aura : 

Ψik(r⃗) = ∑Ci,k⃗⃗⃗+G⃗⃗⃗

G

 exp (i(k⃗⃗ + G⃗⃗⃗)r⃗) (II. 25) 

L’infinité des électrons dans un solide est pris en compte par une infinité de points k et à chaque 

point k seul un nombre limité d'états électroniques sont occupés. Les conditions aux limites 

déterminent un ensemble précis de points k. 
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A cause de l’infinité du nombre de points k et leurs états occupés, une infinité de 

calculs est nécessaire pour obtenir la densité n(r), le potentiel électronique V(r) et l'énergie 

totale E . 

Les fonctions d'onde électroniques peuvent être présentées par une fonction d'onde 

en un seul point k, dans une région d'espace k, à cause de l’identité de ces fonctions à leurs 

points k identiques. Ce qui nous oblige de déterminer des états électroniques à un nombre fini 

de points k pour le calcul du potentiel et de l’énergie. 

Le calcul des états électroniques, proposé par plusieurs méthodes, à un petit nombre 

de points spéciaux k, dans la zone de Brillouin, a permis d’avoir de bonnes approximations du 

potentiel électronique et de l'énergie totale. 

 

7.3. Echantillonnage de la première zone de Brillouin 

 
Le problème de résolution de l’équation de Schrödinger d’un nombre infini de 

vecteurs d’onde k du réseau réciproque, dans un cristal, occupant cet espace d’une façon 

discrète mais quasi-continue, exige l’échantillonnage de la première zone de Brillouin pour 

bien calculer la structure électronique d’un nombre fini et minimal de points 𝑘, où les états 

électroniques sont occupés et caractérisés par des bandes continues. La méthode de 

Monkhorst et Pack [29] est l’une des méthodes d’échantillonnage qui ont été proposées pour 

calculer le potentiel électronique dans la première zone de Brillouin. 

 

7.4. Energie de coupure 

 
La nécessité d’un très grand nombre d’ondes planes pour représenter la fonction 

d’onde avait conduit, en 1992, M.C. Payne et al [30] à prouver que les coefficients Ck+G des 

ondes planes  ayant une faible énergie cinétique ℏ
2 

|k + G|2sont plus importants que ceux 
2m 

associés aux ondes planes avec une grande énergie cinétique. Ainsi, le maximum limite de 

cette énergie est dit énergie de coupure vérifiant: 

ℏ2

2m
|k + G|2 ≤ Ecut−off(II. 26) 

Ecut−off =
ℏ2

2m
|k + Gmax|

2(II. 27) 

La sélection des ondes planes consiste en une sphère de rayon Gmax centrée à 

l’origine de l’espace réciproque en imposant la condition|k + G| ≤ Gmax . Cette sphère 

contient un certain nombre d’ondes planes, donné par l’expression: 
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               NPW ≈ Nk .
1

2Π2 VsEcut−off
3/2

(II. 28) 

Où Nk et Vs  sont respectivement  le nombre de vecteurs k⃗→  échantillonné dans la première 

zone de Brillouin et le volume de la cellule de simulation. La limitation de la base d’ondes 

planes induit des erreurs dans le calcul de l’énergie totale [31]. Un certain degré 

d’exactitude du calcul est bien déterminé, à la suite du choix convenable de l’énergie de 

coupure qui conduit à une convergence de l’énergie totale. 

 

7.5. Approximation du cœur gelé 

 
« Geler les électrons du cœur et ne traiter que les électrons de valence » constitue 

l’approximation du cœur gelé et est globalement l’idée de base de la méthode de pseudo- 

potentiel. Dans ce modèle et dans les équations de Kohn et Sham,le potentiel effectif réel est 

remplacé par un potentiel plus faible, ressenti par les électrons de valence, suite à l’écrantage 

du noyau par les électrons du cœur. Ainsi, les fonctions d’ondes des électrons de valence, 

deviennent des pseudo-fonctions d’ondes [32-33]. 

 
7.6. Construction du pseudo-potentiel 

 
Parmi les divers pseudo-potentiels connus, on se limitera au pseudo-potentiel à 

norme conservée et celui ultra soft: 

 

      7.6.1. Pseudo-potentiel à norme conservée 

 
Dans ce type de pseudo-potentiel, la conservation de la norme est présente (la charge 

contenue dans la région du cœur converge vers la charge réelle dans cette région). En se 

basant sur les calculs atomiques ab-initio, des extractions du pseudo-potentiel à norme 

conservée ont été proposées en 1979 par Hamann et al.[34], puis en 1982 par Bachelet et 

al.[35] et encore Hamann en 1989 [36]. Ils ont pu ainsi tabuler les pseudo-potentiels de tous 

les éléments du tableau périodique. 

Ce pseudo-potentiel consiste en la résolution de l’équation de Schrödinger pour un 

atome isolé ayant une fonction d’onde dépendante des trois nombres quantiques (n, l, m): 

                                                φn,l,m (r, 𝜃, ξ) = Rn,l (r). Yl,m  (𝜃, ξ)(II. 29) 

Où Rn,l et Yl,m  sont respectivement la partie radiale et les harmoniques sphériques de la 

fonction d’onde. Une considération unique de la partie radiale de la fonction d’onde Rn,l  s’est 

imposée à partir de la symétrie sphérique de l'atome. 
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Dans le concept des pseudo-potentiels à norme conservée, les conditions suivantes 

sont satisfaites [31]: 

 Les valeurs propres des pseudo-fonctions d’ondes radiales et réelles sont égales. 

 Les fonctions d'ondes réelles et les pseudo-fonctions d'ondes sont égales au-delà du 

rayon de coupure. 

 A l’intérieur du rayon de coupure, la pseudo-fonction d'onde et la fonction d’onde de 

valence sont différentes mais leurs normes sont identiques. 

 La pseudo-fonction d'onde ne possède pas de nœuds. 

 Le pseudo potentiel varie d’une façon continue (les dérivées premières et secondes de la 

pseudo-fonction d’onde et de la fonction d’onde réelle sont égales pour r = rayon de 

coupure). 

 Les orbitales associées aux électrons du cœur et de valence ne se recouvrent pas. 

 La norme est conservée (la densité de charge dans la région du cœur est la même pour 

les pseudo-fonctions d’ondes et les fonctions d’ondes réelles pour chaque état de 

valence). 

 
                         7.6.2. Pseudo-potentiel ultra soft ‘doux’ (US-PP) 

 
Dans cette catégorie de pseudo-potentiel, la charge contenue dans la région du cœur 

est différente de la charge réelle dans cette région. C’est dans le cas des matériaux portant des 

orbitales de valence localisées, comme les terres rares ou les métaux de transition, que 

Vanderbilt [36] présente ce pseudo-potentiel ultra doux, qui remplace celui à norme 

conservée, car l’appellation d’ultra soft est le résultat du lissage arbitraire des pseudo- 

fonctions d’ondes dans la région du cœur. Ce type de pseudo-potentiel restreint le nombre 

d’ondes planes (réduction de l’énergie de coupure) et utilise un rayon de coupure plus grand 

que celui des pseudo-potentiels à norme conservé. 

 

      7.6.3. Application du pseudo-potentiel 

 
Ces pseudo-potentiels sont applicables selon deux possibilités: 

 Les approches ab-initio (théorique) qui sont utilisées pour prédire certaines propriétés 

physiques inconnues auparavant, en se basant sur des principes fondamentaux pour 

résoudre les problèmes. 

 La méthode empirique qui ajuste certains paramètres en utilisant des données 

expérimentales (gaps d’énergie). 
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7.6.4. Génération du pseudo-potentiel 

 
Cela consiste à réaliser un calcul atomique pour une configuration prise comme 

référence. Aussi, le choix approprié d’un élément (numéro atomique, configuration 

électronique) et d'une fonctionnelle d'échange et de corrélation permet, en choisissant les 

orbitales comme celles de valence, la détermination des énergies propres et des états propres 

de l’atome isolé. On cite deux méthodes pour la génération du pseudo-potentiel [1]: 

 

1- On conçoit le pseudo-potentiel à partir de l’inversion d’équation de Schrödinger avec 

les pseudo-fonctions d’ondes et la soustraction des contributions de l’énergie de 

Hartree et l’énergie échange-corrélation, pour les électrons de valence. Ainsi, on 

génère le pseudo-potentiel à partir des pseudo-fonctions d’ondes de valence prises de 

manière qu’elles coïncident avec les fonctions d'ondes des électrons de valence, à 

l'extérieur du rayon de coupure et en respectant les conditions imposées, dans la région 

du cœur. 

2- Un choix d’un pseudo-potentiel paramétré est important une fois les énergies propres 

et les états propres de valence de l’atome isolé sont déterminés. Par suite, on améliore 

le rayon de coupure de façon que le calcul sur le pseudo-atome nous donne des 

énergies propres égales à celles trouvées précédemment dans l’ancienne étape et des 

pseudo-fonctions de valence égales aux fonctions d’ondes des électrons, au-delà du 

choix du rayon de coupure pris. 

 

8. Outil de simulation : Code CASTEP 

 
Il existe un grand nombre de codes de calculs basés sur la DFT, par exemple DMol3, 

VASP, GAUSSIAN, ABINIT, CRYSTAL, BigDFT. 

Dans le présent travail, nous utiliserons le code de calcul ab-initio CASTEP (Cambridge 

Serial Total Energy Package Software) développé à l’origine par le professeur M. C. Payne 

[30, 37,38] et qui fait partie d’un ensemble de logiciels de simulation numériques nommé 

Material Studio (MS), commercialisés par Accelrys ©. 
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CASTEP permet de simuler les propriétés, les interfaces et les surfaces pour une large 

gamme de classes de matériaux telles que les céramiques, les semi-conducteurs, les métaux... 

[39]. 
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1. Introduction 

 
Le choix du composé CsCaF3 a été basé sur le fait que ce matériau montre des 

applications comme absorbeur dans les cellules photovoltaïques. 

Les propriétés physiques étudiées dans ce travail de la pérovskite CsCaF3, cristallisée 

dans la structure cubique simple, ont été déterminé par la méthode du pseudo-potentiel avec 

les ondes planes de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT), en utilisant la 

corrélation d’échange dans l’approximation du gradient généralisée (GGA) et celle de la 

densité locale (LDA), avec le code CASTEP. 

 

  2. Propriétés structurales 

 
2.1. Paramètres d’entrée 

 
L’utilisation de ce code nécessite, en premier lieu la détermination de quelques données, 

dont on cite: 

1- Les éléments du matériau. 

2- Le groupe d’espace (système cristallin du réseau de Bravais) 

3- Les paramètres de maille et les angles (a = b = c, α = β = γ). 

4- Les positions atomiques K (0, 0,0), X (1/2,1/2,1/2), F (1/2,1/2,0). 

 
Ces données sont regroupées dans le tableau III 1. 

 

Tableau III.1. Paramètres d’entrée des composés CsCaF3. 
 

Compo

sé 

Constante 
de maille 

Angles 
Groupe 

d’espace 
Nombre 
atomique 

Etat de 
valence 

 
CsCaF3 

a = 

4.

38 

Ǻ 

α = β 

= γ 

= 90° 

221 

Pm3̅

m 

Ca : 20 

Cs : 19 
F : 9 

3s² 

3p64s2 

3s² 

3p64s1 

2s2 2p5 

 

 

On schématise sur la figure III.1 la structure cristalline et les positions atomiques de 

l’élémentétudié CsCaF3. 
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Figure III.1. Maille conventionnelle Du composé CsCaF3 

 

Pour calculer les propriétés physiques, on réalise une optimisation avec les paramètres 

de convergence tels que l’énergie cinétique de coupure Ecut et l’échantillonnage de la zone de 

Brillouin (points-k), qui assurent la convergence de l’énergie totale du système. 

 

2.2. Convergence Ecut et points k 

 
On teste la convergence des résultats par rapport à l’énergie de coupure Ecut et 

l’échantillonnage de la zone de Brillouin appelé k-points. L’obtention de valeurs crédibles de 

l’énergie cinétique de coupure Ecut et le nombre de points k qui assurent la convergence de 

l’énergie totale du système, nécessite la variation de l’énergie Ecut entre 100 eV et 450 eV. On 

calcule l’énergie totale pour chacune de ces valeurs et on trace la courbe de variation de 

l’énergie totale en fonction de l’énergie de coupure comme le montre la Fig.III.2 (a). Quand 

on fixe la valeur Ecut, on procède à l’échantillonnage de la zone de Brillouin, on trace la 

courbe de variation de l’énergie totale du système en fonction du nombre de points k dans la 

première zone de Brillouin comme l’indique la Fig.III.2 (b). On constate que la valeur de 

l’énergie de coupure 350 eV assure la convergence, ainsi que le nombre de points k (5x5x5) 

dans l’approximation GGA. 
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Figure III.2.Courbe de l’énergie totale en fonction de l’énergie de coupure (a) et du nombre 

de points k (b) dans CsCaF3. 

 
2.3. Paramètre de maille 

  
La technique de minimisation de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) [1] est la 

base de l’optimisation qu’on utilise dans le calcul du paramètre de la maille (constante de la 

maille)a. Les résultats obtenus du paramètre de la maille sont regroupés dans le tableau III 2. 

Notre calcul par la méthode GGA concernant le paramètre de la maille [a] est en bon accord 

CsCaF3 

Ecut=300 eV 

GGA 

CsCaF3 

5*5*5 

GGA 

E
n

e
rg

ie
(e

V
) 

E
n

e
rg

ie
 (

e
V

) 
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avec la théorie. Le module de compression calculé par LDA concorde avec la théorie [b, c, d, 

e]. 

 

 

Tableau III.2. Paramètre de maille du composé CsCaF3 calculé par GGA et LDA. 
 
 

Composé Paramètre Notre calcul Expérimental Théorie 

 a (Å) 4.6238  4.523a 

GGA B( G P a ) 27.514  

 
B’ 4.677  

 
a (Å) 4.4468  

LDA B ( G P a ) 48.103 49b-e 

 
B’ 4.895  

 

 

On note aussi que la GGA et la LDA donnent un paramètre de maille proche de la 

valeur expérimentale. Néanmoins, ces faibles écarts reflètent la performance du modèle de 

calcul CASTEP utilisé, ainsi que les conditions imposées sur l’énergie de coupure (Ecut) et 

l’échantillonnage de la première zone de Brillouin (points k). 

 

2.4. Module de compression 

 
Le calcul du module de compression est obtenu à partir de l'optimisation structurale 

effectuée en calculant la variation de la pression en fonction du volume normalisé, suite à une 

interpolation faite par l’équation (IV.1) de Birch- Murnaghan [2]. 

 

P =
3

2
B0 {(

V

V0
)

−7/3

− (
V

V0
)

−5/3

} {1 +
3

4
(B′ − 4) [(

V

V0
)

−2/3

− 1]}(III.1) 

 

       

Où : V le volume de la maille et V0 le volume de la maille élémentaire à l’équilibre, 

B0 et B′ sont respectivement le module de compressibilité à l’équilibre et sa dérivée par 

rapport à la pression. 

On représebte dans la Fig. III 3 l’effet de la pression sur le volume normalisé dans les 

apprroximations GGA et LDA. 
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Figure III.3.Effet de la pression sur le volume normalisé dans les composés 

CsCaF3 (b). 

Il est clair, d’après ces courbes, que si on augmente la pression, il y a une diminution du 

volume par rapport au volume initial, ce qui est un résultat normal et attendu .On reporte dans 

le tableau III.3les constantes élastiques et le module de compressibilité B à l’équilibre pour le 

composé CsCaF3 dans les approximations GGA et LDA . 

Tableau III.3. Module de compressibilité à l’équilibre et sa dérivée 

des composés CsCaF3. 
 

 CsCaF3 

 

GGA LDA 

𝑪𝟏𝟏 68.053 97.649 

𝑪𝟒𝟒 23.197 31.8814 

𝑪𝟏𝟐 
7.532 13.005 

B 27.70 41.22 

 

En comparant les résultats obtenus avec ceux théoriques dans la littérature [9], on voit 

que le module de compression a des valeurs acceptables dans l’approche LDA pour le 

composé CsCaF3 (9.6%), de même pour sa dérivée (2.3 %). Nos résultats son prédictifs 

puisqu’il n’y a pas de valeurs dans la littérature à notre connaissance. Aucune valeur 
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y=(3/2)*P1*((x (̂-7/3))-(x (̂-5/3)))*(1+(3/4)*(P2-4)*((x (̂-2/ 
Equation 3))-1));  

Plot  gga lda 

P1 42,51455 ± 0,45082 58,10392 ± 0,7369 

P2 4,67703 ± 0,06183 4,89537 ± 0,09252 

Reduced Chi-Sqr 0,0082 0,0125 

R-Square (COD) 0,99998 0,99996 
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expérimentale n’est disponible dans la littérature pour B0 et B'. On visualise l’effet de la 

pression sur les constantes élastiques dans la Fig. III 4 dans les approximations GGA et LDA. 
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Fig. III 4. Effet de la pression sur les constantes élastiques (a) GGA et (b) LDA. 
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CsCaF3 GGA 

Eg=6,694 eV 

3. Propriétés électroniques 

 
L’étude des propriétés électroniques des composés CsCaF3 a été faite en utilisant le 

paramètres de maille théoriques à pression nulle, obtenus dans les approximations GGA et 

LDA. 

 

3.1. Structure de bandes et gap d'énergie 

  
Les structures de bandes obtenues, dans l’étude des propriétés électroniques de notre 

pérovskite CsCaF3 le long des directions de haute symétrie X, R, M et Г dans la zone de 

Brillouin, sont illustrées dans la Fig. III 5 dans les approximations LDA et GGA. 

 

 

30 

 

20 (a) 

 

10 

 
0 

 
-10 

 
-20 

 
-30 

X R M  R 

 
 
 
 

30 

 
20 

 
10 

 
0 

 
-10 

 
-20 

 
-30 

X R M  R 

 
 
 

Fig. III. 5. Structure de bande du composé CsCaF3, (a) LDA et (b) GGA. 
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On remarque que dans les deux cas du CsCaF3, le gap est indirect M→Г de valeurs 

6.694 eV et 7.098 eV dans les approximations LDA et GGA. On note qu’aucune valeur 

expérimentale n’est citée dans la littérature, par conséquent nos résultats sont prédictifs. On 

représente l’effet de la pression sur gap fondamental dans la Fig. III 6. On constate qu’à basse 

pression la LDA donne un gap élevé, tandis que au-delà 15 GPa, la GGA donne un gap 

supérieur. On observe que dans le cas du CsCaF3 le gap d’énergie augmente en fonction de la 

pression jusqu’à 20 GPa où il stagne, et la variation est approximativement quadratique (fit 

d’ordre 2) dans les approximations GGA et LDA. 
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Fig. III 6.Effet de la pression sur le gap fondamental dans CsCaF3dans les approximations 

GGA et LDA. 

 

 

 
3.2. Densités d’états totale (TDOS) et partielle (PDOS) 

 
L’étude de la structure de bandes électroniques du composé CsCaF3 dans les 

approximations GGA et LDA s’ensuit par l’investigation des densités d'états électroniques 

totale TDOS et partielle PDOS. Ceci permet de donner une contribution approfondie de 

chaque atome et site (orbital) dans les différentes bandes. 

On représente les spectres de la densité d’état électronique partielle (PDOS) et totale 

(TDOS) dans les figures III.7 et III.8 par LDA et GGA. En analysant ces spectres, on en 

conclue que les bandes de valence et de conduction dans CsCaF3 ont les caractéristiques 

suivantes: 
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1 La structure de bandes de valence de CsCaF3 est constituée de deux zones distinctes. 

Ces régions sont séparées par des gaps énergétiques. 

2 On constate la présence d’une hybridation entre le site F: p et l’orbital Ca: s qui traduit 

les liaisons covalentes dans ce composé. 

3 La bande de valence supérieure est dominée par une forte contribution des orbitales F- 

p et Ca-s. 

4 La contribution électronique dans la seconde région de la bande de valence du 

composé CsCaF3est due à Cs-p.. 

5 Le bas de la bande de conduction est vide. 

Les valeurs du gap fondamental de ce pérovskite calculés par les approximations GGA 

et LDA sont élevés, ce qui permet de signaler que ce matériau a une tendance d’être un 

isolant. 
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Fig. III. 7. Densité d’état totale et partielle du composé CsCaF3 par LDA. 
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Fig. III. 8. Densité d’état totale et partielle du composé CsCaF3par GGA. 

 

4. Propriétés optiques 

 
La DFT permet de calculer toutes les grandeurs optiques telles que l’indice de 

réfraction, les coefficients d’extinction et d’absorption ainsi que la conductivité qui se déduit  

de la fonction diélectrique. 

 

4.1. Fonction diélectrique 

 
La Courbe de variation de la fonction diélectrique complexe ε (ω) pour CsCaF3est 

représentées dans la Fig.III 9.On remarque qu’à partir de 75 nm la fonction diélectrique 

complexe devient réelle et constante, puisque le facteur d’atténuation (partie imaginaire) 

s’annule dans ce domaine de longueurs d’ondes. 
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Fig. III 9. Courbe de variation de la fonction diélectrique CsCaF3. 

 

 
4.2. Indice de réfraction 

 
L’indice de réfraction calculé est une valeur complexe dont le comportement dépend du 

domaine de longueur d’onde où on le calcule. La Fig. III. 10 montre que dans les 

approximations GGA et LDA, la pérovskite CsCaF3 présente, respectivement, un indice de 

réfraction pratiquement constant et purement réel n=0.95dans les domaines visible et 

ultraviolet. Ainsi, on peut dire que ce matériau est prometteur et trouve des applications dans 

l’industrie, notamment dans le domaine des composants microélectroniques et optiques. 

 
4.3. Conductivité optique 

 
La conductivité optique de la pérovskite CsCaF3 est représentée par ses parties réelle et 

imaginaire comme le montre la figure III.10 dans l’approximation GGA. Le maximum de 

conductivité optique obtenu est 4.9 et correspond au domaine extrême de l’ultraviolet. La 

partie imaginaire de la conductivité passe par des valeurs négatives dans une gamme de 

longueurs d’ondes. 
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Fig. III10. Indice de réfraction en fonction de la longueur d’onde pour CsCaF3. 
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Fig. III11. Effet de la longueur d’onde sur la conductivité du composé CsCaF3. 

 

 
4.4. Absorption, réflexion et perte optiques 

 
L’étude des grandeurs optiques telles que l’absorption, la réflectivité et la fonction de 

perte effectuées sur les semi-conducteurs CsCaF3 dans les approximations GGA et LDA sont 

représentées dans les Figs. III.11-13. Le maximum d’absorption (réflectivité) 325000 cm-1 

(0.45 %) pour une longueur d’onde 74 nm (74 nm) correspond au domaine extrême de 

l’ultraviolet. On en conclue que cette pérovskite montre des propriétés optiques adéquates 

dans le domaine extrême de l’ultraviolet. Le maximum d’absorption, la faible réflectivité 

traduisent la transparence de ce matériau. Ces facteurs rendent cette pérovskite candidate 
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comme absorbeur dans les cellules photovoltaïques. On remarque l’absence de perte optique 

dans les domaines visible et ultraviolet. Le maximum de perte optique 4% se produit pour des 

longueurs d’ondes aux alentours de 74 nm, et qui correspond au domaine extrême de 

l’ultraviolet. 
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Fig. III12. L’absorption dans CsCaF3. 
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Fig. III13. La réflectivité dans CsCaF3. 
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Fig. III14. Fonction de pertedans CsCaF3. 
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Conclusion générale 

 
Ce travail a été réalisé à l’aide de la théorie de la fonctionnelle de la densité en utilisant 

les approximations GGA et LDA implémentées dans le code CASTEP. 

Le semi-conducteur étudié est la pérovskite CsCaF3cristalliséedans la phase cubique 

idéale, pour laquelle on a calculé les propriétés structurales, électroniques et optiques. Nos 

résultats avec l’approximation (LDA) et l’approximation (GGA) sont dans leur majorité, en 

bon accord avec les valeurs théoriques disponibles dans la littérature. 

On a constaté que ce composé montre un bonding covalent et est élastiquement stable 

dans l’intervalle de pression 0-50GPa, mais quelque peu fragiles étant donné qu’ils n’a pas 

une dureté élevée et montre un module de cisaillement faible. Sur cet intervalle de pression et 

dans l’étude de l’effet de la pression sur les constantes élastiques et le module de compression 

du composé CsCaF3, nos résultats sont prédictifs. 

En investiguant les propriétés électroniques par les approches (GGA et LDA), on a 

calculé la structure de bandes, la variation du gap d’énergie en fonction de la pression et les 

densités d’états totale et partielle. Nos résultats ont montré que le gap énergétique est indirect  

(M→ Г) pour les deux approximations en variant la pression entre 0 et 50 GPa, le gap 

augmente presque linéairement dans les deux cas, puis stagne à partir de 20 GPa et la 

variation est approximativement quadratique. Par ailleurs, le haut de la bande de valence est  

dominé par une forte contribution des orbitales F-p, et Ca-s pour les deux approximations. 

L’hybridation F-p, et Ca-s traduit la liaison covalente dans ce composé et un vide est bien 

présent pour le bas de la bande de conduction. 

En étudiant les propriétés optiques, on a montré que la fonction diélectrique complexe 

devient réelle à partir de 75 nm pour les deux approximations. L’indice de réfraction est 

pratiquement constant de valeur 0.95. Un maximum de conductivité optique et absorption est  

obtenu dans le domaine extrême ultraviolet et une absence de perte optique est notée dans le 

visible et l’ultraviolet. Par conséquent, notre pérovskite montre des propriétés optiques 

adéquates dans le domaine extrême ultraviolet, ce qui promet sa candidature comme 

absorbeurs dans les cellules photovoltaïques. 
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