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Dans ce travail, nous intéressons à l’étude de deux problèmes 

d’écoulement de fluide incompressible et non visqueux dans un 

espace bidimensionnelle : l’effet du flux de fluide sur une plaque 

plane, l’écoulement de fluide d’une ouverture de grand réservoir (jet 

libre), où la gravité et la surface tension sont négligées. Dans cette 

étude, Nous utilisons les transformations de Schwartz Christoffel et la 

méthode de l’hodographe.       

    Mots clés :  Surface libre, Fluide, écoulement, Ligne de courant, 

Transformation conforme. Fonction potentielle 

In This Work, we are interested in studying two problems of 

incompressible and non-viscous fluid flow in a two-dimensional space 

: the effect of fluid flow on a flat plate, the fluid flow from a large 

reservoir opening. (free jet), where gravity and surface tension are 

neglected. In this study, We use the Schwartz Christoffel 

transformations and the hodograph method.    

 Key words : Free surface, Fluid, Flow, Streamline, Conformal 

transformation. Potential function. 

 

نهتم بدراسة مسألتين لتدفق مائع غير قابل للانضغاط وغير لزج في فضاء ذو  العمل،هذا  في

تدفق مائع من فتحة خزان كبير )نافورة( ,  مستوية،على لوحة  تدفق مائعبعدين وهما تأثير 

حيث يتم إهمال تأثير الجاذبية وقوى التوتر السطحي نستعمل في هذه الدراسة التحويلات 

راف.غوطريقة الهودو لكريستوف -زالمطابقة لشو ارت  

دالة كمون مطابق،تحويل  السيل، طتدفق، خطو سائل، حر،سطح  :المفتاحيةالكلمات    

 



Notation

r:v = grad(v) = (@xv; @yv) : le gradient d�un vecteur vitesse
���!
rot(v) = r^ v
�u = @2u

@2x
+ @2u

@2y
�!
V =

�!
V (x; t) : la vitesse d�une particule de �uide se trouvant au point répére par le

vecteur x à l�istant t.

div(gradu) = �u:
�!
rot(ru) = 0:
div(

�!
rotu) = 0

sec� = 1
cos�

:

tan� = sin�
cos�

:

cosh i = cos 1:

i



Introduction

Les problémes d�écoulements des surfaces libre se trouvent dans beaucoup d�applications

de la science.Ils peuvent être défnies comme des problémes dont les formulations mathé-

matiques comportant des surfaces (surfaces libres),qui doivent être trouvées comme faisant

partie de la solution.Citons comme exemples de problémes surfaces libres: problémes qui

traitent les vagues de la mer,les bulles montantes dans un liquide,les écoulements au dessus

des obstacles.Dans ces exemples la surface libre est la surface de la mer,l�interface entre

gaz et liquide respectivement. Dans notre mémoire, nous restreindrons aux problémes de

la mécanique des �uides. De nombreux résultats on été obtenus pour le cas des écoule-

ments surfaces libres, bidimensionnels et stationnaires. Dans le présent travail,on se pro-

pose d�étudier un écoulement surface libre au dessus d�un obstacle.L�écoulement est supposé

potentiel,bidimensionnel et irrotationnel,le plan des variables(x; y)de l�écoulement peut étre

identifé au plan de la variable complexe z = x + iy : En négligeant les tensions de surface

et les forces de gravité,on peut trouver la solution exacte en utilisant la transformation

conforme d �hodographe du Kirchho¤ (1869) ou la transformation Schwartz - Christo¤el .

Notre travail est composé de trois chapitres. Dans le premier chapitre, on présent quelque

dé�nitions des fonctions à variable complexe, fonction analytique, equation de Cauchy - Rie-

mann, fonctions harmoniques et notions préliminaires sur la mécanique des �uides. Dans le

deuxième chapitre , on se donne une dé�nition de la transformation conforme et quelques

transformations classiques, la transformation de Schwartz - Christo¤el. Dans le chapitre 3,

Nous étudions deux problémes physique, la premiere probléme est l�écoulement à travers un

ori�ce (jet libre) et le deuxième probléme est l�écoulement perpendiculaire sur plaque plane.
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Chapitre 1

Notion préliminaires sur la mécanique

des �uides et fonctions à variable

complexe

1.1 Fonction à variable complexe

1.1.1 Fonction analytique

Dé�nition 1.1.1 Soit 
 est un ouvert de C et f : 
 7�! C .f est dite holomorphe sur 


si f est dérivable en tout point de 
.

Dé�nition 1.1.2 Soit 
 est un ouvert de C et f : 
 7�! C .f est dite Analytique si elle

dévloppable en série entiére en tout point de 
 .

Proposition 1.1.1 Toute fonction Analytique sur 
 est holomorphe sur 
 .

1.1.2 Les Conditions de Cauchy-Riemann

Dé�nition 1.1.3 Une condition nécessaire pour que w = f(z) = u(x; y) + iv(x; y) soit

analytique dans un ouvert connexe 
 ,est que dans 
 u et v véri�ent les équation de

Cauchy -Rimman

2



1.1. Fonction à variable complexe

@u

@x
=
@v

@y
,

@u

@y
= �@v

@x
(1.1.1)

Si les dérivées partielles que �gurent dans (1.1.1) sont continues

dans 
 ,alors les conditions de Cauchy-Rimman sont des conditions su¢ santes pour que

f(z) sont analytique dans 
. les fonctions u(x; y) et v(x; y) sont souvent appelées fonctions

conjuguées, si l�on se donne l�une d�enter elle, on peut déterminer l�auter (à une constante

additive prés) de telle manière que u+ iv = f(z) soit analytique.

1.1.3 Fonction harmonique

Dé�nition 1.1.4 Si les dérivée partielles secondes de u et v par raport x et y existent et

sont continues dans 
, alors on peut tirer de (1.1.1)

@2u

@2x
+
@2u

@2y
= 0 ,

@2v

@2x
+
@2v

@2y
= 0 (1.1.2)

On déduit de la que , sous ce conditions , les parties réelles et imaginaires d�une fonction

analytique que véri�ent l�équation de Laplace

@2'

@2x
+
@2'

@2y
= 0 ou r2' = 0 (1.1.3)

Les fonctions telles que u(x; y) et v(x; y) qui véri�ent l�équation de laplace dans 
 sont

appelée fonctions harmoniques .

1.1.4 Théorème de Schwartz

Théorème 1.1.1 Si les dérivées partielles secondes @2f
@x@y

et @2f
@y@x

sont continues au voisi-

nage de (x0; y0) alors
@2f

@x@y
(x0; y0) =

@2f

@y@x
(x0; y0) (1.1.4)

1.1.5 Di¤érentielle totale

On appelle dé¤érentielle totale de 1er ordre d�une fonction f l�expresion

df(x; y) =
@f

@x
(x; y)dx+

@f

@y
(x; y)dy (1.1.5)
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1.2. Notions préliminaires sur la mécanique des �uides

1.2 Notions préliminaires sur la mécanique des �uides

1.2.1 L écoulement �uide est à deux dimensions

Les caractéristique de l�écoulement dans un plan sont les mêmes que dans tout plan parallèle.

Ceci permet de ne considèrer qu�un plan que nous pendront pour plan des z. Les �gures

construites dans ce plan seront considérées comme les sections droites de cylindres in�nis à

génératrices perpendieulaires au plan considéré.

1.2.2 L�écoulement est stationnaire ou permanent

la vitesse du �uide en tout point (x; y) ne dépend que de la position du point considére et

non du temps.

1.2.3 Le vecteur vitesse dérive d�un potentiel

Si Vx et Vy désignent les composantes de la vitesse du �uide en (x; y) selon les axes des x

et y , il existe une fonction � appelée poteniel des vitesses telle que

Vx =
@�

@x
, Vy =

@�

@y
(1.2.1)

De façon équivalente si C est courbe fermé simple quelconque du plan de la variable z

et si Vt désigne la composante tangentielle de la vitesse sur CI
c

Vtds =

I
c

Vxdy � Vydx = 0 (1.2.2)

L�une ou lautre des intégrales (1.2.2) est appelée la circulation du �uide le long de C.

Quand la circulation est nulle sur toute courbe C. le �uide est dit irrotationnel.

1.2.4 Type des écoulement

Écoulement irrotationel

Un �uide est dite irrotationnel Si

rot(
�!
V ) = 0 (1.2.3)

4



1.2. Notions préliminaires sur la mécanique des �uides

Éoulement incompressible

La densité ou masse par unité de volume est constante. Si Vn désigne la composante normale

du vecteur vitesse sur C cette condition s�écrit sous la formeI
C

Vnds =

I
C

Vxdy � Vydx = 0 (1.2.4)

ou
@Vx
@x

+
@Vy
@y

= 0 (1.2.5)

qui exprime que la quantité de �uide contenue dans C est constant, i.e la quantité

de �uide entrant dans C est égale la quantité de �uide qui en sort. Pour cette raison

l�équation(1.2.4)ou (1.2.5) est appelée l�équation de continuité.

1.2.5 Lignes équipotentielles et ligne de courant

Les familles de courbes un paramétre

�(x; y) = �  (x; y) = � (1.2.6)

Où � et � désignent des constantes, sont des familles orthogonales et sont appelées re-

spevtivement les lignes équipotentielles et les lignes de courant. Dans le cas d�un écoulement

permanent les lignes de courant représentent les trajectoires des particules du �uide. La

fonction  est appelée la fonction de courant cependant que comme déjà vu , la fonction �

est appelée le potentiel des vitesses.

1.2.6 Fonction de courant

Si le domaine de l�écoulement est un plan le vecteur de vitesse est véri�er à l�instant t

div(
�!
V ) = 0 (1.2.7)

Pour toutes les points de ce domaine

@u

@x
+
@v

@y
= 0 (1.2.8)
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1.2. Notions préliminaires sur la mécanique des �uides

Cela implique que la forme di¤érentielle udx + vdy est, à t �xé, la di¤érentielle totale

d�une certaine fonction  :

9 ; d( ) = udx+ vdy (1.2.9)

Implique 8<: u = @ 
@u

v = �@ 
@x

9=; (1.2.10)

 s�appelle la fonction de courant

De plus, la propriété de l�écoulement irrotationnel pour un écoulement plan entraine:

�!r ^�!V =
�!
0 =

0@ @
@x

@
@y

1A ^
0@ u = @ =@y

v = �@ =@x

1A = �@2 =@2x� @2 =@2y = 0 (1.2.11)

) � = 0;  véri�e aussi l�équation de Laplace.

1.2.7 Fonction de Potentiel

On rappelle que pour un écoulement irrotationnel:
�!r ^�!V =

�!
0

Peut être toujours représentée par le gradient d�une fonction scalaire
�!
V =

�!r�:
La fonction � s�appelle fonction potentiel. On peut donc écrire que :

u =
@�

@x
(1.2.12)

v =
@�

@y

Si de plus le �uide est incompressible la fonction � véri�e l�équation de Laplace.

1.2.8 Le potentiel complexe

On voit d�aprés (1.2.1) et (1.2.5) que le potentiel des vitesses est harmonique. C�est-à-dire,

véri�e l�équation de Laplace
@2�

@2x
+
@2�

@2y
= 0 (1.2.13)

On en déduit qu�il existe une fonction harmonique conjuguée  (x; y) tel que


(z) = �(x; y) + i (x; y) (1.2.14)
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1.2. Notions préliminaires sur la mécanique des �uides

Soit analytique. On a d�aprés (1.2.1), par dérivation

d


dz
= 
0(z) =

@�

@x
+ i

@ 

@x
=
@�

@x
� @�

@y
= Vx � iVy (1.2.15)

La vitesse (appelée quelque fois vitesse complexe) est donc donnée par

v = Vx � iVy = d
=dz = 
0(z) (1.2.16)

et a pour module

V = jvj =
q
V 2
x + V 2

y =
���
0(z)��� = 
0(z) (1.2.17)

Les points pour lesquels la vitesse est nulle, ie. 
0(z) = 0, sont appelées points d�arrèt, La

fonction 
(z) dont l �importance est fondamentale dans la caractérisation d�un écoulement

est appelée le potentiel complexe.

1.2.9 Le �uide est non visqueux

Ne posséde pas de viscosité ou frictions internes. Un �uide visqueux a tendance adhérer la

surface d�un obstacle placé sur son passage. S�il n�y a pas de viscosité les forces de pression

sur la surface lui sont perpendiculaires .Un �uide non visqueux et incomperssible est souvent

appelé �uide parfait . On doit naturellement se rendre compet qu�un tel �uide n�est qu�un

modéle mathématique de �uide réel pour lequel on néglige les phenoménes de viscosité.

1.2.10 Sources et puits

Dans les considérations théoriques précédentes nous avons supposé qu�il n�existe pas de

point du plan des z [i.e. de droites dans le �uide] en lequel le �uide apparait ou disparait.

De tels points sont respectivement appelées sources et puits. En de tels points , qui sont

des des points singuliers, les équation de continuité (1.2.5) et (1.2.13) ne sont plus valables.

En particulier l�intégrale (1.2.4) exprimant la circulation peut ne pas étre nulle le long de

courbes fermées C entourant de tels points .

L�utilisation de la théorie précédente ne présente pas de di¢ cultés pourvu que l�on intro-

duise des singularités appropriées dans le potentiel complexe 
(z) et que l�on remaeque qu

les équations telles que (1.2.5) et (1.2.13) sont alors valables dans tout domaine ne contenant

pas de point singulier.
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1.3. Quelques ecoulements particuliers

1.3 Quelques ecoulements particuliers

Théoriquement tout potentiel 
(z) peut être associé un écoulement plan particilier. Les

exemples qui suivent sont des cas simples qui se présentent dans la pratique. [On remarquera

que l�on peut ajouter une constante tous les potentiels considérés sans a¤ecter la forme de

l�écoulement ].

1.3.1 Écoulement uniforme

Le potentiel complexe correspodant l�écoulement d�un �uide a vitesse constante V0 , dans

une direction faisant un angle � avec direction positive de l�axe des x , est :


(z) = V0e
�i�z (1.3.1)

�gure1.1

1.3.2 Source en z = a

Si un �uide sort par une vitesse constante d�une source en z = a (�gure1.2 ci -dessous) , le

potentiel complexe est:


(z) = K log(z � a) (1.3.2)

8



1.3. Quelques ecoulements particuliers

�gure1.2

Ou K > 0 est appellé la force de la source. Les lignes de courants ont été représentées

en traits pleins et les équipotentielles en pointillés.

1.3.3 Puit en z = a

Dans ce cas le �uide disparaît en z = a (�gure1.3 ci-dessous) et le potentiel complexe se

déduit de celui d�une source en remplacent K par �K. ce qui donné:

�K log(z � a) (1.3.3)

�gure1.3

9



1.3. Quelques ecoulements particuliers

1.3.4 Tourbillon

L�écoulement correspondant au potentiel complexe:


(z) = �iK log(z � a) (1.3.4)

�gure1.4

est représenté dans (�gure1.4 ci-dessus). La vitesse d�un �uide est dans ce cas inverse-

ment proportionnelle à la distance du point considéré a. Le point z = a est appelé un

tourbillon et K est sa force. La circulation [voir équation 1.2.2 ] le long dune courbe fermée

simple C entourant z = a est égale 2K� en module. On remaque que si lon change K en�K
on obtient le potentiel complexe correspodant un tourbillon rétrograde.

1.3.5 Écoulement autour d�obstacles

Un important probléme dans la théorie de l�écoulement des �uides consiste en la détemina-

tion de la forme de l�écoulement d�un �uide se déplaçant initialement vitesse constante V0

et dans lequel on a placé un obstacle.

10



1.3. Quelques ecoulements particuliers

�gure1.5 �gure1.6 �gure1.7

On cherche en général dans ce type de probléme un potentiel complexe de la forme


(z) = V0z +G(z) (1.3.5)

(si l�écoulement a lieu dans le plan des z) où G(z) est tel que lim
jzj!+1

G0(z) = 0, ce

qui sig�e physiquement que su¢ samment loin de l�obstacte la vitesse est constante (dans

ce casV0 ). De plus le potentiel complexe devra être choisi de telle façon qu�une ligne de

courant représente la frontiére de l�obstacle. Une connaissance de transformations conformes

est souvent utile pour obtenir des potentiels complexe. Par exemple le potentiel complexe

correspondant un écoulement uniforme dans le plan des w de la (�gure1.5) est donné par

V0w . Par la transformation w = z+a2=z la moitié supérieure du plan des w de la (�gure1.5)

est transformée en la région de la moitié supérieure d�un plan des z extérieure au cercle C,

et le potentiel complexe pour l�écoulement de la (�gure1.6) est


(z) = V0(z +
a2

z
) (1.3.6)

De même si w = F (�) applique C et son extérieur sur C [voir �gure1.7], alors le potentiel

complexe pour l�écoulement de la (�gure1.6) est obtenu en remplaçant z par F (�) dans

(1.3.6) Le potentiel complexe peut également être obtenu par passage direct du plan des w

au plan des au moyen d�une transformation conforme convenable.
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1.3. Quelques ecoulements particuliers

A l�aide des considérations précédentes et en introduisant d�autres phénoménes physiques

tels que des tourbillons on est en mesure de d�écrire l�écoulement d�un �uide de long de pro�ls

divers et ainsi de d�écrire le mouvement d�un avion en vol .

1.3.6 Équation de Bernoulli

Si P désigne la perssion et V la vitesse d�un �uide l�equation de Bernoulli établit que :

P +
1

2
�V 2 = K2 (1.3.7)

Ou � désigne la densité d�un �uide et K une constante le long de toute ligne de courant

.
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Chapitre 2

Transformations conformes

2.1 Transformations

Dé�nition 2.1.1 w = u + iv (ou u et v sont des réels) est une fonction uniforme de

z = x + iy (ou x et y sont réels ) nous pouvons écrire u + iv = f(x + iy). En égalant les

parties imaginaires et les parties réelles ceci est équivalent

u = u(x; y) v = v(x; y) (2.1.1)

Ainsi étant donné un point (x; y) dans le plan de la variable z , tel que P dans la

�gure(2.1). ci -aprés , il lui correspond un point (u; v)noté P 0 , du plan de la variable

w(�gure2.2). Les équations (2.1) sont appelées équations de la transformation. Nous dirons

que le point P est transformé en P 0par cette transformation et appellerons P 0l�image de P .

Exemple 2.1.1 Si w = z2 alors u+ iv = (x+ iy)2 = x2 + 2ixy � y2. et la transformation

est défnie par u = x2 � y2; v = 2xy . L�image du point (1; 2) du plan de la variable z est le

point (3; 4) du plan de variable w

13



2.2. Forme complexe d�une transformation

�gure2.1 �gure2.2

2.2 Forme complexe d�une transformation

Il est particuliérement intéressant de considérer le cas où u et v désignent la partie réelle et

la partie imaginaire d�une fonction analytique de la variable complexe z = x + iy i.e.w =

u+ iv = f(z) = f(x+ iy) . dans un tel cas le jacobien de la transformation est:

@(u; v)

@(x; y)
= jf 0(z)j2 (2.2.1)

On en déduit que la transformation est conforme dans les domaines ou f 0(z) 6= 0 .les

points pour lesquels f 0(z) = 0 sont appelés points critiques.

2.3 Transformations conformes

Supposons que le point (x0; y0) d�un plan des xy soit transfomé en le point(u0; v0) d�un plan

des uv [�gure2.3 et �gure2.4] cependant que les courbes C1 et C2[se coupant en (x0; y0)]

sont respectivement transformées en C 01 et C
0
2 [se coupant en (u0; v0)] . Une transformation

telle que l�angle entreC1et C2 en (x0; y0) est égale en grandeur et sens, l�angle entre C 01 et

C 02 en (u0; v0) , est dite conforme en (x0; y0) une transformation qui conserve les angles en

14



2.4. Quelques transformations

grandeur mais pas nécessairement en sens, est dite isogonale

�gure2.3 �gure2.4

Théorème 2.3.1 Si f(z) est analytique et si f 0(z) 6= 0 en tous les points d�un ouvert

connexe 
, la tranformation w = f(z) est conforme en tous points de 
 .

2.4 Quelques transformations

2.4.1 Quelques transformations generales

Dans les exempeles suivants �; �; 
 sont des constantes complexe ,a; �0, étant des constantes

réelles

Translation w = z + �

Par cette transformation les �gures du plan z sont déplacées ou translatées dans la direction

du vecteur �

Rotation w = ei�0z

Par cette transformation les �gures du plan z subissent une rotation d�angle �0
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2.4. Quelques transformations

Homothétie w = az

Par cette transformation les �gures sont dilatées (ou contractées) si a > 1(si 0 < a < 1).

On considére la contraction comme un cas particulier de dilatation

Inversion w = 1=z

Pour z non nul transformeé les cercles en cercles/droites,les lignes en droites/cercles selon

que l�objet passe ou non par l�origine.

Transformation lineaire w = �z + �

Où � et � sont des constantes complexes est appelée une transformation linéaire. Etant

donné que l�on peut . Ecrire w = �z + � au moyen des transformation successives w =

� + �; � = ei�0� ; � = �z � = aei�0 on voit que la transformation linéaire la plus générale

s�exprime sous la forme de produit de la transformation telles que translation , rotation,

homoyhétie.

Transformation linéaire fractionnelle

La transformation

w =
az + b

cz + d
(2.4.1)

Avec a; b; c; d des complexe.Transformée les cercles en droites et respectivement .

Transformation de joukowski

La transformation de joukowski est dé�nie par : w = �z
�

J(z) = z +
1

z
;8z 6= 0 (2.4.2)

Cette application est holomorphe sur C � f0g car :
8z 6= 0; J 0(z) = 1 � 1

z2
.De plus 8z =2 f�1; 0; 1g,J 0(z) 6= 0; donc cette transformation est

une application conforme sur tous les domaines ouverts d�un plan complexe n�incluant ni 0

ni 1 et ni �1:
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2.4. Quelques transformations

2.4.2 Representation sur le Demi -Plan

�gure2.5 �gure2.6

�gure2.7 �gure2.8
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2.5. La transformation de Schwartz-Christo¤el

�gure2.9 �gure2.10

2.5 La transformation de Schwartz-Christo¤el

Considérons un polygone [�gure2.11] dans le plan des w , ayant pour sommets w1; w2; ::; wn

et pour angles intérieurs respectivement 1; 2; :::; n.soit w1; w2; ::; wn les points correspendant

respectivement x1; x2; ::; xn de l�axe réel du plan des z [�gure2.12]

�gure2.11 �gure2.12
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2.5. La transformation de Schwartz-Christo¤el

Une transformation qui représente l�intérieur R d�un polygone considéré sur le demi-plan

supérieur d�un plan des z , et la frontiére d�un polygone sur l�axe réel , est donnée par

dw

dz
= (z � x1)

�1=��1(z � x2)
�2=��1::::(z � xn)

�n=��1 (2.5.1)

où

w = A

Z
(z � x1)

�1=��1(z � x2)
�2=��1::::(z � xn)

�n=��1dz +B (2.5.2)

Ou A et B sont des constantes complexe .

On notera que

1. Parmi les point x1; x2; :::xn on peut en choisir trois arbitrairement.

2. Les constantes A et B déterminent la taille , l�orientation et la position du polygone.

3. Il est commode de choisir un point ,par exemple xn,à l�in�ni , cas dans lequel le

dernier facteur de 2.5 et 2.6 n�existe pas .

4. Des polygones in�nis non fermés peuvent être considérés comme des cas limites de

polygones fermés.

Exemple 2.5.1 Marche d�escalier

On étudie un écoulement irrotationnel au voisinage d�un rétrécissement brutal. À l�in�ni,

il y a un écoulement parallèle de débit Q. Pour les besoins de l�exercice, on considère que

la largeur AF vaut � et qu�en BC on h� avec h < 1. On ramène le problème en question

à un problème plan à l�aide d�une transformation de Schwartz-Christo¤el: les points A et

F seront confondus avec l�origine (le point image sera assimilé à une source puisqu�en AF

il transite un débit Q), le point D aura pour image D0 situé en Z = 1, les points B et C

sont repoussés à l�in�ni, seul le point E n�est �xé pour l�instant (on le laisse libre de façon
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2.5. La transformation de Schwartz-Christo¤el

à pouvoir écrire la conservation des débits).

titre1

12:png

�gure2.13

On a : aA = 0, aE = �=2, aD = 3�=2, d�où l�on déduit les exposants : pA = 0,

pE = �1=2,et pD = 1=2. La transformation de Schwartz-Christo¤el est donc:

dZ

dz
=
K

z

r
z � 1
z � zE

(2.5.3)

Dans le plan Z, la solution irrotationnelle d�une source en Z = 0 est le potentiel complexe

.

�+ i! =
Q

�
lnZ =

Q

�
lnR +

Q

�
� (2.5.4)

Si l�on pose Z = Re{�:

Exemple 2.5.2 Transformation dune tranche de �uide

Considérons une tranche de �uide entre deux plans horizontaux . Les points A;B;C sont

en +1; 0 et �1 défnissent un polygone dégénéré. Dans la transformation de Schwartz-

Christo¤el, tous les points se retrouvent sur le même l�axe (y = 0) comme le montre Dans

le plan image , A est situé +1;B0 en b;C c > b; et D en �1. Les angles dans le plan w
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2.5. La transformation de Schwartz-Christo¤el

entre les noeuds d�un polygone sont : �B = �
2
, �C = �

2
, d�ou l�on tire : pB = �1

2
et pC = �1

2

titre

13:png

�gure2.14 passage du plan w au plan z

L�équation de Schwartz-Christo¤el donne :

dw

dz
= K(z � b)

�1
2 (z � c)

�1
2 =

K

z

d�ou l�on tire

w(z) = 2K ln(
p
z � b+

p
z � c) + w0)

On peut inverser cette équation et obtenir ainsi :

z =
1

2
(b+ c) +

1

2
(b� c) cosh(K(w � w0))

Les paramétres b et c peuvent être choisis librement, mais pas K et w0 qui doivent

être choisis de telle sorte que les points images soient bien les images souhaitées par la

transformation z(w)
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Chapitre 3

Quelques problemes d�écoulement de

�uides visqueux incompressibles

Résumé

Dans les situations d�écoulement impliquant des limites droites, nous appliquons le

théorème de Schwartz-Christo¤el et la méthode de l�hodographe peuvent fournir une tech-

nique pour résoudre analytiquement l�écoulement. Par exemple, l�écoulement à travers

un ori�ce (jet libre), écoulement perpendiculaire sur plaque plane, et écoulement autour

d�obstacles quelconques

dans ce chapitre nous étudions les deux problèmes suivantes:

1) L�écoulement à travers un ori�ce (jet libre)

2) L�écoulement perpendiculaire sur plaque plane

3.1 L�écoulement à travers un ori�ce avec séparation

(jet libre)

Nous nous intéressons des écoulements potentiels irrotationnels . De l�équation de continu-

itér ru = 0 , on tire que quel que soit l�écoulement d�un �uide incompressible , il existe

toujours une fonction dite fonction de courant qui vér�e :

u =
@ 

@y
et v = �@ 

@x
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3.1. L�écoulement à travers un ori�ce avec séparation (jet libre)

Avec u = (u; v) dans un repére cartésien x � y. Si de plus l�écoulement est irrotation-

nel,alors sa vorticité est nulle : ru = 0 et donc il existe une fonction dite potentiel de

vitesse telle que : u = �r� Nous plaçons aussi en régime permanent de telle sorte que le
théorème de Bernoulli soit véri�é le long des lignes de courant  = cte . On a négligé en

premiére approximation l�e¤et du champ de pesanteur. On peut défnir un potentiel com-

plexe : w = � + i : La dérivée de ce potentiel par rapport à z = x + iy fournit la vitesse

complexe :
dw

dz
= u� iv

3.1.1 Position du problème

Considérons un écoulement potentiel bidimensionnel d�un �uide incompressible et non visqueux,

au fond d�un réservoir in�niment grand, l�ori�ce a une largeur � + 2b , où l�e¤et de gravité

et tension de surface sont négligés. Nous supposons que l�écoulement à l�in�ni (y ! �1)
est uniforme et l�épaisseur du jet libre tend vers �, d�aprés la loi de Bernoulli la vitesse de

l�écoulement potentiel sur les surfaces libres AI et AI 0 est jV j = 1. Le problème est de

trouver le pro�l du surface libre et le coe¢ cient de contraction du jet c�est-à-dire le rapport

entre la largeur � du jet à l�in�ni et largeur � + 2b de l�ori�ce.

3.1.2 Résolution du probléme

Un liquide s�écoule sous la forme d�un jet libre à travers une fente dans une paroi plane d�un

réservoir . Les autres parois sont su¢ samment éloignées pour avoir un e¤et négligeable

sur le pro�l d�écoulement au niveau de la fente et la paroi plane peut donc être considérée

comme étant d�une étendue in�nie (�gure3.1a).A
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3.1. L�écoulement à travers un ori�ce avec séparation (jet libre)

�gure3.1jet libre

l�échelle de longueur est adoptée qui fait la vitesse libre de la ligne, et donc la vitesse

�nale de jet à I1, l�unité. La décharge est arbitrairement �xée à � de sorte que la largeur

de jet ultime est de �. La largeur de la fente est � + 2b, et b doit être déterminé. Le

schéma d�écoulement dans chaque plan peut être trouvé en tenant compte des positions de

divers points, la lettre utilisée pour désigner les points correspondants dans tous les plans.

Dans la tabulation ci-dessous, les colonnes 1 à 4 sont remplies directement et les motifs sont

esquissés (�gures 3.1, a, b et c). Les constantes dans les fonctions de transformation de plan

t et de plan-w sont déterminées, les colonnes 5 et 6 sont complétées et les modèles restants
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3.1. L�écoulement à travers un ori�ce avec séparation (jet libre)

sont esquissés(�gure3.1 d et e)

point plan

z � =
�� 1
V

�� ei� � 0 = ln
�� 1
V

��+ i� t = cosh(� 0 + i�) w = � ln t

(1) (2) (3) (4) (5) (6)

B � = 0; V = 0 1 ei0 1+ i0 �1 =1 ei� �1� i�

A 0 1 ei0 0 + i0 �1 = ei� 0� i�

I ��
2
; 1 e�i(�=2) 0� i�

2
i0 = 0ei(�=2) +1� i�

2

A0 ��; 1 e�i� 0� i� 1 = ei0 0� i0

B0 ��; 0 1 e�i� 1� i� 1 =1 ei0 �1� i0

I 0 ��
2
; 0 1 e�i(�=2) 1� i�

2
1 =1 ei(�=2) �1� i�

2

� 0 ! t.La bande semi-in�nie dans le plan � 0 est ouvert à la B;B1vertex et, le long de

l�axe réel t-plan B;A et A1sont situés dans l�ordre at �1;�1 et 1 De la symétrie, on voit
que je tombe à l�origine et B at +1 Puisque, dans le plan �. l est égal à � et A1 est situé

à�i�, nous avons :
t = cos

�

l
(� 0 � � 01)

t = cos(� 0 + i�)

qui est la transformation montrée dans la colonne 5.

t ! w.Le �ux vers le demi-puits à l�origine du t-plan étant Q = � .la transformation

vers le w-plan est donnée par:

w = � ln t

Ce qui permet de compléter les entrées de la colonne 6et d�esquisser le motif du plan w

(�gure 3.1d)

Les transformations successives sont:

� =
dz

dw
=

���� 1V
���� ei�

� 0 = ln � = ln

���� 1V
����+ i�
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3.1. L�écoulement à travers un ori�ce avec séparation (jet libre)

t = cosh(� 0 + i�)

w = � ln t ou t = e�w

e�w = cosh

�
ln
dz

dw
+ i�

�
Pour toutes les lignes de courant.

Pour le pro�l les lignes de courant libre AI (�gure3.1a)

� 0 = i�

où � varie de 0 à ��
2

t = cosh i(�+ �) = cos(�+ �) = � cos�

et

ds = dw =
�dt
t
depuis w = � ln t

dx = cos�ds = � cos�dt
t
et t = � cos�

dx = dt

Lorsque x augmente de0 àb; entre les points A et I; t augmente de �1 à 0.

b =

Z b

0

dx =

Z 0

�1
dt = 1

D�où le coe¢ cient de contraction = �
�+2b

= �
�+2

= 0:61

Pour l�équation du pro�l, nous avons, depuis dx = dt

x = t+ C C est constant

= � cos�+ C
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3.2. L�écoulement perpendiculaire sur plaque plane

x = 0 quand � = 0, donc C = 1

x = 1� cos�

dy = sin�ds

= � sin�dt
t

= sin�
sin�

cos�
dx

= sin� tan�dx

y = ln(tan�+ sec�)� sin�

donc 8<: x = 1� cos�
y = ln(tan�+ sec�)� sin�

9=;
Ces équations permettent de tracer le pro�l, les coordonnées x et y étant calculées

pour di¤érentes valeurs de �. Puisque l�analyse ne tient pas compte de la gravité, le pro�l

théorique s�écarte du réel à mesure que la distance de la fente augmente et que les e¤ets

de gravité deviennent appréciables. Le pro�l de la moitié de jet peut être considéré comme

celui de l�écoulement sous une vanne verticale, les e¤ets gravitationnels étant négligés.

3.2 L�écoulement perpendiculaire sur plaque plane

3.2.1 Position de problème

Soit AA0 une plaque plane horizontal, dans un écoulement de �uide incompressible de vitesse

à l�in�ni V = 1: Dans la description du sillage de Helmholtz on suppose que l�écoulement

décolle aux extrémités A et A0 de la plaque, provoquant ainsi la présence en aval de celle-ci,
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3.2. L�écoulement perpendiculaire sur plaque plane

d�une zone de �uide au repos dont on peut montrer qu�elle s�étend nécessairement jusqu�à

l�in�ni Le problème qui se pose est de trouver l�écoulement potentiel en dehors de ce sillage

et de déterminer, en particulier, la forme des lignes de jet issues des points A et A0 L�allure

de l�écoulement et de calculer le résistance F éprouvée par la plaque. La zone d�eau morte

située derrière la plaque est à pression constante puisqu�il n�y a pas de mouvement, de plus,

cette pression est nécessairement p puisque la zone d�eau morte s�étend jusqu�à l�in�ni.

L�application de la loi de Bernoulli montre alors que la vitesse de l�écoulement potentiel

extérieur sur les lignes de jet AI1 et AI 01 est jV j = 1.

3.2.2 Résolution du problème

Le cas de l�écoulement d�une plaque plane avec séparation a été traité par les transformations

aux plans ��;�� 0 et t sont simples (Fig. 3.2), la relation � 0, �t étant

t = cos
�

l
(� 0 � � 01)

= cosh(� 0 � i�)

Le motif dans le plan t est celui du �ux de l�origine I vers l�extérieur vers l�arc in�ni

représentant le point C, et de nouveau vers l�origine (�gure 3.2d). Ce modèle n�est pas

susceptible de transformation directe vers le plan w. Cependant, une transformation inter-

médiaire en un plan w ,�l�ouverture �du modèle de telle sorte que l�axe négatif réel est tourné

d�un angle � dans le sens inverse des aiguilles d�une montre produirait le motif d�un doublet.

La transformation nécessaire du plan t vers le plan w est similaire à celle de l�écoulement

autour de l�extrémité d�une plaque mince (z = Aw2) , C�est

w0 = At2
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3.2. L�écoulement perpendiculaire sur plaque plane

Pour le point A0,t = +1;et w0 est réel et positif, donc A est

�gure3.2

une constante réelle et positive. La transformation du doublet en plan w est e¤ectuée

par :

w =
1

w0
=

1

At2
=
C

t2

où C est une constante positive réelle.

En variante, la transformation w� t peut être obtenue comme suit. D�après un examen
du plan z, il est évident que la plaque doit être pliée autour du point Cde sorte que la ligne

de séparation se réunisse pour produire le motif uniforme du plan w. Le diagramme du plan

w (Fig. 3.2e) peut donc être tiré directement du plan z et il peut être considéré comme un

polygone CI1I 01I1C, qui occupe tout le plan w. Le total des angles de déviation pour les

sommets à l�in�ni est 3� et ces sommets peuvent être traités comme un seul. Au moyen
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3.2. L�écoulement perpendiculaire sur plaque plane

d�une transformation S � C, le polygone peut être mappé sur le plan t pour produire un

motif conforme à celui déjà obtenu, le sommet C ouvert étant placé à t =1 et I à t = 0

w = A1

Z
dt

t2
+B1 = �

1
2
A1

t2
+B1 =

C

t2
+B1

Si le point C vaut w = 0, B1 est nul; et puisque, pour le point A,w et t2 sont à la fois

réels et positifs, C est réel et positif. C est déterminé par la largeur,l, de la plaque. Le long

de CA

� =
1

jV je
i� =

1

V
=
1

q

où q est désormais écrit pour la vitesse, jV j
Ainsi, le long de CA

t = cosh(� 0 + i�)

=
1

2
(eln q+i� + e� ln q�i�)

ei� = e�i� = �1

et depuis

t = �1
2
(q +

1

q
)

q = �t�
p
t2 � 1

Le signe négatif étant choisi de manière à rendre q = 0 pour le point C à t = �1:

Le long de la ligne de courant CA dans le plan z ,q = d�
dx
,et dans le plan w, w = �

puisque CA est dans l�axe réel, donc dw
dt
= d�

dt
= �2C

t2
.

Ces relations sont utilisées dans l�intégration le long de CA :

l

2
=

Z l
2

0

dx =

Z �1

�1

dx

d�

d�

dt
dt = �

Z �1

�1

2C

qt2
dt

Substitution pour q rendements, lors de l�intégration :

C =
l

� + 4
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3.2. L�écoulement perpendiculaire sur plaque plane

w =
l

(� + 4)t2

Le long de la ligne de courant libre AI; �1 = i� et donc :

t = cosh(i�+ i�) = cos(�+ �) = � cos�

En outre, puisque w est réel le long de AI, i est égal à zéro et

� = w =
C

t2
= C sec2 �

et, depuis q = d�
ds
= 1, s = �

s =
1

� + 4
sec2 �

Avec �. variant de 0 à ��
2
le long de AI. De là, prenant le centre de la plaque comme

origine, 8<: x = 2l
�+4
(sec�+ �

4
)

y = l
�+4

�
sec� tan�� ln tan(�

4
+ �

2
)
�
9=;

La force résultante sur la plaque découle de l�équation de Bernoulli

p+
1

2
�q2 = p0 +

1

2
�q20

où p0 et q0 se réfèrent au �uide non perturbé. Avec q0 comme unité

p� p0 =
1

2
�(1� q2)

F = ��Cq20 =
�

� + 4
�q2l2 = 0:440�q2l2

F = CDA
1

2
�q20

Et l�intégration à travers la plaque donne la force de pression sur la face amont, par

unité de longueur de la plaque

F = 2

Z l
2

0

1

2
�(1� q2)dx = �

Z �1

�1
(1� q2)

dx

dt
dt
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3.2. L�écoulement perpendiculaire sur plaque plane

= �2�C
Z �1

�1
(
1

q
� q)

dt

t3

= �4�C
Z �1

�1

p
t2 � 1dt

t3

= ��C

Selon l�équation de Bernoulli, la pression varie en fonction du carré de la vitesse et,

puisque tous ces mouvements sont géométriquement similaires, la force résultante sera pro-

portionnelle au carré de la vitesse d�approche. Par conséquent, pour toute vitesse d�approche

q0

F = ��Cq20 =
�

� + 4
�q20l

2 = 0:440�q20l
2

F = CD
l2

2
�q20

d�où CD
2
= 0:440) CD = 0:880

CD = coe¢ cient de traînée avec une valpe, selon cette solution, de 0:880:
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Conclusion

Conclusion

Dans cet actuel mémoire. Nous avons donné quelque dé�nition sur l�analyse complexe

et mécanique de �uide , et donné aussi qeulque transformation classique et conforme.

et nous appliquons le théorème de Schwartz-Christo¤el et la méthode de l�hodographe

peuvent fournir une technique pour résoudre analytiquement l�écoulement. Par exemple,

l�écoulement à travers un ori�ce (jet libre), écoulement perpendiculaire sur plaque plane, et

écoulement autour d�obstacles quelconques
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