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Introduction

Mon travail est essentiellement basé sur les deux méthodes d'Adomian et
Picard. En 1894 Emile Picard est le premier qui a donné la méthode
d'approximations successives, la solution de ses méthodes sont sous la forme
d'une série. Puis en 1981 le professeur George Adomian a présenté¢ de a
nouveau une méthode qui ressemble beaucoup a la méthode de Picard. Les deux
méthodes consistent a chercher des solutions sous forme de série. Elles sont
considérées comme des solutions analytiques. Ce mémoire se compose de quatre
chapitre, le premier est consacré a I'é¢tude de I'espace fonctionnel dans lequel on
a travaillé. Dans le second chapitre on a présent¢ les €quations intégrales
linéaires. La troisieme chapitre on a présenté¢ les méthodes de Picard et
d'Adomian. Dans le dernier chapitre on a donné une comparaison par des

exemples, suivie d'une conclusion.



Chapitre 1

Rappels d’Analyse fonctionnelle

1.1 Définitions préliminaires
Dans ce mémoire, notre étude sera supposé dans ’espace des fonctions continues muni de
la norme de la convergence uniforme C' ([a, 0], ||.||.,)-

Définition 1.1.1 On appelle norme sur l'espace C ([a,b], ||.||.,) toute application notée .|

définie sur C ([a,b],|.||,) @ valeur dans Rt par:
reR" — ||z| e RY

o) et @ dans k les conditions suivantes :

vérifiant pour tout x et y dans C ([a,b]
1. Séparation : ||z||=0<= z=0.
2. Homogénéité :  ||Ax| = |\||z].
3. Inégalité triangulaire : ||z +y| < ||z + ||y -
Tout espace vectoriel muni d’une norme ||.||, on dit que espace vectoriel normé.
Définition 1.1.2 L’éspace des fonctions continues définit par:
C (la,b])) = A{f : [a,b] = R/f : continue}

muni de la norme

[fllo = sup_[f (z)]

z€[a,b]

est un espace vectoriel normé.



1.1. Définitions préliminaires

Exemple 1.1.1 L’ensemble C ([a,b], ||.|| ) des fonctions continues sur [a,b], sur lequel on
peut définir de nombreuses normes, la plus classique étant la norme dite la norme de la

convergence uniforme, définie par :

[fllo = sup [f (z)]

z€la,b]

Définition 1.1.3 On dit qu’une suite numérique (u,),, est convergente si
Ve > 0,IN e N,Vn > N, |u, — | <e¢
Définition 1.1.4 La suite (u,) est dite de cauchy si
Ve > 0,3N., Yp,q > N, ona |u,—u, <e

Remarque 1.1.1 Toute suite converge est une suite de cauchy mais l’inverse n’est pas

vraie. St linverse est vraie on a :

Définition 1.1.5 Un espace vectoriel normé C ([a,b], ||.|| ), est dit complet, si toute suite
de Cauchy (u,,) d’éléments de C ([a,b]) est une suite convergente dans C ([a,b], ||.|| ) Autrement
dit,

Ve >0,IN. € N, Vp,q> N, ona |up,—uyl <e

Implique Uexistence d’un élément v € C ([a,b], ||.||.) tel que
Uy — U
Théoréme 1.1.1 L’espace C ([a,b], ||.|| ) est un espace complet pour la norme ||.||,. Donc

C ([a,b],|.l.,) est de Banach. Pour plus de détails, voir [1].



Chapitre 2

Equations intégrales linéaires

2.1 Introduction

En mathématiques, une équation intégrale est une équation dans laquelle une fonction in-
connue apparait sous un signe intégrale. Il existe un lien étroit entre équations différentielles
et intégrales, et certains problémes peuvent étre formulés de toute facon. Voir, par exemple,

la théorie de Fredholm.

2.2 Classification des équations intégrales

Une équation intégrale peut étre classée comme étant une équation intégrale linéaire ou
bien comme une équation intégrale non linéaire. Il y a une similitude parfaite avec la
classification des équations différentielles ordinaires ou celle aussi des équations aux dérivées
partielles. Les équations intégrales les plus fréquement utilisées sont les équations intégrales
de Volterra et celles de Fredholm qui consistuent donc les deux principales catégories. A ces
deux catégories d’équations intégrales, nous pouvons considérer encore deux autre types, a
savoir les équations intégro-différentielles et les équations intégrales singuliéres.

Nous savons que ’équation intégrales dans ce formule :

B(x)
o(x) = f(x)+ A / k(z,t)p(t)dt (2.2.1)

a(zx)



2.3. Equations intégrales de Volterra

ou k(x,t) est appelée le noyau de I’équation intégrale (2.2.1), a(x) et 3 (x) se sont les
limites de l'intégration. On peut facilement observer que la fonction inconnue () apparait
aussi sous le signe de 'intégrale. Il est a noter ici que le noyau k(x,t) et la fonction f(x)
dans I’équation (2.2.1) sont des fonctions donné, et A est une constante parameétre au sens
physique on supposera dans toute la suite que A = 1. L’objectif principal de ce texte est
de déterminer la fonction inconnue p(z) qui va satisfaire ’équation (2.2.1) en utilisant un
certain nombre de techniques de solutions. Nous doit consacrer des efforts considérables

dans I’exploration de ces méthodes pour trouver des solutions de la fonction inconnue.

2.3 Equations intégrales de Volterra

On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de second espéce une équation de la forme

x

o)~ [kt 0= f @) (231)

a

ol p(z) est une fonction inconnue et k(x,t) et f(z) sont des fonctions connues.

1. Si f(z) = 0 I’équation s’écrit

/k@ﬂ¢@ﬁ=¢@

a

elle est appelée équation intégrale linéaire homogeéne de Volterra de second espéce.

2. Une équation de la forme
xX

/kmﬂwwﬁzf@)

a

est appelée équation intégrale de Volterra linéaire de premieér espéce

3. Si f(z) = 0 I’équation s’écrit

xT

/k(m,t)cp(t)dtzo

a

Cette équation est dite équation intégrale homogéne de volterra de premieér espéce.



2.4. Equations intégrales de Fredholm

2.4 Equations intégrales de Fredholm

On appelle une équation intégrale linéaire de Fredholm de second espéce une équation de la

forme

b

<p(yc)—/k:(m,t)ga(t)dt:f(x), v € [a,b] (2.4.1)

a

ol ¢(x) est une fonction inconnue a l'extérieur et l'intérieur du singe intégrale k(z;t) et

f(z) sont des fonctions connues.

1. Si f(z) = 0 l’équation s’écrit

/k:(x,t)go(t)dt:gp(x), x € |a,b]

elle est dite équation intégrale de Fredholm homogéne de second espece homogene.

2. Une équation de la forme

/k(:v,t)gp(t)dt:f(as), v € ah]

est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm de premiér espéce.

3. Si f(z) = 0 I’'équation s’écrit

/k:(a:,t)ap(t)dt:O, T € a,b]

a

Cette équation est dite équation intégrale homogéne de Fredholm de premié espéce.

Notion sur les opérateurs

Définition 2.4.1 Opérateur linéaire
Soient E et F deux espaces normés A un opérateur défini sur E dans F est dit linéaire

s’il vérifie les conditions suivantes :



2.5. L’éxistence et I'unicité de la solution de I’équation intégrale

1. Condition additive :
Vo0, € Eona A(p, +¢y) = A(p,) +A(p,)

2. Condition homogeéne :

Voe E,et x€ek=(RouC), onaA(Ap) =AA(p)

Définition 2.4.2 Opérateur linéaire borné
Un opérateur linéaire A défini sur E dans I est dit borné s’il existe une constante positive

c >0, telle que :
IA@F <clelly Ve e E

Opérateur intégrale linéaire
Un opérateur intégrale ou un opérateur linéaire a noyau défini a I’aide d’une intégrale
paramétrique sur certains espace fonctionnels. La forme général d'un opérateur intégrale

est donnée par ’expression suivante :
A o C(la, 8], [ o) = € (la, 0] ] )
b

. =(A@@ﬁ=/k@ﬁwﬁwt

a
ou

k:C (a8, ]]0) x C (8], ) — R

est une fonction continue qui s’appelle le noyau de 'opérateur intégrale A. Cet opérateur

est borné, avec

z€[a,b]

b
4.0 = max [ 1k (@.t) 0 (0)] d

2.5 L’éxistence et unicité de la solution de I’équation
intégrale

théoréme du point fixe



2.5. L’éxistence et I'unicité de la solution de I’équation intégrale

Le théoréme du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe de contraction
de Banach. On va appliquer les théorémes classiques du point fixe pour démontrer ’existence
et I'unicité de la solution pour la résolution d’une équation de la forme Ap = ¢, ou A est

un opérateur défini sur un espace de Banach F, pas nécessairement linéaire.

Définition 2.5.1 Contraction
Soit A un opérateur borné sur un espace de Banach E. On dit que A est un opérateur

contractant sl existe une constante positive k, 0 < k < 1 telle que

HA% - A‘Pz” <k H@l - 902” (2-5-1)

pour tout py,py € L.
Le résultat suivant est appelé théoréme de 'application contractante. Nous allons voir
que si A est un opérateur contractant, alors cette équation admet une solution unique pour

tout f dans E.
Théoréme 2.5.1 Soit A un opérateur contractant sur E. Alors ’équation
Ap = (2.5.2)

admet une solution unique dans E. Une telle solution est dite un point fixe de 'opérateur

A.

Preuve. Montrons d’abord 'unicité du point fixe raisonnons par ’absurde. Supposant
qu’il existe deux points fixes ¢; et ¢, telle que
Apr =1 et Ap, = v,
alors
[o1 = @all = [|Apy — Apy| < Koy — s
[Apy — Apsl — klpr — @all <0

(1—=F)llo; — @l <0

le terme (1 — k) > 0, d’ott [[; — @, = 0, ce qui implique que ©; = ©,.



2.5. L’éxistence et I'unicité de la solution de I’équation intégrale

Pour montrer I’existence, nous allons construire le processus itérative suivant :

©o solution initiale

(Pn+1:A§0n, n:O,l,Q,...

On doit montrer d’abord que cette suite est de Cauchy, et que sa limite est une solution
de (2.5.2). La limite existe, découle du fait que dans un Banach toute suite de Cauchy est

convergente. Notons que,

|oni1—@nll = [, —Ap, || <k |len — 00yl
k HA(Pn—l - AS%—QH <k HSOn—l - Spn—zH

< k2 HAQIOW2 — Agpn,gH <K H%Lﬂ - gon,gH

IN

IN

K™ [y — QOOH

|€ns1 = ©nll S E |l = Onoal] < K ||0no1 — Cnall <K ||[@nos — @nosl| < - <K o1 — @0l

En général, si n > m,

HSOn*QOmH = H(Son7()0n—1)+((10n—17(pn—2)+"'+((‘pm+l7(10m)H

IN

ngn - Son—lH + Hgon—l - gpn—ZH +ot ngm—i-l - QOmH
(K" B2 4+ BT [l = ol

IN

m

m ms k
(K™ + B 4 llor = @oll = 7= llr = ol

IN

car k < 1, donc

N R

Par conséquent, la suite (,,) est de Cauchy, notons sa limite par . Il reste & montrer
que ¢ est une solution de (2.5.2). Comme A est continu, puis A est un opérateur compact
nous avon :

Ap =A(lim ¢,) = lim Ay, = lim ¢, = ¢
n—co n—co n—co

Equations intégrales de Fredholm de second espéce



2.5. L’éxistence et I'unicité de la solution de I’équation intégrale

On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de second espéce une équation de la

forme
b

o (2) )\/k (5o (O)dt = f(x), @€ lab) (2.5.3)

ot ¢ (z) est la fonction inconnue, k (x,t) et f(z) des fonctions données, x et ¢ deux
variables réelle parcourant l'intervalle [a, b] et \ est parameétre reél.

La fonction k (x,t) est le noyau de I’équation intégrale (2.5.3), on suppose que le noyau
k(x,t) est défini dans le carré [a,b] {a < x < b,a <t <b} du plan (x,t) et continu dans
[a, b], ou bien présente des discontinuités telle que 'intégrale

b b

k()| dedt < oo (2.5.4)
/!

a

Si f (z) # 0, Péquation (2.5.3) est dite non homogéne, dans le cas contraire, I’équation

intégrale (2.5.3) s’écrit
b
o(@) - [k@to@®it=0

on dit alors qu’elle est homogene. Voir [2]

Soit I’équation intégrale issue d’un noyau continu k(z, y)

o)~ [h@tp @)= @ (25.5)
qu’on peut I’écrire aussi sous la forme :
p—Ap=f (2.5.6)

(I-A)p=f

L’existence de la solution pour cette équation dépend de l'existence de l'inverse de
lopérateur (I — A). Comme A est compact, alors l'opérateur inverse de (I — A) existe

voir [3].



Chapitre 3

Méthodes d’Adomian et des

approximations successives

Les méthodes classiques de résolution des équations mathématiques sont les méthodes des
différences finies, des volumes finis et les méthodes des éléments finis donnent des approxi-
mations de la solution en des points discrets. En outre, ces méthodes requiret des techniques

de discrétisation de I'espace et du temps.

3.1 Meéthode d’Adomian

En 1981, le professeur George Adomian présente les bases d’une méthode en évitant la
discrétisation du domaine. Cette méthode est basées sur la décomposition en série c’est
la méthode d’Adomian. Généralement la résolution analytique des équations intégrales

de Fredholm sont difficiles voire impossible. C’est pour cette raison, on doit chercher des

10



3.1. Méthode d’Adomian

solutions approchées, parmi les méthodes de résolutions. On va traité deux méthodes.

f el HaFs)

At

xid ’X’E ‘xi&‘, ¥

Discretisation par

Difference finies dans R?

Discretisation par Volumes

finis dans R3

Discretisation par éléments

finis dans R3

11



3.1. Méthode d’Adomian

3.1.1 Principes de la méthode d’Adomian:

La méthode d’Adomian permet de résoudre des problémes fonctionnells de différents types :
équations algébriques, différentielles, intégrales, intégro-différentielles, aux dérivées partielles
(EDP). La méthode s’adapte aussi bien aux problémes linéaires qu’aux problémes linéaires.

Il suffit d’écrire I’équation fonctionnelle sous la forme :

p—Ap=f (3.1.1)

ou A est un opérateur intégrale linéaire et f une fonction connue.

La méthode d’Adomian consiste a rechercher la solution sous forme d’une série :

p@) =) ¢, () (3.1.2)

n>0

et & décomposer le terme linéaire Ay sous forme d’une série :
Ap =) " A, (3.1.3)
n>0
Les termes A,, sont appelés polynémes d’Adomian et sont obtenus grace a la relation

sulvante :

1 d L
A, = — A No ||, n=01,2, .. 14
e [+ (£ 2o e
En remplagant les relations (3.1.2)-(3.1.3) dans (3.1.1), on obtient :

e =f+> A (3.1.5)

n>0 n>0

alors on a
p=f+Ap

Ce qui entraine par identification :

12



3.1. Méthode d’Adomian

;

©o = f(x)

1 = Apy
Py = Ay (3.1.6)
\ SDnJrl = ASOn

Il est a noter que cette identification n’est pas unique mais c’est la seule qui permet de
définir explicitement les ¢,,. La relation (3.1.6) permet de calculer tous les termes de la
série sans ambiguité car les A, ne dépendent que de ¢y, ¢y, ..., @,

En pratique, il est presque toujours impossible de calculer la somme de la série Y ¢,..

n>0

Aussi se contente-t-on généralement d’une solution approchée 1, sous la forme de série

tronquée :
n—1
b= @ (3.1.7)
i=0

En résumé, aprés la détermination des (A,),>o ,une sommation donne la solution ap-
prochée de I’équation. Cependant la question qu’on peut d’ores et déja se poser, c’est

comment déterminer les (A,),>0 et & quelles conditions converge la méthode.

3.1.2 Convergence de la méthode d’Adomian

Les fondements mathématiques de la méthode sont dus au professeur Y.Cherruault qui a
donné la démonstration de la convergence de la méthode d’Adomian et a utilisé les théorémes
du point fixe pour les équations fonctionnelles abstraites (A = f; ot A est un opérateur) ,
voir [4].

D’importants théorémes ont été donnés impliquant des conditions suffisantes de conver-
gence. Toutes ces conditions portent sur 'opérateur linéaire A.

En effet, de la relation (3.1.6). on a besoint de rappéler quelques notions élémentaires
de convergence des séries.

Rappel sur la convergence des séries numériques

Soit une série numérique

2
n

13



3.1. Méthode d’Adomian

de termes u,. On dit que la série est convergente si la suite des sommes partielles (5),)

ouSn:E Uy,
n

n?

Sl = U
SQ = Uy + Uy

S3 = wuy+us +ug

ot, la limite

lim S, =S

n—oo

donc, la suite des sommes partilles est convergente alors la série est converge.

Théoréme 3.1.1 Si la série des opérateurs Y A, converge alors la série des solutions
n>0

> v, est converge aussi .i.e.

n>0

St Z A, < +oo alors Z ©, < +00 et réciproquement
n>0 n>0

Notons d’abord que la méthode d’Adomian appliquée o (3.1.1) se raméne a la recherche.

S o= ) S
i=0
Sn = prtpatpst @,
Plus clairement
(S():O
51:SO+51:0+901
SQZSO+81+SQZO+901+QOQ

[ Sny1 =S50+ (1 + 92 + @3+ + @)

vérifiant la relation récurrente suivante :

50207 SDOZf

et n=0,1,2... (3.1.8)
Sp 1= A(pg + Sn)

On en déduit le résultat de convergence suivant.

14



3.1. Méthode d’Adomian

Théoréme 3.1.2 Si l'opérateur A est une contraction (c’est -a-dire vérifie ||Al| < 1) alors

la suite (S,), satisfaisant la relation de récurrence
Sni1 = Alpy + 5n)
avec Sy =0, n > 0 converge vers S solution de S = A(py + 5).
Preuve. De la relation (3.1.8),et de § < 1, on a:

[Sni1 = SI = [[Algo + Sn) = Alo + 5)
[A[[1Sn = S|l < 0[50 = S]]
< 0[S =9

IN

D’ou la convergence de la suite (S,,), vers S.

Par ailleurs, on a :

D A= on

n>0 n>1
et comme ) ¢, est convergente d’apres le théoréeme (3.1.1). On a alors le résultat suivant.

n>1
|

Corollaire 3.1.1 Si A est une contraction alors les séries ngn et ZA” sont conver-
n>0 n>0

gentes. De plus, Y ¢, est solution de [’équation :
n>0

p—Ap=f

3.1.3 Exemples

Exemple 3.1.1 Soit [’équation intégrale de volterra suivante.

T

plx)=1- / o(t)dt (3.1.9)

0
ot f(x)=1etk(x,t) =1, La solution exacte est ¢, (x) = e~*. Substitution la série de

décomposition ¢ (r) = > ¢, (x) dans (3.1.9) donne,

n>0

Sena)=1- [Tt

n>0 0 n>0

15



3.1. Méthode d’Adomian

Nous identifions le composant zéro par tous les termes qui ne sont pas inclus sous le signe
intégrale. Nous obtenons donc la relation de récurrence suivante:

@o (z) =

x

1
Prt1 (QL’) == fgon (t> dt N> 0
0

On a, donc

ps3(T) = —

pa(T) = —

Et donc. Donner la solution en série d’aprés TAYLOR

2 %’3 1'4 xnfl

(p(i)zl—l’—f—a—a—FI—F‘F(_l) (n—l)!:ei

Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte

Soit I’équation de Volterra

La solution exacte de cette équation est ¢, (z) = e,

La solution approchée ¢, (x) de la méthode d’Adomian, ¢, 1, ©9, @3, @4, O &

[0; () = 0. ()|l = sup {lg; (x) — ¢, (x)|}

z€[0,1]
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3.1. Méthode d’Adomian

i (@) | o) | les (@) = @e (7)o
01 e | 0.632120558828558
1| -z |e® | —1,00000000000000
212 |e® | 0.132120558828558
3| -2 |e™ | —0.528069659740599
4l e | —0.326212774504776

Soit ’équation intégrale de Fredholm

o(x)=(e"—1)+ /tcp (t)dt (3.1.10)

La solution exacte est o (z) = e*, appliquant la technique de la méthode d’Adomian, on

pose
Pole) =" =1 (3.1.11)
et, obtient
1 1
1
801(90)Z/tsoo(t)dt:/t(ex_l)dt:5
0 0
1 1
(2) /t (t) dt /1tdt L
r) = I
P2 ¥1 5 1
0 0
1 1
1 !
¥3 ($) = ! t@2 (t) dt = tht = g
0 0
1 1
(x) = /t (t)dt—/ltdt—l
R A A N TG
0 0

la solution de ’équation (3.1.10) dans une forme de série donnée par

w(w)z(e”—1)+%(1+%+}l+m> (3.1.12)

ol nous pouvons facilement obtenir la solution sous une forme donnée par

o(x)=e" (3.1.13)
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3.2. Méthode des approximations Successives

Comparaison entre les itérés et la solution exacte

Soit ’équation intégrale de Fredholm

plr)=(e"—1)+ /tgp(t)dt ,x € [0,1]

la solution exacte de cette équation est ¢, (z) = e”.

Les itérés @, (r) est obtenu par la méthode d’Adomian ¢y, ¢y, ©9, P35, @4, oD a

lpi () = @e (2)]l 0o = Sup {li () = @ (=)[}

(@) | e (@) ] [les (@) = @ (7)o
0]e"—1]e" —1,0000
1|3 e —0.5000
2|1 e” —0.7500
3|3 e” —0.8750
4] L e —0.9375

3.2 Meéthode des approximations Successives

La méthode des itérations successives de Picard est une méthode intéressante & présenter
car elle est trés proche de l'intuition. Cette technique est évidemment trés fastidieuse s’il
faut faire tous les calculs a la main. C’est pourquoi on utilise la calculatrice. L’utilisation
de la calculatrice nous permet de voir les résultats intermédiaires (les résultats de chaque
itération), ce qui n’est pas toujours le cas avec des logiciels plus puissants. Il y a plusieurs

facons de faire avec la calculatrice.

3.2.1 Principes de la méthode d’approximations successives

On va appliquer la méthode de Picard dans une équation de Fredholm de second espéce.

Pour ce faire, on doit choisir une approximation donnée ¢,(x). Apres substitution on obtient

18



3.2. Méthode des approximations Successives

les premiérs approximations ¢, (z), @5(), ..., @, () :

1

o(x) = +/k x, 1)yt (3.2.1)
0

po(z) = f +/k7$t‘P1
0

os(r) = ﬂm+/%mw%mw

1
onla) = f +/kxt%1 Jdt
0

et donc la limite est

e(r) = lim ¢, (x) (3.2.2)

n—oo

3.2.2 Condition de solvabilité de la méthode de Picard

Pour la convergence de la méthode de Picard pour les équations intégrales de Fredholm du

second éspéce, on dispose du théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 [’équation de Fredholm du 2" éspéce

On peut réecrir cette équation sous la forme

p—Ap=f (3.2.3)

ot A est un opérateur intégrale qui est compact voir [3]

la forme (3.2.3)
(I-A)p=f

ol
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3.2. Méthode des approximations Successives

To=1T
si A est compact, alors (I — A) est inversible(i.e:l’existence et 'unicité de la solution ),

par le théoréme de Banach (point fixe), la méthode des approzimations successives admet

une seule solution si selement si | T| < 1.

Preuve. voir [3]. =

3.2.3 Exemples

Exemple 3.2.1 On va appliquer cette méthode dans une équation de Volterra

T

cp(x):1+/go(t)dt

0

ot la solution exacte est ¢ (x) = €”. On choisit que ¢, (z) = 0, on obtient :

T

o (z) = 1—|—/0dt:1

0

x

0y () = 1+/dt:1—|—x

0

T
2

oy () = 1+/(1+t)dt:1+a:+%
0

r t2 2 a8
904('7;) - 1+/(1+t+5>dt:1+$+§+§

r t2 .CIZ'Q .73'3 m.n—l
o (x) = 1+/(1+t+§>dt:1+w+—+—+-~+—

ol " 3l (n— 1)
0

On a de toute évidence

T .772 $3 xn—l

e
el =l gt gt T

Donc ¢, (z) est la n-iétme somme parti¢lle de la série de TAYLOR

20



3.2. Méthode des approximations Successives

D’ou
Pn () — €

n—oo

Exemple 3.2.2 Soit l’equation intégrale de Fredholm suivante

1

o(x)=(r+e")— /:L’up (t)dt (3.2.4)

0

pour 'aprozimation zéro p, (x),en choisit que

@o () =0 (3.2.5)

la méthode d’approximations successives admet ['utilisation de la formule d’itération

1

Oy (@) = (x+€") — /xtc,pn t)ydt ,n>0 (3.2.6)

en remplagant (3.2.5) dans (3.2.6),0on obtient

() = (x4¢€°)— [atpy(t)dt =e"+x

S O~

1
vy () = (x+€%)— :Ctgol (t)dt = e" — gm

1
o3 (x) = (x+¢€%) xtp,y (t) dt = € +9x

O\H

1
:Btgog()dt—e - =

pi(x) = (z+¢€")— o7

o\

(="
3n

O (@) = (z+€") /xtgon e’ + x
0

par conséquent, la solution ¢ (x) de (3.2.4) est donné par

21



3.2. Méthode des approximations Successives

Comparaison entre les itérés et la solution exacte

Soit ’équation intégrale de Fredholm

o(x)=(z+e") — /mtap (t)dt

la solution exacte de cette équation est ¢, (r) = e”.

les itérés ¢, (x) est obtenu par la méthode de Picard ¢y, ©1, ¥s, ©3, @4, - - -,00 &

lpi (2) = @e (@)l = sup {le; (x) — . ()]}

z€[0,1]
i pi(x) | (@) ]| llei (@) — e ()l
00 e —1,0000
1|e*+x e* 1, 0000
2| e*— éx e” 0,0000
3| e" gz | " 0.1111
4| e* — 2%17 e’ 0, 0000
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Chapitre 4

Comparaison entre les deux méthodes

Dans ce dernier chapitre, on donne la comparaison entre les deux méthodes. Pour ce faire

on va traiter deux exemples :

En utilisant le Logiciel MATLAB.

4.1 Exemples

On prend quelques exemples des équations intégrales de volterra et Fredholm pour une
comparaison.

Exemple 4.1.1 Soit I’équation intégrale linéaire de Fredholm
1

o) = (& — 1) + / bo(t)di

1. Par la méthode d’approximations successives

La solution exacte est ¢(x) = €”, on choisit que py(z) = e* — 1, puis la premiere

approximation est

or(e) = (- 1)+ / tiolt)it



4.1. Exemples

on obtient donc, par intégration

le deuxiéme approximation

Pa(T)

on obtient donc, par intégration

de la méme maniére on obtient

le n-iéme itéré

la solution d’aprés TAYLOR est

. 1
= e — —
4
|
po(w) =€ T
. 1
p3(r) = e )
. 1
pu(z) = e 16
- 1
ps(r) = e T 39
. 1
pe(r) = e _6_4
1
pult) =" — o m>1
2n
p(r) = lim ¢, (z)
1
= lim (em——>
n—oo omn
= e.i(}
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4.1. Exemples

2. Par la méthode d’Adomian

ou f(zx)=e€e"—1, A=1et k(z,y) =1, alors la solution s’écrit comme suit :

S () = (" — 1)+ / RO

n>0 n>0

le premier terme est 1, (t) = e* — 1 et la relation :

1
Vpia (@) = /?f?/Jn(t)dt n>0
0

donc :
Yo(t) = e —1
1 1 ,
() = [tt)dt= [t (et —1)dt ==
e frie e
1 11 ,
Vo(z) = [t (t)dt = [ =tdt = =
Jio- -3
1 11 X
Va(x) = [ tpy(t)dt = [ ~tdt = =
Jian- -
1 11 .
Uy(x) = /twg(t)dtzfgtdt:E
0 0
1 1 X X
Ys(z) = /tw4(t)dt=/ﬁtdt:3_2
01 01
ve(z) = /tw5(t)dt_/—tdt:6_4
0 0
alors :

w(m):em—1+%<1+1+1+--->

donc la solution converge vers :

() =€

25



4.1. Exemples

3. Pour valider notre travail, on doit calculer la différence entre les solutions ¢ et 1 des

deux méthodes :

@i (2) = vy (2) |l = sup {le; (x) = o; (2)[} = max {|; (x) —o; (2)[}

z€[a,b] z€a,b]
les itéries de @, (x) et 1, (x) pour i =0, ...,4 dans l'intervalle [0, 1] sont obtenus par les
deux méthodes :
i i) | Yilm) | (@) =9 (0)]
0]e*—1 |e*—110,0000
lle—1 |2 1.7183
2|en—1 |1 2.2183
3le"—3% | % 2.4683
4ler—L 1L 25933
5ler—L | L | 26558
6|c"— o | & 2.6870

Exemple 4.1.2 Soit I’équation intégrale lineaire de Volterra

xT

olz) = 7+ / (t— 2)p(t)dt (4.1.1)

0

1. Par la méthode d’approximations successives

la solution exacte ¢(r) = sinz. On choisit que py(x) = z, puis la premiére approxi-

mation est

T

or(e) = o+ / (t— o)y (t)dt

0

x

= x+/(t—x)tdt
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4.1. Exemples

on obtient donc, par intégration

la deuxiéme approximation peut étre calculée de la méme maniére qui donne

B x 2d
¢y () =2 — ET
ensuite, on obtient de la méme maniére
2 ab 2T
py(z) = TR
AR LA
A T
e P R U1
A A T V1]
N N O R | BEE
0o(r) = T-F Aot - T T

3 5 79 11! 13l

$3 $5 x2n+1
= _ — i fl n
Pale) = zogr g TV G T
> m2n+1
AN EIL >0
r; e

la solution finale de la série est sinx d’aprés TAYLOR

donc la solution de (4.1.1) est
p(r) =sinx
. Par la méthode d’Adomian

Considérons v, () = x, et la solution sous la forme d’un série

Y(z) =, ()

n>0

Ensuite substituant cette série dans 1’équation donné, nous avons

an(:r):a:Jr/(t—x) [an(t)] dt

n>0 0 n>0
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4.1. Exemples

Maintenant, décomposant les différents termes de la maniére suivante, nous obtenons

un ensemble de solutions

T

by (2) = /(t—x)wo (t) dt

0

= / (t — ) tdt
on obtient donc, par intégration

Le second terme v, (z), sera :

by (2) = /<t—x>¢1 (1) dt

oz
T
on obtient donc, par intégration
5
x
Py (z) = Bl
Ensuite, de la méme maniére on obtient
7
x
Yy (x) = Bzl
9
x
Yy(z) = or
211
Vs (z) = 1
13
Vg () = 1
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4.1. Exemples

et donc

¥ () = o (2) + 1 (1) + o () + 3 (2) + 8y (2) + 5 () + g (2) + -+

En continuant de cette facon, nous obtenons une série

W (x)

5
:x——+———

$7 x9 ZCH

79 11l

a l'aide de la formule de TAYLOR, on obtient :

Y (z) =sinx

13

+o ooy
13!

3. Pour valider notre travail, on doit calculer la différence entre les solutions ¢ et 1 des

deux méthodes :

@i () = ; (2) ]l o

sup {|y; () —¢; ()|} = ;2[33;] {lgi () = ¥, (2)[}

les itéries de @, (x) et 1, (x) pour i =0, ...,4 dans l'intervalle [0, 1] sont obtenus par les

deux méthodes :

i | () Vi (@) | i (x) = ¥ (@)
0= x 0,0000000000000
1|z—o —2 | 1,0000000000000

2| r—-L+ % o | 0,8333333333333
3lo-L+4 -4 —20 | 0,841666666666667
dlo-L+8-o+o 2] 0,841468253968254
bla—S+4 -4+ oo —2 1 0.841471009700176
6| ps(r)=a—L+4 —L+5 - 2o 420 | 20 |0.841470984648068
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4.2. Conclusion et Perspective

4.2 Conclusion et Perspective

Rach [5] et Bellomo et Sarafyan [6] sont les premiers qui ont donné une comparison
entre les deux méthodes sur certains exemples des équations mathématiques (EDO, EDP)
non linéaires. Il ont conclus que les deux méthodes sont toute a fait différéntes voir [8].
Mais Golberg [7] a prouvé que la méthode d’Adomian pour des équations linéaires était
équivalente & la méthode classique d’approximations successives.

Perspective

Dans ce mémoire on a traité que le cas 1-d. Dans ’avenir j’espére étendre ce projet aux

équations aux dérivées partielles qui sont plus compliquées.
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Résumeé :

Dans ce mémoire, pour résourdre les équations intégrales linéaires de
Fredholm, on a utilisé deux méthodes la premiére est la méthode des
approximations successives la second est la méthode d’Adomian, dans
le but de compare les résultats de chaque méthode. Des exemples sont
donnés pour illustrer la différence.
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Equations intégrale de Fredholm et Volterra, Polynébme Adomian, Séries,

méthode d’approximations successives.

Abstract :
In this work, We appry two methods, ADOMIAN and successives

approximations methods, to resolve the Fredholm integral equations.
In order to compare between these methods we have presented some
exemples.

Key word :

The integrals equations of type Fredholm and Volterra, Polynédme

Adomian, Series, Adomian decomposition method, Picard method.





