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Résumé : Notre mémoire on peut voir qu�il s�inscrit dans le cadre de la théories
des opérateurs, pour plus de précisisions elle touche le font d�étude de la sommabilité des

opérateurs entre des espaces de Banach. Pour ce but ont a pro�té de ce mémoire pour faire

une étude détaillé d�un travail des Monsieurs .A ; Belacel et A, Bougoutaia en 2019. En

e¤et ils sont donné la notion la nouveau type des opérateurs multilinéaires Cohen positive

p�sommants. La dont ce document il ont a donné un analogue du théorème de domination
de Pietsch pour cette catégorie des opérateurs. Aussi ils ont caractérisé le théorème dual de

ce dernier théorème. Aussi ils ont généralisé des résultats faites par Bu et Shi en 2013 et

a profondément donnent une comparaisons de cette classe « des opérateurs multilinéaires

Cohen positive p�sommants » avec celle des opérateurs p�convex m�linéaires.

Abstract : Our dissertation is part of the theories of operators, if we want to
specify more is worked in the study of the summability of operators. For this purpose we

have made a detailed study of a work of Mr. A, Belacel and Mr, A, Bougoutaia in 2019.

Indeed, the notion of Cohen multilinear positive p�summing operators is. The one of which
this document gave an analog of the theorem of domination of Pietsch for this category of

the operators. Also they characterized the dual theorem of this last theorem. Also, they

generalized a results made by Bu and Shi in 2013 and gave a deep comparison of this class

of �p�summing positive Cohen multilinear �with that of m�linear p�convex operators.
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Introduction

Notre mémoire s�inscrit dans le cadre de la théories des opérateurs pour ce but on a

prendre en étude approfondi L�article des Monsieurs .A ; Belacel et A, Bougoutaia qu�

est paru dans le journal de classe (A) qui est �Posivity journal�intitulé de l�article : Cohen

positive strongyle p�summing and p�convex multilinear operators en : (2019)

voir [15].qui aussi s�inscrit dans le cadre de la théories des opérateurs, si on veut préciser

de plus ils ont travaillé dans le font d�étude de la sommabilité des opérateurs. Pour ce but

le les auteurs ont fait une étude de la notion des opérateurs multilinéaires Cohen positive

p�sommants. La dont ce document ils ont donné un analogue du théorème de domination

de Pietsch pour cette catégorie des opérateurs. Aussi il a caractérisé le théorème dual de

ce dernier théorème. Aussi il a généralisé des résultats faites par Bu et Shi en 2013 et

a profondément donne une comparaisons de cette classe « des opérateurs multilinéaires

Cohen positive p�sommants » avec celle des opérateurs p�convex m�linéaires.

Le mémoire s�articule autour de trois chapitres :

Le premier chapitre est essentiellement un rappel. Où on présente quelques concepts

et résultats qui nous permettons d�aborder notre travail ; par exemple les notions concer-

nant les espaces classiques qui sont les espaces de Banach, les Banach réticulés, le concept

d�un opérateur positif, concave, opérateurs réguliers et plusieurs notions que on a réussie a

collaboré aussi sont tous nécessaire pour une bonne lecture et compréhension de ce mémoire.
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Introduction

Dans le deuxième chapitre, on va a �xé l�attention sur l�espace des opérateurs positifs

fortement p� sommants et les opérateurs positivement p�sommants, on va voire que les

auteurs de l�article. voir [15] ont conclus après un travail concédirable que l�espace des

opérateurs positivement p�sommants de H en F sont dans D+
p (H;F ), qui est l�espace de

tous les opérateurs positifs fortement q�sommants de H dans F , tel que H est un espace

de Hilbert, on peut dire que ce chapitre est une généralisation le travail de Bù. voir [11]

Dans le troisième chapitre, A. beacel et A. bougoutaia ont étudié la relation entre les

opérateurs positivement p�sommants introduits par O. Blasco.voir [1] Et comme applica-

tions a généralisé un résultat à Q. Bu et Z. Shi, et il a véri�é quelques inclusions notamment

la classe des opérateurs m�linéaires multiples p�convexes introduits dans sont article paru.
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Notation

� p� : L�exposant conjugué de p (i.e.,1
p
+ 1

p� = 1).

� X� : Le dual topologique de X.

� X�� : La bidual topologie de X .

� BX� : Boule unité fermée de l�espace X.

� T � : L�adjoint d�opérateur T .

� T�1 : L�inverse de l�opérateur T .

� TL : La linéarisation de l�opérateur multilinéaires (m�linéaires) T .

� E+ : fx 2 E : x � 0g:

� h:; :i : Le crochet de dualité.

� �(X;X�) : La topologie faible.

� �(X�; X��) : La topologie �-faible.

� � :Mesure de probabilité réguliére positive sur l�espace compact 
.

� C(K) : Espace des fonctions continues sur un compact K à valeurs réelles.

� L(X; Y ) : Ensemble de tous les opérateurs linéaires de X dans Y .

� L(X; Y ) : Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y .

� L+(X; Y ) : L�ensemble de tous ces opérateurs linéaires positifs.

� Lr(X; Y ) : L�espace vectoriel des opérateurs réguliers.

� Lf (X; Y ) : L�espace des opérateurs de rang �nie .

� `p(X) : Espace des suites (xi)ni=1 2 X absolument p�sommables.
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Notation

� `wp (X) : Espace de suites (xi)ni=1 2 X faiblement p�sommables.

� �p(X; Y ) : Espace des opérateurs p�sommants de X dans Y .

� �+p (X; Y ) : Classe de tous les opérateurs linéaires positivement p�sommants

de X dans Y .

� Dp(X; Y ) : Espace des opérateurs fortement p�sommants de X dans Y .

� D+
p (X;Y ) : Espace des opérateurs positif fortement p�sommants de X dans

Y .

� L(X1; :::; Xn;Y ) : L�ensemble des applications multilinéaires ( oum�linéaires).

� L(X1; :::; Xn;Y ) : L�ensemble des applications multilinéaires ( ou m�linéaires)

continues.

� L+(X1; :::; Xn;Y ) : L�espace vectoriel de tous les opérateurs positifs multili-

néaires (m�linéaires) continus de X1 � � � �� Xn dans Y:

� Dm
p (X1; :::; Xm;Y ) : Les opérateurs multilinéaires (m�linéaires )Cohen forte-

ment p�sommants.

� Dm+
p (X1; :::; Xm;Y ) : Les opérateurs multilinéaires (m�linéaires ) positifs Co-

hen fortement p�sommants.

� Cvex
p (X; Y ) : L�ensemble de tous ces opérateurs p�convexes.

� Cvex;mult
p (X1; :::; Xm;Y ) : D�opérateurs multilinéaires (m�linéaires) multiples

p�convexes.

� �p;q(X;Y ) : Espace de Banach des opérateurs linéaire (p; q)�sommants de X

dans Y .

��+p;q(X; Y ) :Classe de tous les opérateurs linéaires positivement (p; q)�sommants

de X dans Y .

� D+
p;q(X; Y ) : Espace des opérateurs positif fortement (p; q)�sommants de X

dans Y .

� Cvex
(p;q)(X;Y ) : L�ensemble de tous ces opérateurs (p; q)�convexes.
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Notation

� X1
̂� � �� 
̂� Xm : Le produit tensoriel projectif.

� �m : L�application canonique de�nie de X1 � � � � �Xm dans X1
̂� � �� 
̂�Xm.
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Chapitre 1

Préliminaires

Comme tout travail scienti�que. On va cité dans quelques sections en ce premier chapitre

des concepts fondamentals pour faciliter la littérature de ce mémoire. Là dont on va vous

donner une maximum possible des terminologies "dé�nitions, trésultats, propositions et

théorèmes", tels que les classes des opérateurs qui soient normalement très utiles dans la

suite de notre travail. Spécialement on a bien citer les opérateurs linéaires, la Topologie

faible et �-faible, les spaces de Banach réticulés. Les espaces des suites p�sommables et

comme un outil de la dé�ntion de l�opérateur de linérisation d�un opérateur multilinéaire.

Pour plus de détail voir [4] , [6] , [7] , [9] , [10] , [13] , [16] et [17].

1.1 Opérateurs linéaires

Cette section contenant l�espace des opérateurs linéaire. où on va voir leur dé�nition et

l�espace de ce type d�opérateurs et sont norme et aussi l�adjoint d�un opérateur linéaire. A

la �n on quittera par la donner de dual de cet espace et quelques propriétés. Pour plus de

détail voir [16] , [17] .

Dé�nition 1.1.1 Soit u : X �! Y une application entre deux espaces de Banach dé�nis

sur le méme corps K. Elle est linéaire si et seulement si,
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1.1. Opérateurs linéaires

8x, y 2 X, 8�, � 2 K : u(�x+ �y) = �u(x) + �u(y).

On note L(X; Y ) l�ensemble des applications linéaires. On le muni de deux opérations

algébriques suivantes :

1) 8x 2 X (u1 + u2)(x) = u1(x) + u2(x).

2) 8x 2 X, 8� 2 K (�u)(x) = �u(x).

Dé�nition 1.1.2 L�application linéaire u est continue (borné) s�il existe C > 0 tel que

8x 2 X : jju(x)jj � C jjxjj.

On note L(X; Y ) l�espace des applications linéaires continues.

On dé�nit une norme des opérateurs jj:jj sur L(X; Y ) par

jjujj = sup
jjxjj�1

jju(x)jj,

On a également jjujj = inffC : véri�e l�inégalité précédenteg:

Alors, la quantité jjujj dé�nit une norme sur L(X; Y ).

*Si Y est un espace de Banach alors L(X; Y ) est aussi un espace de Banach.

Dé�nition 1.1.3 (Dual topologique) Soit X un espace vectoriel normé. On appelle dual

topologique, et on note X� l�espace de Banach des formes linéaires continues sur X , (i:e).,

X� = L(X;R).

Notons ici que l�espace X� est toujours complet pour la norme des opérateurs.

Proposition 1.1.1 SoitX un espace de Banach. Pour tout x 2 X on a jjxjj = sup
jjx�jj�1

j hx; x�i j.

Exemple 1.1.1 Soit 1 � p � +1 . On a (`p)� = `p�, avec p�est le conjugué de p,

(i:e) ; 1
p
+ 1

p� = 1.

Dé�nition 1.1.4 (Isomorphisme, isométrie) L�application linéaire T : X �! Y est un

isomorphisme, si T est bijective continue de sorte que T�1 est aussi continue.

* Si jjT (x)jj = jjxjj pour tout x 2 X , on dit que T est une isométrie.
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1.2. Topologie faible et �-faible

* Si l�isomorphisme T : X �! T (X) véri�er jjT (x)jj = jjxjj pour tout x 2 X on dit que

T est une isométrie injective et on écrit T : X ,! Y .

1.1.1 L�adjoint d�un opérateur linéaire borné

Dé�nition 1.1.5 Soit X;Y deux espaces vectoriels normés. Pour un opérateur linéaire

borné T 2 L(X;Y ), on de�nie l�opérateur T � 2 L(Y �;X�) par :

T �(y�)(x) = y�(Tx) (i.e.,) hx ;T �y�i = hTx ; y�i ,

pour tout x 2 X et y� 2 Y �, T �est appelé adjoint de T .

Proposition 1.1.2 1) Soit T 2 L(X;Y ) alors T � linéaire et jjT jj = jjT �jj:

2) Pour tout T 2 L(X;Y ) et S 2 L(Y ;Z) on a (S � T )� = T � � S�.

1.2 Topologie faible et �-faible

Dé�nition 1.2.1 (Topologie faible) Soit X un espace de Banach, on note X� l�espace

dual (X� = L(X;K), où K = R ou C ).

La topologie faible, noté �(X;X�) sur un espace de Banach X est la plus petite topologie

sur X rendent continue tous les élements x� 2 X�.

Théorème 1.2.1 Les sous espaces vectoriels fermés de X sont les mêmes pour les deux

topologies (forte et faible). Il en est même plus généralement des parties fermées convexes.

Théorème 1.2.2 (Topologie �-faible) La topologie �-faible d�ésignée aussi par �(X�; X)

est la topologie la moins �ne sur X� rendant continues tout les application ('n)x2X comme

X ,! X��, il est clair que la topologie �(X�; X) est moins �ne que la topologie �(X�; X��).

Autrement dit la topologie �-faible �(X�; X) posséde moins d�ouverts (resp. fermés) que

la topologie faible �(X�; X��).
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1.3. Espaces de Banach réticulés

Théorème 1.2.3 (Alaoglu-Banach-Bourbaki) L�ensemble BX� = f' 2 X� : jj'jj � 1g

est compacte pour la topologie �-faible �(X�; X).

Théorème 1.2.4 (Kakutani) Soit X un espace de Banach. Alors X est ré�exif si et seule-

ment si BX� = f' 2 X� : jj'jj � 1g est compact pour la topologie �(X;X�).

1.3 Espaces de Banach réticulés

Cette section à une très importante rôle pour ce travail car là on va voir l�espace muni

d�une relation d�ordre totale ou partielle qui nous fournit l�utilisation des inégalités dans

notre travail et autres propriétés. Pour plus de détail voir [6] , [7].

Dé�nition 1.3.1 Soit E un ensembel vide un espace vectoriel muni d�une relation binaire

d�ordre notée " � "

(i) 8x 2 E, x � x ( ré�exive ),

(ii) x, y 2 E, x � y et y � x =) x = y ( antisymetrique ),

(iii) x, y, z 2 E, x � y et y � z =) x � z ( transitive ).

Dé�nition 1.3.2 Un espace vectoriel ordonné X la dont pour les quel toute paire d�élé-

ments à une borne supérieur est appelé espace vectoriel réticulé;i:e:,

8x, y 2 X, sup(x; y) 2 X et inf(x; y) 2 X.

Dé�nition 1.3.3 Soit X un espace vectoriel réel ordonné, X est complètement réticulé, si:

8A 2 X tel que A 6= �, A majoré =) sup(A) existe.

Dé�nition 1.3.4 Un espace vectoriel ordonné est un espace vectoriel réel E qui est aussi

un espace ordonné où les structures linéaires et de l�ordre reliéent par les implications :

(1) Si x, y, z 2 E et x � y, alors x+ z � y + z,

(2) Si x, y 2 E, x � y et 0 � a 2 R, alors, ax � ay.
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1.3. Espaces de Banach réticulés

Dé�nition 1.3.5 Soit X un espace de Banach. Si X est réticulé alrs,

1) 8x 2 X ; kjxjk = jjxjj,

2) 8x; y 2 X ; jxj � jyj =) kxk � kyk.

Notons:

kxk = sup(x;�x) tel que

x = x+ � x� et jxj = x+ + x� (1:1),

ou la partie positive de x est x+ = sup(x; 0) (ou x+ = x _ 0), et la partie négative de x

est x� = sup(�x; 0) (ou x� = x ^ 0)

tel que sup((x+ z);(y + z)) = sup(x; y) + z.

Proposition 1.3.1 pour tout x, y 2 E et t 2 R,

1) x+ y = (x _ y) + (x ^ y),

x _ y = �(�x) ^ (�y),

(x _ y) + z = (x+ z) _ (y + z),

et (x ^ y) + z = (x ^ y) + (y ^ z).

2) jtxj = jtjjxj et jx+ yj � jxj+ jyj.

3) x+ ? x� et la décomposition de x dans la di¤érence des deux élements positifs ortho-

gonaux est uniques.

4) x � y est équivalent à x+ � y+ et x� � y�.

5) x ? y est équivalent à jxj _ jyj = jxj+ jyj dans ce cas on a jx+ yj = jxj+ jyj.

6) (x _ y) ^ z = (x ^ z) _ (y ^ z) et (x ^ y) _ z = (x _ z) ^ (y _ z).

7) Pour tout x, y, z 2 E+ on a (x+ y) ^ z � (x ^ z) + (y ^ z), et l�ensemble

E+ := fx 2 E : 0 � xg est appelé cône positif de E.

8) jx+ yj = (x _ y)� (x ^ y), et jx� yj = j(x _ z)� (y _ z)j+ j(x ^ z)� (y ^ z)j.

9) jxj = 0 () x = 0 .

Exemple 1.3.1 Les espaces euclidiens Rn avec leurs normes euclidiennes sont tous des
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1.3. Espaces de Banach réticulés

espaces de Banach réticulés.

Proposition 1.3.2 Le dual E �d�un espace de Banach réticulé E est un espace de Banach

complètement réticulé muni de l�ordre nature

x�1 � x�2 () hx�1; xi � hx�2; xi 8x 2 E+,

où h:; :i , est le crochet de dualité.

Demonstration. Nous allons esquisser la démonstration, nous dé�nition le cône positif

dans E � par x� > 0 () x�(x) > 0 8x� 2 E�, Dans ce cas, il est facile de véri�er que pour

tout x�, y�dans E � et pour tout x > 0 on a

(x� _ y�)(x) = supfx�(u) + y�(x� u) : 0 � u � xg,

et

(x� ^ y�)(x) = inffx�(v) + y�(x� v) : 0 � v � xg.

Pour plus de détails voir [6, p.3].

1.3.1 Opérateurs linéaires positifs

Le but de cette partie est de faire un survole un peut approfondi sur les opérateurs

linéaires positifs où on va donné la dé�nition de ces opérateurs et leur constriction algébrique,

ce type d�opérateurs sont entre les espaces de Banach réticulés. Pour plus d�informations

consulter [3] , [8].

Dé�nition 1.3.6 [3] Si E et F sont des espaces vectoriels réticulés,

a) T : E �! F est un opérateur linéaire positif si x � 0 =) Tx � 0 ; T (E+) = F+, sont

fermés par l�addition et la multiplication par des réels positifs mais pas sous la multiplication

par des réels négatifs. L�ensemble de tous ces opérateurs linéaires positifs est noté par :

L+(E;F ).

b) L�espace engendré par les opérateurs linéaires positifs est dit l�espace vectoriel des

opérateurs réguliers, noté par Lr(E;F ).
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1.4. Les espaces des suites p�sommables

Pour tout T 2 Lr(E;F ), la norme de T est dé�nie par:

jjT jjr = inff jjSjj : S 2 L+(E;F ), jT (x)j � S(x), x 2 E+g.

Théorème 1.3.1 [8, Proposition 1.3.5] Si E est un Banach réticulé et F un espace normé

réticulé alors tout opérateur régulier de E dans F est continu pour la norme

jjT jj = supfjjT (x)jj : x 2 B+
Eg, où B+

E = BE \ E+.

Demonstration. Supposons que T ne pas être continue. D�où, pour tout n 2 N il existe

xn 2 E tel que jjxnjj � 2�n et n � jjT (x)jj:

Depuis jjT (x)jj � jjT (jxj)jj pour tout x 2 E, nous pouvons supposer que xn � 0. Laisser

x =
1P
n=1

xn 2 E+:

Il s�ensuit que

jjT (x)jj � jjT (xn)jj � n

pour tout n 2 N. C�est une contradiction. D�où T est continue. jjT (x)jj � jjT (jxj)jj

implique que

jjT jj = supfjjT (x)jj : x 2 B+
Eg.

Ceci termine la preuve.

Proposition 1.3.3 L�espace (Lr(E;F ); jj:jjr) est un espace de Banach. Si F = R, alors

L(E;R) = Lr(E;R).

1.4 Les espaces des suites p�sommables

Tout d�abord;si X un espace de Banach, nous noterons par :

XN = fx = (xn)n = xn 2 X, 8n 2 Ng espace de toutes les suites (xn)n d�éléments de X.

L�ensemble XN est un espace vectoriel lorsqu�il est muni de la loi d�addition suivante,

(xn)n + (yn)n := (xn + yn)n.

et la loi de multiplication suivante,

�:(xn)n := (�:xn)n ;où � 2 K.
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1.4. Les espaces des suites p�sommables

Dé�nition 1.4.1 ( L�espace des suites p�sommables) Une suite (xn) (resp. (xi)1�i�n)

dans X est absolument p�sommables si la suite scalaire (jjxnjj)(resp. (jjxijj)1�i�n) est dans

`p.

On note `p(X) (resp. `np (X)) l�espace des suites (xn) (resp. (xi)1�i�n) dans X absolument

p�sommables muni de la norme:8>><>>:
jj(xn)njj`p(X) = jj(xn)njjp = (

1P
n=1

jjxnjjp)
1
p si 1 � p � 1,

jj(xn)njj`1(X) = jj(xn)njj1 = sup
n
jjxnjj si p =1.

Théorème 1.4.1 [10](`p(X); jj:jjp) est un espace de Banach muni de la norme jjxjjp =

jj(xn)jjp.

Inégalité de Hölder généralisé

Soient (X; jj:jj) un espace vectoriel normé (xi)ni=1, (yi)ni=1 deux suites �nies d�éléments de

X et 0 � p; q; r � +1 avec 1
r
= 1

p
+ 1

q
. Alors,

(
nP
i=1

jjxijjrjjyijjr)
1
r � (

nP
i=1

jjxijjp)
1
p (

nP
i=1

jjyijjq)
1
q .

Dé�nition 1.4.2 Une suite (xn) (resp. (xi)1�i�n) dans X est faiblement p�sommables si

la suite scalair ('(xn)) (resp.('(xi)1�i�n)) est dans `p pour tout ' 2 X�.

On note `wp (X) (resp. `
n
p;w(X)) l�espace des suites (xn) (resp. (xi)1�i�n) dans X faible-

ment p�sommables telle que

`wp (X) := f(xn)n � X : (hxn; 'i)n 2 `p;8' 2 X�g

muni de la norme :8>><>>:
jj(xn)njjp;w = jj(xn)njj`wp (X) = sup

'2BX�
(
nP
i=1

j hxn; 'i jp)
1
p si 1 � p � 1,

jj(xn)njj`w1(X) = sup
'2BX�

�
sup
n
j hxn; 'i j

�
si p =1.

Dé�nition 1.4.3 On considérons le cas où X est remplacé par un espace de Banach réticulé

E, et on de�nie notre espace de suite qui est `np;jwj(X), comme suit :

`np;jwj(X) := f(xi)ni=1 : (jxij)ni=1 2 `np;w(X)g tel que jj(xi)ijj`w
p;jwj(X)

= jj(jxij)ni=1jjp;w.

13



1.5. Idéaux d�opérateurs

Soit B+
E� = BE� \B+;si x1; :::; xn � 0 ,on a

jj(xi)ijj`w
p;jwj(X)

= sup
�2B+

X�

(
nP
i=1

hxn; �ip)
1
p = jj(xi)ni=1jjp;w (1:2)

Proposition 1.4.1 Pour 1 � p � 1 et ( i)
n
i=1 2 `np�;w(Y �) on a :

jj( i)ijj`np�;w(Y �) = sup
�2By��

(
nP
i=1

j�( i)jp
�
)
1
p� = sup

y2By
jj i(y)ijjp�.

Proposition 1.4.2 Pour l�espace des suites scalaires convergentes vers zéro qui est dé�ne

par :

(C0)w = f(xn)n : xn 2 X et (hxn; �i) 2 C0;8� 2 X� g

(et C0 = fx = (xi)i � K : lim
i�!1

jxij = 0g).

Cet espace est un sous-espace fermé de `1 muni de la norme sup.

Théorème 1.4.2 [9] i) `w1(X) = `1(X), si p =1.

ii) (`np;w(X); jj:jjp;w) est un espace de Banach.

iii) Soient 1 � p � 1, alors, `p(X) � `wp (X) de plus, `p(X) = `wp (X) si et seulement si

dim(X) est �nie.

Proposition 1.4.3 1) Si 1 � p � 1 on a `wp (X) = L(`np� ; X) isometriquement.

2) Si p =1 on a `wp (X) = L(C0; X) isometriquement.

(tel que p�la conjugué de p;i:e:; 1
p
+ 1

p� = 1).

1.5 Idéaux d�opérateurs

Dé�nition 1.5.1 (Opérateur de rang �ni) Un opérateur linéaire continu T de X dans

Y est de rang �ni si dimT (X) <1,

L�espace des opérateurs linéaires de rang �ni sera noté Lf (X; Y ).

Exemple 1.5.1 Si dim(X) = n ) dimT (X) � dim(X) = n ; donc T 2 Lf (X; Y ).

14



1.5. Idéaux d�opérateurs

Proposition 1.5.1 Soient X,Y T 2 Lf (X; Y ) , T (X) =
nP
k=1

x�k(x)yk ou x�k 2 X� et

yk 2 Y ; 1 � k � n .

Dé�nition 1.5.2 Une classe I des opérateurs linéaires bornés, est dite idéal des opérateurs

linéaires pour tous X et Y qui sont des espaces de Banach si et selement si :

a) I(X; Y ) est un sous-espace vectoriel de L(X; Y ) et Lf (X; Y ) � I(X; Y ).

b) Propriété d�idéal: E u�!
Lf (E;X)

X
T�!

I(X;Y )
Y

v�!
L(Y;F )

F , alors v � T � u 2 I(E;F )

De plus, si la norme jj:jjI : I(X; Y ) �! R+ satisfait:

1) (I(X;Y ); jj:jjI) est un espace Banach (Quasi Banach).

2) jjidKjjI = 1.

3) jj v � T � ujjI � jjvjj jjT jjI jjujj,

alors (I(X; Y ); jj:jjI) s�appelle idéal Banach ( Quasi Banach ) des opérateurs linéaires.

Exemple 1.5.2 Les espaces Lf (X; Y ) et L(X; Y ) sont des idéaux linéaires.

1.5.1 Opérateurs linéaires p�sommants

Dé�nition 1.5.3 Soit 1 � p � 1 , X et Y deux espaces de Banach. Soit T 2 L(X; Y ), on

dit que T est p�sommant s�il existe une constante positive C tel que pour tout (xi)ni=1 � X,

on a

(
nP
i=1

jjT (xi)jjp)
1
p � C sup

'2BX�
(
nP
i=1

j hxi; 'i jp)
1
p ,

(i:e),

jjT (xi)ni=1jjp � C jj(xi)ni=1jjp;w (1:3).

On note l�espace des opérateurs linéaires p�sommants de X dans Y par :

�p(X; Y ) = fT : X �! Y , T est p�sommantsg, et muni de la norme

Zp(T ) = inffC : C verifant l�inégalité (1:3)g.

Remarque 1.5.1 Si T 2 �p(X; Y ) alors jjT (xi)ni=1jjp � Zp(T ) jj(xi)ni=1jjp;w
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1.5. Idéaux d�opérateurs

D�après la dé�nition de l�inférieure.

Proposition 1.5.2 Soit T 2 �p(X;Y )

i) jjT jj � Zp(T ).

ii) (�p(X; Y ); Zp(:)) est un espace normé.

iii) (�p(X; Y ); Zp(:)) est un ideal de Banach.

Théorème 1.5.1 (théorème d�inclusion) [9] Soit 1 � p < q � 1 alors �p(X; Y ) �

�q(X; Y ) et Zq(T ) � Zp(T ) 8T 2 �p(X; Y ).

Demonstration. Prendre x1; :::; xn 2 X et observez que si �i = jjT (xi)jj(
q
p
�1) on a

jjT (xi)jjq = jjT (�ixi)jjp. si T est p�sommant, On a

(
nP
i=1

jjT (xi)jjq)
1
q = (

nP
i=1

jjT (�ixi)jjp)
1
p

� Zp(T ) sup
'2BX�

(
nP
i=1

j h'; �ixii jp)
1
p

= Zp(T ) sup
'2BX�

(
nP
i=1

j�ijpj h'; xii jp)
1
p .

Maintenant, puisque q � p, nous pouvons appliquer inégalité holder le congugué indices

q
p
et q

q�p pour obtenir

(
nP
i=1

jjT (xi)jjq)
1
q � Zp(T )(

nP
i=1

j�ij
qp
q�p )

q�p
qp sup

'2BX�
(
nP
i=1

j h'; xii jq)
1
q

= Zp(T ) (
nP
i=1

jjT (xi)jjq)
1
p
� 1
q jj(xi)ni=1jjq:w

alors,

(
nP
i=1

jjT (xi)jjq)
1
q � Zp(T ) jj(xi)ni=1jjq:w.

D�où

T 2 �q(X; Y ) et Zq(T ) � Zp(T ).
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1.5. Idéaux d�opérateurs

1.5.2 Opérateurs linéaires fortement p�sommants

Dé�nition 1.5.4 Soit 1 � p � 1 et X, Y deux espaces de Banach, un opérateur linéaire

borné T 2 L(X; Y ) est Cohen fortement p�sommant s�il transforme toute suite p�sommable

à une suite Cohen fortement p�sommable. C�est-à-dire l�opérateur

T : `p(X) �! `p(Y )

(xi)
1
i=1 7�! (T (xi))

1
i=1

est bien dé�ni.

* Dp(X; Y ) = fT : X �! Y , T est Cohen fortement p�sommantsg.

* Pour p = 1, D1(X;Y ) = L(X; Y ).

Proposition 1.5.3 T 2 L(X; Y ) et 1 � p � 1 alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) T est Cohen fortement p�somment.

b) Il existe une constante C > 0 telle que
1P
i=1

j'i(T (xi))j � C jj(xi)1i=1jjpjj('i)1i=1jjp�;w

pour tout (xi)1i=1 2 `p(X), et tout ('i)1i=1 2 `p;w(X).

c) Il existe une constante C > 0 telle que
nP
i=1

j'i(T (xi))j � C jj(xi)ni=1jjpjj('i)ni=1jjp�;w

pour tout n 2 N; xi 2 X, 'i 2 Y �, i = 1; :::; n.

Remarque 1.5.2 Si T 2 Dp(X; Y ) alors jjT jj � dp(T ).

Proposition 1.5.4 (Dp(X; Y ); dp(T )) est un idéal de Banach.
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1.6. Les opérateurs linéaires positifs fortement p�sommants

1.6 Les opérateurs linéaires positifs fortement p�sommants

1.6.1 Les opérateurs positivement p�sommants

Dans cet paragraphe on vous donner une petite rappelle sur les opérateurs positivement

p�sommants où on va vous citer le célèbre théorème de domination. Pour plus de détails

voir [1] , [2] .

Dé�nition 1.6.1 Soient 1 � p < 1, X un espace de Banach réticulé, Y un espace de

Banach et T 2 L(X; Y ), on dit que l�opérateur T : E �! X est positivement p�sommant

si il existe une constante C > 0 telle que pour tout n 2 N et toute suite (xi)ni=1 � E+, on a

jjT (xi)ni=1jjp � C sup
�2B+

X�

(
nP
i=1

j hxi; �i jp)
1
p = C jj(xi)ni=1jj`n

p;jwj
(E) (1:4),

si p =1 , sup
1�i�n

jjT (xi)jj � C jj(xi)ni=1jj`n1;jwj
(E).

On note par :

�+p (E;X) = fT : E �! X , T est positivement p�sommantg et

Z+p (T ) = inffC, C véri�ant l�inégalité (1:4)g

* Si p =1, �+1(E;X) = L(E;X).

Théorème 1.6.1 (�+p (E;X);Z+p (:)) est un espace de Banach.

Théorème 1.6.2 (Théoréme de Domination) [2] Soit u 2 L(E; Y ) est un opérateur

positivement p�sommant si, et seulement s�il existe une probabilité � sur l�ensemble K =

B+
X�, muni par la topologie �-faible, et une constante positive C telle que

jju(x)jj � C (
R
K

hx; x�ip d�(x�))
1
p , (1:5)

pour tout x 2 E+, Z+p (u) = inffC, C véri�ant l�inégalité (1:5)g.

Proposition 1.6.1 Soit u 2 L(E; Y ). Alors u est un opérateur positivement p�sommant

si, et seulement, si il existe une constante C > 0 telle que pour tout x 2 E, on a

jju(x)jj � C (
R
K

hjxj; x�ip d�(x�))
1
p .
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1.6. Les opérateurs linéaires positifs fortement p�sommants

Preuve. Soit x 2 E, dapres (1:1), on a

jju(x)jj = jju(x+ � x�)jj

� jju(x+)jj+ jju(x�)jj

� C (
R
K

hx+; x�ip d�(x�))
1
p + C (

R
K

hx�; x�ip d�(x�))
1
p

� 2C (
R
K

hjxj; x�ip d�(x�))
1
p .

Pour la prouve de l�inverse, il su¢ t appliquer le Théoréme 1.6.2 pour x 2 E+.

1.6.2 Les opérateurs positifs fortement p�sommants

Dans cette partie nous donnons une rappelle sur les opérateurs fortement p�sommants

où on va vous citer le célèbre théorème de domination. Pour plus de détails voir [3].

Dé�nition 1.6.2 Soient 1 � p < 1. Un l�opérateur T : X �! F est positif fortement

p�sommant, si 9C > 0 tel que pour tous n 2 N, (xi)ni=1 � X+et (y�i )
n
i=1 � F �+;on a

nP
i=1

j hT (xi); y�i i j � C jj(xi)ni=1jjpjj(y�i )ni=1jj`np�;jwj(F �) (1:6),

on note par :

D+
p (X;F ) = fT : X �! F , T est positif fortement p�sommantg

et

d+p (T ) = inffC;C véri�ant l�inégalité (1:6)g.

* Si p = 1; D+
1 (X;F ) = L(X;F ).

Théorème 1.6.3 (D+
p (X;F ); d

+
p (:)) est un espace de Banach.

Théorème 1.6.4 (Théoréme de Domination) L�opérateur T 2 L(X;F ) est positif for-

tement p�sommant (1 � p <1);si et seulement si 9C > 0 et une mesure de probabilité de

Radon � sur B+
F �� telles que pour tous x 2 X et y� 2 F �,on a :

j hT (x); y�i j � C jjxjj (
R

B+
F��

hjy�j;  ip
�
d�)

1
p� (1:7).

En plus, dans ce cas, d+p (T ) = inffC, C véri�ant l�inégalité (1:7)g.
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1.7. Les opérateurs multilinéaires

Preuve. ())Soit T 2 D+
p (X;F ) et puisque T

� 2 �+p�(F �; X�), on obtient:

j hT (x); y�i j = j hx; T �(y�)i j � jjxjj jjT �(y�)jj � Z+p�(T �)jjxjj(
R

B+
F��

hjy�j;  ip
�
d�)

1
p� .

(()Soient n 2 N ; (xi)
n
i=1 � F � et (y�i )

n
i=1 � X ;on a d�après (1:7)

j hT (xi); y�i j � C jjxijj (
R

B+
F��

hjy�i j;  i
p� d�)

1
p� ,

pour tout 1 � i � n . Ainsi, en utilisant l�inégalité Hölder nous obtenons que
nP
i=1

j hT (xi); y�i j � C
nP
i=1

[jjxijj (
R

B+
F��

hjy�i j;  i
p� d�)

1
p� ]

� C (
nP
i=1

jjxijjp)
1
p (

nP
i=1

R
B+
F��

hjy�i j;  i
p� d�)

1
p�

� C jj(xi)ni=1jjp sup
 2BX�

(
nP
i=1

hjy�i j;  i
p� d�)

1
p� ,(car � est mesure de probabilité)

� C jj(xi)ni=1jjp jj(y�i )ni=1jj`np�;jwj(F �). Alors T 2 D
+
p (X;F ).

1.7 Les opérateurs multilinéaires

A cette partie on donnera la notion qui généralise celle de linéaire qu�on va l�appeler le

type des applications multilinéaires. Avec une dé�nition d�un norme sur cette classe pour

qu�elle soit un espace normé. Aussi on prendra quelques caractérisations de ce espace. Pour

plus de détails voir [4] , [18] et [19].

Dé�nition 1.7.1 Une application T : X1; :::; Xn ! Y est dite multilinéaire ou n�linéaire,

Si pour tout xj ; yj 2 Xj et �; � 2 K (K = R ou C) avec 1 � j � n on a:

T (x1; :::; �xj + �yj; :::; xn) = �T (x1; :::; xj; :::; xn) + �T (x1; :::; yj; :::; xn).

� Si Y = K, T est dite forme multilinéaire.

� Si m = 2, T est dite bilinéaire (ou 2�linéaire).

� On note par L(X1; :::; Xn;Y ) l�ensemble des applications multilinéaire de X1; :::; Xn

dans Y .

Exemple 1.7.1 L�applications
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1.7. Les opérateurs multilinéaires

T : K� � � �� K! K : (�1; :::; �n) 7! �1 � � � �� �n

T est une application multilinéaire.

Remarque 1.7.1 Dé�nissons les applications n�linéaires suivantes:

(T1 + T2)(x
1; :::; xn) = T1(x

1; :::; xn) + T2(x
1; :::; xn);

(�T )(x1; :::; xn) = �T (x1; :::; xn) pour (x1; :::; xn) 2 X1 � � � �� Xn:

Ce qui donne à L(X1; :::; Xn;Y ) une structure d�espace vectoriel.

Théorème 1.7.1 (Multilinéaire continue) Soient T 2 L(X1; :::; Xn;Y ) et

x = (x1; :::; xn) 2 X1 � � � �� Xn On munit X1 � � � �� Xn de la norme

jjxjj = jj(x1; :::; xn)jj1 = max
1�j�n

jjxjjjXj , alors, les propriétés suivantes sont equivalentes:

(1) T est continue.

(2) T est continue au point 0X1�����Xn = (0; :::; 0).

(3) jjT (x1; :::; xn)jj est borné sur le produit des boules unitées: jjx1jj � 1; :::; jjxnjj � 1.

(4) 9M > 0 telles que (x1; :::; xn) 2 X1 � � � �� Xn on ait:

jjT (x1; :::; xn)jj �M jjx1jj � � � � � jjxnjj =M
nQ
j=1

jjxjjj.

Dans ce cas, on pose

jjT jj = sup
xj2BXj
1�j�n

jjT (x1; :::; xn)jj.

Pour chaque n 2 N, on dé�nit l�ensemble des applications multilinéaires ( ou n�linéaire)

continues de X1 � � � �� Xn dans Y par L(X1; :::; Xn;Y ) quand X1 = ::: = Xn = X

nous écrivons L(nX; Y ) et si Y = K nous utilisons L(X1; :::; Xn;K) = L(X1; :::; Xn) et

L(nX) = L(nX;K). Nous représentons L(1X; Y ) par L(X; Y ).

Proposition 1.7.1 Soient X1 � � � �� Xn des espaces de Banach et Y un espace normé,

l�application T 2 L(X1; :::; Xn;Y ) est continue si, et seulement si, T est separement continue

(i:e:; T est continue pour chaque variable) de X1 � � � �� Xn.
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1.7. Les opérateurs multilinéaires

Corollaire 1.7.1 SiX1����� Xn sont des dimensions �nies, alors toute T 2 L(X1; :::; Xn;Y )

est continue, i:e:; L(X1; :::; Xn;Y ) = L(X1; :::; Xn;Y ).

Théorème 1.7.2 (graphe fermé ) Soient X1 � � � �� Xn ; Y sont des espaces de Banach

et T : X1; :::; Xn ! Y une application n�linéaire de graphe fermé, alors T est continue:

Théorème 1.7.3 (l�opérateur m�linéaire positif) l�opérateur m�linéaire

T : X1 � � � �� Xn ! Y est positif si T (x1; :::; xn) 2 Y +, pour chaque

x1 2 X+
1 ; :::; x

n 2 X+
n . On note par L+(X1; :::; Xn;Y ) l�espace vectoriel de tous les

opérateurs positifs m�linéaires continus de X1 � � � �� Xn dans Y muni de la norme

jjT jj = sup
xj2B+

Ej

1�j�m

jjT (x1; :::; xn)jj.

Dé�nition 1.7.2 (L�adjoint d�un opérateur multilinéaire) Pour tout opérateur mul-

tilinéaire T : X1; :::; Xn ! Y , on le associe avec l�opérateur adjoint suivant

T � : Y � ! L(X1; :::; Xn), qui est dé�nie par:

y� 7! T �(y�) : X1 � � � �� Xn ! K ou

T �(y�)(x1; :::; xn) = y�T �(x1; :::; xn) et K = R ou C.
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Chapitre 2

Opérateurs multilinéaires positifs

Cohen fortement p�sommants

Dans ce deuxième chapitre, on �xe l�attention sur l�espace des opérateurs positifs forte-

ment p� sommants et les opérateurs positivement p�sommants, on va expliquer que que

les auteurs de l�article [15] ont conclus après un travail concédirable que l�espace des opéra-

teurs positivement p�sommants de H en F sont dans D+
p (H;F ); qui est l�espace de tous les

opérateurs positifs fortement q�sommants de H dans F , tel que H est un espace de Hilbert,

on peut dire que ce chapitre est une généralisation le travail de Bù.pour plus d�informations

voir [11]

2.1 Opérateursm�linéaires Cohen fortement p�sommants

Dans la courte suite on prendra une vue sur les opérateurs m�linéaires Cohen for-

tement p�sommants là on va vous donner la dé�nition des opérateurs Cohen fortement

p�sommantet on éclaire que cet ensemble est un espace de Banach. Pour plus de détails

voir [5].
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Dé�nition 2.1.1 Un opérateur multilinéaire T : X1�� � �� Xm ! Y est Cohen fortement

p�sommant si et seulement si il existe une constante C, tel que pour

xj1; :::; x
j
n 2 Xj; 1 � j � m, et pour tout y�1; y

�
2; :::; y

�
n 2 Y �

jj hT (x1i ; :::; xmi ); y�i i jj`n1 � C (
nP
i=1

mQ
j=1

jjxji jj
p
Xj
)
1
p sup
y2By
jjy�i (y)jj`np� (2:1),

on note par:

Dm
p (X1; :::; Xm;Y ) = fT : X1�� � �� Xm ! Y , T est un opérateurs m�linéaires Cohen

fortement p�sommantsg

et

dmp (T ) = inffC,véri�ant l�inégalité (2:1)g.

* Si p = 1; Dm
1 (X1; :::; Xm;Y ) = L(X1; :::; Xm;Y ).

Théorème 2.1.1 [5] 1) (Dm
p (X1; :::; Xm;Y ); d

m
p (:)) est un espace de Banach.

2) T appartient à la classe des opérateurs m�linéaires Cohen fortement p�sommants

si et seulment si, son adjoint T � appartient à la classe des opérateur linéaires absolument

p��sommant.

2.2 Opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement

p�sommants

Dans cette section on touchons avec notre étude la notion des Opérateurs multilinéaires

positifs Cohen fortement p�sommants là on va vous donner la dé�nition et on éclaire que

c�est un espace de Banach. et que ce type d�opérateurs véri�er le théorème de domination

Pour plus de détails voir [1] , [3] , [10] et [11]. .
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Dé�nition 2.2.1 Soit 1 � p < 1. Un opérateur m�linéaire T : X1 � � � �� Xm ! F est

positif Cohen fortement p�sommant si 9C > 0, telle que pour tous xj1; :::; x
j
n 2 Xj; 1 � j �

m et tout y�1; y
�
2; :::; y

�
n 2 F �

jj hT (x1i ; :::; xmi ); y�i i jj`n1 � C (
nP
i=1

mQ
j=1

jjxji jj
p
Xj
)
1
p jjy�i jj`np�;jwj(F �) (2:2),

on note par:

Dm+
p (X1; :::; Xm;F ) = fT : X1�� � �� Xm ! F , T est un opérateur m�linéaires positifs

Cohen fortement p�sommantsg

et

dm+p (T ) = inffC,C véri�ant l�inégalité (2:2)g.

Théorème 2.2.1 (Dm+
p (X1; :::; Xm;F ); d

m+
p (:)) est un espace de Banach.

Remarque 2.2.1 Soit T 2 L(X1; :::; Xm;F ), Alors T est un opérateur multilinéaire positif

Cohen fortement p�sommant si, et seulement si, 9K > 0 telle que

jj hT (x1i ; :::; xmi ); y�i i jj`n1 � K (
nP
i=1

mQ
j=1

jjxji jj
p
Xj
)
1
p jjy�i jj`np�;w (2:3),

pour tous xj1; :::; x
j
n 2 Xj; 1 � j � m et tout y�1; y

�
2; :::; y

�
n 2 F �+.

Proposition 2.2.1 Soient T 2 L(X1; :::; Xm;F ), R un opérateur dans L+(F;G) et Sj dans

L(Ej; Xj) (1 � j � m).

1) Si T est positif Cohen fortement p�sommant, alors RT est positif Cohen fortement

p�sommant et dm+p (RT ) � dm+p (T )jjRjj.

2) Si T est positif Cohen fortement p�sommant, alors T � (S1; :::; Sm) est positif Cohen

fortement p�sommant et dm+p (T � (S1; :::; Sm)) � dm+p (T )
mQ
j=1

jjSjjj.

Demonstration. 1) Soit T 2 Dm+
p (X1; :::; Xm;F ). Alors d�après (2:3) on a

jj hRT (x1i ; :::; xmi ); y�i i jj`n1 = jj hT (x
1
i ; :::; x

m
i ); R

�(y�i )i jj`n1
� dm+p (T )(

nP
i=1

mQ
j=1

jjxji jj
p
Xj
)
1
p sup
y��2B+

F��

(
nP
i=1

hR�(y�i ); y��i
p�)

1
p�

� dm+p (T )jjRjj(
nP
i=1

mQ
j=1

jjxji jj
p
Xj
)
1
p sup
y��2B+

F��

(
nP
i=1

D
y�i ;

R��(y��)
jjR��jj

Ep�
)
1
p�
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� dm+p (T )jjRjj(
nP
i=1

mQ
j=1

jjxji jj
p
Xj
)
1
p sup
'2B+

G��

(
nP
i=1

hy�i ; 'i
p�)

1
p� .

Donc RT 2 Dm+
p (X1; :::; Xm;F ) et dm+p (RT ) � dm+p (T )jjRjj.

1) Soit T 2 Dm+
p (X1; :::; Xm;F ). Alors d�après (2:1) on a

jj hT � (S1; :::; Sm)(x1i ; :::; xmi ); y�i i jj`n1 � dm+p (T )(
nP
i=1

mQ
j=1

jjSjxji jj
p
Xj
)
1
p sup
y��2B+

F��

jjy�i (y��)jj`np�

� dm+p (T )(
nP
i=1

mQ
j=1

jjSjjjpjjxji jj
p
Ej
)
1
p sup
y��2B+

F��

jjy�i (y��)jj`np�

� dm+p (T )
mQ
j=1

jjSjjj (
nP
i=1

jjxji jj
p
Ej
)
1
p sup
y��2B+

F��

jjy�i (y��)jj`np� .

Donc, T �(S1; :::; Sm) est un opérateur multilinéaire positif Cohen fortement p�sommant

et dm+p (T � (S1; :::; Sm)) � dm+p (T )
mQ
j=1

jjSjjj.

Lemme 2.2.1 (Ky Fan) [9, p.190] Soient E un espace vectoriel topologique séparé, C une

partie convexe compacte de E. Soit M un ensemble des fonctions dé�nies sur C à valeurs

dans (�1;+1] véri�ant les propriétés suivantes:

a) Toute f 2M est convexe et semicontinue inférieurement ;

b) Si g 2 conv(M), il existe f 2M telle que g(x) � f(x), 8x 2 C ;

c) Il existe r 2 R telle que toute f 2M prend une valeur r. Alors, il existe x0 2 C telle

que f(x0) � r pour toute f 2M .

Théorème 2.2.2 (Théorème de Domination) Si un opérateurm�linéaire T 2 L(X1; :::; Xm;F )

est positif Cohen fortement p�sommant (1 < p � 1), alors il existe une mesure de proba-

bilité de Radon � sur B+
F �� telle que pour tous x1; :::; xm 2 X1� � � �� Xm et y� 2 F �+ nous

avons:

j hT (x1; :::; xm); y�i j � dm+p (T )
mQ
j=1

jjxjjj jjy�jjLp� (B+F�� ;�) (2:4).

À l�inverse, s�il y a une constante positive C et une mesure de probabilité de Radon �

sur B+
F �� telle que pour tous x1; :::; xm 2 X1 � � � �� Xm et y� 2 F �+, on a :

j hT (x1; :::; xm); y�i j � C
mQ
j=1

jjxjjj jjy�jjLp� (B+F�� ;�) (2:5)

alors, T 2 Dm+
p (X1; :::; Xm;F ) et dm+p (T ) � C.
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Demonstration. Tout d�abord, nous prouvons l�inverse, soient x1; :::; xm 2 X1�����Xm

(1 � i � n) et y�1; :::; y
�
n 2 F �+. Nous avons d�aprés (2:5)

j hT (x1; :::; xm); y�i j � C
mQ
j=1

jjxji jj(
R

B+
F��

(y�i (y
��)p

�
d�(y��))

1
p�

pour tout 1 � i � n. Ainsi
nP
i=1

j hT (x1i ; :::; xmi ); y�i i j � C
nP
i=1

(
mQ
j=1

jjxji jj(
R

B+
F��

(y�i (y
��))p

�
d�(y��))

1
p� ) ; (par Hölder)

� C
n

(
P
i=1

(
mQ
j=1

jjxji jj)p)
1
p

n

(
P
i=1

(
R

B+
F��

(y�i (y
��))p

�
d�(y��)))

1
p�

� C
n

(
P
i=1

mQ
j=1

jjxji jjp)
1
p (

R
B+
F��

nP
i=1

(y�i (y
��))p

�
d�(y��))

1
p�

� C
n

(
P
i=1

mQ
j=1

jjxji jjp)
1
p sup
y��2B+

F��

n

(
P
i=1

(y�i (y
��))p

�
)
R

B+
F��

d�(y��)

� C
n

(
P
i=1

mQ
j=1

jjxji jjp)
1
p sup
y��2B+

F��

n

(
P
i=1

(y�i (y
��))p

�
)
1
p� �(B+

F ��) ; (�(B
+
F ��) = 1)

� C
n

(
P
i=1

mQ
j=1

jjxji jjp)
1
p sup
y��2B+

F��

jj(y�i (y��))ni=1jj`np� .

Cela implique que T 2 Dm+
p (X1; :::; Xm;F ) et dm+p (T ) � C.

Pour prouver (2:4), soitK = B+
F ��. On considére l�ensemble C des mesures de probabilité

sur C(K)�. L�ensemble C est un convexe compact dans C(K)�muni de sa topologie �-faible

�(C(K)�; C(K)). Soit M un ensemble des fonctions dé�nies sur C à valeurs dans R de la

forme

f((xji );(y�i ))
(�)

=
nP
i=1

(j hT (x1i ; :::; xmi ); y�i i j �
dm+p (T )

p

mQ
j=1

jjxji jjp �
dm+p (T )

p�

R
K

hy�i ; y��i
p� d�(y��)) (2:6)

où (xji )
n
i=1 � Xj et (y�i )

n
i=1 � F �+; (1 � j � m).

Ces fonctions sont convexes et continues.

Nous appliquons maintenant le lemme de Ky Fan avec E = C(K)�. Soient f; g dans M

et � 2 [0; 1] telles que :

f((x0ji );(y0�i ))
(�) =

kP
i=1

(j hT (x01i ; :::; x0mi ); y0�i i j �
dm+p (T )

p

mQ
j=1

jjx0ji jjp

�dm+p (T )

p�

R
K

hy0�i ; y��i
p� d�(y��))

et
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g((x00ji );(y00�i ))(�) =
lP

i=1

(j hT (x001i ; :::; x00mi ); y00�i i j �
dm+p (T )

p

mQ
j=1

jjx00ji jjp

�dm+p (T )

p�

R
K

hy00�i ; y��i
p� d�(y��)).

Il s�ensuit que

�f =
kP
i=1

�(j hT (x01i ; :::; x0mi ); y0�i i j �
dm+p (T )

p

mQ
j=1

jjx0ji jjp

�dm+p (T )

p�

R
K

hy0�i ; y��i
p� d�(y��))

=
kP
i=1

(j
D
T (�

1
mpx01i ; :::; �

1
mpx0mi ); �

1
p� y0�i

E
j � dm+p (T )

p

mQ
j=1

jj�
1
mpx0ji jjp

�dm+p (T )

p�

R
K

D
�

1
p� y0�i ; y

��
Ep�

d�(y��))

et

(1� �)g =
lP

i=1

(1� �)(j hT (x001i ; :::; x00mi ); y00�i i j �
dm+p (T )

p

mQ
j=1

jjx00ji jjp

�dm+p (T )

p�

R
K

hy00�i ; y��i
p� d�(y��))

=
lP

i=1

(j
D
T ((1� �)

1
mpx001i ; :::; (1� �)

1
mpx00mi ); (1� �)

1
p� y00�i

E
j � dm+p (T )

p

mQ
j=1

jj(1� �)
1
mpx00ji jjp

�dm+p (T )

p�

R
K

j
D
(1� �)

1
p� y00�i ; y

��
E
jp�d�(y��)).

En�n, nous avons

�f + (1� �)g =
nP
i=1

(j hT (x1i ; :::; xmi ); y�i i j �
dm+p (T )

p

mQ
j=1

jjxji jjp�
dm+p (T )

p�

R
K

hy�i ; y��i
p� d�(y��)) ;

avec n = k + l,

xji =

8><>: �
1
mpx0ji si 1 � i � k

(1� �)
1
mpx00ji si k + 1 � i � n

et y�i =

8><>: �
1
p� y0�i si 1 � i � k

(1� �)
1
p� y si k + 1 � i � n

Soit y0 2 B+
F �� tel que

sup
y��2B+

F��

n

(
P
i=1

hy�i ; y��i
p�)

1
p� =

n

(
P
i=1

hy�i ; y0i
p�)

1
p� (2:7)

et f de la forme (2:6). On a

f(�y0) =
nP
i=1

(j hT (x1i ; :::; xmi ); y�i i j �
dm+p (T )

p

mQ
j=1

jjxji jjp �
dm+p (T )

p�

R
K

hy�i ; y��i
p� d�y0(y

��))

=
nP
i=1

j hT (x1i ; :::; xmi ); y�i i j �
dm+p (T )

p

nP
i=1

mQ
j=1

jjxji jjp �
dm+p (T )

p�

nP
i=1

R
K

hy�i ; y��i
p� d�y0(y

��)

=
nP
i=1

j hT (x1i ; :::; xmi ); y�i i j �
dm+p (T )

p

nP
i=1

mQ
j=1

jjxji jjp �
dm+p (T )

p�

R
K

nP
i=1

hy�i ; y��i
p� d�y0(y

��)

=
nP
i=1

j hT (x1i ; :::; xmi ); y�i i j �
dm+p (T )

p

nP
i=1

mQ
j=1

jjxji jjp�
dm+p (T )

p� sup
y��2B+

F��

n

(
P
i=1

hy�i ; y��i
p�)
R
K

d�y0(y
��)
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=
nP
i=1

j hT (x1i ; :::; xmi ); y�i i j �
dm+p (T )

p

nP
i=1

mQ
j=1

jjxji jjp �
dm+p (T )

p�

n

(
P
i=1

hy�i ; y0i
p�) ;(d�aprés l�égalité

(2:7) et �y0(B
+
F ��) = 1).

�y0 est la mesure de Dirac supportée par y0.

En utilisant l�identité élémentaire

8�; � 2 R�+ �� = inf
�>0

n
1
p
(�
�
)p + 1

p� (��)
p�
o

(2:8)

nous trouvons que
nP
i=1

j hT (x1i ; :::; xmi ); y�i i j �
dm+p (T )

p

nP
i=1

mQ
j=1

jjxji jjp �
dm+p (T )

p�

n

(
P
i=1

hy�i ; y0i
p�)

�
nP
i=1

j hT (x1i ; :::; xmi ); y�i i j �
dm+p (T )

p
(
nP
i=1

m

(
Q
j=1

jjxji jjp)
1
p :

n

(
P
i=1

hy�i ; y0i
p�)

1
p� ) ;

et ceci d�aprés (2:3) est inférieur ou égale à zero. D�aprés le lemme de Ky Fan, 9� 2 C

telle que f(�) � 0 pour toute f 2M . Si on prend x = (x1; :::; xm) 2 X1; :::; Xm et y� 2 F �+,

on a:

f(�) = f(x;y�)(�)

= j hT (x1; :::; xm); y�i j � dm+p (T )

p

mQ
j=1

jjxji jjp �
dm+p (T )

p�

R
K

hy�; y��ip
�
d�(y��) � 0.

D�où

j hT (x1; :::; xm); y�i j � dm+p (T )(1
p

mQ
j=1

jjxji jjp � 1
p�

R
K

hy�; y��ip
�
d�(y��)).

Fixant � > 0. Et en remplaçant xjpar 1

�
1
m
xjet y�par �y�, on trouve

j hT (x1; :::; xm); y�i j = j
D
T ( 1

�
1
m
x1; :::; 1

�
1
m
xm); �y�

E
j

� dm+p (T )(1
p

mQ
j=1

jj xj
�
1
m
jjp � 1

p�

R
K

h�y�; y��ip
�
d�(y��))

� dm+p (T )(1
p
(1
�

mQ
j=1

jjxjjj)p + 1
p� (�(

R
K

hy�; y��ip
�
d�(y��))

1
p� )p

�
).

Prendre l�inférieur sur tout � > 0 et en utilisant l�identité élémentaire (2:8), on obtient

j hT (x1; :::; xm); y�i j

� dm+p (T )inf
�>0
(1
p
(1
�

mQ
j=1

jjxjjj)p + 1
p� (�(

R
K

hy�; y��ip
�
d�(y��))

1
p� )p

�
)

= dm+p (T )
mQ
j=1

jjxjjj(
R
K

hy�; y��ip
�
d�(y��))

1
p�

Ce qui implique que

j hT (x1; :::; xm); y�i j � dm+p (T )
mQ
j=1

jjxjjj jjy�jjLp� (B+F�� ;�).
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Proposition 2.2.2 Un opérateur m�linéaire T 2 L(X1; :::; Xm;F ) est positif Cohen forte-

ment p�sommant (1 < p � 1), si et seulement s�il existe une constante positive K > 0 et

une mesure de probabilité de Radon � sur B+
F �� telle que pour tous

( x1; :::; xm) 2 X1 � � � �� Xm et y� 2 F �+, on a :

j hT (x1; :::; xm); y�i j � K
mQ
j=1

jjxjjj(
R

B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p� (2:9).

Demonstration. Implication directe. Soient (x1; :::; xm) 2 X1����� Xm et y� 2 F �+.

d�aprés (1:1) on a

j hT (x1; :::; xm); y�i j = j hT (x1; :::; xm); y�+ � y��i j

� j hT (x1; :::; xm); y�+i j + j


T (x1; :::; xm); y��i

�
j

� C
mQ
j=1

jjxjjj(
R

B+
F��

(y�+(y��))p
�
d�(y��))

1
p�

+C
mQ
j=1

jjxjjj(
R

B+
F��

(y��(y��))p
�
d�(y��))

1
p�

� 2C
mQ
j=1

jjxjjj(
R

B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p� .

Implication indirecte. Soient (x1i ; :::; x
m
i ) 2 X1 � ::: � Xm ; 1 � i � n et tout

y�1; y
�
2; :::; y

�
n 2 F �. On a d�aprés (2:9)

j hT (x1; :::; xm); y�i j � K
mQ
j=1

jjxjjj(
R

B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p� .

Ainsi, en utilisant l�inégalité de Hölder, nous obtenons
nP
i=1

j hT (x1; :::; xm); y�i j � K
nP
i=1

[
mQ
j=1

jjxjjj(
R

B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p� ]

� K(
nP
i=1

mQ
j=1

jjxjjj)
1
p (

nP
i=1

R
B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p�

� K(
nP
i=1

mQ
j=1

jjxjjj)
1
p (
R

B+
F��

nP
i=1

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p�

� K(
nP
i=1

mQ
j=1

jjxjjj)
1
p sup
y��2B+

F��

(
nP
i=1

(jy�j(y��))p�)
1
p� R
B+
F��

d�(y��)

� K(
nP
i=1

mQ
j=1

jjxjjj)
1
p sup
y��2B+

F��

(
nP
i=1

(jy�j(y��))p�)
1
p�
; (�(B+

F ��) = 1)

� K(
nP
i=1

mQ
j=1

jjxjjj)
1
p jj(y�i )ni=1jj`np�;jwj(F �).

Alors, T 2 Dm+
p (X1; :::; Xm;F ) et cela terminera la preuve.
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Théorème 2.2.3 Considérons 1 < p1 � p2 � +1. Si T 2 Dm+
p1
(X1; :::; Xm;F ), alors

T 2 Dm+
p2
(X1; :::; Xm;F ) et dm+p1 (T ) � dm+p2 (T ).

Demonstration. Si T 2 Dm+
p2
(X1; :::; Xm;F ), d�aprés (2:4) on a

j hT (x1; :::; xm); y�i j � dm+p2 (T )
mQ
j=1

jjxjjj jjy�jjLp�2 (B
+
F�� ;�)

� dm+p2 (T )
mQ
j=1

jjxjjj jjy�jjLp�1 (B
+
F�� ;�)

; (si p1 � p2 alors jjy�jjLp�2 (B
+
F�� ;�)

� jjy�jjLp�1 (B
+
F�� ;�)

)

tel que pour chaque (x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm et y� 2 F �+.

Cela implique que T 2 Dm+
p1
(X1; :::; Xm;F ) et dm+p1 (T ) � dm+p2 (T ).

Théorème 2.2.4 Soit 1 < p � 1. Soit T 2 L(X1; :::; Xm;F ) et T � l�adjoint de T .

Alors, T 2 Dm+
p (X1; :::; Xm;F ), si et seulement si, T � 2 �+p�(F �;L(X1; :::; Xm)), et nous

avons

dm+p (T ) = Z+p�(T �), où �+p� est la classe des opérateurs positivement p��sommants:

Demonstration. Supposons que T 2 Dm+
p (X1; :::; Xm;F ). D�aprés (2:9) on a

j hT (x1; :::; xm); y�i j � dm+p (T )
mQ
j=1

jjxjjj(
R

B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p�

pour tous (xj) 2 Xj (1 � j � m) et y� 2 F �.

Nous prenons le supremum sur toutes les suites (xj)mj=1 avec jjxjjj � 1,on obtient

sup
jjx1jj;:::;jjxj jj�1

jT �(y�)(x1; :::; xn)j � dm+p (T ) (
R

B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p� .

Alors jjT �(y�)jj � dm+p (T ) (
R

B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p� .

Par le théoréme de domination de Pietsch Proposition 1.6.1 ,

T � 2 �+p�(F �;L(X1; :::; Xm)) et Z+p�(T �) � dm+p (T ).

Pour prouver l�inverse, supposons que T � 2 �+p�(F �;L(X1; :::; Xm)).

On a pour tous (xj) 2 Xj (1 � j � m) et y� 2 F �.

j hT (x1; :::; xm); y�i j = jT �(y�)(x1; :::; xm)j � jjT �(y�)jj
mQ
j=1

jjxjjj.

En utilisant le théoréme de domination de Pietsch pour les opérateurs positivement

p��sommants, on obtient
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2.2. Opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p�sommants

j hT (x1; :::; xm); y�i j � Z+p�(T �)
mQ
j=1

jjxjjj (
R

B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p� .

Finalement, d�aprés la Proposition 2.2.2 , T est un opérateur multilinéaire positif

Cohen fortement p�sommant et dm+p (T ) = Z+p�(T �).

Théorème 2.2.5 Soit 1 < p � 1. Soit T 2 L(X1; :::; Xm;Y ) et T �son adjoint. On a

T 2 Dm
p (X1; :::; Xm;Y )

si, et seulement si, T � 2 �p�(Y �;L(X1; :::; Xm)) et on a dmp (T ) = Zp�(T �).

Proposition 2.2.3 Pour 1 � q � p � 1, �p;q(X; Y ) � �+p;q(X; Y ).

Théorème 2.2.6 Pour 1 < p � 1. Dm
p (X1; :::; Xm;F ) � Dm+

p (X1; :::; Xm;F ).

Demonstration. Si T 2 Dm
p (X1; :::; Xm;F ) par le Théorème 2.2.5, l�opérateur T � 2

�p�(F
�;L(X1; :::; Xm)). D�aprés laProposition 2.2.3, nous avons T � 2 �+p�(F �;L(X1; :::; Xm)).

Par le Théorème 2.2.4, on trouve T 2 Dm+
p (X1; :::; Xm;F ).

32



Chapitre 3

Opérateurs multilinéaires p-convex

Dans ce troisième chapitre, A. belacel et A. bougoutaia ont étudié la relation entre les

opérateurs positivement p�sommants introduits par O. Blasco.voir [1] Et comme applica-

tions a généralisé un résultat à Q. Bu et Z. Shi, et il a véri�é quelques inclusions notam-

ment la classe des opérateurs m�linéaires multiples p�convexes introduits dans sont article

paru.voir [11] Pour plus d�informations voir[3] , [9] , [12] , [19] et [20].

3.1 Produit tensoriel projectif

Dé�nition 3.1.1 Soient m 2 N, et X1; :::; Xm;Y des espaces vectoriels normés sur K, pour

chaque u 2 X1
���
 Xm, nous dé�nissons le nombre réel positif �(u) = inf

(
nP
i=1

mQ
j=1

jjxji jj
)
,

où l�in�mum portée sur toutes les représentations possibles de u de la forme

u =
nP
i=1

x1i 
 � � �
 xmi .

Alors � est une norme tensorielle sur l�espace X1
� � �
 Xm et en plus on a �(x1
� � �


xm) = jjx1jj � �� jjxmjj.

* On note X1
̂� � �� 
̂� Xm le produit tensoriel projectif des espaces X1; :::; Xm i. e:; le

complété de X1
� � �
Xm pour cette norme. Si X1 = � � � = Xm = X on écrit simplement


̂m� X.
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3.1. Produit tensoriel projectif

Proposition 3.1.1 (Le produit tensoriel des opérateurs) SoientX1; :::; Xm, Y1; :::; Ym

des espaces vectoriels normés et soient les opérateurs linéaires conituns Tj : Xj �! Yj ;

pour tout, j = 1; :::;m il existe un unique opérateur linéaire continu

T1 
 � � �
 Tm : X1
̂� � �� 
̂�Xm �! Y1
̂� � �� 
̂� Ym, tels que

T1 
� � � � 
� Tm(x1 
 � � � 
 xm) = T1(x
1)
 � � �
 Tm(x

m), pour tout xj 2 Xj, et en plus

jjT1 
� � � � 
� Tmjj =
mQ
j=1

jjTjjj.

Proposition 3.1.2 Si tous les espaces vectoriels X1 � � � �� Xm sont de dimension �nie,

alors X1 
 � � � 
Xm est un espace à dimensions �nies:

De plus, si X1 � � � �� Xm sont normés, alors X1
̂ � �� 
̂�Xm est complet.

Théorème 3.1.1 (Linéarisation des applications m�linéaires continues) SoientX1; :::; Xm;Y

des espaces de Banach T : X1 � � � �� Xm �! Y une application multilinéaire continue,

alors, il existe une unique application linéaire continue TL de�nie sur X1
̂� � �� 
̂�Xm dans

Y , qui véri�er que TL(x1
�� �
xm) = Tm(x
1; :::; xm) pour tout xj 2 Xj, et tout j = 1; :::;m,

avec �m est l�application canonique de�nie de X1 � � � � �Xm dans X1
̂� � �� 
̂�Xm par:

�m (x
1; :::; xm) = x1 
 � � �
 xm.

Autrement dit: T = TL � �m.

La correspondance T  ! TL est une isomorphisme isométrique entre l�espace de Banach

L(X1; :::; Xm;Y ) et L(X1
̂� � �� 
̂�Xm;Y ). De plus l�application TL s�appelle linéarisation

de T .

Remarque 3.1.1 Le théoréme précédent donne l�identi�cation L(X1; :::; Xm;Y ) = L(X1
̂��

�� 
̂�Xm;Y ):Si Y = K, le dual de (X1
̂� � �� 
̂�Xm) est identi�é à l�espace des formes mul-

tilinéaires bornées (X1
̂� � �� 
̂� Xm)
� = L(X1; :::; Xm): Avec cette identi�cation, l�action

d�une forme continue T , comme fonction linéaire continue sur X1
̂� � �� 
̂�Xm est donné

par :
nP
i=1

x1i 
 � � �
 xmi 7�!
nP
i=1

T (x1i ; :::; x
m
i ).
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3.2. Opérateurs multilinéaires p�convex

Cette dualité donne une nouvelle formule pour la norme projective,

�(u) = supfj hu; T i j, T 2 L(X1; :::; Xm); jjT jj � 1g.

3.1.1 Opérateurs p�convexes

Dé�nition 3.1.2 L�opérateur linéaire T : X �! Y est p�convexe, si 9 M > 0, telle que

pour toute suite (xi)ni=1 � X on a8>><>>:
jj
nP
i=1

jT (xi)jpjj
1
p �M

n

(
P
i=1

jjxijjp)
1
p si 1 � p � 1;

jj sup
1�i�n

jT (xi)jjj �M max
1�i�n

jjxijj si p =1:

On note Cvex
p (X; Y ) = fL�ensemble de tous ces opérateurs p�convexesg

et aussi on note par:

Cvex
p (T ) = fM : la plus petite constante Mg.

Remarque 3.1.2 Un espace de Banach X est p�convexe si idX est p�convexe.

Exemple 3.1.1 Tout espace de Banach est p�convexe.

Proposition 3.1.3 Pour 1 < q � p � +1, on a

a)1:D+
p;q(X;F ) � Cvex

(q;p)(X;F ) ;

2:D+
1;q(X;F ) = Cvex

(q;1)(X;F ) ;

3:D+
1;q(X;F ) � Cvex

(s;s)(X;F ), pour tout s < q.

b) 1:D+
p;q(X; c0) = L(X; c0) ;

2:D+
p;q(X

�; `1) = Cvex
(q;p)(X

�; `1).

3.2 Opérateurs multilinéaires p�convex

Proposition 3.2.1 Soient 1 < p � 1 et L(X1; :::; Xm;F ). Alors les a¢ rmations suivantes

sont équivalentes

1) T 2 Dm+
p (X1; :::; Xm;F ).
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3.2. Opérateurs multilinéaires p�convex

2) TL 2 Dm+
p (X1
̂� � �� 
̂�Xm;F ).

3) Il existe un espace de Banach Z, u 2 D+
p (Z;F ) et S 2 L(X1; :::; Xm;Z) tels que

T = uS.

Demonstration. * 1) =) 2) Soit T 2 Dm+
p (X1; :::; Xm;F ) et pour tout y� 2 F � et

z 2 X1
̂� � �� 
̂�Xm.

Pour tout " > 0, z admet une représentation z =
nP
i=1

x1i 
 � � �
 xmi telle que
nP
i=1

(jjx1i jj � � � � � jjxmi jj) � jjzjj+ "

D�aprés la Proposition 2.2.2 , nous avons

j hT (x1; :::; xm); y�i j � dm+p (T )
mQ
j=1

jjxjjj(
R

B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p� . Alors

j hT (z); y�i j = j
�
T (

nP
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi ); y�
�
j

= j
nP
i=1

hT (x1i 
 � � � 
 xmi ); y�i j

�
nP
i=1

j hT (x1i 
 � � � 
 xmi ); y�i j

� dm+p (T )
nP
i=1

mQ
j=1

jjxjjj(
R

B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p�

� dm+p (T ) (jjzjj+ "jj)(
R

B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p�

Ainsi, j hT (z); y�i j � dm+p (T ) jjzjj(
R

B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p� .

Il découle de Théoréme 1.6.4 que TL 2 Dm+
p (X1
̂� � �� 
̂�Xm;F ).

* 2) =) 3) Si TL 2 Dm+
p (X1
̂� � �� 
̂�Xm;F ) et le fait que T = TL � �m, on prend donc

Z = X1
̂� � �� 
̂�Xm.

* 3) =) 1) Supposons qu�il existe un espace de Banach Z, u 2 D+
p (Z;F ) et

S 2 L(X1; :::; Xm;Z) tels que T = uS. Alors

jjS(x1; :::; xm)jj � jjSjj
mQ
j=1

jjxjjj et par le Théorème 1.6.4

j hu(z); y�i j � dm+p (u) jjzjj(
R

B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p� . Alors

j hT (x1; :::; xm); y�i j = j hu(S(x1; :::; xm)); y�i j
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3.2. Opérateurs multilinéaires p�convex

� dm+p (u) jjS(x1; :::; xm)jj (
R

B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p�

� dm+p (u) jjSjj
mQ
j=1

jjxjjj (
R

B+
F��

(jy�j(y��))p�d�(y��))
1
p� .

Nous avons, selon la Proposition 2.2.2 T 2 Dm+
p (X1; :::; Xm;F ).

Dé�nition 3.2.1 Pour 1 < p � 1, un opérateur m�linéaire T : X1 � � � �� Xm �! F est

appelé multiple p�convexe s�il existe une constante C > 0 telle que pour chaque suite �nie

(xji )
nj
i=1 � Xj, 1 � j � m.

jj(
n1;:::;nmP
i1;:::;im=1

jT (x1i1 ; :::; xmim)jp)
1
p jj � C

mQ
j=1

(
nP
i=1

jjxji jj
p
Xj
)
1
p ,

ou

jj(
n1;:::;nmW
i1;:::;im=1

jT (x1i1 ; :::; xmim)j jj � C
mQ
j=1

max
1�i�n

jjxji jjXj , quand p =1.

Dans ce cas, nous donnons la norme de l�opérateur multiple p�convexe T par

Cvex
p (T ) := fC : C véri�e l�inégalité ci-dessusg.

Cvex;mult
p (X1; :::; Xm;F ) = f d�opérateurs m�linéaires multiples p�convexesg.

* (Cvex;mult
p (X1; :::; Xm;F ); C

vex
p (:)) est un espace de Banach.

Proposition 3.2.2 Si 1 < p <1, alors

1) Dm+
p (X1; :::; Xm;F ) � Cvex;mult

p (X1; :::; Xm;F ).

2) Dm+
p (X1; :::; Xm; c0) = L(X1; :::; Xm; c0).

Demonstration. 1) Soit T 2 Dm+
p (X1; :::; Xm;F ), alors T = TL � �m tel que TL 2

D+
p (X1
̂� ��� 
̂�Xm;F ) et �m(X1; :::; Xm;X1
̂� ��� 
̂�Xm) l�opérateur canoniquem�linéaire.

par la Proposition 3.1.3 TL 2 Cvex
p (X1
̂� � �� 
̂�Xm;F ) où Cvex

p (X1
̂� � �� 
̂�Xm;F )

la classe de tous les opérateurs p�convexes de X1
̂� � �� 
̂�Xm dans F voir [9].

Pour chaque suite �nie (xji )
nj
i=1 � Xj ; 1 � j � m, nous avons

jj(
n1;:::;nmP
i1;:::;im=1

jT (x1i1 ; :::; xmim)jp)
1
p jj = jj(

n1;:::;nmP
i1;:::;im=1

jTL � �m(x1i1 ; :::; xmim)jp)
1
p jj

= jj(
n1;:::;nmP
i1;:::;im=1

jTL(�m(x1i1 ; :::; xmim))jp)
1
p jj

�M (
n1;:::;nmP
i1;:::;im=1

jj�m(x1i1 ; :::; xmim)jjp)
1
p
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3.2. Opérateurs multilinéaires p�convex

�M (
n1;:::;nmP
i1;:::;im=1

jjx1i1 jjp � � � � � jjxmimjjp)
1
p

=M (
n1P
i1=1

jjx1i1jjp �
n2P
i2=1

jjx1i2jjp � � � � �
nmP
im=1

jjxmimjjp)
1
p

=M
mQ
j=1

(
nP
i=1

jjxji jjp)
1
p .

Puis par la Dé�nition 3.2.1 T 2 Cvex;mult
p (X1; :::; Xm;F ).

2) Il est clair que Dm+
p (X1; :::; Xm; c0) � L(X1; :::; Xm; c0).

Maintenant, prenons T 2 L(X1; :::; Xm; c0), puis T = TL � �m tel que

u 2 L(X1
̂� � � � 
̂�Xm; c0) nous avons par la Proposition 3.1.3 u 2 Dm+
p (X1
̂� � � �


̂�Xm; c0), par la proposition ci-dessus T 2 Dm+
p (X1; :::; Xm; c0), dans ce cas

L(X1; :::; Xm; c0) � Dm+
p (X1; :::; Xm; c0).

Alors Dm+
p (X1; :::; Xm; c0) = L(X1; :::; Xm; c0).
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