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RéSU.mé : Notre mémoire on peut voir qu’ il s’inscrit dans le cadre de la théories
des opérateurs, pour plus de précisisions elle touche le font d’étude de la sommabilité des
opérateurs entre des espaces de Banach. Pour ce but ont a profité de ce mémoire pour faire
une étude détaillé d’un travail des Monsieurs .A; Belacel et A, Bougoutaia en 2019. En
effet ils sont donné la notion la nouveau type des opérateurs multilinéaires Cohen positive
p—sommants. La dont ce document il ont a donné un analogue du théoréme de domination
de Pietsch pour cette catégorie des opérateurs. Aussi ils ont caractérisé le théoréme dual de
ce dernier théoréme. Aussi ils ont généralisé des résultats faites par Bu et Shi en 2013 et
a profondément donnent une comparaisons de cette classe « des opérateurs multilinéaires

Cohen positive p—sommants » avec celle des opérateurs p—convex m—Ilinéaires.

AbStI’aCt . Our dissertation is part of the theories of operators, if we want to
specify more is worked in the study of the summability of operators. For this purpose we
have made a detailed study of a work of Mr. A, Belacel and Mr, A, Bougoutaia in 2019.
Indeed, the notion of Cohen multilinear positive p—summing operators is. The one of which
this document gave an analog of the theorem of domination of Pietsch for this category of
the operators. Also they characterized the dual theorem of this last theorem. Also, they
generalized a results made by Bu and Shi in 2013 and gave a deep comparison of this class

of “p—summing positive Cohen multilinear ” with that of m—linear p—convex operators.
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Introduction

Notre mémoire s’inscrit dans le cadre de la théories des opérateurs pour ce but on a
prendre en étude approfondi L’article des Monsieurs .A ; Belacel et A, Bougoutaia qu’
est paru dans le journal de classe (A) qui est ¢ Posivity journal’ intitulé de 'article : Cohen
positive strongyle p—summing and p—convex multilinear operators en : (2019)
voir [15].qui aussi s’inscrit dans le cadre de la théories des opérateurs, si on veut préciser
de plus ils ont travaillé dans le font d’étude de la sommabilité des opérateurs. Pour ce but
le les auteurs ont fait une étude de la notion des opérateurs multilinéaires Cohen positive
p—sommants. La dont ce document ils ont donné un analogue du théoréme de domination
de Pietsch pour cette catégorie des opérateurs. Aussi il a caractérisé le théoréme dual de
ce dernier théoreme. Aussi il a généralisé des résultats faites par Bu et Shi en 2013 et
a profondément donne une comparaisons de cette classe « des opérateurs multilinéaires
Cohen positive p—sommants » avec celle des opérateurs p—convex m—Ilinéaires.

Le mémoire s’articule autour de trois chapitres :

Le premier chapitre est essentiellement un rappel. Ot on présente quelques concepts
et résultats qui nous permettons d’aborder notre travail ; par exemple les notions concer-
nant les espaces classiques qui sont les espaces de Banach, les Banach réticulés, le concept
d’un opérateur positif, concave, opérateurs réguliers et plusieurs notions que on a réussie a

collaboré aussi sont tous nécessaire pour une bonne lecture et compréhension de ce mémoire.



Introduction

Dans le deuxiéme chapitre, on va a fixé 'attention sur I’espace des opérateurs positifs
fortement p— sommants et les opérateurs positivement p—sommants, on va voire que les
auteurs de Darticle. voir [15] ont conclus aprés un travail concédirable que espace des
opérateurs positivement p—sommants de H en I sont dans D, (H, F'), qui est 'espace de
tous les opérateurs positifs fortement g—sommants de H dans F, tel que H est un espace
de Hilbert, on peut dire que ce chapitre est une généralisation le travail de Bu. voir [11]

Dans le troisiéme chapitre, A. beacel et A. bougoutaia ont étudié la relation entre les
opérateurs positivement p—sommants introduits par O. Blasco.voir [1] Et comme applica-
tions a généralisé un résultat & Q. Bu et Z. Shi, et il a vérifié quelques inclusions notamment

la classe des opérateurs m—linéaires multiples p—convexes introduits dans sont article paru.



Notation

e p* : L’exposant conjugué de p (i.e.,% + z% =1).

e X* : Le dual topologique de X.

e X** : La bidual topologie de X .

e By : Boule unité fermée de I’espace X.

e 7" : L’adjoint d’opérateur 7.

e 7! : L’inverse de 'opérateur 7.

e 77, : La linéarisation de ’opérateur multilinéaires (m—linéaires) 7.

e Bt :{xeE: x>0}

e (.,.) : Le crochet de dualité.

e 0(X, X*) : La topologie faible.

e o(X*, X*) : La topologie *-faible.

e i : Mesure de probabilité réguliére positive sur ’espace compact ().
e ((K) : Espace des fonctions continues sur un compact K a valeurs réelles.
e L(X,Y) : Ensemble de tous les opérateurs linéaires de X dans Y.

e L(X,Y) : Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.

e L7(X,Y) : L’ensemble de tous ces opérateurs linéaires positifs.

e L7(X,Y) : L’espace vectoriel des opérateurs réguliers.

e L;(X,Y) : L’espace des opérateurs de rang finie .

e /,(X) : Espace des suites (z;)! ; € X absolument p—sommables.



Notation

e ()(X) : Espace de suites (z;);.; € X faiblement p—sommables.

e I[,(X,Y) : Espace des opérateurs p—sommants de X dans Y .

° H;(X ,Y) : Classe de tous les opérateurs linéaires positivement p—sommants
de X dans Y.

e D,(X,Y) : Espace des opérateurs fortement p—sommants de X dans Y.

e D}(X,Y) : Espace des opérateurs positif fortement p—sommants de X dans

Y.
o L(Xy,...,X,;Y) : L’ensemble des applications multilinéaires ( ou m—linéaires).
e L(X1,...,X,;Y) : L’ensemble des applications multilinéaires ( ou m—linéaires)
continues.

o LT(Xy,....,X,;Y) : L’espace vectoriel de tous les opérateurs positifs multili-
néaires (m—linéaires) continus de X; x - --x X,, dans Y.

e DI'(Xy,...,Xm;Y) : Les opérateurs multilinéaires (m—linéaires )Cohen forte-
ment p—sommants.

o DI (X1,..., Xpn;Y) : Les opérateurs multilinéaires (m—linéaires ) positifs Co-
hen fortement p—sommants.

e (7°°(X,Y) : L’ensemble de tous ces opérateurs p—convexes.

. Cgew,mult(){l’ oty Xm;Y) : D’opérateurs multilinéaires (m—linéaires) multiples
p—convexes.

o Il,,(X,Y) : Espace de Banach des opérateurs linéaire (p, ¢)—sommants de X
dans Y .

o [ (X,Y) : Classe de tous les opérateurs linéaires positivement (p, ) —sommants
de X dans Y.

° D;q(X ,Y) : Espace des opérateurs positif fortement (p,q)—sommants de X
dans Y.

e Oy (X,Y) : L’ensemble de tous ces opérateurs (p, ¢)—convexes.



Notation

o X ®; - @y X,, : Le produit tensoriel projectif.

~

e 0, : L’application canonique definie de X x - - - x X,,, dans X|®; - -+ ®:X,,.



Chapitre 1
Préliminaires

Comme tout travail scientifique. On va cité dans quelques sections en ce premier chapitre
des concepts fondamentals pour faciliter la littérature de ce mémoire. La dont on va vous
donner une maximum possible des terminologies "définitions, trésultats, propositions et
théoremes", tels que les classes des opérateurs qui soient normalement trés utiles dans la
suite de notre travail. Spécialement on a bien citer les opérateurs linéaires, la Topologie
faible et x-faible, les spaces de Banach réticulés. Les espaces des suites p—sommables et

comme un outil de la défintion de 'opérateur de linérisation d’un opérateur multilinéaire.

Pour plus de détail voir [4] , [6] , [7] , [9] , [10] , [13], [16] et [17].

1.1 Opérateurs linéaires

Cette section contenant 1’espace des opérateurs linéaire. ou on va voir leur définition et
I’espace de ce type d’opérateurs et sont norme et aussi I’adjoint d’un opérateur linéaire. A
la fin on quittera par la donner de dual de cet espace et quelques propriétés. Pour plus de

détail voir [16] , [17] .

Définition 1.1.1 Soit u : X — Y wune application entre deux espaces de Banach définis

sur le méme corps K. Elle est linéaire si et seulement si,



1.1. Opérateurs linéaires

Vo, y € X, Va, € K: u(ax + fy) = au(z) + fu(y).
On note L(X,Y) l'ensemble des applications linéaires. On le muni de deux opérations
algébriques suivantes :
1) Ve e X (u + u2)(z) = ui(z) + ug(x).
2) Vo e X, VA e K (\u)(x) = u(x).

Définition 1.1.2 L’application linéaire u est continue (borné) s’il existe C' > 0 tel que
Ve e X : ||lu(x)|] < C ||z||.

On note L(X,Y') Uespace des applications linéaires continues.

On définit une norme des opérateurs ||.|| sur L(X,Y) par
|lull = sup [|u(z)]],
llz][<1
On a également ||u|| = inf{C' : vérifie l'inégalité précédente}.

Alors, la quantité ||u|| définit une norme sur L(X,Y).

*Si 'Y est un espace de Banach alors L(X,Y) est aussi un espace de Banach.

Définition 1.1.3 (Dual topologique) Soit X un espace vectoriel normé. On appelle dual
topologique, et on note X* l’espace de Banach des formes linéaires continues sur X , (i.e).,
X*=L(X,R).

Notons ici que l'espace X* est toujours complet pour la norme des opérateurs.

Proposition 1.1.1 Soit X un espace de Banach. Pour tout z € X on allz|| = sup |{z,z*)|.
|lz*[1<1

Exemple 1.1.1 Soit 1 < p < 400 . On a ({,)* = Ly, avec p*est le conjugué de p,

(ie); 5+ =1

Définition 1.1.4 (Isomorphisme, isométrie) L’application linéaire T : X — Y est un
isomorphisme, si T est bijective continue de sorte que T est aussi continue.

*Si||T(x)|| = ||x|| pour tout x € X , on dit que T est une isométrie.



1.2. 'Topologie faible et x-faible

* Si Uisomorphisme T : X — T(X) vérifier ||T(z)|| = ||x|| pour tout x € X on dit que

T est une isométrie injective et on écrit T : X — Y.

1.1.1 L’adjoint d’un opérateur linéaire borné

Définition 1.1.5 Soit X,Y deux espaces vectoriels normés. Pour un opérateur linéaire
borné T € L(X;Y), on definie l'opérateur T* € L(Y*; X*) par :
T*(y*)(x) = y*(Tx) (i.e.,) {x ;T*y*) = (Tx ;y*) ,

pour tout x € X et y* € Y*, T est appelé adjoint de T

Proposition 1.1.2 1) Soit T € L(X;Y) alors T* linéaire et ||T'|| = ||T7||.

2) Pour tout T € L(X;Y) et Se LY;Z) ona (SoT)*=T*0S*.

1.2 Topologie faible et *-faible

Définition 1.2.1 (Topologie faible) Soit X un espace de Banach, on note X* l’espace
dual (X* = L(X,K), ot K=R ou C).
La topologie faible, noté o(X, X*) sur un espace de Banach X est la plus petite topologie

sur X rendent continue tous les élements x* € X*.

Théoréme 1.2.1 Les sous espaces vectoriels fermés de X sont les mémes pour les deux

topologies (forte et faible). Il en est méme plus généralement des parties fermées convezes.

Théoréme 1.2.2 (Topologie x-faible) La topologie x-faible d’ésignée aussi par o(X*, X)
est la topologie la moins fine sur X* rendant continues tout les application (@,)zcx comme
X — X**, il est clair que la topologie o(X*, X) est moins fine que la topologie o(X*, X**).

Autrement dit la topologie *-faible o(X*, X') posséde moins d’ouverts (resp. fermés) que

la topologie faible o(X*, X**).



1.3. Espaces de Banach réticulés

Théoréme 1.2.3 (Alaoglu-Banach-Bourbaki) L’ensemble Bx = {p € X* : ||p|] < 1}

est compacte pour la topologie x-faible o(X*, X).

Théoréme 1.2.4 (Kakutani) Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif si et seule-

ment si Bx- = {p € X* :||¢|| < 1} est compact pour la topologie (X, X*).

1.3 Espaces de Banach réticulés

Cette section & une trés importante role pour ce travail car 14 on va voir I’espace muni
d’une relation d’ordre totale ou partielle qui nous fournit I'utilisation des inégalités dans

notre travail et autres propriétés. Pour plus de détail voir [6] , [7].

Définition 1.3.1 Soit E un ensembel vide un espace vectoriel muni d’une relation binaire
d’ordre notée " < '

(1) Ve B,z <x ( réflexive ),

(1) z,ye F,z< y et y<z = x=y ( antisymetrique ),

(tii) x, y, ze B, x <y et y<z = x<z/( transitive ).

Définition 1.3.2 Un espace vectoriel ordonné X la dont pour les quel toute paire d’élé-
ments a une borne supérieur est appelé espace vectoriel réticulé,i.e.,

Ve, y € X, sup(x,y) € X et inf(z,y) € X.

Définition 1.3.3 Soit X un espace vectoriel réel ordonné, X est complétement réticulé, si:

VA e X tel que A# P, A majoré — sup(A) eziste.

Définition 1.3.4 Un espace vectoriel ordonné est un espace vectoriel réel E qui est aussi
un espace ordonné ou les structures linéaires et de [’ordre reliéent par les tmplications :
(1)Si z,y,z€ Eet x <y, alors v+ 2z<y+z,

(2)Siz,ye B, x<yet0<a€cR, alors, ar < ay.



1.3. Espaces de Banach réticulés

Définition 1.3.5 Soit X un espace de Banach. Si X est réticulé alrs,
1) Ve e X5 [lfafl] = [l=l],
2)Vr,y € X 5 [z <yl = =] < |yl
Notons:
||| = sup(z, —z) tel que
r=zt—a et|z]=at +a (1.1),
ou la partie positive de x est x* = sup(z,0) (ou ™ =z VvV 0), et la partie négative de x

est t= =sup(—z,0) (ou =~ =z A0)

tel que sup((z + 2)'(y + 2)) = sup(z,y) + 2.

Proposition 1.3.1 pour tout x, y € E et t € R,
) z4+y=(xVy) +(@Ay),
zVy=—(=z)A(=y),
(xVy)+z=(x+2)V(y+2),
et (xAy)+z=(@ANy)+ (YAz).
2) [ta| = [t][z] et |z +y| < [z]+y|.
3) xt L x~ et la décomposition de x dans la différence des deux élements positifs ortho-
gonauz est uniques.
4) x <y est équivalent o xt <yt et 7 <y .
5) x Ly est équivalent a |x| V |y| = |z| + |y| dans ce cas on a |x+ y| = |x| + |y|.
6) (@Vy)Az=(xAz)V(yAz)et(zAy)Vz=(xVz)A(yVz).
7) Pour tout x, y, z€ Et ona (x+y) N z<(xAz2)+ (yAz), et 'ensemble
Et :={x € E:0<x} est appelé cone positif de E.
8) lz+yl=(xVy) —(@Ay), etz —yl=[xVz)=(yV2)|+|(xAz) = (yA=2)|

9) |z| =0 <= 2=0.

Exemple 1.3.1 Les espaces euclidiens R™ avec leurs normes euclidiennes sont tous des

10



1.3. Espaces de Banach réticulés

espaces de Banach réticulés.

Proposition 1.3.2 Le dual E *d’un espace de Banach réticulé E est un espace de Banach
complétement réticulé muni de [’ordre nature
oy < ay <= (23,z) < (x},x) Vo € ET,

ot (.,.) , est le crochet de dualité.

Demonstration. Nous allons esquisser la démonstration, nous définition le cone positif
dans F * par x* > 0 <= z*(z) > 0 Vz* € E*, Dans ce cas, il est facile de vérifier que pour
tout x*, y*dans E * et pour tout x > 0 on a

(x* Vy*)(z) = sup{z*(u) + y*(x —u) : 0 < u < z},
et
(* Ay*)(z) = inf{z*(v) + y*(x —v) : 0 < v < z}.

Pour plus de détails voir [6, p.3]. =

1.3.1 Opérateurs linéaires positifs

Le but de cette partie est de faire un survole un peut approfondi sur les opérateurs
linéaires positifs ol on va donné la définition de ces opérateurs et leur constriction algébrique,
ce type d’opérateurs sont entre les espaces de Banach réticulés. Pour plus d’informations

consulter [3], [8].

Définition 1.3.6 [3/ Si E et I’ sont des espaces vectoriels réticulés,

a) T : E — F est un opérateur linéaire positif six > 0= Tax >0, T(ET) = F7, sont
fermés par laddition et la multiplication par des réels positifs mais pas sous la multiplication
par des réels négatifs. L’ensemble de tous ces opérateurs linéaires positifs est noté par :
LT(E,F).

b) L’espace engendré par les opérateurs linéaires positifs est dit l’espace vectoriel des

opérateurs réguliers, noté par L (E, F).

11



1.4. Les espaces des suites p—sommables

Pour tout T € L™(E, F), la norme de T est définie par:

ITll, = inf{ [|S]] : S € LY(E, F), |T(z)| < S(x), € ET}.

Théoréme 1.3.1 /8, Proposition 1.3.5] Si E est un Banach réticulé et F' un espace normé
réticulé alors tout opérateur régulier de E dans F est continu pour la norme
||T|] = sup{||T'(x)|| : x € B}, o Bf, = BN E™.
Demonstration. Supposons que T' ne pas étre continue. D’ou, pour tout n € N il existe
x, € E tel que ||x,]] <277 et n < ||T(2)]].
Depuis ||T(x)|| < ||T(|z])|| pour tout x € E, nous pouvons supposer que x, > 0. Laisser
x = ixn c kb,

n=1

1l s’ensuit que
T @) = [Tl = n
pour tout n € N. C’est une contradiction. D’ot T est continue. ||T(z)|| < ||T(|z|)||
implique que
||| = sup{||T(z)[| : = € Bg}.

Ceci termine la preuve. m

Proposition 1.3.3 L’espace (L"(E, F),||.||;) est un espace de Banach. Si F' = R, alors

L(E,R) = L£7(E,R).

1.4 Les espaces des suites p—sommables

Tout d’abord,si X un espace de Banach, nous noterons par :
XN=A{x=(2,)n / 7, € X, Vn € N} espace de toutes les suites (z,), d’¢léments de X.
L’ensemble XM est un espace vectoriel lorsqu’il est muni de la loi d’addition suivante,
(@n)n + Wn)n == (T + Yn)n-
et la loi de multiplication suivante,

A(Zp)n = (Azp)ps0u A € K

12



1.4. Les espaces des suites p—sommables

Définition 1.4.1 ( L’espace des suites p—sommables) Une suite (x,,) (resp. (z;)1<i<n)
dans X est absolument p—sommables si la suite scalaire (||x,||)(resp. (||zi]])1<i<n) est dans
ly.
On note £,(X) (resp. £;(X)) lespace des suites (x,) (resp. (Ti)1<i<n) dans X absolument
p—sommables muni de la norme:
Gl = ladalls = (S llaall)? 511 < p < o,

(@n)nllewx) = ll(@n)nlloo = supllzall  si p=oo.
n

Théoréme 1.4.1 [10/((,(X),||.||,) est un espace de Banach muni de la norme ||z||, =

[ () lp-

Inégalité de Holder généralisé
Soient (X, ||.]|) un espace vectoriel normé (x;) ,, (y;)i, deux suites finies d’éléments de

Xet0<p,qr<+o0 avec%:%qL%. Alors,

1
T

Sl 1D < (- a2 (33l

Définition 1.4.2 Une suite (x,) (resp. (x;)1<i<n) dans X est faiblement p—sommables si
la suite scalair (p(zy,)) (resp.(¢(z:)1<i<n)) est dans £, pour tout ¢ € X*.
On note £)(X) (resp. €,,(X)) Uespace des suites (x,) (resp. (v;)1<i<n) dans X faible-
ment p—sommables telle que
(20X) = {(@ahn € X : (20D € 6V € X7}

munit de la norme :

n 1 .
(zn)nllpw = |[(2n)n tw(X) = Sup (O (zn, ) )7 s 1 <p< oo,
pEBxx i=1
@ nlles. o) = sup (sup|<xn,so> |) p— oo,
@EBx* n

Définition 1.4.3 On considérons le cas ou X est remplacé par un espace de Banach réticulé

E, et on definie notre espace de suite qui est 0" (X), comme suit :

P, |wl

o) (X) = {(@a)isy = (Jl)ity € 65, (X))} tel que 1(@a)illey 0 = ll(lzil)imy

p?w.
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1.5. Idéaux d’opérateurs

Soit BE. = B« N BY.si y,...,20, >0 ,0n a
n

@)illes, ) = 50D (X (. £)7)

563;* i=1

hSA

= [1(@3)iza I (1.2)

Proposition 1.4.1 Pour 1 <p < oo et ()i, € {3, ,(Y*) ona:
(

1@)illen, oy = sup (L l6(@)IP)7 =sup || (y);

n
EEB s i=1 yeB,

p*-

Proposition 1.4.2 Pour l’espace des suites scalaires convergentes vers zéro qui est défine
par :

(Co)w ={(zp)n:xp € X et ((x,,8)) € Cp,VE € X* }

(et Co={z = (2;); CK: zhﬁmoo|xz| =0}).

Cet espace est un sous-espace fermé de lo, muni de la norme sup.

Théoréme 1.4.2 [9] i) (2 (X) = ls(X), sip = 0.

i) (€., (X) |||lpw) est un espace de Banach.

iii) Soient 1 < p < 00, alors, £,(X) C £;(X) de plus, (,(X) = £;(X) si et seulement si

dim(X) est finie.

Proposition 1.4.3 1) Si1 <p < oo on a ;)(X) = L({}., X) isometriquement.
2) Sip=o00onaly(X)=L(CyX) isometriquement.

(tel que p*la conjugué de p,i.e., % + z% =1).

1.5 Idéaux d’opérateurs

Définition 1.5.1 (Opérateur de rang fini) Un opérateur linéaire continu T de X dans
Y est de rang fini si dimT(X) < oo,

L’espace des opérateurs linéaires de rang fini sera noté Li(X,Y).

Exemple 1.5.1 Si dim(X) =n = dimT(X) < dim(X) =n; doncT € L;(X,Y).

14



1.5. Idéaux d’opérateurs

Proposition 1.5.1 Soient XY T € Li(X,Y) & T(X) = > zi(x)ys ou xj, € X* et
€Y ; 1<k<n. .
Définition 1.5.2 Une classe I des opérateurs linéaires bornés, est dite idéal des opérateurs
linéaires pour tous X et'Y qui sont des espaces de Banach si et selement si :

a) I(X,Y) est un sous-espace vectoriel de L(X,Y) et L(X,Y) C I(X,Y).

b) Propriété d’idéal: E Ef(—;;() X I(X%)’) Y 5(7:;) F, alors voT ou€ I(E,F)

De plus, si la norme ||.||r: [(X,Y) — R, satisfait:

1) (I(X,Y),|]l7) est un espace Banach (Quasi Banach).

2) [lidx||r = 1.

3) [l voToullr < |f| 1Tlr [ull,

alors (I(X,Y),||.|l1) s’appelle idéal Banach ( Quasi Banach ) des opérateurs linéaires.

Exemple 1.5.2 Les espaces L¢(X,Y) et L(X,Y) sont des idéaux linéaires.

1.5.1 Opérateurs linéaires p—sommants

Définition 1.5.3 Soit 1 < p < oo, X etY deux espaces de Banach. Soit'T € L(X,Y), on
dit que T' est p—sommant s’il existe une constante positive C' tel que pour tout (x;)", C X,

on a

Sl

n 1 n
(N T(z)l[P)r < C sup (3] (zi, ) [)?,
i=1 @EBy» i=1
(i.e),
T ()i llp < C [[(20)ia [lpw (1.3).
On note l’espace des opérateurs linéaires p—sommants de X dans'Y par :

IL(X,)Y)={T: X — Y, T est p—sommants}, et muni de la norme

Ap(T) = inf{C : C wverifant l'inégalité (1.3)}.

Remarque 1.5.1 Si T € I1,(X,Y) alors ||T(z:)" |, < Ap(T) [|(2:)Py||pw
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1.5. Idéaux d’opérateurs

D’apres la définition de l'inférieure.

Proposition 1.5.2 Soit T € I1,(X,Y)
) NITI < Ap(T).
it) (IL,(X,Y), Ay(.)) est un espace normé.

it1) (IL,(X,Y), Ap(.)) est un ideal de Banach.
Théoréme 1.5.1 (théoréme d’inclusion) /9] Soit 1 < p < ¢ < oo alors IL,(X,Y) C

1,(X,Y) et 7y(T) < A,(T) VT € I(X,Y).

||(%_1) on a

Demonstration. Prendre xi,...,x, € X et observez que si \; = ||T(x;)
T (z:)||9 = ||T (Nix;)||P. si T est p—sommant, On a
(LTl = (LT Qaza)l?)?

< Rp(T) sup (3] (o, hias) 7)

QDEB)(* =1
— " 1
= Ap(T) sup (22 |Asl?| (o, i) [7) .
pEBxx+ i=1
Maintenant, puisque q > p, nous pouvons appliquer inégalité holder le congugué indices

3 =

et %p pour obtenir

kSES

(SIITE)I < A@OSIME) S sup (2 o) 1)

i=1 ©EBx* i=1

Q=

1

= R(T) (SITED )l

alors,

(ST < A (D) [l alle

16



1.5. Idéaux d’opérateurs

1.5.2 Opérateurs linéaires fortement p—sommants

Définition 1.5.4 Soit 1 < p < oo et X, Y deux espaces de Banach, un opérateur linéaire
borné T € L(X,Y) est Cohen fortement p—sommant s’il transforme toute suite p—sommable
a une suite Cohen fortement p—sommable. C’est-a-dire l’opérateur
T 6,(X) — 6,(Y)
()2 — (T(x:))i2,

est bien défini.

*Dy(X,Y)={T: X — Y, T est Cohen fortement p—sommants}.

*Pourp=1, Di(X,Y)=L(X,)Y).

Proposition 1.5.3 T € L(X,Y) et 1 < p < 0o alors les propriétés suivantes sont équivalentes:
a) T est Cohen fortement p—somment.

b) Il existe une constante C' > 0 telle que

(T )| < € Izl e

p*w
pour tout (x;)72, € 0,(X), et tout (p;)724 € Lpuw(X).
c) Il existe une constante C' > 0 telle que
2leiT@))l < C @il (es)iallp

pour toutn € Nz, € X, p, € Y*, 1 =1,...,n.
Remarque 1.5.2 SiT € D,(X,Y) alors ||T|| < d,(T).

Proposition 1.5.4 (D,(X,Y),d,(T)) est un idéal de Banach.

17



1.6. Les opérateurs linéaires positifs fortement p—sommants

1.6 Les opérateurs linéaires positifs fortement p—sommants

1.6.1 Les opérateurs positivement p—sommants

Dans cet paragraphe on vous donner une petite rappelle sur les opérateurs positivement
p—sommants oll on va vous citer le célebre théoréme de domination. Pour plus de détails

voir [1] , [2] .

Définition 1.6.1 Soient 1 < p < oo, X un espace de Banach réticulé, Y un espace de
Banach et T € L(X,Y), on dit que Uopérateur T : E — X est positivement p—sommant

si il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N et toute suite (x;)".; C ET, on a

" 1
T ()i llp < € sup (3] (23,8 [P)r = C [[(zi)italln () (1.4),
si p=o0, sup |[T'(z;)|| < C [|(zi)icalln (5
1<i<n o0, [w|

On note par :
ILN(E,X)={T:E — X , T est positivement p—sommant} et
AT = inf{C, C vérifiant I'inégalité (1.4)}

*¥Sip=o0, IT(E,X)=L(E,X).
Théoréme 1.6.1 (IL7(E, X), A} (.)) est un espace de Banach.

Théoréme 1.6.2 (Théoréme de Domination) [2] Soit w € L(E,Y) est un opérateur
positivement p—sommant si, et seulement s’il existe une probabilité p sur l’ensemble K =

BY., muni par la topologie *-faible, et une constante positive C' telle que

lu(@)|| < C (f {z,2*)" du(a*)), (1.5)

K
pour tout ¥ € B, AF(u) = inf{C, C vérifiant l'inégalité (1.5)}.
Proposition 1.6.1 Soit uw € L(E,Y). Alors u est un opérateur positivement p—sommant

si, et seulement, si il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x € E, on a

lu(@)|| < C ([ (o], z)" dp(a™))?.

K

=

18



1.6. Les opérateurs linéaires positifs fortement p—sommants

Preuve. Soit = € E, dapres (1.1), on a

B =

l *
<O ([ &, a")dp(z))? + C ([ (27, 2%)" du(z*))
K K
Pour la prouve de 'inverse, il suffit appliquer le Théoréme 1.6.2 pour x € E™. =

1.6.2 Les opérateurs positifs fortement p—sommants

Dans cette partie nous donnons une rappelle sur les opérateurs fortement p—sommants

ol on va vous citer le célebre théoréme de domination. Pour plus de détails voir [3].

Définition 1.6.2 Soient 1 < p < oo. Un Dopérateur T' : X — F est positif fortement
p—sommant, si 3C' > 0 tel que pour tous n € N, (x;)7, C XTet (yf)i, C F*",on a

iZn?l\ (T(wa), i) | < C ()il (w7)izl

o) (F) (1.6),
on note par :

DHX,F) ={T: X — F, T est positif fortement p—sommant}

et

dy(T) = inf{C, C vérifiant linégalité (1.6)}.
*Sip=1DHX,F)=L(X,F).

Théoréme 1.6.3 (D (X, F),df(.)) est un espace de Banach.

Théoréme 1.6.4 (Théoréme de Domination) L’opérateur T' € L(X, F) est positif for-
tement p—sommant (1 < p < 00),si et seulement si 3C > 0 et une mesure de probabilité de

Radon p sur Bf.. telles que pour tous © € X et y* € F*,on a :

[(T(x),y) | < Clz]] ( f (|, v)”" du)» (1.7).

En plus, dans ce cas, df (T') = inf{C, C vérifiant Iinégalité (1.7)}.
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1.7. Les opérateurs multilinéaires

Preuve. (=)Soit T' € D} (X, F) et puisque T* € I\ (F*, X*), on obtient:

[(T(), y*) | =@, T* () | < Ml 1T )] < A ()] I( [ (|, )" dp)~.

(<)Soient n € N | (z;); C F* et (y); C X ;on a d’apres (1.7)

* Bl
[(T(a),y") | < Cllaall O J Alyil, )" dp)ve,

B
pour tout 1 <7 < n . Ainsi, en utilisant I'inégalité H6lder nous obtenons que

ST (), y) | < OX Hall (S (il ) dp)e<]
i=1 i=1 Br..
<O (CllalP)r ([ Alyrl ) dp)7
i=1 z:lB;r**
< C||(z:)i4]]p sup (i (|yz], )" d,u)z%*,(car p est mesure de probabilité)

PYEBxx* i=1

< O l(@a)ically [1(5)iz e

p*,|w|

(F*)- Alors T € D;F(X, F) |

1.7 Les opérateurs multilinéaires

A cette partie on donnera la notion qui généralise celle de linéaire qu’on va ’appeler le
type des applications multilinéaires. Avec une définition d’un norme sur cette classe pour
9 . 4 . L, . .
qu’elle soit un espace normé. Aussi on prendra quelques caractérisations de ce espace. Pour

plus de détails voir [4] , [18] et [19].

Définition 1.7.1 Une application T : X1, ..., X, — Y est dite multilinéaire ou n—linéaire,
Si pour tout 27,y € X; et a, €K (K=R ou C) avec 1 <j<n on a

T(zY,...,c0? + By, ...,a") = T (2, ..., 27, ..., a™) + BT (x, ...y, ..., 2").

x* S1Y =K, T est dite forme multilinéaure.

x Sim =2, T est dite bilinéaire (ou 2—linéaire).

x On note par L(Xy,...,X,;Y) Uensemble des applications multilinéaire de Xy, ..., X,
dans Y.

Exemple 1.7.1 L’applications
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1.7. Les opérateurs multilinéaires

T:Kx: - - x K=K:(Ar,...,; \p) —= A1 X -+ X Ay

T est une application multilinéaire.

Remarque 1.7.1 Définissons les applications n—linéaires suivantes:
(Ty + To) (2, .. 2™) = Th(2t, ... 2™) + Ta(a?h, ..., 2™),
AT)(x!, ..., 2™) = XT(2*, ..., 2™) pour (2}, ....,2") € X; x -+ -x X,.

Ce qui donne a L(Xq,...,Xn;Y) une structure d’espace vectoriel.

Théoréme 1.7.1 (Multilinéaire continue) Soient T € L(Xy,...,X,;;Y) et

r=(z',...,2") € X1 x---x X,, On munit X; x ---x X,, de la norme

lz]| = [|(z, ..., 2") || = max ||27||x, , alors, les propriétés suivantes sont equivalentes:
(1) T est continue.

(2) T est continue au point Ox, ..xx, = (0,...,0).

(3) ||T (21, ..., x™)|| est borné sur le produit des boules unitées: ||zt|| < 1,....[[z"|] < 1.
(4) IM > 0 telles que (z',...,2") € X1 x ---x X,, on ait:

n .
T (@, )| < M|t x - x ]2 = M Hlllﬂfjll-
]:
Dans ce cas, on pose

Tl = sup [|IT(z", ...,a")]].
xJEBXj
1<j<n

Pour chaque n € N, on définit I’ensemble des applications multilinéaires ( ou n—linéaire)
continues de X; x - --x X,, dans Y par L(Xi,..,X,;Y) quand X; = .. =X, = X
nous écrivons L£("X,Y) et si Y = K nous utilisons L£(X7,..., X;;;K) = L(X7,...,X,,) et

L("X) = L("X,K). Nous représentons L(*X,Y) par L(X,Y).

Proposition 1.7.1 Soient X; x - - -x X,, des espaces de Banach et'Y un espace normé,
Uapplication T € L(Xy, ..., X,;Y) est continue si, et seulement si, T est separement continue

(i.e., T est continue pour chaque variable) de X7 X - --x X,,.
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1.7. Les opérateurs multilinéaires

Corollaire 1.7.1 Si X x--x X,, sont des dimensions finies, alors toute T € L(Xy, ..., X;Y)

est continue, i.e., L(X1, ..., X,,;Y) = L(Xq, ..., X,,; ).

Théoréme 1.7.2 (graphe fermé ) Soient X; x ---x X,, ,Y sont des espaces de Banach

etT : Xq,....,X, = Y wune application n—linéaire de graphe fermé, alors T est continue.

Théoréme 1.7.3 (I’opérateur m—linéaire positif) ['opérateur m—linéaire
T:X;x---x X, =Y est positif si T(z*,...,2") € YT, pour chaque
vt e X[, ....2" € X, On note par LT(X1,..., X,;Y) [espace vectoriel de tous les
opérateurs positifs m—linéaires continus de X1 X - - -x X,, dans'Y muni de la norme
Tl = sup [|T(a?,...,a")l.
@IeB};
1<j<m
Définition 1.7.2 (L’adjoint d’un opérateur multilinéaire) Pour tout opérateur mul-
tilinéaire T : X1,...,X,, — Y, on le associe avec l'opérateur adjoint suivant
T :Y* — L(X1,....,X,), qui est définie par:
v e THy*) : Xy x - x X, =K ou

T*(y*) (2!, ..., 2") = y*T* (2, ..., 2") et K =R ou C.
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Chapitre 2

Opérateurs multilinéaires positifs

Cohen fortement p—sommants

Dans ce deuxiéme chapitre, on fixe ’attention sur ’espace des opérateurs positifs forte-
ment p— sommants et les opérateurs positivement p—sommants, on va expliquer que que
les auteurs de l'article [15] ont conclus aprés un travail concédirable que P'espace des opéra-
teurs positivement p—sommants de H en F' sont dans D;; (H, F), qui est I'espace de tous les
opérateurs positifs fortement g—sommants de H dans F', tel que H est un espace de Hilbert,
on peut dire que ce chapitre est une généralisation le travail de Bu.pour plus d’informations

voir [11]

2.1 Opérateurs m—linéaires Cohen fortement p—sommants

Dans la courte suite on prendra une vue sur les opérateurs m—Ilinéaires Cohen for-
tement p—sommants 14 on va vous donner la définition des opérateurs Cohen fortement
p—sommantet on éclaire que cet ensemble est un espace de Banach. Pour plus de détails

voir [5].
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2.2. Opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p—sommants

Définition 2.1.1 Un opérateur multilinéaire T' : X1 x ---x X,, — Y est Cohen fortement

p—sommant si et seulement si il existe une constante C, tel que pour

a2l € X;,1 < j <m, et pour tout yi,ys,...,ys € Y*

n m . 1 .
(T (i, o), yi) g < C CTTIINK,) P sup [y (y)]
i=1j=1 yEBy

o, (2.1),
on note par:
DI Xy, .oy X3 Y) ={T: Xy x---x X,, =Y, T est un opérateurs m—linéaires Cohen
fortement p—sommants}
et
dy(T) = inf{C ,vérifiant I’inégalité (2.1)}.

*Sip=1, DP(X1, .. X3 Y) = L(X1, oo, Xon; ).

Théoréme 2.1.1 [5] 1) (D]} (X1, ..., X;n; V), d'(.)) est un espace de Banach.
2) T appartient a la classe des opérateurs m—linéaires Cohen fortement p—sommants
si et seulment si, son adjoint T* appartient a la classe des opérateur linéaires absolument

p*—sommant.

2.2 Opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement
p—sommants

Dans cette section on touchons avec notre étude la notion des Opérateurs multilinéaires
positifs Cohen fortement p—sommants 14 on va vous donner la définition et on éclaire que

c’est un espace de Banach. et que ce type d’opérateurs vérifier le théoréme de domination

Pour plus de détails voir [1] , [3] , [10] et [11]. .
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2.2. Opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p—sommants

Définition 2.2.1 Soit 1 < p < oo. Un opérateur m—Ilinéaire T : X1 X - --x X,, — F est
positif Cohen fortement p—sommant si 3C > 0, telle que pour tous :z:{, eoad € X;1<5<

m et tout yi,vy5,...,y: € F*

(@ 2,y Nl < © (ST B e

1=17=1

p \wI(F*) (22)’
on note par:
Dyt (Xy, ooy Xy F) = {T: X1 % ---x X, = F, T est un opérateur m—linéaires positifs
Cohen fortement p—sommants}

et

dy(T) = inf{C,C vérifiant l'inégalité (2.2)}.
Théoréme 2.2.1 (D" (X4, ..., Xon; F),d7(.)) est un espace de Banach.

Remarque 2.2.1 Soit T € L( X, ..., X;n; F), Alors T est un opérateur multilinéaire positif

Cohen fortement p—sommant si, et seulement si, IK > 0 telle que

(T (@5 o ) ) Moy < K (ZHIIJI”II” D7 117 e

. 3 =1 ‘77
pour tous x},...,xl € X;;1 < j <m et tout yi,vys,...,y: € F**.

(2.3),

5
,w

Proposition 2.2.1 Soient T € L(X1, ..., X;n; F), R un opérateur dans L (F,G) et S; dans
L(E;, X;) (1<j<m).

1) Si T est positif Cohen fortement p—sommant, alors RT est positif Cohen fortement
p—sommant et dy"(RT) < d'*(T)||R|].

2) Si T est positif Cohen fortement p—sommant, alors T o (S, ..., Sm) est positif Cohen

fortement p—sommant et dy* (T o (51, ..., Sm)) < dy™(T) H1||S]||
j=

Demonstration. 1) Soit 7' € D" (X, ..., X;n; F). Alors d’apres (2.3) on a

LR (aLe)) lg = | (Tt ), RO ) g
< dap @S TIRIR)} s (35 (7))

1=1j5= **EBF** =1

< ORI T )P s (55 (o7, B Y s
i=1j5= **GBF** =1
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2.2. Opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p—sommants

P L
5

1 n
< dy(T )||R||(ZH||$J||’J 7 osup (3 (yf, )" )P
i=15= SOGB;E** =1
Donc RT € D] (X1, ..., Xp; F') et d'F(RT) < dy*(T)||R||.
1) Soit '€ D**(Xy, ..., Xpn; F). Alors d’aprés (2.1) on a

14T 0 (St wees S (s ), 97) Nl < dy (D) TTISsal5,)7 sup s (y)le

mn

p*

1= ]_]—]_ **GBF**
1 * *k
< dy(T )(ZHIISII”WH” )7 sup ||y (y™) e,
=1 j— **EBF**
5d$*(T)H1\ISjII (lelwfl\%j)P sup [y (™) le. -
i= i= y*€B},

Jakdd
Donc, T'o(S1, ..., S;,) est un opérateur multilinéaire positif Cohen fortement p—sommant

et (T o (S1,...,Sm)) < dy*(T) HIHSJH |
]:

Lemme 2.2.1 (Ky Fan) /9, p.190] Soient E un espace vectoriel topologique séparé, C' une
partie convere compacte de E. Soit M un ensemble des fonctions définies sur C' a valeurs
dans (—oo, +00] vérifiant les propriétés suivantes:

a) Toute f € M est convere et semicontinue inférieurement ;

b) Si g € conv(M), il existe f € M telle que g(z) < f(z), Vo € C;

c) Il existe r € R telle que toute f € M prend une valeur r. Alors, il existe xq € C telle

que f(xzo) <1 pour toute f € M.

Théoréme 2.2.2 (Théoréme de Domination) Siun opérateur m—Ilinéaire T € L( X1, ..., X;n; F)
est positif Cohen fortement p—sommant (1 < p < o0), alors il existe une mesure de proba-

bilité de Radon p sur Bjf.. telle que pour tous z',....,2™ € X1 x ---X X, et y* € F** nous

avons:

(T a™), ") | < dy* (T )Hllfﬁjll ™[l

A Uinverse, s’il y a une constante positive C et une mesure de probabilité de Radon p

(2.4).

F** :U'

sur Bf.. telle que pour tous x',...2™ € X; x ---x X, et y* € F**, on a:

(T, a™),y") | < CTI | Y N, s, (2.5)
j=1
alors, T'€ D" (X, ..., Xp; ) et d7H(T) < C.
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2.2. Opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p—sommants

Demonstration. Tout d’abord, nous prouvons l'inverse, soient z?!,...,2™ € X;x---xX,,
(1 <i<n)etyj, ..y e F*. Nous avons d’aprés (2.5)

(T(2!, . 2™), y*) | <CHI|$J||( { (g5 (g™ du(y™)) 7™
i=1 B
pour tout 1 < i < n. Ainsi

> [(T(at ). i) | < 0§< T S i) duty™)?

B},

1
=

); (par Holder)

Fx*

3

CS TR (0L i) duty))

=1 B+

@

< OIS0 dnly)
<CCIIRM? swp (S )) [ duty™)

Pk

(ZHIIIJH”)% sup (S (™)) (B (u(Bf.) = 1)

i=1j= **EB+ =1

<C(ZHH$’H”) sup |[(y7 (y™))i

i=1j= **EB;**
Cela implique que T' € D' (X1, ..., X5 F) et d)T(T) < C.

Pour prouver (2.4), soit K = B}... On considére 'ensemble C' des mesures de probabilité
sur C(K)*. L’ensemble C' est un convexe compact dans C'(K)*muni de sa topologie *-faible

o(C(K)*,C(K)). Soit M un ensemble des fonctions définies sur C' & valeurs dans R de la

Fiaty, en ()
= > (T}, 2),y5) | — T)H|| L e e L] (T (2.6)

=1 K
u(x) L CXjet (y)i, C F*T (1<]<m)

@)

Ces fonctions sont convexes et continues.

Nous appliquons maintenant le lemme de Ky Fan avec E = C(K)*. Soient f, g dans M

et A € [0, 1] telles que :
k

dH(T) 19 ;
i) = ST 2l iy | = ST 17
1= j=
dm+ *k * *k
e >f<yz, ) dp(y™))

et
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2.2. Opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p—sommants

!
(= ’.’J’)(yg/*))( ) = Z(H (@t o 2f™), Y

=1

%@wa> 1(y™)).

Il s’ensuit que
k
Af = Z/\(I (T(a, . ai™), yi") | =

m—+ *
dp—()£<yz Y)Y dp(y™))

k 1 1 1
ZOQNXH%aMAmmwmAFwﬁw—

dm+

p*

A

(1= Ng = (1= N( (T, .. alm,

=1

m—+ *

LD g W dp(ye))
K

<MT«L—M%fﬂ

& D |< oyl

Enfin, nous avons

et

Ei .EMN *a

n

Af+(1=N)g= ;(I (T(xj, . x]),yi) | —
avec n=Fk+1,
i A%Px;j si 1< <k

(1= N)mia}’
Soit yo € B} tel que

sik+1<i<n

n

sup (32 (g, ™)) =
**GB;** i=1
et f de la forme (2.6). On a
.mngmmmwwwm
S LUCRSEORTIES ”;HHW
= =17
:2WW%JWMH—pm2m“W
1= =1
=zmwwﬂwwH—szmww

@
I
—

i=1j=1

IZE]

Yi

(1 _ A)%pm//m

v I daly™)).

)=

)=

), (1= N7y )| -

43 (1) T j
ot DRI
J=1

m .
E_D T || ||P
Jj=1

AT T7 (1 =L
st

) & i
GO T ||| |P
j=1

HWH’”

)\p* /*

ety =

(1—A)i"

<§@MWW

Hl|xj||p
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i=1K

p (T)fzy7

sup
Y GB‘FF

f i,y )"

E

4y (1) 19 B
P p_jl;[1||(1 A

GO [ (yry

K

si

(2.7)

P48, (g

P48, (g

iﬂyz,

=1

doy, (

Al

1<:1<k

y sik+1<i:<n

y))

")
)

*)£d5yo(y**)



2.2. Opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p—sommants

(2.

= I | - T)ZHII #|P = ES (7, o)) s(daprés Tegalite

i=1j= =1
7) et Oy (Bper) = 1).
dy, est la mesure de Dirac supportée par yj.

En utilisant l'identité élémentaire

Vo, 3 € R* aff = mf{—(%) + #(55)?*} (2.8)

nous trouvons que

ST o).y | - & ”Lz]mw S i)
);

n , on
< ;I (T(x, o 2) y7) | — (Z(HII!II”II”)P (; T
et ceci d’aprés (2.3) est inférieur ou egale a zero. D’aprés le lemme de Ky Fan, 3 € C

@*‘ -

i=1j=

telle que f(u) < 0 pour toute f € M. Sion prend z = (z},....,2™) € X1, ..., X, et y* € F**,

my Ay (1) 17 (1. dp (T T o
= [T ey} | = SR LI = 552 () duty™) <0

(T(!s o a™),y*) | < &y (T)(; H1||5L“?||” — L[y duly™).
J:

K
Fixant ¢ > 0. Et en remplacant z/par ?a;j et y*par £y*, on trouve

(T ™), y) | = (T La:m>,fy*> |
< A )G = 3 (€ y)” dnty)
<y (T ><;<g]g1\|xf|r>p+p%<s<f<y*,y VW duy™) ).

K
Prendre l'inférieur sur tout £ > 0 et en utilisant I'identité élémentaire (2.8), on obtient

[(T(a?, ., 2™), ") |

< dp (Ot GNP + 56 ) duly) 7))
= O I 0 dnt)

Ce qui implique que

(T(2, ., a™),y) | < dpH (T )HIIWII 197 llr, e (B - ®
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2.2. Opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p—sommants

Proposition 2.2.2 Un opérateur m—linéaire T € L( X1, ..., X;m; F') est positif Cohen forte-
ment p—sommant (1 < p < 00), si et seulement s’il existe une constante positive K > 0 et
une mesure de probabilité de Radon i sur Bi.. telle que pour tous

(2t ., 2™ eX; x - x X, ety* € F*", ona:

(T(zt, . a™),y") | < KﬂlejH( [ ("1 ()P dply™)) 7~ (2.9).
= BF**
Demonstration. Implication directe. Soient (z',...,2™) € X; x---x X,, et y* € F*T.
d’aprés (1.1) on a
(Tt 2™) y) | = (Tt ™),y =y )|
<T@ty a™), g ) |+ (Tt 2™), 57 ) |
CH\WH( [ ) du(y™) >
=1 B
+C T [ (= ()P duly™))
=t Bf..
< 20TIHIC [ (y* (™))" dp(y™))P
=1 B}

Implication indirecte. Soient (z} ") e Xp x .. x X, ,1 <i < nettout

IR 2]

Ui, Y5, .y € F*. On a d’aprés (2.9)

[(T(at,..,a™),y) | < KHIISUJII( f (g 1)) du(y™))>?
=1 B
Ainsi, en utilisant 'inégalité de Hélder, nous obtenons

gﬁl [(T(a,a™) ) < K Z[HII%JH( J |y duly™))?

=1 j= Bt

1
>

*""

]

< KOS (Zf (71(07))” duly ) *

< KOLTTIWIA S jzl<|y*|< N duly )

< K g}ﬁl|\xj\r>iy**s1u33**<i:z":1<ry*r<y**>>p*>5*B[ Ay

< K17 *i“B‘l**Si('y*'(y**”p*);*; (B =
< (ZHH:UJIDPII(%;

i—1j= p \wl

Alors, T' € D" (X1, ..., Xo; F') et cela terminera la preuve. m
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2.2. Opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p—sommants

Théoréme 2.2.3 Considérons 1 < p; < py < 400. Si T € D' (Xy, ..., Xon; F), alors

T e DR (X, o, Xons ) et d7H(T) < dp™(T).

Demonstration. Si 7' € D" (X, ..., Xpp; F), d’aprés (2.4) on a
TG )| < ) T 5.0
J:

< g (T) TLI 18 s gy 5 521 < P2 adors (1971l iz < 119l 55 )

7j=1
tel que pour chaque (2!, ...,2™) € X; x ... x X,,, et y* € F*T.

Cela implique que T' € D" (X, ..., Xop; F) et dp ™ (T) < d7(T). =

Théoréme 2.2.4 Soit 1 <p < oo. Soit T € L(Xq,..., Xon; F) et T* ladjoint de T'.
Alors, T' € D" (X1, ..., Xpn; F'), si et seulement si, T* € H;(F*,E(Xl, ey Xm)), et nous
avons

Mt (TN — R (TR o T ; ” x
dy(T) = Ay (T7), o 1L}, est la classe des opérateurs positivement p*—sommants.

Demonstration. Supposons que 7' € D" (X1, ..., Xpn; F'). D’aprés (2.9) on a

[(T(2',..,2™),y%) | < dzl*(T)ﬁHﬁH( Iyl ™)P du(y™))~

B;**

pour tous (z7) € X; (1 < j <m) et y* € F*.
Nous prenons le supremum sur toutes les suites (27)7, avec ||27|| < 1,on obtient

sup  T(y") (2", e < & (T) ([ (7 |(y™))" duly™)) 7"
o | 1<1 B

Alors [|T*(y)]| < d2H(T) ([ (ly*I(y™))”" duly™))~.

B;**

Par le théoréme de domination de Pietsch Proposition 1.6.1 ,
T € H}(F*,E(Xl, ey Xim)) et /_\;k(T*) < dy(T).
Pour prouver l'inverse, supposons que 7™ € H;Z(F*, L(X1,..s X))
On a pour tous (z7) € X; (1 < j <m) et y* € F*.
(Tt} | = [T o) < T T
J:
En utilisant le théoréme de domination de Pietsch pour les opérateurs positivement

p*—sommants, on obtient
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2.2. Opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p—sommants

m 1
L

(Tt 2™),y ) < Ap (T T C S (I )P du(y™)) 7

=1 +

Finalement, d’aprés la Proposition 2.2.2 , T est un opérateur multilinéaire positif

Cohen fortement p—sommant et d**(T) = AL (T*). =

Théoréme 2.2.5 Soit 1 < p < oo. Soit T € L(Xy,..., X\n;Y) et T*son adjoint. On a
T € DXy, ., Xpi )

si, et seulement si, T* € TL- (Y™, L( X1, ..., X)) et on a d}(T) = Ap=(T7).
Proposition 2.2.3 Pour 1< q <p < oo, II,,(X,Y) CIIf (X,Y).

Théoréme 2.2.6 Pour 1 <p < oo. D) (Xy, ..., Xp; F) € D) (X1, o, Xos F).

Demonstration. Si T' € D}'( Xy, ..., X;n; F) par le Théoréme 2.2.5, Uopérateur 7" €
1L« (F*, L(Xy, ..., Xmm)). D’aprés la Proposition 2.2.3, nous avons 7* € H;Q (F*, L(Xq, .y Xin))-

Par le Théoréme 2.2.4, on trouve 7' € D' (Xy,..., X, F). =
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Chapitre 3

Opérateurs multilinéaires p-convex

Dans ce troisiéme chapitre, A. belacel et A. bougoutaia ont étudié la relation entre les
opérateurs positivement p—sommants introduits par O. Blasco.voir [1] Et comme applica-
tions a généralisé un résultat a Q. Bu et Z. Shi, et il a vérifié quelques inclusions notam-
ment la classe des opérateurs m—Ilinéaires multiples p—convexes introduits dans sont article

paru.voir [11] Pour plus d’informations voir[3] , [9] , [12] , [19] et [20].

3.1 Produit tensoriel projectif

Définition 3.1.1 Soient m € N, et X1, ..., X,,; Y des espaces vectoriels normés sur K, pour
chaque u € X1®---® X, nous définissons le nombre réel positif m(u) = inf {i ﬁ fo||},
ot linfimum portée sur toutes les représentations possibles de u de la forme o

u:ixil®~--®a:;”.

Alor;lr est une norme tensorielle sur l'espace X1 ®---® X,, et en plus on a (2! ®---®
a™) = ||| - - [la™]].

* On note X180, - - @ X, le produit tensoriel projectif des espaces X1, ..., X, i. €., le
complété de X1 ®---®X,, pour cette norme. Si X; =---=X,, =X on écrit simplement

A m

& X.
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3.1. Produit tensoriel projectif

Proposition 3.1.1 (Le produit tensoriel des opérateurs) Soient X1, ..., X, Y1, ..., Y
des espaces vectoriels normés et soient les opérateurs linéaires conituns T : X; — Y |
pour tout, 7 = 1,....m il existe un unique opérateur linéaire continu

TR @ Ty Xi®y -+ Xy — ViR, - - & Y., tels que

T @ @ T(2' @ @a2™) =Ti(2') @ - - @ T (2™), pour tout 27 € X, et en plus

IT7 @+ @ Tl = H1||TJ||
]:

Proposition 3.1.2 Si tous les espaces vectoriels Xq x - - -x X, sont de dimension finie,
alors X1 ® -+ - ® X, est un espace o dimensions finies.

De plus, si X1 % ---x X,, sont normés, alors Xi® -- ®,X,, est complet.

Théoréme 3.1.1 (Linéarisation des applications m—linéaires continues) Soient X1, ...

des espaces de Banach T : X; x - --x X,, — Y wune application multilinéaire continue,
alors, il existe une unique application linéaire continue Ty, definie sur X1 ®y - - ©x X, dans
Y, qui vérifier que T (x' @---@a2™) = T, (21, ..., ™) pour tout 7 € X, et tout j = 1,...,m,
avec o, est Uapplication canonique definie de X; x - - - x X, dans X1®; - - @ X par:
Om (21, 2™ =2'® - -@ ™.

Autrement dit: T =T}, o 0,y,.

La correspondance T’ «—— Ty, est une isomorphisme isométrique entre [’espace de Banach
L(X1,..., X Y) et L(X 1@y - @:X,;Y). De plus Uapplication Ty, s’appelle linéarisation
de T.

Remarque 3.1.1 Le théoréme précédent donne Uidentification £( X1, ..., Xpn; Y) = L(X 1@,
e @ X Y).SiY =K, le dual de (X1®y - ®.X,,) est identifié a I’espace des formes mul-
tilinéaires bornées (X1®yx - - @r Xp)* = L(X1,..., X,). Avec cette identification, l'action
d’une forme continue T', comme fonction linéaire continue sur X1®, - @, X,, est donné
par :

TR alt — iT(x}, ey T,

7

n
=1 =1
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3.2. Opérateurs multilinéaires p—convex

Cette dualité donne une nouvelle formule pour la norme projective,

m(u) =sup{|(u,T) |, T € L(X1,.... X;n), ||T]| <1}.

3.1.1 Opérateurs p—convexes

Définition 3.1.2 L’opérateur linéaire T : X — Y est p—convexe, st 3 M > 0, telle que

pour toute suite (z;)7, C X on a
n 1 & L
[T ()Pl < MQ_]lw:l|[P)r s 1 <p < oo,
i=1 i=1
|| sup [T(z)l[| < M max [[z;]| si p = oo.
1<i<n 1<i<n
On note C}**(X,Y) = {L’ensemble de tous ces opérateurs p—convezes}

et aussi on note par:

Cyer(T) = {M : la plus petite constante M }.
Remarque 3.1.2 Un espace de Banach X est p—conveze si idx est p—conveze.
Exemple 3.1.1 Tout espace de Banach est p—convezxe.

Proposition 3.1.3 Pour 1 < q <p <400, on a
a)l.Df (X, F) C Cien (X, F) ;

(g,p)

2.DF, (X, F) =Cpez (X, F);

(g,00)

3.D% (X, F) C Cper (X, F), pour tout s < q.

b) 1.D;q(X, co) = L(X; ) ;
2.D;q(X*,€1) = C’Z’;%(X*,él).

3.2 Opérateurs multilinéaires p—convex

Proposition 3.2.1 Soient 1 < p < oo et L( X1, ..., Xm; F). Alors les affirmations suivantes
sont équivalentes

1) T € DI (X1, oo, Xons F).
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3.2. Opérateurs multilinéaires p—convex

2) Ty € D' (X1 ®p -+ @r X F).
3) Il existe un espace de Banach Z, u € DS (Z;F) et S € L(X1,..., X;m; Z) tels que
T =usS.

Demonstration. * 1) = 2) Soit 7" € D"* (X, ..., X,,; I) et pour tout y* € F* et
2 € Xi®r + ++ @nXom.
Pour tout £ > 0, z admet une représentation z = > 2} ® - - -® zI" telle que

=1
n
Sollaill x - x l27]]) < [l + e

=1

D’aprés la Proposition 2.2.2 , nous avons

[(T(z",....a™),y) | < dp*(T) ,H1||$j||( J () du(y™))»". Alors
j:

@) | = (TSt e x:”),;;*

— YT @ @ al),y) |

< ;Zn:j (T(x; @ @), y")|

< &y (T) éﬁl”ﬂ\\g[ (| (™))" duly™)) >

< dp™(T) (lI2I] + €||)(BF+f** (ly*|(y™))”" dply™))
Alnsi, | (T(2),y") | < dy*(T) ||Z||(Bf*(|y*|(y**))p*dﬂ(y**))"l*~

Il découle de Théoréme 1.6.4 que T}, € D;”*(X1®,r o R X F).
*2)=3)Si T, € D;;”‘*(Xﬂ}?)7r - ®x X F) et le fait que T = T}, 0 0,,, on prend donc
7 =Xi®, - Q. X,,.

*3) == 1) Supposons qu’il existe un espace de Banach Z, u € D} (Z; F) et

SeL(Xy,....Xm; Z) tels que T = uS. Alors

I|S(zt, ...,z™)|| < |IS]] TT1]|#?]| et par le Théoréme 1.6.4
j=1
[ (u(2),y) | < dp(w) (12110 [ (v I(y™)"" du(y™))?". Alors

B

(T, a™),y) | = [{u(S(a?, . 2™)), y") |
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3.2. Opérateurs multilinéaires p—convex

< At () |IS@h e 2™ O (v | du(y™))*

<t @) 1 TS Q1) duty )

Fx*®

Nous avons, selon la Proposition 2.2.2 T'c DJ'*(X,,..., X,,; ). =

Définition 3.2.1 Pour 1 < p < 00, un opérateur m—linéaire T : X1 X ---x X,, — F est
appelé multiple p— convexe s’il existe une constante C' > 0 telle que pour chaque suite finie
(@i, C Xj, 1< j<m.

N1yeeeyNn,

IS (TP < O TH )

i1yeim=1

ou

N1 yeees
v 1IT( i) | <O HmaXIICL’JIIX quand p = oo.
11,0y tm =
Dans ce cas, nous donnons la norme de 1’ opemtew“ multiple p— convexe T par
Cyer(T) == {C : C vérifie l'inégalité ci-dessus}.

C’;’“’m“lt(Xl, ey Xni F) = { d’opérateurs m—linéaires multiples p— convexes}.

*(Cpermiit(Xy ., X F), Cp¢"(.)) est un espace de Banach.

Proposition 3.2.2 Si 1 < p < oo, alors
1) Dy (Xy, ., Xo; F) C C’I”je"”’m““(Xl,...,Xm;F).

2) DZH—(Xh 7Xm7 CO) = ﬁ(Xla >Xm7 CO)-

Demonstration. 1) Soit T € D;”*(Xl,...,Xm;F), alors T' = 17, o 0, tel que Ty, €
DY (X1®r-+ @rX; F) €t 0 (X1, ...y X3 X1 @7+ @2 X)) Iopérateur canonique m—linéaire.

par la Proposition 3.1.3 T} € C’;,@’“#"(Xl(fiyr o @p Xy F) ot C’;’ex(Xltf% o @p Xy F)
la classe de tous les opérateurs p—convexes de X;®, - - ®,X,, dans F voir [9].

Pour chaque suite finie (27)77, C X;; 1 < j < m, nous avons

T1,.-sMm 1 niy.-sMm 1
1S [T o))l =11 S [Troom(al, a)P)e ||
ilv---aimzl 11,. Zm:1
nl?"'vnn‘b

=102 | Tulom(ad, . zm))P)e |

21,..,tm=1

N1y 1 1
<M (Y Nom(a],...z)F)r
11 5eeestm=1



3.2. Opérateurs multilinéaires p—convex

N yeeey i, L 1
<M (X la P x|zl |P)

i1eim=1

ni 1 na 1 Nm 1
=M (le|%||” X Zl||93i2||” XX ZleZZHp)P

1= 9= tm=

m n . 1
=M [Tl ]P)?.
j=1 i=1

Puis par la Définition 3.2.1 T € Cgew’m““(Xl, ey Xy F).

2) Il est clair que D" (X, ..., Xinj co) C L(X7, ..., Xins o).

Maintenant, prenons 7' € L( X7, ..., X;n; o), puis T = Ty, o 0y, tel que

u € L(X1@y -+ - ®xXom; o) nous avons par la Proposition 3.1.3 u € DIt (X1 @ - - -
®xXm; co), par la proposition ci-dessus T’ € DI (X1, ..., Xons €o), dans ce cas

['(Xh ,Xm, Co) C D;n+(X1’ ,Xm, Co).

Alors D" (X1, ..., Xins co) = L(X1, ..., Xinj o). ™
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