Notations

Q) : ouvert de R ;point générique x = {z1, xs, ..., x, } , on note par

Q =l’adhérence de €,
I' =la frontiére de 'ouvert 2 supposée réguliére,

LP(§2) =espace des fonctions de puissance p-iéme sommable sur € pour la mesure de
1

Lebesgue dx = dzy...dx; || f||;, = (/ |f(2) dx) ’ :
L>(§2) =l’espace des (classes) fonctior?s essentiellement bornées; || f||., = supessf(z).
D(Q) = lespace des fonctions indéfiniment différentiables avec support comﬁ:t contenu
dans (2,
D'(2) =le dual de D(Q2) : I'espace des distributions sur €2,

Ck(Q2) =l’espace des fonctions réelles continfiment différentiables sur €,

D(©) = C=(Q),

H™(Q) = l'espace de Sobolev d’ordre m (défini ici pour m € N; par convention
d’écriture H°(Q) = L*(Q).)

H{"(Q2) =l'adhérence de D(2) dans H™(Q).

Si X est un espace de Hilbert, on utilise les notations suivantes :
(.,.) le produit scalaire de X,
||| la norme de X,

D* la dérivée d’ordre o au sens des distributions;
8a1+.“+an
Da

- ozr{t...0xon’

x, — x la convergence forte de la suite z,, vers ’élément x dans X,

a=(ag,..,an), o =a1 + ... + a,.

x, —* x la convergence faible de la suite x,, vers I’élément = dans X.

p.p. presque partout.

Si de plus[0; T'] est un intervalle de temps, 1 < p < oo , on note par :
Q = Ox]0; T le domaine cylindrique; ¥ =I" x |0, 7| son frontiére latérale.

Q = Q;x]0; T'[ le domaine non-cylindrique ; 3= %E)JT]FS son frontiére latérale.
se|0,



C(0,T; X) = lespace des fonctions continues sur [0; 7] & valeurs dans X.

D(0,T; X) =lespace des fonctions C* de |0; T[— X et a support compact dans |0; T ,
D'(0,T; X) =l'espace des distributions ,

LP(0,T; X) =l’espace de Lebesgue,

W1P(0,T; X) =I’espace de Sobolev.
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Introduction

La plupart des phénoménes mécaniques, physiques, biologiques, ou économiques sont mo-
deélisés a l'aide d’équations aux dérivées partielles (EDP), linéaires, ou non linéaires, d’ou
I'intérét d’étudier 'existence de solutions des EDP, et de leurs propriétés. Dans ce mémoire
on s’intéresse & un probleme d’évolution, i.e. 'opérateur différentielle dépend du temps ¢.

Plus précisément, on démontre I'existence des solutions faibles du probléme hyperbolique

0%u A Q
2 u=f, dans ; x]0,T[, t>0.

avec des condition au bords de type de Dirichlet, et des conditions initiales. Le domaine €2, est
non-cylindrique, i.e. varie avec le temps, ce qui rend le probléme plus difficile & résoudre. Pour
cela Lions [5] utilise la méthode de pénalisation, détaillée ici, pour approcher le probléme
par un probléme posé dans un domaine cylindrique, est qui peut étre résolue par la méthode
de Faedo-Galerkein, et des estimations a priori.

Ce travail se compose de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques éléments d’analyse fonctionnelle nécessaire,
pour aborder les chapitre suivants. Dans le deuxiéme chapitre, on démontre ’existence et
I'unicité du probléme hyperbolique, dans un domaine cylindrique, avec un terme d’amortis-
sement linéaire qui sera utile pour la suite. Le dernier chapitre est I'essentiel du travail ou
on démontre 'existence des solutions du probleme non-cylindrique par la méthode de Lions.

Finalement on termine par une conclusion, et quelques références sur le sujet.



Chapitre 1

Rappele d’analyse fonctionnelle

Dans ce chapitre on présente quelques espaces fonctionnels, leurs structures et quelques
propriétés fondamentales, liée au probléme étudié. Pour une introduction plus compléte sur
les topologie faible, et faible *, et les démonstrations des résultats, voir Brezis [1] ou Dautray

et Lions [2].

1.1 Espaces fonctionnelles

1.1.1 L’espace L?

Soit 2 un ouvert de R",1 <p < o0,

Définition 1.1 On note LP(2) ’espace de Banach, des fonctions f, définie sur Q a valeurs
dans, R et mesurables au sens de Lebesgue sur §2, telles que
LP(Q)) = {f :Q — R: f est mesurable : / |f(2)]P dx < —i—oo} :
Q
L*®(Q) = {f:Q — R;f mesurable, et 3 C >0, |f(z)| <C p.p. sur Q}

On munit 'espace LP(§2) par la norme

1l = (/ S |pczx) 1 <p<oo

I/l = supessf(z).

€N

Remarque 1.2 L’espace L? () est un espace Hilbert avec le produit scalaire

(u,v) = /Qu(:c)v(:c)d:c



Théoréme 1.3 Soit (f,) une suite de LP(R2), et f € LP(Q), telles que

1fn = fll o) = 05

alors il existe une sous suite extraire (fur) telle que :

fae(x) — f(x) p.p. sur Q.

Lemme 1.4 (Inégalité de Young) :Soient p et q deux réels vérifiant 1—1) + % =1, alors
1 1 9
ab < —a” + =b?, V(a,b) € RZ.
p q

Lemme 1.5 (Inégalité de Holder) :Soient f € LP, g € L9 avec % + % =1, alors le produit
f.g et dans L* et

gl < 1Al e gl o -

Dans le cas particulier o p = q = 2, on obtient égalité de Cauchy-Schwartz

gl < 1F1 2 Mlgll o -

1.1.2 L’espace de distribution

Soit 2 un ouvert de R" de point générique = = (1,3 ..., x,) (avec n > 3)

Définition 1.6 (L’espace des fonctions test) :On note D(Q) l’espace des fonctions in-

finiment différentiables sur §2, et a supports compacts dans €.

L’espace D(12) est dense LP(£2). Son dual topologique est appelé 1’espace des distribution,
noté D' (Q). Autrement dit : 7' € D'(Q) si et seulement si : pour toute suite (p,,) convergente

vers ¢ dans D(2) on a :
(T, p,,) — (T,p) lorsque m — oo,

Définition 1.7 (Convergence dans D' (Q2)) : Soit T, une suite de distribution sur €Y, on
dit que
lim T,, = T dans D'(9).

S
lim (T,,, ) = (T, ), Vo € D'(Q).

m—00



Exemple 1.8 Si f € L, .(2), alors f définit une forme linéaire Ty : D(2) — R par
/ F@)olz)dz, Yo € D(Q).

En effet, comme f € L}, .(Q) alors si on pose /f(x)dx = C < +o0, et supp(p) = K, on a :
Q

Ty(e) < / (@) |o()]| dz

< sup lo(a)]. /|f ) dr
< C( )- sup |p(x
Alors; Ty est une distribution.
Remarque 1.9 Comme LP C L} C L} ., 1 <p < oo, tout les fonctions de LP(Q) définit

une distribution.

Définition 1.10 (La dérivée au sens de distribution) : SoientT € D'(Q), a = (v, ..., o0,)

un multi-indice. On définit la dérivée au sens de distribution DT de T par :
(D°T, ) = (=1)*I(T, D*¢) , Y € D(Q)
Ainsi; une distribution sur Q) est indéfiniment dérivable au sens des distributions.

Proposition 1.11 Si T,, — T dans D'(Q), alors D*T,, — DT dans D' () pour tout

maulti-indice o.
Démonstration. T,,, — T dans D'(2) si :
(T, ) = (T, ) , Voo € D(Q),
En particulier, puisque D%p € D(1Q), alors

(DTon, ) = (=1)* (T, ) — (=1)*UT, D) = (1) (DT, ) dans D'(Q).



1.1.3 Les espaces de Sobolev

Définition 1.12 on appelle espace de Sobolev d’ordre m,m > 1, a support L*(Q) sur
[’espace :

H™Q) = {u e L*(Q),D € L*(Q),Va € N* ||a] <m},

Théoréme 1.13 H™ () est un espace de Hilbert, séparable.

On le munit de la norme

a, 112 1
ull gy = C 22 1D%ul|72q))7,

lo]<m
et du produit scalaire

(u, U)H’"L(Q) - Z (Dau, DaU)L2(Q),

la|<m
On désigne par H"(§2) Padhérence de D(Q2) dans H™(Q2) :

Hy'(Q) = D(Q) dans H™ (),

et par H~™(Q) le dual topologique de H™(f2).

Remarque 1.14 On a : H°(Q) = L?(Q), et pour toute my > ma, on a les inclusions strictes
H™(Q) Cc H™(Q) C L*(Q),

avec injection continue.

Théoréme 1.15 (Inégalité de Poincaré) :Si Q) est borné, il existe une constante C' =
C(Q2) > 0 telle que
ull 2 < C(Q) [Vull 2y, Vu € Hy (<), (1.1)
La semi-norme
||U||H1(Q) = ||VU||L2(Q),

est une norme sur Hy(Q) induite par |[ul] gy -

Remarque 1.16 L’inégalité (1.1) reste vraie dés que Q est d’épaisseur bornée dans une

direction.

Remarque 1.17 L’égalité de Poincaré est faux pour H'(Q)(par exemple si on prend Q un

domaine borné et la fonction u(x) = 1,Vz € Q). Ceci montre que Hy(Q) est un espace propre

de H'(Q).



Théoréme de trace

On suppose que €2 est un ouvert borné de R", de frontiére I" ( assez réguliére). On désigne

D(Q) la restriction des fonction de D(R™). On connu que D(R) est dense dans H'(), on

peut définit la trace de v,(u) d’une fonction de D(f2) par

D(Q) — CO(T)
Yo -
u—yp(u) =ul|T
Cette application se prolonge par continuité & une application linéaire continue notée v, :

HY(Q) — L*(I)
Yo -
w—yolu) =u|T

L’applicationy, est appelée application trace d'une fonction v de H'(2) sur I". Voir par

exemple Raviat et Thomas [6].

Théoréme 1.18 On suppose que §2 est un ouvert borné de R™, de frontiére I, C*par mor-

ceaux. Alors H () est le noyau de vy, lapplication trace sur T de H' dans L*(T) :
Hy(Q) = {v € H'(Q) [ vo(v) = 0}

Formule de Green

Rappelons quun ouvert borné Q de R”, de frontiére I', est dit de classe C*, si I" est une

variété de classe C* de dimension n — 1 .

Théoréme 1.19 (Formule de Green) :0n suppose que 2 est un ouvert borné de fron-
tiere frontiere T' par morceaux. Alors, siu et v sont des fonctions de H'(Q), on a la formule

de Green :

au(x)v(x)dm =— /Q u(x)av(m) dxr + /(9Q u(z)v(x)vdl, 1 <i<n,

e

ol v; désigne le 1™ cosinus directeur de la normale v a I' dirigée vers ’extérieur de ).

Pour la démonstration voire Raviart et Thomas [6]. Cette formule est un outil fondamen-
tale pour résoudre des EDP. Elle coincide, en dimension 1 avec la formule d’intégration par

partie. Comme conséquence de ce théoreme, on a :



Théoréme 1.20 Si pour toute fonction u de H?(Q), et toute fonction v € HY(Q), on a la

formule de Green :

Ju(x)

—/ Au(x)v(z)dr = / Vu(z)Vo(z)dx + v(z)dl.
Q Q o OV
ou
ou .
Vu = (%)gign est le vecteur de gradient de u.
et
% =Vu-v.

1.1.4 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles
Espaces L?(0,7; X)

Dans la théorie des équations d’évolution, il y a lieu de faire jouer en général des roles
distincts a la variable temporelle et la variable d’espace, et donc on rencontre en particulier

des espaces de fonction & valeurs vectorielles.

Définition 1.21 Soit X un espace de Banach, et T un réel strictement positif. Pour p > 1,
on note LP(0,T; X) l'ensemble des (classes des) fonctions Lebesgue mesurables, définies sur

10; T a valeurs dans X ; telles que t — || f(t)|[% est intégrable sur]0;T].

C’est un espace de Banach pour la norme

T , N
HfHLp(o,T;X):(/O |rf||X) < too

Si p = 00, on définit un espace de Banach L*°(0,7"; X') muni de la norme

1 lloo = Il oo o) = sup ess || fllx < +o0

Proposition 1.22 pour p € [1,400|,0on a les résultats suivants :
— Si X est un espace séparable, alors LP(0,T; X) est aussi séparable.
— Si X est un espace réflexif (respectivement de Hilbert ), alors LP(0,T;X) est aussi
réflexif ( respectivement de Hilbert ).
- 51 X, Y désignent deux espace de Banach, X C Y, avec injection continue, alors il

existe une injection continue de LP(0,T; X) dans LP(0,T; X).



Remarque 1.23 Soient X espace de Hilbert, p = 2, alors L*(0,T;X) est un espace de

Hilbert pour la produit scalaire

@uwpmmxyzé (u(t), o(t)) xt.

Notons en outre si u(t) est une fonction de L*(0,T; X) et si v un élément de X, la fonction

t — (u(t),v)y appartient L*(0,T).

Définition 1.24 (Dualité) :soient p,p’ telle que %—I— L =1,pe[l,+o00[, alors le dual de

p
LP(0,T; X) s’indentifie a LP (0,T; X).

Théoréme 1.25 (Bochner) :une fonction f : [0,T] — X mesurable et intégrable si est

seulement si
t— RT

t—[f(®llx

est intégrable sur [0,T] dans ce cas :

‘ /0 ' F(t)dt

(u,/OT f(t)dt)X = /OT(u,f(t))xdt, Vu € X

Lemme 1.26 (Gronwall) :Soit 1, G deuz fonctions continues sur lintervalle [0, T), avec G

Xééﬂﬂmuﬁ

et

est une fonction croissante et v > 0.51

T
V() G+ [ v(s)ds, Ve 0.
0
Alors
P(t) < G(t)e, vt € [0,T].
Distributions a valeurs vectorielles

Soit X et Y deux espaces de Banach, on note £(X,Y") I'espace des application linéaire

continues de X — Y .

Définition 1.27 On appelle l’espace des distributions sur]0, T[ a valeurs dans X, et on note
D'(0,T; X), lespace
D'(0,T; X) = L£(D(]0,T)), X),



On note pour f € D'(]0,T[; X), et ¢ € D(]0,T7),

flo) = (f#),

L’application ¢ — < f,¢ > est continue de D(]0,7[) dans X ,muni de la topologie de la

convergence uniforme sur les ensembles bornés de D |0, 77[.

Lemme 1.28 i f € L] (]0,T[; X), alors l’application

T
f— [ fedt, v € DGO.T.
0
est une distribution sur]0,T] & valeur dans X.

Définition 1.29 Soit f € D'(0;T; X) et m un entier positif. La dérivée de f d’ordre m est

donnée par la formule

amf d™p

< dtm,go> (—1) <f’dt_m > Vo € D(]0,T]),

Ainsi une distribution sur |0, 7.

Espaces W'?(0,T; X)

Définition 1.30 Soit 1 < p < oo, X un espace de Banach et T’ un réel strictement positif.
On définit l’espace

W0, T; X) = {u € L7(0,T; X), % € L(0,T; X)}

que I'on munit de la norme suivante :

1
ou || ?
lulwsors = Nz + |5 ,
LP(0,T;X)
HUHWOW(O,T;X) = Oiltlf Hu()HX+ SUP 875

Remarque 1.31 pour p € [1,+o00[ l’espace WP(0,T; X) est de Banach.
Sip=2, alors W42(0,T; X) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(w, v)wrzrx) = /0 {(u(®), 0(t)) x + (W'(8), 0" (1)) x } di

Lemme 1.32 Si f € LP(0,T;X),% € L?(0,T; X) (1 <p < o0),alors f est aprés modifica-

> Ot

tion éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0,T), continue de [0,T] — X.



1.2 Topologies faibles et espaces réflexifs

1.2.1 Topologie faibles

Soit E/ un espace de Banach, E’son dual,

Définition 1.33 On appelle topologie faible sur E, et que l’on note o(FE, E"), la topologie
la moins fine sur E (i.e.le minimum d’ouverts) , qui rende continues toutes les applications
linéaire f € E'.
soit (x,) une suite de F, on note
Tp — T

la convergence faible de z,, vers x pour la topologie faible de E.

Définition 1.34 Soit vy € E, on obtient une base de voisinages de xy pour la topologie

faible de E en considérant tous les ensembles de la forme
V={zeE;{fi,r—xy) <e, Viel},
ou I est fini, f; € E', et e > 0.

Proposition 1.35 Soit(z,) une suite de E. On a
-z, —~x pour o(E,E") & (f,x,) — (f,x),Vf € FE.
- x, — x fortement, alors x,, — x .
— Six, — x pour o(E,E"); alors ||z, est bornée et |||z, || < liminf ||z,]|.

—- Six, = x pour o(E,E") et si f, — [ dans E' fortement, alors :

(frs n) — (f, 2)

1.2.2 Topologie faible*

Soit F un espace de Banach, E’son dual, muni de la norme dual :

Hf“E’: sup ‘(f,$>|,

zel ||z]|<1

et soit E” son bidual muni de la norme

ICllgr = sup [C(A)],

fEE|Ifllpr <1

10



On a une injection canonique J : ' — E" définie comme suit : soit x € F fixé, 1’application
f — (f,x) de E' dans R constitue une forme linéaire continue sur E’ i.e. un élément de

E'"noté Jz. On a donc
(Jo, flpn g = [, ¥)p g, VT € E, Vf € E.

Il est clair que J est linéaire et que J i.e. est une isométrie ||Jz|| 5, = ||z||; pour tout = € E;

en effet

1Tl g = sup [(Ja, )| = sup |(f, ) = ||zl .
! 1111

On a donc J(E) C E” Cela va nous permettre de définir une nouvelle topologie sur E’ :

Définition 1.36 on note la topologié faible* o(E', E), la topologie la moins fine sur E' rende

continues les formes linéaires f — f(x).

Proposition 1.37 On obtient une base de voisinages d’un point fo € E' pour la topologie

o(E',E) en considérant tous les ensembles de la forme
V=A{feE(f - for)<eViel},
ou I est fini, z; € E ete >0

soit (f,) une suite de E’,on note
Jo =" f

la convergence faible* de f, vers f pour la topologie de E’.

Proposition 1.38 Soit (f,) une suite de E'. On a
o= (fn) = (fo2) Vo € B
— fu — [ fortement, alors f, — f pour o(E', E").
~ Si f, — f pour o(E', E"), alors f, —=* f pour o(FE', F).
— Si fr, =* f pour o(E', E) alors || f,| est bornée et || f.| < Uminf || f,||.

- Si f, = [ pour o(E', E) et si x, — x fortement dans E alors :

{frr on) = (f, ).

11



1.2.3 Espaces réflexifs, Espaces séparables

Définition 1.39 Soit E un espace de Banach et soit J l'injection canonique de E dans E".
On dit que E est réflexif si
J(E)=FE".

Le théoréme suivant est la version en dimension infini du théoréme de Bolzano-Weistrass.

Théoréme 1.40 Soit E un espace de Banach réflexif ; alors toute suite bornée dans £ admet

au moins une sous-suite faiblement convergente.

Proposition 1.41 Soient E un espace réflexif, {x,} est une suite dans E telle que
— ||zn]] < C < 400, ¥n € N, C' constante,
— {x,} admet un point d’accumulation x unique pour la topologie faible.

Alors toute la suite {x,}converge vers x faiblement dans E.

Définition 1.42 On dit qu’un espace métrique est séparable s‘il existe un sous-ensemble

D C E dénombrable et dense dans E.

Théoréme 1.43 Soit E un espace de Banach séparable. Alors toute suite bornée (f,) dans

E' admet au moins une sous-suite (fnx) tels que

De plus on a un résultat analogue au proposition précedente.

12



Chapitre 2

Probléme hyperbolique dans un

domaine cylindrique

Dans ce chapitre, on va étudier le théoréme d’existence et d’unicité des solutions faibles du
probléme hyperbolique linéaire dans un domaine cylindrique avec un terme d’amotissement,

les technique utilisées se base sur la méthode de Faedo-Galerkin.

2.1 Notation et position de probléme
Soit 2 un ouvert bornée de R™ de frontiére I' réguliére, on pose
Q=0Qx]0,T7.
On considére () comme un domaine cylindrique de R™ x |0, T avec frontiére latérale %
=T x]0,T7.

Considérons le probléme suivant : étant donné des fonctions ug, u; : 2 — Ret f: Q — R,

trouve une fonction u : (z,t) = @ — R solution de I’équation des ondes

0? 0
6—;; — Au+ a(x,t)a—?; = f dans @, (2.1)
et vérifiant la condition au limite
u =0 sur X. (2.2)
et la condition initial
0
u(z,0) = uo, a—ltb(x, 0) = uy. (2.3)



Dans (2.1), A = Zaa—; désigne le laplacien par rapport aux seules variable d’espace,
=170
a(x,t) une fonction réelle de ) dans R*. Pour résoudre le probléme(2.1) — (2.3) en consideére

u(x,t) comme une fonction définie sur |0, 7| & valeurs dans un espace V. on pose

V =Hi(Q), H=L*Q), V* = H Q).

VcHcCV®

On note encore ||-||;, [||lyet ||-||, les normes dans V, H et V* respectivement, on munit A
par le produit scalaire (, ) et (, ) désigner le produit de dualité entre V', V*.
Pour simplifier, on note
Pu , Ou

=Uu — =Uu

o2 T ot

On est maintenant en mesure, de formuler de fagon précise le probléme (2.1) — (2.3).
Théoréme 2.1 Soient ug,uy, f avec

f € L*0,T;H), (2.4)

Uy € V, u; € H, (25)
Alors, il existe une fonction u et une seule satisfaisant & (2.1) — (2.3) et a

u € L®0,T;V), (2.6)

W € L®(0,T;H), (2.7)

Remarque 2.2 La condition (2.3) a un sens. En effet, de (2.6) (2.7) et comme V. C H on
a

u(t) € L0, T;H) et u'(t) € L=(0,T; H),

il résulte en particulier grace au lemme 1.32 que u continue de [0,T] — L*(2) de sorte que
u(0) = up a un sens.

Pour vérifier que u'(0) = uy a un sens, on doit utiliser I’équation (2.1), qui s’écrit sous la
forme suivante :

u' = Au—a(z, t)u' + f, (2.8)
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comine

Au € LIHNQ), H (),

on a

Au € L®(0,T; H(Q)),
de sorte que (2.8) entraine :
u” € L*(0,T; L*(2)) + L>(0,T; H (%)),

d’ot, en particulier

u” € L*(0,T; H ().

ce qui, joint a (2.7), grice au lemme 1.32, que u' est continue de [0,T] — H~Y(Q), ce qui

gustifier que v’ (0) = uy a un sens.
Remarque 2.3 On montre que si u est satisfait (2.1)—(2.3), alors
uwe C([0,T],V) etu € C([0,T], H),

alors, il est raisonnable de supposer que u(0) = ug , u'(0) = uy. voir Lions et Magenese [4]

2.2 Formulation variationnelle

Sous les hypotheses du théoréme, multipliant 1’équation (2.1) par une fonction v € Hj ()

et intégrant sur €2, on trouve
(u"(t),v) + /Au(t)vdx+/a(t)u’vd$ = /f(t)vd:n.
Q Q Q
Grace a la formule de Green, il vient que
(u"(t),v) + (Vu(t), Vo) + (a(t)d'(t),v) = (f(t),v), Yv € Hy(Q).
on peut alors poser le probléme de facon suivant :

Trouver u € H}(Q),
(PV) 8 ("(t),v) + (Vu(t), Vo) + (a(t)'(t),v) = (f(t),v), Yo € H}(Q),
u(0) = ug, u'(0) = uy.
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Remarque 2.4 [’équation du probléme (P.V') a un sens de distribution dans D'(0,T). En

remarquant que
d2
(" v) = e (u(t),v) dans D'(0,T), Yv € V.

En effet, Vo € D(0,T) on a
T T
/ (", v) pdt = / (u,v) @"dt.
0 0

puisque u € V*, alors (u,v) = (u,v) et d’aprés le théoréme de Bochner on trouve que

T T
/ (" v) pdt = </ u"pdt, v>
0 0

= [ w0
= | .0 e
On déduit que
(u" v) = % (u(t),v) dans D'(0,T).

D’autre part, u est une fonction de L*°(0,T;V), les fonctions
t — (u(t),v) ett— (Vu(t), Vo)

appartiennent o lespace L*(0,T) pour tout v € V. De méme, la fonction f est une fonction

de L>°(0,T; H), la fonction t — (f(t),v) est dans L*(0,T), Yv € V, et puisque
L*(0,T) c D'(0,T),

alors ’équation de (P.V') est dans D'(0,T), et elle s’écrit sous la forme

5_:2 (u(t), v) + (Vu(t), Vo) + (a(z, 1) (t),v) = (f(t),v), dans D'(0,T), Yo € Hy(Q).
2.3 Démonstration d’existence et d’unicité

2.3.1 Existence de la solution

La méthode utilisée s’appelle la méthode Faedo-Galerkin, elle se décompose par les étapes

suivants :
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Etape 1 : Probléme approché

Comme l'espace V = H; () étant séparable, alors il existe une suite des fonction régulier
{wg}re, qui constitue :
une base orthogonale dans V,
une base orthonorme dans H.
En particulier, on peut étre écrire
o oo
Ug = Y QpWg, up = Y, Byws,
k=1 k=1
o ap = (a,wy), Br = (B, wy) telle que ces sériés converge dans H.Maintenant soit V;, un
sous espace
clairement

Voo C Vingr et JVi = V.

On fixé m, et soit

NIE

U () = Do) we, uom = ki_lak(t)wk, Uiy = éﬂk(t)wk,

k=1

On construire la suite approchée de Galerkein u,,, pour résoudre le probléme approximatif

suivant :

.
Déterminer u,, telle que,Vs =1, ....m

(P (U (8); ws) + (Vun (1), Vws) + (a(t)uy, (t), ws) = (f(1),ws), 0 <t < T,
" Um (0) = uom — ug dans V, lorsque m — oo

\ u,.(0) = uy, — ug dans H lorsque m — 0.

Etape 2 : Solution du probléme approché

Lemme 2.5 Vm > 1, il existe une solution unique du probléme (P,,), satisfait
U € H*(0,T; V).

Démonstration. wq, ws, ..., w,, sont orthonorme dans H on a

(ul (1), w,) = g;ilr;;a)wk, w,) = 1(t),
et
(a(tyul, (), ws) = (a(t) lﬁlrz(t)wk,w = a(t)r (1)
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D’autre part, puisque wy, wo, ..., w,, est orthogonale dans V' alors
(S re(t) Vg, , V) = (Vag, , V) ri(t) = || Vs || rs(t).
k=1
On pose
Fi(t) = (f(t),ws), F(t) = (Fi(t),..., Fiu(t)),

et
Ro(t) = (ri(t), ...,rm(t)), Com = (a1, ooy n)y, G = (Byy s Br),

on considéré la matrice diagonale d’ordre m
. 2 2 2
W = diag {[[will5. llwally, . [lwall3} -

Le probléme (P,,) est équivalent au systéme de m équations ordinaires linéaires, avec des

coefficients constants suivante :

Ron(t) = ~W R (t) — a(t)Run(t) + Fin(t),
Ron(0) = Cry R (0) = Gi.

(2.9)

Puisque F,(t) € L*(0,T),Vs = 1,...,m, et comme la famille wy, ..., w,, sont linéairement indé-
pendant alors le systéme (2.9) admettre une solution unique réguliers R,,(t) € H?(0,T;R™),

de
U (1) = érk(t)wk,

on conclut que u,,(t) € H*(0,T;V). =m

Etape 3 :Estimation a priori

Estimation de u,,,u), : Puisque u,,(t) € H*(0,7;V), on peut prend v = u,(t) comme

une fonction test dans le probleme (F,,), on obtient
(g (8), 113, (1)) + (Vi (£), Vg, (£)) + (a(t)uy,, (1), 10, (1)) = (f, 0, (2)), VE€[0,T],  (2.10)
en remarque que (2.10) donne

(ul (t), by (1) = 34 [l (213,
(Vi (t), Vi, (1) = 14 |V, (8)]3, (2.11)

(alty (1), (1) = [[/alBrs, (1)
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Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, et Young, on a

|(F@), um D] < LF @l 1 (D], (2.12)

1 2 1 / 2
< SIF@IL+ 5 lum@ll;-

En remplace(2.11)et(2.12) dans (2.10) il vient que

& Lt 01 + 012} + 2 |[atidt )] < 100 + 0

et par intégration sur [0, ¢], on trouve

N

2
et ()15 + e (817 + 2

2d
t
(0
2 2 2 t 2
< otam 2+ feomll? + / 1 ()2 ds + / el ()12 ds
2 2 K 2 ¢ 2
< eaall? + fluo2 + / LF()I2ds + / It ()2 ds,
0 0
puisque
2 2 2 2
luom |7 < [Juoll] et [[uimlly < [ludllz

en utilise le lemme de Gronwall 1.26, on déduit que
i 01+ an @ +2 [ |[Vataii o) e < e { il + ol + [ 17 as}
d’apres (2.4)(2.5), il existe des constantes positives C, Cy, C3 telle que
[uolly < Gy ], < G, /Ot 1£(s)ll5ds < Cs,

on déduire que

2
(D112 + (8 |!1+2/ |Vamu, | a<c viep. @)

maintenant, on va voir l'estimation de u.,

Estimation de u], Soit v € V, on peut écrire v comme
V=W + 2,

avec w € Vp, = (w1, ..., wy,) et z € V-, on a les suites {wy},—, sont orthogonaux dans V,

alors

(v,w) = (w+z,w)

= (w,w) + (z,w) = [lw]
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donc

2
(v, w) = [Jw]y .
D’autre part, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
2
(v, w) = [lwlly < [[olly [wlly,

d’ou, en particulier que

[wlly < oll; -
Alors, si on prend w comme une fonction test dans le probléme(F,,), on a
(i (1), v) = = (Vun(t), w) — (a(t)uy, (1), w) + (f(t),w),
en utilise I'inégalité de Cauchy-Swartz, on trouve

(Ve (), w)] < Jumlly lwlly
|(a(t)u, (1), w)| < [la(t)uy, ()]l 1wl ,
|(F(@), w)] < (I F@)g [l

si on pend la valeur absolue d’équation(2.15) et l'estimation de (2.16),on obtient :

| (n (8), 0)] < {llum @)1y + Nla()u, ()l + 1 Ol wlly

d’aprés (2.14), on a

| (e (8), 0)] < {llum (D)1 + ey, ()1, + [ O3 0]l

par la définition de la norme dans V*, il vient que

lwm ()] < Mm@y + lla()wr, @)l + (1Bl

si on carré les deux cotés par et intégration sur (0,7') de (2.17), on a

T T T T
2 2 / 2
éuwmmwscﬁHwﬁmﬁ+4rmw%@Mﬁ+Auﬂwﬂu

et d’apreés (2.13),on trouve

T
| hentoia < covee .11,
0
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De (2.13), (2.18), on conclut que

e

Uy, est bornée dans L>(0,7;V),

u,,est bornée dans L>(0,7; H),

Va(t)u! est bornée dans L>®(0,T; H),
| unest bornée dans L*(0,T; V).

(2.19)

De (2.19) on a la solution u,, de probléme (P,,) bornée de L>°(0,T; V') et donc de L*(0,T; V' );
v/ bornée de L>(0,T; H) et donc de L*(0,T; H), et par conséquent on a les les estimations

suivants : )

U, est bornée dans L2(0,T;V),

u! est bornée dans L*(0,T; H),

Va(t)u!,est bornée dans L2(0,T; H),
| upest bornée dans L*(0,T; V™),

(2.20)

Etape 4 : Passage a la limite On déduit (2.20) qu’on peut extraire une sous suite u,,u;,

" !/ " s
et u,de um, uy, et uy, respectivement et tels que

u, — u'dans L*(0,T; V)faible,
u), — u'dans L2(0 T; H)faible,

va(t)u, — /a(t)u'dans L*(0,T; H)faible,

u, — u" dans LQ(O,T; H)faible.

si m = p,on déduit que

T

/T(Vum(t),Vv(t))dt — (Vu(t), Vo(t))dt, Yv € L*(0,T;V),

N

(W (t), v(t))dt, Yo € L2(0,T; H1),

T

(a(t)u/(t),v(t))dt, Yv € L*(0,T; H),

/O(u:n(t),v(t))dt —
[ttt o, eena
JRCECROI

m

S— — S— S—

T
(u!! —>/ u , Yo € L*(0,T;V*).
on utilise cette propriété pour passer a la limite lorsque m — oo

Etape 5 : Vérification que u(t) une solution (2.1) — (2.3) On considére

UN(t) = k%l bk(t)wk,



Pour m > N,alors vy € L?(0,T;V,,).Multipliant 1’équation du probléme (P,,) par by(t), on
trouve

(e (), o (1) + (Vum (1), Von (1) + (a(t)uy, (t), vn (1)) = (f(t), vn).
Par intégration sur (0,77), on a

/ (U6, o (8)) + (T (8), Vo (6)) + (@l (1), o (1))t = / (ot (2:21)
Par passage a la limite lorsque m — oo, on obtient
/ ), o (0) + (Tu(t), Tow (1)) + (@l (1), on ()t = / (70 o
On a vy — v fort dans V, alors si N — 0o, on a
/OT (W' (t),v(t)) + (Vu(t), Vo(t)) + (a(t)u'(t),v(t))dt = /OT(f(t),v(t))dt, (2.22)
Alors
(W(£),0(0)) + (Tu(t), Vo(t)) + (a(t) (1), v(1)) = (£(2).v(t)). p.p. dams L(0,T).

donc u statisfait I’équation du probléme (2.1) — (2.3). il reste montrer que u est vérifier les
condition initial, pour cela, on considére la fonction v € C?(0,T; V) avec v(T) = v'(T) = 0.

L’intégration par partie de (2.22),donne

/0 (u(t),v"(t)) +(Vu(t), Vo(t)) + (a(t)u'(t), v(t))dt
= /O (f(),v(t))dt + (4'(0),0'(0)) — (u(0),v(0)). (2.23)

D’autre part, si on intégrant par partie I’équation(2.21), et lorsque m — oo et N — oo, on

déduit

/o (u(t),v"(t)) + (Vu(t), Vo(t)) + (a(t)u'(t), v(t))dt

= /0 (f(8), v(t))dt + (u1,v"(0)) = (uo, v(0)), (2.24)
en comparant avec (2.23) et (2.24),on trouve

(w'(0),(0)) = (u(0),v(0)) = (u1,'(0)) — (uo, v(0)).

Alors, pour toute v € C?(0,T;V), avec v(T) = v'(T) = 0,le caractére arbitraire de v/(0) et
de v/(t) donne
u'(0) = uy, u(0) = u.

d’ou l'existence de la solution.
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2.3.2 Unicité de la solution

Pour prouver I'unicité, on suppose que le probléeme admet deux solutions uq, uy. Posons

W = Uy — Uz, ON A

uf — Auy + a(t)ull = f,

uy — Dug +a(t)uy = f,
faisons la différence des deux systéme, on obtient

w" — Aw + a(t)w’ =0,

. (2.25)
w(z,0) =0, w'(x,0)=0.
Remarquons que 1’équation de (2.25) donne
(W" vy + (Vw, Vo) + (a(t)w',v) =0,Yv € V (2.26)

.comme w'(t) n’appartient pas a V', on ne peut pas remplacer v par w’(t) dans (2.26), puisque

la premiére terme n’est pas loisible. Donc, il faut introduire une nouveau fonction auxiliaire :

—/ w(d)dd sit < s,
Y(t) = t
Osit>s.
Clairement
P(t) € Vet Y'(t) = w(t), Vt €10,T].
On pose

wy(t) = /Otw(a)da de sorte que ¥(t) = wy(t) — wy(s), sit < s.

Si on prend (t) comme une fonction test dans (2.26), et apres l'intégration sur [0,7], on

obtient
/08 <w”,¢(t))dt+/OS(Vw,V¢(t))dt+/Os(a(x,t)w’,mt))dt:0, (2.27)

on remarque que
| v = [wo.voi= [wowou=—3 [ 4ol
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d’autre part, on a
S S 1 S d
| 0. vow = [ o voma = [ LI,

et

[ awevna = - [

A A

d’apres (2.27), on a

S d S
| G el = ol pae+2 |

on déduit alors

[w(s)lly + [l ()]l +2 (s) =0,¥s € [0, 7]

d’ou 'unicité de la solution.



Chapitre 3

Probléme hyperbolique dans un

domaine non-cylindrique

Dans ce chapitre, on considére un probléme hyperbolique linéaire dans un domaine non-
cylindrique. Pour démontrer I'existence, on utilisé la méthode de pénalisation due & Lions
[5] qui consiste a remplacer le probléme par un probléme pénalisée. L’existence est obtenu

par passage a la limite ¢ — 0.

3.1 Notation et position de probléme

Soit @ un domaine non-cylindrique de R” x ]0,T[, avec frontiére 3, et O ouvert bornée

de R} avec frontiere I, telle que

Q C Ox|0;T.

Notation et hypothéses

Pour préciser bien le domaine (,on utilise les notations suivant :
QN{t=s}=Q, pour s >0,
y=0QNn{t=s}, 0<s<T, oudQla frontiere de @,

= U T, de sorte que 0Q = QU U Q.
s€[0,7T]

Les hypotheses sur () sont :
(2, est monotone croissante avec ¢, c’est a dire, si ()} = projection de ),

(3.1)
sur I’hyperplan ¢t = 0, alors Qf C Qy, sit <t/;
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et
Vt €10,T[,$; a une propriété de régularité suivante :

siu € H(O),u=0 p.p. dans O — Q;, alors (3.2)
la restriction de u & €, appartient a H}(€2,).

En plus des espaces du chapitre 1, on besoin aussi les espaces L4(0,T"; LP(€);)).

Définition 3.1 On définit l’espace L1(0,T; LP(2)), ou 1 < ¢ < oo comme un espace de
classe des fonctions w € L1(0,T; LP(O)) tels que w(x,0) =0 p.p. dans O — Qy et p.p. dans
(0,7).

Ces espaces sont menus des normes

v »
oliaraay = | 1ol ]

W] 00 (0.7 = supess ||w .
Jwllg (0,7;LP (%)) 03<T | ||LP(Qt)

On adapte les méme définition pour L4(0,T; H(€)) et L1(0,T; L*(£;)) pour 1 < g < co.

Le probléme

On chercher v dans @ la solution de probléme hyperbolique suivant :

0%u
w—AU:f, QtX]O,T[
(P):4 u=0 sur f],
ou

u(z,0) = ug(x), —(2,0) =uy(z) , = € Q.

ot

On le théoréme d’existence suivant

Théoréme 3.2 On suppose que (3.1),(3.2) on lieu, on donne f,ug,ujavec

f e L*Q) (3.3)
uy € Hi(Q) (3.4)
up € L*(Q) (3.5)

il existe une fonction u la solution de (P) vérifiant

w € L®0,T;Hy(Q)), (3.6)
u' € L™(0,T; L*(), (3.7)
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Remarque 3.3 La conditionuw = 0 sur > contenue dans l'appartenance a L=(0,T; Hy(Q)).

Remarque 3.4 De (3.6) (3.7) et le lemme 1.32, il résulte en particulier que
u(t) € C([0,T]; L* (),

de sorte que u(0) = ug a un sens.
Pour vérifier que u'(0) = uy a un sens, d’aprés l’équation de (P) et puisque €y étant

L croissante avec t >, on trouve que
u"(t) = L0, T; H 1 (Q)),

on a u'(t) € L>([0,T); L*(Q)) et u"(t) € L=([0,T]; H Y(Q0)), en particulier d’aprés le
lemme 1.52 que

u'(t) € C([0,T]; H(Q)),

de sorte que ' (0) = u; a un sens.

3.2 Pénalisation

On utilise la méthode de pénalisation qui transforme le probléme précédent a un probléme

posé dans un domaine cylindrique. Pour cela on considére que

U, U1 la prolongement de ug, u; a O par 0 hors de €2,

f la prolongement de f a O x 10, T par 0 hors de Q.

On considére aussi la fonction a(z,t) € L>°(O x ]0,T[) définie par

1 dans O x 0,7 — Q,
0 dans @,

a(x,t) =

voir la figure suivante.
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' 0= Q% (0,1 =0

2.pdf

Fi1G. 3.1 — Les domaines O et

Alors, dans le cylindre O x |0, T'[, on considére le probléme pénalisé suivant :

u! — Au. + taul = f, (€ >0), sur O x]0,T],
u: =0 sur I' x 10,77, (3.8)

us(x,0) = to(x),ul(x,0) = ty(x). €O

On a le théoréme d’existence et d’unicité pour ¢ > 0
Théoréme 3.5 Pour ¢ > 0, il existe une seule fonction u., définies sur Ox |0, T telle que
ue € L*(0,T; Hy(0)),u. € L=(0,T; L*(0)),

u” € L0, T; H*(0)),
1 .

ul — Au. + —au. = f,
£

et

Démonstration. Si on remplagons la fonction a(z,t) dans le chapitre deux par la(z,t),
on trouve d’apres la démonstration de 'existence du théoreme 2.2 que le probléme admet

un solution Ve > 0. m

3.3 Passage a limite

Si on multipliant I’équation de (3.8) par u.(t) et on intégrant sur O, il vient que la
premier intégrale n’est pas loisible car u.(t) n’appartient pas a Hg(O) donc dans ce cas,

grace a 'égalité d’énergie (Voire Lions et Magenese [1]) on a

e (Ol + lue(®IF = lually + lluoll} + 2/0 (f(0),u'(a))do, (3.9)
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d’apres 1" inégalités de Cauchy-Schwartz et Young on conclut

[ v@eonio <} [Cisotas s [ o i,

donc (3.9) équivaut a

T T
H%®M+ﬂ%@ﬁ§Hmﬁ+WMﬁ+A|V®WW0+A lu (o) do.

On a applique le lemme de Gronwall on trouve

T
MWN%W%UMSC{MN%W%ﬁ+AHﬂﬂww},

ou C' est une constante positive indépendante de m et €.

D’apres (3.10), on a les estimations suivantes :

u. bornée de L?(0,T; Hj (O))
u’ bornée de L*(0,T; L*(0)),

d’aprés (3.11), on peut extraire une sous suite telle que

u. — w dans L?(0,T; H}(O))faible,
u!. — w' dans L*(0,T; L*(O)) faible,

d’apres I’équation (2.13) de chapitre 2, on a l'estimation suivante

IO+ e+ £ [ [Vt i <c.

de (3.13) on trouve

T
| Ivai| 3o < c=
0

ceci implique que
Vau! — 0 fort dans L*(0,T; L*(0)), lorsque ¢ — 0.
et puisque l'injection de L?*(0,T; L*(O)) dans L'(0,T; L'(O)) est continue, on obtient
Vau. — 0 dans L'(0,T; L' (0)),

de (3.12) on conclut que
ul — w' dans L'(0,T; L*(0)),
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d’aprés le théoréme 1.3, on a
Vau. — v/aw' dans L'(0,T; L' (0)), (3.15)

de (3.14) et (3.15), on conclut que

Vaw' =0 p.p. dans O x ]0,T7.
Mais, on a a = 1 dans O x |0, T[ — Q, alors

w' =0 p.p. dans O x 0, T — Q,
comme w(zx,0) = (), w(z,0) = 0 dans O — )y et par conséquent, grace a (3.1) :

w =0 p.p. dans O x |0, — Q.
Cela, joint a (3.2) montre que

Si u désigne la restriction de w & Q, alors u € L°(0,T; Hy(%)).

Donc u satisfait a (3.6) et (3.7).

Maintenant, et d’apreés le chapitre deux, on considéré 1’équation
1
(ul(t),v) + (Vue(t), Vov) + g(au'e(t),v) = (f(t),v) dans D'(0,T), Vv € H}(O). (3.16)

Comme la restriction de ’équation (3.16) dans @), et avec la fonction a satisfait au. = 0 sur

), on trouve que

(! (t),v) + (Vue(t), Vo) = (f(t),v) dans D'(0,T),Yv € Hy(5). (3.17)

€

Grace a (3.12), et par passage a la limite e — 0 dans I’équation (3.17), de ce fait on obtiens
I’équation

(u”,v) + (Vu, Vo) = (f,v) dans D'(0,T), Vv € H (), (3.18)

et avec les condition initiale vérifié, le théoréme est démontré.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons démontrer 'existence et l'unicité des solutions

faibles du probléme hyperbolique dans un domaine cylindrique

0*u ou

W—Au—f—a(w,t)a—f, O x 10,77,

u=20, sur >, (3.19)
u(z,0) = uy, %(w,()) =u;, €%

ou le terme a (z,t) v’ joue le role d'un amortissement linéaire. Ensuite on a consi-

dérer le probléme hyperbolique dans un domaine non-cylindrique

0%u

W_Au:f7 QtX]O,T[,
u=20, sur fl, (3.20)
u(z,0) = uo, %(m,O) =u;, x€Q.

Pour démontrer 'existence, on a utilisé la méthode de pénalisation due a Lions

[5] qui consiste a remplacer (3.20) par le probléme (3.19) avec le terme de péna-

a(z,t)

lisation u'. Lexistence est obtenu par passage a la limite ¢ — 0.
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