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Notations

Cn[a, b] : L’ensemble des fonctions n fois continument dérivables sur [a, b].
N : Ensemble des nombres naturels.
R : Ensemble des nombres réels.
C : Ensemble des nombres complexes.
X : Un espace de Banach.
A : sous -ensemble de X .
∂ A : la frontière de A.
Ā : la fermeture de A.
Br(x , a) : La boule fermée dans X de centre a et de rayon r.
∂ Br = Sr : La sphère dans X
diam X : Le diamètre d’ensemble X.
ME : La famille de tous les sous-ensembles bornés non vides de E.
NE : La sous-famille constituée de tous les ensembles relativement compacts de E.
L (X , Y ) : Espace des opérateurs linéaires bornés de X dans Y ,.
K (X , Y ) : Espace des opérateurs compacts de X dans Y ,
R(X , Y ) : Espace des opérateurs de rang fini définis de X dans Y ,
BX : la boule unité ouverte dans X ,
B̄X : la boule unité fermée dans X ,
α : mesure de non–compacité de Kuratowski,
χ : mesure de non–compacité de Hausdorff,
AC([a, b]) : L’espace de fonction absolument continues sur [a, b].
conv Ω : L’enveloppe convexe d’un ensemble Ω .
convΩ : L’enveloppe convexe fermé d’un ensemble Ω .
B(p.q) : La fonction β .
Eα,β(z) : la fonction mittag-leffler .
I o : L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α.
Dα : La dérivée fractionnaire d’ordre α.
C Dα : La dérivée fractionnaire d’ordre α au sans de Caputo.
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Introduction

La théorie des équations différentielles fractionnaires est apparue comme un domaine
intéressant à explorer ces dernières années. Notez que cette théorie a de nombreuses
applications dans la description de nombreux événements dans le monde réel. Par

exemple, les équations différentielles fractionnaires sont souvent applicables en ingénierie, physique,
chimie, biologie, etc. Dans ce mémoire, nous allons inspirer des articles [1, 3,4,15,17,20] et faire
l’inventaire de toutes ces études en donnant des résultats d’existence pour les solutions d’une
certaine classe d’équations différentielles fractionnaires via la dérivée fractionnaire de Caputo dans
un espace de Banach de dimension infinie. Cette étude est principalement réalisée en utilisant le
théorème du point fixe de Monch en combinaison avec la technique de mesure de non-compacité
de Kuratowski. Ce mémoire est composée de trois chapitres.

Premier chapitre, on présente quelque définitions et notions sur la mesure de non compacité
comme la mesure de Kuratowski et Hausdorff sur les ensembles bornés, nous présenterons également
quelques propriétés fondamentales sur les opérateurs ainsi quelques théorèmes du point fixe qui
sont liés à la mesure de non-compacité dans l’espace de Banach, (théorème de Darbo, Schauder, ...) .

Dans le deuxième chapitre, nous avons mentionner les concepts de certaines fonctions spéciales,
intégrales et dérivés fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo, ainsi leurs caractéristiques
et La relation entre eux.

Troisième chapitre intitulé ”Existences et unicité de la solution de EDFs vai la mesure de
non compacité", on traitera l’existence des solutions pour les équations différentielles d’ordre
fractionnaire de type Caputo suivantes :

C Dα y(t) = f (t, y(t)), tJ = [0, T], 1< α < 2

y(0) = y0, y(T ) = yT

où D la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J × E→ E est une fonction donnée
vérifiant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard, y0, yT ∈ E et E est un espace de
Banach avec la norme ∥.∥



Initiations sur la me-
sure de non compacité

quelques propriétés

Chapitre

1

Dans ce chapitre, nous rappelons brièvement la notion de compacité dans les espaces métriques
puis introduisons les opérateurs compacts entre espaces de Banach On donne alors un résultat
fondamental de compacité pour les fonctions continues : le théorème (d’Ascoli) et quelques
définitions sur la mesure de non-compacité, et pour la résolution d’équations différentielles d’ordre
fractionnaire où le second membre est non linéaire, nous avons besoin d’un perspective théorème
de point fixe

1.1. Notions

Dans cette section, nous rappellons quelques notions que nous utilisons par la suite.
Le diamètre et la distance de A sont définent par

diam(A) = sup{∥x − y∥; x , y ∈ A}
dist(x , A) = inf{∥x − y∥; x , y ∈ A}

.

Soient X et Y deux espaces de Banach de dimensions infinis.
On note par L(X , Y ), l’ensemble des opérateurs linéaires de X dans Y et par L(X ) = B(X , X ).
Un opérateur linéaire T défini sur X vers Y i.e., T ∈ L(X , Y ).

1.2. Compacité

Définition 1.
Une classe de sous-ensemble de E, s’appelle une recouverement d’un ensemble G de E, si nous
avons

G ⊂ ∪ jU j, j ∈ J .

Définition 2.
Soit U un ensemble d’un espace normes X , U est dit compact si de tout recouvrement de U par
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des ouverts de U , on peut extraire un sous-recouvrement fini i.e,

∀Vj, j ∈ J (ouverts), U ⊂ ∪Vj∃Vj(k) j(k) = 1,2, . . . , n

tel que U ⊂
n
⋃

k=1

Vj(k)

Définition 3.
Un ensemble U est dit séquentiellement compact si pour toute suite d’éléments dans U contient
une sous-suite converge vers un élément dans U .

Théorème 1.
Un sous ensemble d’un espace normé est compact si et seulement si il est séquentiellement compact.

Définition 4.
Un sous ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si son adhérence est compacte.

Définition 5.
Un espace métrique est complet si et seulement si toute suite de Cauchy converge.

Définition 6.
Un sous ensemble G d’un espace normé est totalement borné si il existe une suite finie i,e :

∀ε > 0, G ⊂
n
⋃

j=1

B
�

ϕ j,ε
�

Théorème 2.
Tout ensemble borné d’un espace normé est relativement compact.

Définition 7 (Opérateur Compact.).
Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé X dans un espace normé Y , on dit que A est un
opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné un ensemble relativement compact dans Y

Définition 8 (Opérateur linéaire).
Soient E et F deux espaces normés, un opérateur A défini sur E dans F est dit linéaire s’il vérifie
les conditions suivantes :

Condition additive :

∀ϕ1,ϕ2 ∈ E, on a A(ϕ1 +ϕ2) = A(ϕ1) + A(ϕ2)

Condition homogène :
∀ϕ ∈ E,λ ∈K : A(λϕ) = λA(ϕ).

Définition 9 (Opérateur borné).
Un opérateur linéaire A définie sur E dans F est dit borné s il existe une constante positive C > 0,

3
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tel que :
∥A(x)∥⩽ C ∥x∥E , ∀x ∈ E

1.3. compacité dans C(G)
Dans cette partie, l’espace des fonctions continues C(G) est muni de la norme maximum :

∥ϕ∥∞ =max
x∈C
|ϕ(x)|.

Définition 10.
Un opérateur A de X dans Y est compact si et seulement si pour toute suite borée {ϕn} de X , la
suite {Aϕn} contient une sous suite convergente dans Y

Théorème 3 (Arzela-Ascoli).
Un ensemble U ⊂ C(G) est relativement compact si et seulement si les conditions suivantes sont

vérifies i,e :

1. L’ensemble U est borné, tel que :

∀ϕ ∈ U : ∀x ∈ G,∃M > 0 : |ϕ(x)|⩽ M

2. L’ensemble U est équicontinu :

∀ε > 0 : ∀ϕ ∈ U : ∀x , y ∈ G : ∃δ > 0 telle que : |x − y|< δ→ |ϕ(x)−ϕ(y)|⩽ ε

Théorème 4 (de Bolzano-Weierstrass).
Un espace métrique (X , d) est compact si et seulement si toute suite d’éléments de X admet une

sous-suite convergente. Autrement dit ,la fermeture A(G) est compact.

1.4. Mesure de non compacité

Les mesures de non compacité sont des outils très utile dans les espaces de Banach, Elles
sont largement utilisées dans la théorie du point fixe, les équations différentielles et les équations
différentielles d’ordre fractionnaires, · · · etc.

1.4.1. Mesure de non compacité en général

Considérons X est un espace de Banach avec la norme ∥.∥, on note par MX la famille de tout
les sous-ensembles bornée non vide de X et par NX la famille des sous ensembles relativement
compact.

Définition 11.
Soit l’application µ : Mx → [0,∞[. On dit que µ est une mesure de non compacité (MNC) avec
propriétés maximum. dans l’espace de Banach X, si elle satisfait les conditions suivantes :

4
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∀A, B, B1, B2 ∈ Mx on a les propriétés suivantes

1. l’ensemble, ker(µ) = {A∈ Mx telle que : µ(A) = 0} est un ensemble non vide et ker(µ) ⊂ Mx

2. Si A ⊂ B, alors µ(A)⩽ µ(B)

3. µ(Ā) = µ(A)

4. µ(λA+ (1−λB)⩽ λµ(A) + (1−λ)µ(B), ∀λ ∈ [0, 1].

5. µ(conv(A)) = µ(A).

6. µ (B1 ∪ B2) =max {µ (B1) ,µ (B2)}.

7. Si (An)n∈N un ensemble de suites de Mx telle que An+1 ⊂ An, An = An(n = 1,2, . . .) et

lim
n→∞

µ (An) = 0, alors A∞ =
∞
⋂

n=1

An ̸= φ et A∞ ∈ ker(µ)

Définition 12.
On dit que la mesure de non compacité µ est sublinéaire, si ∀A,B ∈ Mx , et elle satisfait les deux
conditions suivantes :

1. µ(λA) = |λ|µ(A)∀λ ∈ R.

2. µ(A+ B)⩽ µ(A) +µ(B).

Définition 13. 1. Une mesure de non compacité est appelée une mesure avec propriété maximale
si max(µ(A),µ(B)) = µ(A∪ B).

2. Une mesure de non compacité est dite régulière si K er(µ) = NX , sublimé et possède une
propriété maximale.

3. Une mesure de non compacité est dit Lipschitzienne si elle satisfait la condition de Lipschitz

µ(A)−µ(B) |⩽ µ(B(X ))dH(A, B)

avec dH(A, B) =max
§

sup
x∈A

d(x , A), sup
a∈A

d(y, B)
ª

et B(X ) la boule fermée dans X et de centre X et de rayon 1

1.4.2. Mesure de non-compacité de Hausdorff

En 1957, Goldenstein, Goh’berg et Markus ont introduit une autre mesure de noncompacité
appelée mesure de non-compacité de Hausdorff.

Définition 14.
La mesure de non-compacité de Hausdorff d’un ensemble borné A∈ MX , notée χ(A), est définie
par :

χ(A) = inf

�

ε > 0 : A⊂
n
⋃

i=1

B (x i, ri) , x i ∈ X , ri < ε, i = 1, . . . , n

�

5
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Ou : B (x i, ri) désigne la boule de centre x i et de rayon ri. où :

χ(A) = inf{ε > 0, B

admet un recouvrement fini des boule de rayons< ε}avecBest la f amil ledessousensemblesbornsdeXetB
∈ MX Dans cette définition, l’inégalité ri < ε, peut être remplacée par ri < ε, De plus, les centres
x i des boules qui recouvrent l’ensemble A ne sont pas forcément dans l’ensemble A(x i ∈ X , en
général). Alors une autre définition (équivalente) de la mesure de non-compacité de Hausdorff est
donnée par :

χ(A) = inf{e > 0 : A admet un e-réseau fin i dans X }.
Les propriétés fondamentales de la mesure de non-compacité de Hausdorff sont citées dans le
théorème suivant :

Théorème 5.
Soit (X , d) un espace métrique et A, A1, A2 ∈ MX , alors

1. Si A est fini, alors : χ(A) = 0⇔ A totalement bornée⇔ Ā est compact.

2. Si A est fini,alors χ(A) = 0.

3. A⊂ A1⇒ χ(A)⩽ χ (A1)

4. χ(A) = χ(Ā) = χ(conv(A))

5. χ (A1 ∪ A2) =max {χ (A1) ,χ (A2)}

6. χ (A1 ∩ A2)⩽ min {χ (A1) ,χ (A2)}

7. Si X est complet, (Fn)n une suite décroissante d’ensembles non vides, fermés et bornés telle que :

lim
n
χ (Fn) = 0 alors F∞ =

∞
⋂

n=1

Fn est un sous-ensemble non vide et compact.

Proposition 1.4.1. Soit X un espace normé et A, A1, A2 ∈ MX . Alors :

1. χ (A1 + A2)⩽ χ (A1) +χ (A2).

2. χ(A+ x) = χ(A),∀x ∈ X .

3. χ(λA) = λχ(A),λ ∈ ℸ.

4. χ(A) = χ(con(A)) où con A désigne l’enveloppe convexe de l’ensemble A.

1.4.3. Mesure de non-compacité de Kuratowskii

Kuratowski fut le premier(1930) a introduire et étudier la notion de la mesure de non compacité

Définition 15.
La mesure de non-compacit e de Kuratowski d’un ensemble borné ’ A ∈ MX , notée a(A), est
définie par :

α(A) = inf

�

∀ε > 0 : A⊂
n
⋃

i=1

Bi, Bi ⊂ X , diam (Bi)< ε, i = 1, . . . , n

�

,

où : diam Bi désigne le diamètre de l’ensemble Bi.

6



INITIATIONS SUR LA MESURE DE NON COMPACITÉ QUELQUES PROPRIÉTÉS 1.4. MESURE DE NON COMPACITÉ

a(A) = inf{ε > 0 : admet une recouverment fini par des ensemble de diamètre < ε}.
avec : B un sous ensemble de X et B ∈ MX

On notera que, dans cette définition, l’expression diam Bi < ε peut etre remplacée par diam
Bi < ε.
il est clair que a(A)⩽ diam A pour tout ensemble borné A dans MX et que a(A) = 0 si A est fini. Les
propriétés essentielles de la mesure de non-compacité de Kuratowski d’un ensemble borné sont
résumées dans le théorème suivant :

Théorème 6.
Soit (X , d) un espace métrique et A, A1, A2 ∈ MX , alors

1. α (A) = 0⇐⇒ Ā est compact.

2. A⊂ A1⇒ α(A)⩽ α (A1)

3. a(A) = α(Ā)

4. α (A1 ∪ A2) =max {α (A1) ,α (A2)}

5. α (A1 ∩ A2)⩽ min {α (A1) ,α (A2)}

6. Si X est complet, (Fn)n une suite décroissante d’ensembles non vides, fermés et bornés, telles que

: lim
n
α (Fn) = 0, alors F∞ =

∞
⋂

n=1

Fn est un sous-ensemble non vide et compact.

Proposition 1.4.2.
Soit X un espace normé et A, A1, A2 ∈ MX , alors :

1. α (A1 + A2)⩽ a (A1) +α (A2).

2. a(A+ x) = a(A),∀x ∈ X .

3. a(λA) = |λ|α(A),∀λ ∈K,

4. a(A) = a(conv(A)) où conv A désigne l’enveloppe convexe de l’ensemble A.

Théorème 7.
Soit B la Boule unité B(0.1) dans l’espace de Banach E, alors α(B) = χ(B) = 0 si E de dimension

fini et α(B) = 2,χ(B) = 1 si E de dimension infini.

Théorème 8.
Soient (X , (∥.∥) un espace normé et A un sous ensemble borné de de X , alors

χ(A)⩽ α(A)⩽ 2χ(A)

7
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1.5. Mesure de non compacité sur les opérateurs

Dans cette partie on introduire quelques propriétés de la mesure de non compacité sur les
opérateurs.

1.5.1. Mesure de non-compacité de Kuratowskii d’un opérateur

Définition 16.
Soient T : D(T) ⊆ X −→ X un opérateur continu et α(.) est la mesure de non compacité de
kuratowski dans X , pour tout k > 0, on dit que T est une contraction si pour tout sous-ensemble
borné A de D(T ), T (A) est un sous-ensemble borné dans X et

a(T (A))⩽ ka(A).

Soit le sous-ensemble borné A de D(T ), alors α(A)> 0, T (A) est un sous-ensemble borné dans X
et :

α(T (A))< α(A).

Théorème 9.
Soit X un espace de Banach et T ∈ L(X ), nous avons

1. α(T ) = 0⇔ T est compact.

2. Si T, S ∈ L(X ), donc α(T, S)⩽ α(t)α(S).

3. Si K ∈ K(X ), donc α(T + K) = α(T ).

4. Si B un sous ensemble borné de X , donc α (T (B))⩽ α(T )α(B).

1.5.2. Mesure de non-compacité de Hausdorff d’un opérateur

Définition 17.
Soient T : D(T) ⊆ X −→ X un opérateur continu et χ(.) la mesure de non compacité de
Hausdroff dans X et k > 0, T est dit K-boule contraction si pour tout sous-ensemble borné A de
D(T ), T (A) un sous-ensemble borné dans X et :

χ(T (A))⩽ kχ(A).

Théorème 10.
Soient X un espace de Banach et T ∈ L(x), nous avons

1.
1
2
α(T )⩽ χ(T )⩽ 2α(T ).

2. χ(T ) = 0⇔ T est compact.

3. Si T, S ∈ L (χ), donc χ(TS)⩽ χ(T )χ(S).

4. Si K ∈ K(χ), donc χ(T + k) = χ(T ).

8
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Théorème 11. 1. Si k < 1, alors tous les opérateurs k-ensemble-contraction se condensation.

2. Chaque opérateur de condensation est 1-ensemble-contraction.
Soit T ∈ L(X ), nous définissons a(T ) par

a(T ) = inf{k tel que T est k - ensembel - contraction }

et χ(T ) par
χ(T ) = inf{k tel que T est k - boule - contraction }

1.6. Quelques théorèmes de points fixes

1.6.1. Notation

On note par L1(I ; E) l’espace de Banach des fonctions dérivables y : I −→ E ayant la première
dérivée absolument continue.

Définition 18.
Soit T un opérateur défini dans un espace de Banach E dans lui-même, alors pour tout x ∈ E, tel
que x= T(x), s’appelle un point fixe de l’opérateur T.

Théorème 12 (de Carathéodory).
L’application f : I × E→ E est dite de Carathéodory si,

1. t → f (t, u) est mesurable, ∀u ∈ E.

2. u→ f (t, u) est continue, pour tout t ∈ I .

3. ∀r > 0, il existe une fonction Φr ∈ L1 (I ,R+), tell que ∀u ∈ R avec ∥u∥< r :

∥ f (t, u)∥⩽ Φr(t).

Alors L’application f est dite L1 Carathéodory

Définition 19 (Principe de contraction de Banach).
Soit X un espace de Banach, et soit l’opérateur F : X → X un contractant, alors : F admet un

point fixe unique i.e., :
∃y∗ ∈ X tele que F (y∗) = y∗.

Théorème 13 (de Schaefer).
Soient X un espace de Banach et F : X → X un opérateur complètement continu. Alors F possède

au moins un point fixe.
On dit que F est complètement continu si :

i) ∀b ∈ X ⇒ F(b) est relativement compacte,

ii ) Si l’ensemble P = {y ∈ X ,λF(y) = y,λ ∈ [0, 1]} est borné.
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Théorème 14 (Schauder).
Soit (E, d) un espace métrique complet et A une partie convexe fermée de E et soit F : A→ A, on a

si l’ensemble {F x : x ∈ A} est relativement compact dans E. Alors F possède au moins un point fixe.

1.6.2. Théorème Alternative Non Linéaire de Leray-Schauder

Théorème 15.
Soient Ω un ouvert borné d’un espace de Banach E et f : Ω→ E une application compacte. Alors

1. (i) f admet un point fixe dans Ω, ou

2. (ii) il existe x ∈ ∂Ω et t ∈ [0,1] : x = t f (x).

Définition 20.
L’application T : C ⊂ E → E est dit une αE-contaction s’il existe une constante k < 1 positive
telle que :

αE(T (W ))⩽ kαE(W ),∀W fermé et borné .

Théorème 16 (Mönch 1980).
Soit Ω un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’espace de Banach E telle que 0 ∈ Ω, et
soit T : Ω→ Ω une application continue. Si l’implication

V = Conv T (v) ou V = T (v)∪ {0} ⇒ α(v) = 0 (1.6.1)
est vérifie pour tout sous-ensemble V de Ω, où α est une mesure de Kuratowski, alors T admet un
point fixe dans Ω.

Preuve. On définit une suite {yn} par : y0 = 0, ct yn+1 = T (yn), pour tout n ∈ N. Soit

Y = {yn; n= 0,1, 2, . . .} .

Ainsi
Y = T (Y )∪ {0},

d’après (2.5.1), on déduit que
α(Y ) = 0,

donc Y est relativement compact dans Ω.
Soit Z l’cnscmble de tous les points limites de {yn}. Il cst clair que Z = T (Z). On pose

R(X ) = Conv T (X )

pour tout X ⊂ Ω, ct soit
D = {X ⊆ Ω tel que Z ⊂ X et R(X ) ⊂ X }.

Ainsi, Il est clair que Ω ∈ D. On pose

V =
⋂

X∈D

X . Ainsi Z ⊂ V,

V cst un non vide ct
Z = T (Z) ⊂ R(Z) ⊂ R(v),

10
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puisque
R(v) ⊂ R(X ) ⊂ X , ∀X ⊂ D

donc
R(v) ⊂

⋂

X∈D

X = V

done V ∈ D. De plus,
R(R(v)) ⊂ R(v)

alors R(v) ∈ D. Par conséquent, V = R(v) (car ; v est plus petit ensemble de D ) i.c.

V = Conv T (v)

De (2.5.1), implique que V̄ est un sous-ensemble compact de Ω.
D’après le théorème de Schauder 14 sur l’application T |∇, on conclut que T admet un point

fixe dans V̄ ∈ Ω.

1.6.3. Théorème de Darbo

Théorème 17 (Darbo-sadovskii).
SoitΩ un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’un espace de banach E et soit l’application
continue T : Ω→ Ω une αE contraction alors T admet au moins un point fixe dans Ω

Théorème 18 (Darbo-généralisé).
Soient Ω un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’espace de Banach E et T : Ω −→ Ω

est une Application continue et µ est une mesure de non-compacité définie dans E. Supposons qu’il
existe une constante k ∈ [0, 1[ telle que

µ(T X )⩽ kµ(X ), (1.6.2)

pour tout sous-ensemble non vide de Ω. Alors T admet un point fixe dans Ω.

Démonstration. On considère une suite (Ωn) décroissante ct définie par :

Ω0 = Ω et Ωn = ConvTΩn−1, pour tout n ⩾ 1.

S’il existe un nombre naturel n0 tel que µ
�

Ωn0

�

= 0, alors Ωn0
est relativement compact et puisque

TΩn0
⊆ Ωn0

.
Donc le théorème de Schauder 14 implique que T admet un point fixe.
D’autre part, supposons que µ (Ωn)> 0 pour tout n ⩾ 0. En utilisant (3.0.1) nous obtenons

µ (Ωn+1) = µ ( ConvT n)

= µ (TΩn)

⩽ kµ (Ωn) .

(1.6.3)

Puisque k < 1, alors
µ (Ωn+1)< µ (Ωn) , ∀n ⩾ 0

Par consćquent, {µ (Ωn)} est une suite décroissante des nombres récls positifs.
Alors, il existe r > 0 tel que

lim
n→∞

µ (Ωn) = r (1.6.4)
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Donc, d’après (3.0.2) on obtient

lim
n→∞

µ (Ωn+1)⩽ lim
n→∞

kµ (Ωn) ,

alors
0 ⩽ r ⩽ kr

implique que r = 0. Alors,
lim

n→∞
µ (Ωn) = 0

Maintenant, puisque
Ωn+1 ⊆ Ωn ct TΩn ⊆ Ωn.

D’après la propriété 6 de mesure de non-compacité, nous conclurons que Ω∞ =
∞
⋂

n=1

Ωn est un

sous-ensemble non vide, fermé, convexe de Ω et invariant sous l’opérateur T , et donc il appartient
à kerµ.

Par conséquent, d’après le théorème de Schauder 2.1.1, T admet un point fixe dans Ω.

Lemme 1.6.1.
Soit C un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’un espace de Banach C(I , E) et
soit G une fonction continue de I × I et f : I × E→ E une fonction qui satisfait les condition de
Carathéodory et il existe p ∈ L1 (I ,R+)telle que pour tout t ∈ I et tout sous ensemble borné B ⊂ E
an a :

lim
h→0+

α
�

f
�

It,h × B
��

⩽ p(t)α(B); It,h = [t − h, t]∩ I

si V un sous ensemble équicontinue de D, Alors

α

��∫

I

G(t, s) f (s, y(s))ds : y ∈ V

��

⩽

∫

I

∥G(t, s)∥p(s)α(V (s))ds
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Généralité sur les équa-
tions différentielles

d’ordres fractionnaires

Chapitre

2

Dans ce chapitre nous rappelons quelques notions sur l’intégration et la dérivation fractionnaire,
et on introduire les équations différentielles fractionnaires.

2.1. Calcul fractionnaire

Fonction utile

Dans cette partie, nous présentons les définitions de les fonctions : Gamma, Bêta et Mittag-
Leffter, qui seront utilisées dans la suite dans ce mémoire, ces fonctions jouent un rôle très important
dans la théorie du calcul fractionnaire et ses applications. 2.1.1

2.1.1. La fonction Gamma

En mathématiques, la fonction Gamma est une fonction complexe elle prolonge la fonction
factorielle à l’ensemble des nombres complexe.

Définition 21.
La fonction Gamma Γ (z) est définie par :

Γ (z) =

∫ +∞

0

tz−1e−t d t, (z ∈ C, Re(z)> 0). (2.1.1)

Lemme 1.
Pour tout z ∈ C, Re(z)> 0, n ∈ N, on a











1. Γ (z + 1) = zΓ (z)
2. Γ (n) = (n− 1)!

3. Γ
�

n+
1
2

�

=
(2n)!
p
π

4nn!

(2.1.2)
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Preuve.

1.

Γ (x + 1) =

∫ +∞

0

t x e−t d t =
�

−t x e−t
�+∞

0
+ x

∫ +∞

0

t x−1e−t d t

= xΓ (x)

2. il suffit d’appliqué 1 pour x = n.

3.

Γ

�

n+
1
2

�

=
�

n−
1
2

��

n−
3
2

�

Γ

�

n−
3
2

�

=
�

2n− 1
2

��

2n− 3
2

��

2n− 5
2

�

. . .
1
2
Γ

�

1
2

�

=
(2n)(2n− 1)(2n− 2) . . . (1)

2n(2n)(2n− 2)(2n− 4) . . . (2)
Γ

�

1
2

�

=
(2n)!
22nn!

Γ

�

1
2

�

=
(2n)!
p
π

22nn!
.

Remarque

La détermination de la fonction Gamma pour les valeurs négatives non entières est par la

formule Γ (x) =
Γ (x + 1)

x
, la fonction Gamma n’existe pas pour les valeurs négatifs entières.

Exemple 1.

1. Γ (1) = 1, Γ (0+) = +∞ .Et aussi Γ (
1
2
) =
p
π .

2.

Γ

�

−1
2

�

=
Γ
�−1

2 + 1
�

−1
2

=
Γ
�

1
2

�

−1
2

= −2
p
π.

3.

Γ

�

−3
2

�

=
Γ
�−3

2 + 1
�

−3
2

=
Γ
�−1

2

�

−3
2

=
−2
p
π

−3
2

=
4
p
π

3
.
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F I G U R E 2.1 – Le graphe de la fonction Gamma Γ .

Proposition 1.
Pour tout p > 0, on a :

Γ (p) = lim
n→+∞

n!np

p(p+ 1)(p+ 2) . . . (p+ n)
. (2.1.3)

Preuve. Considérons la fonction

f (n, p) =

∫ n

0

�

1−
x
n

�n
x p−1d x .

On a

lim
n→+∞

f (n, p) = lim
n→+∞

∫ n

0

�

1−
x
n

�n
x p−1d x

=

∫ +∞

0

x p−1e−x d x

= Γ (p).
D’autre part, par l’intégration par parties, on obtient :

f (n, p) =

∫ n

0

�

1−
x
n

�n
x p−1d x

=
�

�

1−
x
n

�n x p

p

�n

0
+

1
p

∫ n

0

�

1−
x
n

�n−1
x pd x

=
1
p

∫ n

0

�

1−
x
n

�n−1
x pd x .
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encore fois, en intégant par parties :

f (n, p) =
1
p

∫ n

0

�

1−
x
n

�n−1
x pd x

=
1
p

�

�

1−
x
n

�n x p+1

p+ 1

�n

0
+
(n− 1)

np(p+ 1)

∫ n

0

�

1−
x
n

�n−2
x p+1d x .

=
n(n− 1)

n2p(p+ 1)

∫ n

0

�

1−
x
n

�n−2
x p+1d x .

Après l’intégration par parties n fois, on obtient

f (n, p) =
n(n− 1) . . . [n− (n− 1)]

nnp(p+ 1) . . . [p+ (n− 1)]

∫ n

0

�

1−
x
n

�n−n
x p+(n−1)d x

=
n!

nnp(p+ 1) . . . [p+ (n− 1)]

�

xn+p

n+ p

�n

0

=
n!np

p(p+ 1) . . . (n+ p)

2.1.2. La fonction Bêta

Comme la fonction gamma, la fonction bêta est elle aussi définie par une intégrale.

Définition 22.
La fonction Bêta est un type d’intégrale d’Euler définie par :

B(p, q) =

∫ 1

0

t p−1(1− t)q−1d t, (p, q ∈ C, Re(p)> 0,Re(q)> 0). (2.1.4)

Remarque

La fonction Bêta est symétrique i.e.,

B(p, q) = B(q, p). (2.1.5)

Proposition 2.
La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivante

B(p, q) =
Γ (p)Γ (q)
Γ (p+ q)

, ∀p, q ∈ C : Re(p)> 0;Re(q)> 0.

Preuve. Soit D = (0,+∞)× (0,+∞), on a

Γ (p)Γ (q) =

�∫ +∞

0

x p−1e−wd x

��∫ +∞

0

yq−1e−y d y

�

=

∫∫

D

x p−1 yq−1e−(x+y)d xd y,
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En effectuant le changement de variables
(

u= x + y

v =
x

x + y
=⇒

�

x = uv
y = u(1− v).

Alors

Γ (p)Γ (q) =

∫∫

D

(uv)p−1(u− uv)q−1e−uu · dudv

=

∫ +∞

0

e−udu

�

∫ 1

0

(uv)p−1(u− uv)q−1udv

�

=

∫ +∞

0

e−udu

�

∫ 1

0

up+q−1vp−1(1− v)q−1dv

�

=

∫ +∞

0

up+q−1e−udu

∫ 1

0

vp−1(1− v)q−1dv

=Γ (p+ q)B(p, q).

2.1.3. La fonction Mittag-Leffter

La fonction Mittag-Leffter est une généralisation directe de la fonction exponentielle ex à deux
paramètres pour différentes valeurs de α et β , et il joue un rôle majeur dans le calcul fractionnaire.

Définition 23.
La fonction de Mittag-Leffter est définie par

Eα(z) =
+∞
∑

k=0

zk

Γ (αk+ 1)
, α > 0 (2.1.6)

et la fonction de Mittag-Leffter généralisée est définie par

Eα,β(z) =
+∞
∑

k=0

zk

Γ (αk+ β)
, α > 0,β > 0. (2.1.7)

Exemple 2.
La fonction Mittag-Leffler se réduit à des fonctions simple

E1(z) = E1,1(z) =
+∞
∑

k=0

zk

Γ (k+ 1)
=
+∞
∑

k=0

zk

k!
= ez

E1,2(z) =
+∞
∑

k=0

zk

Γ (k+ 2)
=

1
z

+∞
∑

k=0

zk+1

(k+ 1)!
=

ez − 1
z

.
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Théorème 19.
Pour α= n ∈ N,λ ∈ R, on a











1.
�

d
dz

�n

En (λxn) = λEn (λxn) ,

2.
�

d
dz

�n

xβ−1En,β (λzn) = λzβ−n−1En (λzn) .
(2.1.8)

2.2. Integrale fractionnaire

Dans cette section, on va définir l’intégrale d’ordre fractionnaire sur un intervalle fini de l’axe
réel au sens de Riemann-Liouville.

Définition 24.
Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b]. On considère l’intégrale

I (1) f (x) =

∫ x

a

f (t)d t. (2.2.1)

I (2) f (x) =

∫ x

a

I (1) f (u)du,

=

∫ x

a

�∫ u

a

f (t)d t

�

du,

=

∫ x

a

�∫ x

t

du

�

f (t)d t,

=

∫ x

a

(x − t) f (t)d t. (2.2.2)

En générale la neime itération de l’opération I peut s’écrire

I (n) f (x) =

∫ x1

a

d x1

∫ x2

a

d x2...

∫ xn−1

a

f (xn) d xn,

=
1

(n− 1)!

∫ ∞

a

(x − t)(n−1) f (t)d t. (2.2.3)

Pour tout entier n.

2.2.1. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 25.
L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre (α ∈ C, Re(α)> 0 ) est définie
par

I (a)a+ f (x) =
1
Γ (a)

∫ x

a

(x − t)(a−1) f (t)d t. (2.2.4)
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De même manière, on définit l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite d’ordre
(α ∈ C, Re(α)> 0) par

I (α)b− f (x) =
1
Γ (α)

∫ b

x

(x − t)(α−1) f (t)d t. (2.2.5)

Théorème 20.
Si f ∈ L1 ([a, b]), alors

�

Iαa+ f
�

existe pour tout α > 0 et
�

Iαa+ f
�

∈ L1 ([a, b]).

Proposition 3.
Soient α > 0,β > 0 et f ∈ L2([a, b]). Alors



















1. I (α)a+

�

I (β)a+ f (x)
�

= I (α+β)a+ f (x).

2. Iαa+(x − a)β−1 =
Γ (β)
Γ (α+ β)

(x − a)α+β−1

3.
d

d x

�

Iαa+ f (x)
�

= Iα−1
a+ f (x).

(2.2.6)

Preuve. 1. D’après la définition, on a

Iαa+
�

Iβa+ f (x)
�

=
1
Γ (α)

∫ x

a

(x − y)α−1Iβ( f (y))d y,

=
1
Γ (α)

∫ x

a

(x − y)α−1

�

1
Γ (β)

∫ y

a

(y − t)β−1 f (t)d t

�

d y,

=
1

Γ (α)Γ (β)

∫ x

a

(x − y)a−1d y

∫ y

a

(y − t)β−1 f (t)d t

=
1

Γ (α)Γ (β)

∫ x

a

f (t)d t

�∫ x

t

(x − y)a−1(y − t)β−1d y

�

.

On pose
�

y = t + (x − t)τ
d y = (x − t)dτ

Alors

Iαa+
�

Iβa+ f (x)
�

=
1

Γ (α)Γ (β)

∫ x

a

f (t)d t

�

∫ 1

0

((x − t)− (x − t)τ)α−1((x − t)τ)β−1(x − t)dτ

�

=
1

Γ (α)Γ (β)

∫ x

a

(x − t)α+β−1 f (t)d t

∫ 1

0

(1−τ)α−1τβ−1dτ

= B(α,β)
1

Γ (α)Γ (β)

∫ x

a

(x − t)α+β−1 f (t)d t, B(α,β) =
Γ (α)Γ (β)
Γ (α+ β)

=
1

Γ (α+ β)

∫ x

a

(x − t)α+β−1 f (t)d t

= I (α+β)a+ f (x).
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2. On a

Iαa+(x − a)β−1 =
1
Γ (α)

∫ x

a

(x − t)α−1(t − a)β−1d t,

On pose
�

t = a+ (x − a)y, y ∈ [0,1]
d t = (x − a)d y

Alors

Iαa+(x − a)β−1 =
1
Γ (α)

∫ x

a

�

x − a+ (x − a)yα−1(x − a)β−1 yβ−1(x − a)d y,

=
1
Γ (α)

∫ x

a

(x − a)α+β−1(1− y)β−1 yβ−1d y

=
(x − a)α+β−1

Γ (α)

∫ 1

0

(1− y)β−1 yβ−1d y

=
(x − a)α+β−1

Γ (α)
B(α,β)

=
Γ (β)
Γ (α+ β)

(x − a)α+β−1

3. On a
d

d x

�

Iαa+ f (x)
�

=
d

d x

�

1
Γ (α)

∫ x

a

(x − t)a−1 f (t)d t

�

=
1
Γ (α)

∫ x

a

d
d x

�

(x − t)α−1
�

f (t)d t

=
(α− 1)
Γ (α)

∫ x

a

(x − t)a−2 f (t)d t

=
(α− 1)

(α− 1)Γ (α− 1)

∫ x

a

(x − t)α−2 f (t)d t

= Iα−1
a+ f (x)

2.3. Dérivation fractionnaire

Dans litterature il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons citer
les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications de La dérivée fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville et de Caputo.

2.3.1. Dérivées fractionnaires de type Riemann-Liouville

Définition 26.
Soient α > 0 et n= [α] + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α
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est définie par

Dαa+ f (x) =
1

Γ (n−α)

�

dn

d xn

�

∫ x

a

(x − t)(n−α−1) f (t)d t,

Où n= [α] + 1 et [α] la partie entiere de α.

Définition 27.
Soient α > 0 et n = [α]+ 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à droite d’ordre α est
définie par :

Dαb− f (x) =
(−1)n

Γ (n−α)

�

dn

d xn

�

∫ b

x

(t − x)(n−α−1) f (t)d t

Lemme 2.
Si f ∈ L1([a; b]), alors Iαa f existe pour tout α≻ 0 et Iαa f ∈ L1([a; b]).

Proposition 4.
Soit α > 0,β > 0, n= [α] + 1, on a les propriétés suivantes :

1. Si f (t) ∈ Lp([a, b]), (1 ⩽ p <∞), alors
�

Dαa+ Iαa+ f
�

(t) = f (t), et
�

Dαb− I
α
b− f

�

(t) = f (t)

2. Si α > β , et f (t) ∈ Lp([a, b]), (1 ⩽ α <∞), alors
�

Dβa+ Iαa+ f
�

(t) =
�

Iα−βa+ f
�

(t), et
�

Dβb− I
α
b− f

�

(t) =
�

Iα−βb− f
�

(t),

3. Si f (t) ∈ Cq([a, b]), q = [α+ β] + 1, alors
�

Dαa+Dβa+ f
�

(t) =
�

Dα+βa+ f
�

(t), et
�

Dαb−D
β

b− f
�

(t) =
�

Dα+βb− f
�

(t),

4. Si f (t) ∈ L1([a, b]),
�

I n−α
a+ f

�

∈ ACn([a, b]), alors

�

Iαa+Dαa+ f
�

(t) = f (t)−
n
∑

K=1

�

I n−α
a+ f

�(n−K)
(a)

Γ (α− K + 1)
(t − a)K

�

Iαb−D
α
b− f

�

(t) = f (t)−
n
∑

K=1

(−1)n−K
�

I n−α
b− f

�(n−K)
(b)

Γ (α− K + 1)
(b− t)K .

Remarque

Pour α = n, n ∈ N l’opérateur Dα donne le même résultat que la dérivée usuelle pour les
ordres entières, tel que :

�

1. Dn
a+ f (x) = f (n)(x).

2. Dn
b− f (x) = (−1)n f (n)(x).

(2.3.1)

2.3.2. Dérivées fractionnaires de type Caputo

On se donne une définition et quelques propriétés de la dérivée fractionnaire de type Caputo.
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Définition 28. 1. Soient α > 0 et n = [α] + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche
d’ordre α est définie par :

C Dαa+ f (x) =
1

Γ (n−α)

∫ x

a

(x − t)(n−α−1) f (n)(t)d t (2.3.2)

2. Soient α > 0 et n = [α] + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo à droite d’ordre α est définie
par :

C Dαb− f (x) =
(−1)n

Γ (n−α)

∫ b

x

(t − x)(n−α−1) f (n)(t)d t (2.3.3)

Proposition 2.3.1. Soit α≻ 0;β ≻ 0; n= [α] + 1 ; on a les propriétés suivantes :

i) Si f (x) ∈ C p([a; b]), p = [α+ β] + 1, alors :
�

C Dαa+
C Dβa+ f

�

(x) =
�

C Dα+βa+ f
�

(x) et
�

C Dαb−
C Dβb− f

�

(x) =
�

C Dα+βb− f
�

(x). (2.3.4)

ii) Si f (x) ∈ Cn([a; b]) ou f (x) ∈ ACn([a; b]), alors :

�

Iαa+
C Dαa+ f

�

(x) = f (x)−
n−1
∑

k=0

f (k)(a)
k!

(x − a)k, (2.3.5)

�

Ib−
C Dαb− f

�

(x) = f (x)−
n−1
∑

k=0

(−1)(n−k) f (k)(a)
k!

(b− x)k. (2.3.6)

Théorème 21.
la dérivée fractionnaire de Caputo à gouche CDαa+ et à droit CDαb− d’ordre α ∈ C(Re e(α)> 0) avec
n= [α] + 1 est définie par :

∀x ∈ [a, b], CDαa+ f (x) = I n−α
a+ (D

n f ) (x) =
1

Γ (n−α)

∫ x

a

(x − t)(n−α−1) f (n)d t, (2.3.7)

et

∀x ∈ [a, b], C Dαb− f (x) = (−1)nI n−α
b− (D

n f ) (x) =
1

Γ (n−α)

∫ b

x

(t − x)(n−α−1) f (n)d t

Cas particulier : Si α ∈ [0, 1] alors n= 1, la dérivée fractionnaire de Caputo est

C Dαa+ f (x) = I1−α
a+ (D f )(x) =

1
Γ (1−α)

∫ x

a

(x − t)(−α) f (1)d t.

et

C Dαb− f (x) = (−1)I1−α
b− (D f )(x) =

(−1)
Γ (1−α)

∫ b

x

(t − x)(−α) f (1)d t.

Lemme 3.
soit α ∈ C(Re c(α) ≻ 0) et n = [α] + 1 tel que C Dα et Dα existent Si f (k)(a) = 0 pour tout
k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} alors :

CDα f (x) = Dα f (x).
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Remarque

Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux dérivée classique ∀n ∈
N+ :

�

C Dn
a+ f (x) = f (n)(x)− f (n)(a)

C Dn
b− f (x) = (−1)n

�

f (n)(x)− f (n)(b)
�

.
(2.3.8)

Lemme 4.
Soit α > 0 et n= [α] + 1 si f ∈ ACn ([a, b]), alors
• lim
α−→
<

n

C Dαa+ f (t) = f (n)(t)

• lim
α−→
>

n

C Dαb− f (t) = (−1)n f (n)(t).

Exemple 2.3.1.

i) La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle
C DαC = 0.

ii) La dérivée de f (x) = (x − a)β−1 au sens de Caputo. Soit α non entier et 0 ⩽ n− 1 ⩽ α⩽ n et
β − 1> 0, alors on a :

�

C Dαa+ f (t)
�

(x) = I n−α
a+ (D

n f ) (x) =
1

Γ (n−α)

∫ x

a

(x − t)(n−α−1) f (n)(t)d t.

et
dn

d xn
(x − a)β−1 = (β − 1)(β − 2) . . . (β − n)(x − a)β−n−1

posons
(t − a) = s(x − a) et s ∈ [0; 1]

d t = (x − a)ds
.

�

CDαa+(t − a)β−1
�

(x) =
(β − 1)(β − 2) . . . (β − n)

Γ (n−α)
(x − a)β−α−1

∫ 1

0

(1− s)n−α−1sβ−n−1ds

=
(β − 1)(β − 2) . . . (β − n)

Γ (n−α)
(x − a)β−α−1β(n−α,β − n)

=
(β − 1)(β − 2) . . . (β − n)Γ (n−α)Γ (β − n)

Γ (n−α)Γ (β −α)
(x − a)β−α−1

=
Γ (β)
Γ (β −α)

(x − a)β−α−1

le même résultat avec la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.
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2.4. Comparaison entre la dérivée de Caputo et de
Riemann-Liouville

La dérivée fractionnaire au sens de Ricmann-Liouville d’ordre α d’une fonction constante est
donnée par :

aDαt C =
C

Γ (1−α)
(t − a)−α, t D

α
b C =

C
Γ (1−α)

(b− t)−α,

mais la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre p d’une fonction constante est nulle,
C
a Dp

t C = 0

2.5. Propriétés des dérivées fractionnaires

Théorème 22.
(Linéarité) L’opérateur de dérivé fractionnaire est un opérateur linéaire

Dp(λ f (t) +µg(t)) = λDp f (t) +µDp g(t), t > 0.

Démonstration. Par exemple, pour l’opérateur de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
d’ordre p(k− 1 ⩽ p < k)

0Dp
t (λ f (t) +µg(t)) =

1
Γ (k− p)

dk

d tk

∫ t

0

(t −τ)k−p−1(λ f (τ) +µg(τ))dτ

=
λ

Γ (k− p)
dk

d tk

∫ t

0

(t −τ)k−p−1 f (τ)dτ

+
µ

Γ (k− p)
dk

d tk

∫ t

0

(t −τ)k−p−1 g(τ)dτ

=λ0Dp
t f (t) +µ0Dp

t g(t).

Définition 29.
(Règle de Leibniz)
On sait que de la règle de Leibniz pour calculer la dérivée n-ième du produit de deux fonctions
f (t), g(t) est donné par la relation suivante :

dn

d tn
( f (t)g(t)) =

n
∑

k=0

�

n
k

�

f (k)(t)g(n−k)(t). (2.5.1)

En remplaçant l’entier n par un paramètre réel p, dans le membre à droite de (2.5.1), on obtient
la formule :

Dp( f (t)g(t)) =
n
∑

k=0

�

p
k

�

f (k)(t)D(p−k)g(t)− Rp
n, n ⩾ p+ 1, (2.5.2)
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où

Rp
n(t) =

1
n!Γ (−p)

∫ t

a

(t −τ)−p−1 g(τ)dτ

∫ t

τ

f (n+1)(ξ)(τ− ξ)ndξ (2.5.3)

telle que
lim

n→+∞
Rp

n(t) = 0

Alors, on a une généralisation de la règle de Leibniz d’ordres fractionnaires.

Définition 30 (Intégration par parties).
La formule d’intégration par parties est une des propriétés extensibles aux opérateurs fraction-
naires mais là encore sous certaines restrictions. C’est ici qu’apparaissent inévitablement les
opérateurs à droite.

Corollaire 1.
Soit α > 0 et n ∈ N tels que n− 1< α⩽ n. Soient f (t) ∈ Cn([a, b]) et g(t) ∈ Cn([a, b]), et Alors

∫ b

a

f (t)Da
a + g(t)d t =

∫ b

a

Da
b− f (t)g(t)d t

∫ b

a

f (t)Dαb−g(t)d t =

∫ b

a

Dαa + f (t)g(t)d t

2.6. Équations différentielles fractionnaires

Dans cette section on va discuter sur les propriétés d’existence et d’unicité des solutions des
équations différentielles d’ordre fractionnaire. On commence par donner une définition d’une
équation différentielle d’ordre fractionnaire (EDF) :

Définition 31.
Soient α > 0,α /∈ N, n= [α] + 1 et f : A⊂ R2→ R, alors

Dα y(t) = f (t, y(t)) (2.6.1)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville, où les conditions
initiales pour ce type d’EDF est de la forme

Dα−k y(0) = bk, (k = 0,1, 2, . . . , n− 1), lim
t→0

I n−α y(t) = bn (2.6.2)

De la même manière
CDα y(t) = f (t, y(t)) (2.6.3)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo et dans ce cas, les conditions est
de cette forme

y (k)(0) = bk, (k = 0,1, 2, . . . , n− 1) (2.6.4)
L’utilisation des conditions initiales de différents types pour les équations différentielles fraction-
naires (2.6.1) et (2.6.3) nous assure l’unicité de solutions de l’EDF correspondante, qu’on va
prouver dans les théorèmes suivants.

25



GÉNÉRALITÉ SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D’ORDRES FRACTIONNAIRES2.7. ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE FRACTIONNAIRE DE TYPE RIEMANN-LIOUVILLE

2.7. Équation différentielle fractionnaire de type Riemann-
Liouville

Dans cette on présente les types problèmes sous formes d’une équation différentielle fraction-
naire avec des conditions aux limites dont la dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

Lemme 5.
Soit α > 0. Si nous supposons que y ∈ C(0, 1)∩ L(0, 1), alors l’équation différentielle fractionnaire
de type Riemann-Liouville :

Dα0+ y(t) = 0, 0< t < 1 (2.7.1)
Admet une solution unique

y(t) = C1 tα−1 + C2 tα−2 + . . .+ Cn tα−n

Où Cm ∈ R, avec m= 1,2, . . . , n.

Preuve. Soit α > 0, on a :

Dα0+ ta−m = 0, avec m= 1, 2, . . . , n (2.7.2)

Alors l’équation différentielle fractionnaire (2.7.1) admet une solution particulière, comme

y(t) = Cm tα−m, avec m= 1, 2, . . . , n (2.7.3)

Où Cm ∈ R. La solution générale de l’équation (2.7.1) est donnée comme une somme des solutions
particulières (2.7.3), C-à-d.

y(t) = C1 tα−1 + C2 tα−2 + . . .+ Cn tα−n (2.7.4)
Où Cm ∈ R, avec m= 1,2, . . . , n.

Lemme 6.
Supposons que

y ∈ C(0, 1)∩ L(0,1), et Dα0+ y ∈ C(0, 1)∩ L(0,1). (2.7.5)
Alors :

I n
0+Dα0+ y(t) = y(t) + C1 tn−1 + C2 tn−2 + . . .+ Cn tα−n (2.7.6)

Où Cm ∈ R, avec m= 1,2, . . . , n.

Démonstration. Soit α > 0. Pour tout y ∈ C(0, 1)∩ L(0,1) on a

Iα0+Dα0+u(t) = y(t)−
n
∑

k=1

�

I n−α
0+ y (n−k)

�

(0)

Γ (α− k+ 1)
,

= y(t)−

��

I n−α
0+ y (n−1)

�

(0)

Γ (α)
t(−1 +

�

T n−α
0 y (n−2)

�

(0)

Γ (α− 1)
t(n−2 + . . .+

�

T n−α
0 y

�

(0)

Γ (α− n+ 1)
t(α−n

�

.

On pose Cm = −

�

I n−n
n+ (n−m)(0)

1[(a−m+ 1)
∈ R, pour chaque m= 1, 2, . . . , n, on trouve l’égalité (2.7.6).
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Lemme 7.
Soient 1< α < 2 et :∈ C([0, 1]). Alors l’unique solution de problème au limite

�

Da
0+ y(t) + z(t) = 0, 0< t < 1

y(0) = y(1) = 0
(2.7.7)

est donné par

y(t) =

∫ 1

0

G(t, s)z(s)ds (2.7.8)

tel que :

G(t, s) =











t[1− s]−1 − (t − s)0−1

Γ [a)−1
, si 0 ⩽ s ⩽ t ⩽ 1

t(1− s]a−1

Γ (a)
, si 0 ⩽ t ⩽ s ⩽ 1

(2.7.9)

Preuve. En appliquant Io
0+ , sur l’équation (2.7.7), on obtient :

Io
0+

�

Dα0+ y(t) + z(t)
�

= 0⇐⇒ Io
0+Dα0+ y(t) + Io

0+z(t) = 0.

D’après le lemme 6 pour 1< α⩽ 2(n= [α] + 1= 2), on a :

Io
0+Dα0+ y(t) = y(t) + C1 t0−1 + C2 t0−2, C1, C2 ∈ R

donc
y(t) + C1 tα−1 + C2 tα−2 + Iα0+z(t) = 0

ce qui implique
y(t) = −Io

0+z(t)− C1 ta−1 − C2 tα−2

Par conséquent, la solution générale de l’équation (2.7.7), donne par :

y(t) = −
1
Γ (α)

∫ t

0

(t − s)α−1z(s)ds− C1 tα−1 − C2 tα−2 (2.7.10)

Les conditions aux limites implique que






y(0) = 0=⇒ C2 = 0,

y(1) = 0=⇒ 0=
−1
Γ (α)

∫ 1

0

(1− s)α−1z(s)ds− C1 =⇒ C1 = −
1
Γ (a)

∫ 1

0

(1− s)α−1z(s)ds.

L’équation intégro-différentielle (2.7.10), équivalente à

y(t) = −
1
Γ (a)

∫ t

0

(t − s)a−1z(s)ds+
ta−1

Γ (a)

∫ 1

0

(1− s)a−1z(s)ds

= −
1
Γ (a)

∫ t

0

(t − s)a−1z(s)ds+
ta−1

Γ (a)

∫ t

0

(1− s)a−1z(s)ds+
ta−1

Γ (a)

∫ 1

t

(1− s)a−1c(s)ds

=
1
Γ (a)

∫ t

0

�

ta−1(1− s)a−1 − (t − s)a−1
�

z(s)ds+
ta−1

Γ (a)

∫ 1

t

(1− s)a−1z(s)ds

=

∫ t

0

�

[1− s)a−1 − (t − s)a−1

Γ (a)
z(s)ds+

∫ 1

t

t(1− s))a−1

Γ (a)
z(s)ds

=

∫ 1

0

G(t, s)z(s)ds.
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2.8. Equation différentielle fractionnaire de type Caputo

Dans cette on présente les types problèmes sous formes d’une équation différentielle fraction-
naire avec des conditions aux limites dont la dérivées fractionnaire au sens de Caputo.

2.8.1. Existance de solution

Lemme 8.
Soit α > 0. Si nous supposons que y ∈ C(0, 1)∩ L(0, 1), alors l’équation différentielle fractionnaire
de type Caputo

C Dα0+ y(t) = 0 (2.8.1)
Admet une solution unique

y(t) = C0 + C1 t + C2 t2 + . . .+ Cn−1 tn−1 (2.8.2)

Où Cm ∈ R, avec m= 0,1, 2, . . . , n− 1.

Preuve. Soit a > 0, on a :
C Dα0+ y(t) = 0, pour m= 0,1, 2, . . . , n− 1.

Alors l’équation différentielle fractionnaire (2.8.1), admet une solution particulière, comme

y(t) = Cm tm, pour m= 0,1, 2, . . . , n− 1, (2.8.3)

où Cm ∈ R. Donc la solution générale de (2.8.1), donnée comme une somme des solutions particu-
lières (2.8.3), c-à-d,

y(t) = C0 + C1 t + C2 t2 + . . .+ Cn−1 tn−1.

Lemme 9.
Supposons que y ∈ Cn([0,1]). Alors :

Iα+C Dα + y(t) = y(t) + C0 + C1 t + C2 t2 + . . .+ Cn−1 tn−1 (2.8.4)

Ou Cm ∈ R, avec m= 0,1, 2, . . . , n− 1

Preuve. Soit α > 0. Pour tout y ∈ Cn([0,1]) on a

I aC Da + y(t) = y(t)−
n−1
∑

k=0

y (k)(0)
k!

tk,

= y(t)−
�

y(0) + y ′(0)t +
y ′′(0)

2
t2 + . . .+

y (n−1)(0)
(n− 1)!

tn−1

�

.

On pose Cm = −
u(m)(0)

m!
∈ R, pour chaque m = 0,1,2, . . . , n − 1. ou trouve facilement l’égalité

(2.8.4)
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Lemme 10.
Soient 1< a ⩽ 2 et : y ∈ C([0, 1]). Alors l’unique solution de problème aux limites

�

C D0+
α y(t) = z(t) 0< t < 1

y(0) + y ′(0) = 0, y(1) + y ′(1) = 0
(2.8.5)

est donné par :

y(t) =

∫ 1

0

G(t, s)z(s)ds, (2.8.6)

tel que

G(t, s) =











(1− t)(1− s)α−1 + (t − s)α−1

Γ (α)
+
(1− t)(1− s)α−2

Γ (α− 1)
si 0 ⩽ s ⩽ t ⩽ 1

(1− t)(1− s)α−1

Γ (α)
+
(1− t)(1− s)α−2

Γ (α− 1)
si 0 ⩽ t ⩽ s ⩽ 1

(2.8.7)

Preuve. En appliquant Io
0+ , sur l’équation (2.8.5), on obtient

Io
0+

�

Da
0+ y(t)− z(t)

�

= 0⇐⇒ I a
0+Da

0+ y(t)− I a
0+z(t) = 0

D’après le lemme 1.5-5, pour 1< a ⩽ 2(n= [a] + 1= 2), on a :

Iu+
0 Da

0+ y(t) = y(t) + C0 + C1 t, C0, C1, C2 ∈ R

Donc
y(t) = C0 + C1 t − La

0+z(t) = 0
Ce qui implique

y(t) = Iα0+z(t)− C0 − C1 t
Par conséquent, la solution générale de l’équation (2.8.5), donne par

y(t) =
1
Γ (α)

∫ t

0

(t − s)a−1z(s)ds− C0 − C1 t (2.8.8)

Les conditions aux limites implique que :
�

y(0) + y ′(0) = 0=⇒ C0 + C1 = 0
y(1) + y ′(1) = 0=⇒ C0 + 2C1 =

�

T a
0+z
�

(1) +
�

T a
0 z
�′
(1)

Donc


































C0 = −
�

I a
0 z
�

(1) +
�

I a
0+z
�′
(1)

= −
1
Γ (a)

∫ 1

0

(1− s)a−1z(s)ds−
1

Γ (a− 1)

∫ 1

0

(1− s)a−2z(s)ds

C1 =
�

I a
0+z
�

(1) +
�

I a
0+z
�′
(1)

=
1
Γ (a)

∫ 1

0

(1− s)a−1z(s)ds+
1

Γ (a− 1)

∫ 1

0

(1− s)a−2z(s)ds.
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L’équation intégro-différentielle (2.8.5), équivalente à

y(t) =
1
Γ (α)

∫ t

0

(t − s)α−1z(s)ds+
1
Γ (α)

∫ 1

0

(1− s)α−1z(s)ds+
1

Γ (α− 1)

∫ 1

0

(1− s)α−2z(s)ds

−
t
Γ (α)

∫ 1

0

(1− s)α−1z(s)ds−
1

Γ (α− 1)

∫ 1

0

(1− s)α−2z(s)ds

=
1
Γ (α)

∫ t

0

(t − s)α−1z(s)ds+
(1− t)
Γ (α)

∫ 1

0

(1− s)α−1z(s)ds+
(1− t)
Γ (α− 1)

∫ 1

0

(1− s)α−2z(s)ds

=

∫ t

0

�

(t − s)α−1 + (1− t)(1− s)α−1

Γ (α)
+
(1− t)(1−)α−2

Γ (α− 1)

�

z(s)ds

+

∫ 1

t

�

(1− t)(1− s)α−1

Γ (α)
+
(1− t)(1− s)α−2

Γ (α− 1)

�

z(s)ds

=

∫ 1

0

G(t, s)z(s)ds.

Corollaire 2.
Soient r = nn ∈ N ou r ∈ C tel que n− 1< r < n et g(t) ∈ L[a, b], si a(t) ∈ L∞[a, b] est borné
dans [a, b], alors le problème de Cauchy pour les équations différentiels linéaires suivant d’ordre r
et bk ∈ C

Dr y(t) = a(t)y(t) + g(t), Dr−k
+a y(a+) = bk

admet une unique solution y(t) dans l’espace L r(a, b) on pratique, il existe une unique solution
y(t) dans l’espace L r(a, b) pour le problème :

Dr y(t) = λ(t − a)β y(t) + g(t), Dr−k
+a y(a+) = bk λ,β ∈ C

Corollaire 3.
Soient r = 1, 0< r < 1 et b0 ∈ C et g(t) ∈ L(a, b), si a(t) ∈ L∞[a, b] est borné dans [a, b], alors
le problème de Cauchy

Dr y(t) = a(t)y(t) + g(t), I1−r
+a y(a+) = b0

et le problème de Cauchy

Dr y(t) = a(t)y(t) + g(t), lim
t→a

�

(t − a)1−r y(t) = c

admet une unique solution y(t) dans l’espace L r(a, b).
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Existence et unicité de la
solution de EDFs via la me-

sure de non compacité

Chapitre

3

Dans ce chapitre, on s’intéresse au résultat d’existence de solutions pour le problème aux limites
c Dα y(t) = f (t, y(t)), t ∈ J = [0, T], 1< α < 2, (3.0.1)

y(0) = y0, y(T ) = yT . (3.0.2)

où c Dα est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J × E −→ E est une fonction donnée
vérifiant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard, y0, yT ∈ E et E est un espace de Banach
avec la norme ∥.∥. Le résultat de ce chapitre est basé sur le Théorème de point fixe de Mönch 1.6.1
combiné avec la mesure de non compacité de Kuratowski.

3.1. Préliminaires

Dans cette section, nous rassemblons quelques définitions de la dérivation et intégration d’ordre
fractionnaire. On note par C(J , E) l’espace de Banach des fonctions continues y : J −→ E, avec la
norme supremum habituelle

∥y∥∞ = sup∥y(t)∥, t ∈ J
Soit L1(J , E) est l’espace de Banach des fonctions mesurables y : J −→ E qui sont Bochner
intégrables, muni de la norme

∥y∥L1 =

∫

J

∥y(t)∥d t.

AC1(J , E) désigne l’espace des fonctions y : J −→ E, dont la dérivée première est absolument
continue. De plus, pour un ensemble donné V de fonctions v : J −→ E, désignons par

V (t) = {|v(t) : v ∈ V, t ∈ J} .

et
V (J) = {v(t) : v ∈ V, t ∈ J} .
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3.2. Résultat d’existence

Premièrement, on va définir ce qu’est une solution du problème aux limites (3.0.1)(3.0.2)

Définition 32.
une fonction y ∈ AC(I , E) est dite une solution du problème (3.0.1)(3.0.2) si y satisfait l’équation

c Dr y(t) = f (t, y)

sur I avec les conditions y(0) = y0 y(T ) = yT .

Lemme 11.
Soit 1 < r < 2 et h : I → E une fonction continue. Une fonction y est dite solution de l’équation
intégrale fractionnaire

y(t) = g(t) +

∫ T

0

G(t, s)h(s)ds (3.2.1)

où
g(t) =

�

1−
t
T

�

y0 +
t
T

yT

et

G(t, s) =
1

T (r)







(t − s)r−1 −
t
T
(T − s)r−1 0 ⩽ s ⩽ t

−
t
T
(T − s)r−1 t ⩽ s ⩽ T

si et seulement si y est une solution du problème aux limites

c Dr y(t) = h(t), t ∈ J (3.2.2)

y(0) = y0, y(T ) = yT (3.2.3)

Preuve. On applique l’opérateur Iα à l’équation (3.2.2) et (3.2.3), on trouve

y(t) = Iαa h(t) + c0 + c1 t

=
1
Γ (α)

∫ t

0

(t − s)α−1h(s)ds+ c0 + c1 t,

pour certaines constantes c0, c1 ∈ E, les conditions (3.2.3) donnent

c0 = y0

Parce que
y0 = y(0) = 0+ c0 + c1(0),

y(0) = c0,
et

c1 =
1
T

yT −
1
T

y0 −
1

TΓ (α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds.
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Parce que

yT = y(T ) =
1
Γ (α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds+ c0 + c1T

yT =
1
Γ (α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds+ y0 + c1T,

c1T = yT − y0 −
1
Γ (α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds,

c1 =
1
T

yT −
1
T

y0 −
1

TΓ (α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds.

Ensuite, la solution de (3.2.2)-(3.2.3) est

y(t) =
1
Γ (α)

∫ t

0

(t − s)α−1h(s)ds+ y0 +

�

1
T

yT −
1
T

y0 −
1

TΓ (α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

�

t,

=
1
Γ (α)

∫ t

0

(t − s)α−1h(s)ds+ y0 +
t
T

yT −
t
T

y0 −
t

TΓ (α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds,

=
1
Γ (α)

∫ t

0

(t − s)α−1h(s)ds−
t

TΓ (α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds+
�

1−
t
T

�

y0 +
t
T

yT ,

=
1
Γ (α)

∫ t

0

(t − s)α−1h(s)ds−
t

TΓ (α)

∫ t

0

(T − s)α−1h(s)ds−
t

TΓ (α)

∫ T

t

(T − s)α−1h(s)ds

+
�

1−
t
T

�

y0 +
t
T

yT ,

=
1
Γ (α)

�

∫ t

0

h

(t − s)α−1 −
t
T
(T − s)α−1

i

h(s)ds−
t
T

yT

∫ T

t

(T − s)α−1h(s)ds

�

+
�

1−
t
T

�

y0 +
t
T

yT .

Ainsi nous obtenons (3.2.1).

Lemme 12.
Le problème aux limites (2.1)-(2.2) a une solution y, si et seulement si y satisfait l’équation
intégrale

y(t) = g(t) +

∫ T

0

G(t, s) f (s, y(s))ds,

où
g(t) =

�

1−
t
T

�

y0 +
t
T

yT .

Il est évident que G(t, s) est continue sur [0, T]× [0, T].
Noton que

G⋆ = sup{∥G(t, s)∥, (t, s) ∈ J × J}.
La fonction g est continue sur J, donc il existe g∗ = sup∥g(t)∥. Pour établir notre résultat principal
concernant l’existence de solutions de (3.2.2)-(3.2.3), nous donnons des conditions sur les fonctions
impliquées dans ce problème.
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Nous supposons que :

(H1) f : J × E→ E satisfait aux conditions de Carathéodory.

(H2) Il existe p ∈ L1 (J ,R+), de telle sorte que

∥ f (t, y)∥⩽ p(t)∥y∥, pour t ∈ J et chaque y ∈ E.

(H3) Pour chaque t ∈ J et chaque borné B ⊂ E nous avons

lim
h→0+

α ( f ( ji.h × B))⩽ p(t)α(B), It.h = [t − h, t]∩ J

Théorème 23.
Supposons que les hypothèses (H1)-(H3) sont vérifiées. Si

G⋆
∫ T

0

p(s)ds < 1, (3.2.4)

Alors, le problème aux limites (3.0.1)(3.0.2 ) admet au moins une solution.

Preuve. On transforme le problème (3.0.1)-(3.0.2 ) en un problème au point fixe, en considérant
l’opérateur

N : C(I , E)→ C(I , E)

y → (N y)(t) = g(t) +

∫ T

0

G(t, s) f (s, y(s))ds

Les points fixes de N sont des solutions du problème (3.0.1)(3.0.2 ) .
Soit :

R ⩾
g∗

1− G∗
∫ T

0
p(s)ds

(3.2.5)

et on considère l’ensemble :
DR = {y ∈ C(I , E),∥y∥∞ ⩽ R

DR est fermé, borné et convexe.

Afin de prouver l’existence des points fixes de N,on doit montrer que N satisfait les hypothèses
du théorème 15. La preuve se fait en trois étapes :

étape 1 : On montre que N est Continue
Soit {yn} une suite telle que :

yn →n→+∞
y dans C([0, T], E)
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Donc : ∀t ∈ I , on a







�

Nyn

�

(t)− (N y)(t)




=
















∫ T

0

G(t, s) f (s, yn(s)) ds−
∫ T

0

G(t, s) f (s, y(s))ds
















⩽

∫ T

0

∥G(t, s)∥∥ f (s, yn(s))− f (s, y(s))∥ ds

⩽ sup∥G (L, S)∥ −
∫ T

0

∥ f (s, yn(s))− f (s, y(s))∥ ds

⩽ G∗
∫ T

0

∥ f (s, yn(s))− f (s, y(s))∥ ds

Comme f est de Carathéodory,on a f mesurable par rapport à y,donc on peut appliquer le
théorème de la convergence dominée de Lebesgue. Donc :

lim
n→∞
∥(N yn) (t)− (N y)(t)∥⩽ G∗

∫ T

0

lim
n→∞
∥ f (s, yn(s))− f (s, y(s))∥ ds.

Donc :
∥(N yn) (t)− (N y)(t)∥n→∞ −→ 0.

D’où la continuité de N.

étape 2 : On montre que N est bien défini de DR dans DR, c’est à dire que N(D) ⊂ DR par l’hypothèse
(H2) et la condition (3.2.5), alors pour tout y ∈ DR et t ∈ J , on a :

∥N(T )∥=
















g(t) +

∫ T

0

G(t, s) f (s, y(s))ds
















⩽ ∥g(t)∥+
∫ T

0

∥G(t, s)∥∥ f (s, y(s))ds∥

⩽ sup∥g(t)∥+ sup∥G(t, s)∥
∫ T

0

P(s)∥y(s)∥ds

⩽ g∗ + G∗
∫ T

0

p(s)∥y∥ds (par (H2))

⩽ g∗ + RG∗
∫ T

0

p(s)ds

⩽ R

 

car R ⩾
g∗

1− G∗
∫ T

0
p(s)ds

!

.

Donc
∥N(T )∥⩽ R.

C’est à dire,
(N y)(t) ∈ DR⇒ N (DR) ⊂ DR

étape 3 : On montre que N(DR) est borné et équicontinu
Par l’étape 2, on à N (DR) = {N(y) : y ∈ DR} ⊂ DR.
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Donc ∀y ∈ DR on a ∥N(y)∥∞ ⩽ R, donc N (DR) est borné.
pour l’équicontinuité de N (DR), soit t1, t2 ∈ I , alors :

∥N(y) (t2)− N(y) (t1)∥t1→t2
⇒ 0

Donc, N (DR) est équicontinue.
Maintenant, soit V un sous ensemble de DR tel que

V ⊂ conv(N(V )∪ {0})

V est borné et équicontinu.
En plus, la fonction v −→ v(t) = α(V (t)) est continue sur I .
Puisque g est continue sur I , elle est bornée sur I .
Donc l’ensemble {g(t); t ∈ I} est compact.

En utilisant (H3), le lemme (1.6.1) et les propriétés de la mesure α, on a pour tout t ∈ I

v(t) = α(V (t))

< α(N(V )(t)∪ {0})
⩽ α(N(V )(t))

carα(N(V )(t)∪ {0}) =max{α(N(V )(t)),α({0})}
on a :

(N(V )(t) =

¨

g(t) +

∫ T

0

G(t, s) f (s, y(s))ds, y ∈ V

«

= {g(t), t ∈ I}+

¨

∫ T

0

G(t, s) f (s, y(s))ds, y ∈ V

«

Donc

α((N(V )(t)) = α

�

{g(t), t ∈ I}+

¨

∫ T

0

G(t, s) f (s, y(s))ds, y ∈ V

«�

α((N(V )(t))⩽ α({g(t), t ∈ I}) + a

�¨

∫ T

0

G(t, s) f (s, y(s))ds, y ∈ V

«�

⩽ α

�¨

∫ T

0

G(t, s) f (s, y(s))ds, y ∈ V

«�

⩽

∫ T

0

∥G(t, s)∥p(s)v(s)

�

ds

⩽ G∗∥v∥∞

∫ T

0

p(s)ds.

Puisque on a G∗
∫ T

0

p(s)ds < 1, alors ∥v∥∞ = 0, c’est à dire v(t) = 0∀t ∈ I , i.e., a(V (t)) = 0.

Donc (V (t) est relativement compact dans E.
Par le théorème d’Aocoli-Arzelà, V est relativement compact dans DR (car V ⊂ DR.est borné et
equicontinue).
Puisque toutes les hypothèses du théorème ?? sont satisfaites, l’application N admet par conséquent
un point fixe qui estune solution du problème (3.0.1)-(3.0.2 ).
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Exemple 3.2.1. Soit le problème fractionnaire aux limites suivant :














c Dα y(t) =
4

5+ sinh(t)
|y(t)|, t ∈ [0,1], 1< α⩽ 2

y(0) = 0

y(1) = 1

(3.2.6)

On pose :
E = [0,+∞[

et

f (t, x) =
4

5+ sinh(t)
x , (t, x) ∈ [0, 1]× [0,+∞[

(H1) (1) La fonction f , telle que

f (t, x) =
4

5+ sinh(t)
x

est mesurable par rapport à t ∈ [0,1]
Comme t → f (t, x) continue parce que est une somme et une multiplication de fonctions
continues. Donc f est mesurable ∀x ∈ E.
(2) Il est claire que f est continue par rapport à x presque partout sur [0,+∞[.
D’après (1) et (2) alors la fonction vérifient les conditions de Carathéodory.

(H2) est vérifiée, puisque

∥ f (t, x)∥E =
�

�

�

�

4
5+ sinh(t)

x

�

�

�

�

⩽ |x |
�

�

�

�

4
5+ sinh(t)

�

�

�

�

⩽
4

5+ sinh(t)
|x |

= p(t)∥x∥.
(H3) D’après (H2), on a

∥ f (t, x)∥E ⩽
4

5+ sinh(t)
∥x∥E.

Soit B un sous ensemble borné dans E = [0,+∞[ et x ∈ B

f (t, B) ⊂
4

5+ sinh(t)
B

Après avoir appliqué la deuxième propriété de la mesure de non compacité 2 et la définition 6,
nous trouvons

µ( f (t, B))⩽ µ
�

4
5+ sinh(t)

B
�

⩽

�

�

�

�

4
5+ sinh(t)

�

�

�

�

µ(B),

et comme
4

5+ sinh(t)
est positive pour chaque t ∈ [0,1]. Alors

µ( f (t, B))⩽
4

5+ sinh(t)
µ(B).
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Pour T = 1 nous trouvons

G(t, s) =











1
Γ (a)

(t − s)α−1 −
1
Γ (a)

t(1− s)α−1 si 0 ⩽ s ⩽ t,

−
1
Γ (a)

t(1− s)α−1 si t ⩽ s ⩽ 1.

Un calcul simple donne

G∗ <
1
Γ (α)

.

La condition (3.2.4) est satisfaite avec T = 1. En effet

G∗
∫ 1

0

p(s)ds < G∗
∫ 1

0

4
5+ sinh(s)

ds,

< G∗
∫ 1

0

1
1+ sinh(s)

ds.

On a pour chaque t ∈ [0,1].

0 ⩽ sinh(t)⩽ 1.175

G∗
∫ 1

0

1
1+ sinh(s)

ds <
1
Γ (α)

∫ 1

0

1
1+ 0

ds

<
1
Γ (α)

< 1

Est satisfait pour chaque α ∈]1,2[.
Alors d’après le Théorème 22, le problème (3.2.5) a une solution sur [0,1].
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Conclusion

Dans ce travail, on fait l’objectif de cette étude sur l’existence et l’unicité de solutions des
équations différentielles d’ordre fractionnaire dans des espaces de Banach, en utilisant dans ce
travail la technique de mesure de non-compacité combiné avec les théorèmes du point fixe et en
particulier le theorème de Darbo et de Mönch.
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Abstract

The fixed point principle is very important to solving many nonlinear differential equations, in

this work we study the existence and uniqueness results for certain classes of differential equations

of fractional order of Caputo. These results are obtained by using Mönch's fixed point theorem and

combined with kuratouskii's measure of non­compactness .

Keywords : Measure of non compactness, Fixed point theorem, fractional differential equations, Caputo

fractional derivative.

Résumé

La theorie du point fixe est très important dans la résolution de nombreuses équations différentielles

non linéaires, notre étude d'existence et de l'unicité nous présentons plusieurs résultats d'existence pour

certaines classes d'équations différentielles d'ordre fractionnaire au sens de Caputo. Ces résultats ont

été obtenus en utilisant le théorème du point fixe de Mönch en combi­ naison avec la mesure de non­

compacité de kuratouskii.

Mot clés : Mesure de non compacité, Point fixe, Équations différentielles fractionnaire , existence de

solutions, Dérivée fractionnaire de type caputo, intégral fractionnaire.

ملخص

ودوجولاةسارديفةــــصاخ،ةـــيطخلاريغةيلضافتلاتالداعملانمدـــــيدعلالحيفادجمهمةتباثلاةطقنلاأدبمربتعي

.وتوباكىنعمبةيرسكـلابـترلاتاذةــيلضافتلاتالداعملانمةنيعمتائفلدوجولاجــئاتننمديدعلامدقنةركذملاهذهيف.ةينادحولا

بصاخلاصارتلامدعسايقمعمبنجىلاابنجخنوميفةتباثلاةطقنلاةيرظنمادختسابجئاتنلاهذهىلعلوصحلامتثيج

.يكسوتاروك

رسكةبترتاذةقتشملا،لولحدوجو،ةيرسكةبترتاذةيلضافتتالداعم،ةتباثلاةطقنلا،صارتلامدعسايق:ةيحاتفملاتاملكلا

.وتوباكعوننمةي
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