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Notations

L’ensemble des fonctions n fois continument dérivables sur [a, b].
Ensemble des nombres naturels.

Ensemble des nombres réels.

Ensemble des nombres complexes.

Un espace de Banach.

sous -ensemble de X.

la frontiere de A.

la fermeture de A.

La boule fermée dans X de centre a et de rayon r.

La sphére dans X

Le diameétre d’ensemble X.

La famille de tous les sous-ensembles bornés non vides de E.
La sous-famille constituée de tous les ensembles relativement compacts de E.
Espace des opérateurs linéaires bornés de X dans Y,.

Espace des opérateurs compacts de X dans Y,

Espace des opérateurs de rang fini définis de X dans Y,

la boule unité ouverte dans X,

la boule unité fermée dans X,

mesure de non—compacité de Kuratowski,

mesure de non—compacité de Hausdorff,

L’espace de fonction absolument continues sur [a, b].
L'enveloppe convexe d'un ensemble Q2 .

Lenveloppe convexe fermé d'un ensemble 2 .

La fonction .

la fonction mittag-leffler .

L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a.

La dérivée fractionnaire d’ordre a.

La dérivée fractionnaire d’ordre a au sans de Caputo.
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Introduction

a théorie des équations différentielles fractionnaires est apparue comme un domaine
intéressant a explorer ces dernieres années. Notez que cette théorie a de nombreuses
applications dans la description de nombreux événements dans le monde réel. Par

exemple, les équations différentielles fractionnaires sont souvent applicables en ingénierie, physique,
chimie, biologie, etc. Dans ce mémoire, nous allons inspirer des articles [1, 3,4,15,17,20] et faire
I'inventaire de toutes ces études en donnant des résultats d’existence pour les solutions d’'une
certaine classe d’équations différentielles fractionnaires via la dérivée fractionnaire de Caputo dans
un espace de Banach de dimension infinie. Cette étude est principalement réalisée en utilisant le
théoréme du point fixe de Monch en combinaison avec la technique de mesure de non-compacité
de Kuratowski. Ce mémoire est composée de trois chapitres.

Premier chapitre, on présente quelque définitions et notions sur la mesure de non compacité
comme la mesure de Kuratowski et Hausdorff sur les ensembles bornés, nous présenterons également
quelques propriétés fondamentales sur les opérateurs ainsi quelques théorémes du point fixe qui
sont liés a la mesure de non-compacité dans I'espace de Banach, (théoreme de Darbo, Schauder, ...) .

Dans le deuxieéme chapitre, nous avons mentionner les concepts de certaines fonctions spéciales,
intégrales et dérivés fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo, ainsi leurs caractéristiques
et La relation entre eux.

Troisiéme chapitre intitulé ”Existences et unicité de la solution de EDFs vai la mesure de
non compacité", on traitera 'existence des solutions pour les équations différentielles d’ordre
fractionnaire de type Caputo suivantes :

‘Dry(t)=f(t,y(1)), t,=[0,T], 1<a<2
y(0) =y, y(T)=yr
ou D la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f :J x E — E est une fonction donnée

vérifiant certaines hypothéses qui seront précisées plus tard, y,, y; € E et E est un espace de
Banach avec la norme ||. |



Initiations sur la me-
sure de non compacité
quelques propriétées

Dans ce chapitre, nous rappelons brievement la notion de compacité dans les espaces métriques
puis introduisons les opérateurs compacts entre espaces de Banach On donne alors un résultat
fondamental de compacité pour les fonctions continues : le théoreme (d’Ascoli) et quelques
définitions sur la mesure de non-compacité, et pour la résolution d’équations différentielles d’ordre
fractionnaire ol le second membre est non linéaire, nous avons besoin d’un perspective théoreme
de point fixe

1.1. Notions

Dans cette section, nous rappellons quelques notions que nous utilisons par la suite.
Le diametre et la distance de A sont définent par
diam(A) = sup{|[x — y[l; x,y € A}
dist(x,A) = inf{||x — y||; x,y €A}
Soient X et Y deux espaces de Banach de dimensions infinis.

On note par L(X,Y), 'ensemble des opérateurs linéaires de X dans Y et par L(X) = B(X,X).
Un opérateur linéaire T défini sur X vers Yi.e.,, T € L(X,Y).

1.2. Compaciteé

Définition 1.
Une classe de sous-ensemble de E, s’appelle une recouverement d'un ensemble G de E, si nous
avons

GCcuU;,jeld.

Définition 2.
Soit U un ensemble d’un espace normes X, U est dit compact si de tout recouvrement de U par
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des ouverts de U, on peut extraire un sous-recouvrement fini i.e,
VV;,j €J (ouverts), U C UVjEIVj(k) jlk)=1,2,...,n

n

tel que U C U Vi
k=1

Définition 3.
Un ensemble U est dit séquentiellement compact si pour toute suite d’éléments dans U contient
une sous-suite converge vers un élément dans U.

Théoréme 1.
Un sous ensemble d’un espace normé est compact si et seulement si il est séquentiellement compact.

Définition 4.
Un sous ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si son adhérence est compacte.

Définition 5.
Un espace métrique est complet si et seulement si toute suite de Cauchy converge.

Ye>0,GC UB(goj,e)

j=1

Théoreme 2.
Tout ensemble borné d’un espace normé est relativement compact.

Définition 7 (Opérateur Compact.).
Soit A un opérateur linéaire d'un espace normé X dans un espace normé Y, on dit que A est un
opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné un ensemble relativement compact dans Y

Définition 8 (Opérateur linéaire).
Soient E et F deux espaces normés, un opérateur A défini sur E dans F est dit linéaire s’il vérifie
les conditions suivantes :

Condition additive :
Vo, 9, €E, onaA(p;+¢,) =A(p;) +A(p,)

Condition homogene :
VopeE AeK: A(Ap)=2AA(y).

Définition 9 (Opérateur borné).
Un opérateur linéaire A définie sur E dans F est dit borné s il existe une constante positive C > 0,

Définition 6.
Un sous ensemble G d’'un espace normé est totalement borné si il existe une suite finie i,e :
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tel que :
A < Clixllg, Vxe€E

1.3. compacité dans C(G)

Dans cette partie, 'espace des fonctions continues C(G) est muni de la norme maximum :
ll¢lloo = max|p(x).
xeC

Définition 10.
Un opérateur A de X dans Y est compact si et seulement si pour toute suite borée {¢,} de X, la
suite {Ap,} contient une sous suite convergente dans Y

Théoréeme 3 (Arzela-Ascoli).

Un ensemble U C C(G) est relativement compact si et seulement si les conditions suivantes sont
vérifies i,e :

1. Lensemble U est borné, tel que :

VoeU:¥xeG,AM >0: |p(x)| <M

2. Lensemble U est équicontinu :

Ve>0:YVpeU:Vx,yeG:36>0telleque :|x—y|<d—|p(x)—p(y) <€

Théoréme 4 (de Bolzano-Weierstrass).
Un espace métrique (X, d) est compact si et seulement si toute suite d’éléments de X admet une
sous-suite convergente. Autrement dit ,la fermeture A(G) est compact.

1.4. Mesure de non compacité

Les mesures de non compacité sont des outils tres utile dans les espaces de Banach, Elles
sont largement utilisées dans la théorie du point fixe, les équations différentielles et les équations
différentielles d’ordre fractionnaires, -- - etc.

1.4.1. Mesure de non compacité en général

Considérons X est un espace de Banach avec la norme ||.||, on note par My la famille de tout
les sous-ensembles bornée non vide de X et par Ny la famille des sous ensembles relativement
compact.

Définition 11.
Soit I'application u : M, — [0, oo[. On dit que u est une mesure de non compacité (MNC) avec
propriétés maximum. dans ’espace de Banach X, si elle satisfait les conditions suivantes :
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VA,B,B,,B, € M, on a les propriétés suivantes

I'ensemble, ker(u) = {A € M, telle que : u(A) = 0} est un ensemble non vide et ker(u) C M,
Si A C B, alors u(A) < u(B)

u(A) = u(A)

wW(AA+ (1—AB) < Au(A)+(1—A)u(B), VArel[o,1].

p(conv(A)) = u(A).

u(B; UB,) = max {u(B;), u(B,)}.

Si (A,),cy un ensemble de suites de M, telle que A,,; C A,,A, = A,(n = 1,2,...) et

lim u(A,)=0,alors A, = ﬂAn # ¢ et Ay, € ker(u)
n—oo n:l

N ok W b=

Définition 12.

On dit que la mesure de non compacité u est sublinéaire, si YA,B € M, et elle satisfait les deux
conditions suivantes :

1. u(AA) =|A|u(A)VA e R.

2. w(A+B) < u(A) + u(B).

Définition 13.1. Une mesure de non compacité est appelée une mesure avec propriété maximale
si max(u(A), u(B)) = u(AUB).
2. Une mesure de non compacité est dite réguliere si K er(u) = Ny, sublimé et posséde une
propriété maximale.
3. Une mesure de non compacité est dit Lipschitzienne si elle satisfait la condition de Lipschitz
u(A) — w(B) |< u(B(X))dy (A, B)

avec dy (A, B) =max {sup d(x,A),supd(y, B)}
X€EA acA

et B(X) la boule fermée dans X et de centre X et de rayon 1

1.4.2. Mesure de non-compacité de Hausdorff

En 1957, Goldenstein, Goh’berg et Markus ont introduit une autre mesure de noncompacité
appelée mesure de non-compacité de Hausdorff.

Définition 14.
La mesure de non-compacité de Hausdorff d'un ensemble borné A € My, notée y(A), est définie
par :

i’

x(A)zinf{e>0:AC

n
B(x;,1;),x; €X,1; <e,i=1,...,n}

i=1



INITIATIONS SUR LA MESURE DE NON COMPACITE QUELQUES PROPRIETES 1.4. MESURE DE NON COMPACITE

Ou : B(x;,r;) désigne la boule de centre x; et de rayon r;. ou :
x(A) =inf{e > 0,B
admet un recouvrement fini des boule de rayons < e}avecBestlaf amilledessousensemblesbornsdeXetB
€ My Dans cette définition, I'inégalité r; < €, peut étre remplacée par r; < €, De plus, les centres
x; des boules qui recouvrent 'ensemble A ne sont pas forcément dans 'ensemble A(x; € X, en
général). Alors une autre définition (équivalente) de la mesure de non-compacité de Hausdorff est
donnée par :
% (A) =inf{e > 0 : A admet un e-réseau fin i dans X}.
Les propriétés fondamentales de la mesure de non-compacité de Hausdorff sont citées dans le
théoréme suivant :

Théoréme 5.
Soit (X,d) un espace métrique et A,A;,A, € My, alors

Si A est fini, alors : y(A) = 0 & A totalement bornée < A est compact.
Si A est fini,alors y(A) = 0.

ACA = A <x(A)

%(A) = x(A) = x(conv(A))

x (A1 UA,) = max{y (A;), x (A;)}

x (A;NAy) <min{y (A,), x (A3)}

Si X est complet, (F,), une suite décroissante d’ensembles non vides, fermés et bornés telle que :

N & A L b=

lign x (F,) =0alors F, = ﬁ F, est un sous-ensemble non vide et compact.
n=1
Proposition 1.4.1. Soit X un espace normé et A,A;,A, € My. Alors :
1. x (A +Ay) < x (A) + x (Ay)
2. y(A+x)=y(A),Vx eX.
3. y(AA) =Ay(A), A€ .
4. y(A) = y(con(A)) ott con A désigne U'enveloppe convexe de 'ensemble A.

1.4.3. Mesure de non-compacité de Kuratowskii
Kuratowski fut le premier(1930) a introduire et étudier la notion de la mesure de non compacité
Définition 15.
La mesure de non-compacit e de Kuratowski d’'un ensemble borné > A € My, notée a(A), est
définie par :
a(A) = inf{‘v’e >0:AC UBi,Bi C X,diam (B;) < €,i = 1,...,n} ,

i=1
ol : diam B; désigne le diametre de 'ensemble B,.

6
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a(A) = inf{e > 0 : admet une recouverment fini par des ensemble de diametre < €}.
avec : B un sous ensemble de X et B € My

On notera que, dans cette définition, ’expression diam B; < € peut etre remplacée par diam
B; <e.
il est clair que a(A) < diam A pour tout ensemble borné A dans My et que a(A) = 0 si A est fini. Les
propriétés essentielles de la mesure de non-compacité de Kuratowski d'un ensemble borné sont
résumées dans le théoreme suivant :

Théoreme 6.
Soit (X,d) un espace métrique et A,A,,A, € My, alors

1. a(A) =0 < A est compact.

2. ACA = a(A) <al(4y)

3. a(A) = a(A)

4. a(A;UA,) =max{a(4;),a(A,)}
5. a(A;NAy) <min{a(A;),a(Ay)}
6

. Si X est complet, (F,), une suite décroissante d’ensembles non vides, fermés et bornés, telles que

oo

:lima(F,) =0, alors Fo, = ﬂ F, est un sous-ensemble non vide et compact.
n

n=1

Proposition 1.4.2.

Soit X un espace normé et A,A;,A, € My, alors :
a(A +Ay) <a(A)+a(A,).
a(A+x)=a(A),Vx eX.
a(AA) = [Ala(A), VA €K,

a(A) = a(conv(A)) otr conv A désigne Uenveloppe convexe de Uensemble A.

fini et a(B) =2, y(B) = 1 si E de dimension infini.

Théoréme 8.

1.
2.
3.
4.
Théoréme 7.
Soit B la Boule unité B(0.1) dans lUespace de Banach E, alors a(B) = y(B) = 0 si E de dimension
‘ Soient (X, (||.|]) un espace normé et A un sous ensemble borné de de X, alors

x(A) < a(A) < 2x(4)
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1.5. Mesure de non compacité sur les opérateurs

Dans cette partie on introduire quelques propriétés de la mesure de non compacité sur les
opérateurs.

1.5.1. Mesure de non-compacité de Kuratowskii d’un opérateur

Définition 16.

Soient T : D(T) € X — X un opérateur continu et a(.) est la mesure de non compacité de
kuratowski dans X, pour tout k > 0, on dit que T est une contraction si pour tout sous-ensemble
borné A de D(T), T(A) est un sous-ensemble borné dans X et

a(T(A)) < ka(A).

Soit le sous-ensemble borné A de D(T), alors a(A) > 0, T(A) est un sous-ensemble borné dans X
et:

a(T(A)) < a(A).

Théoréme 9.
Soit X un espace de Banach et T € L(X), nous avons

1. a(T)=0 < T est compact.

2. SiT,S € L(X), donc a(T,S) < a(t)a(S).

3. SiK € K(X), donc a(T +K) = a(T).

4. Si B un sous ensemble borné de X, donc a(T(B)) < a(T)a(B).

1.5.2. Mesure de non-compacité de Hausdorff d’un opérateur

Définition 17.

Soient T : D(T) € X — X un opérateur continu et y(.) la mesure de non compacité de
Hausdroff dans X et k > 0, T est dit K-boule contraction si pour tout sous-ensemble borné A de
D(T), T(A) un sous-ensemble borné dans X et :

2(T(A)) < ky(A).

Théoreme 10.
Soient X un espace de Banach et T € L(x), nous avons

1. %a(T) < x(T) < 2a(T).

x(T) =0 T est compact.

Si T,S € %(y), donc y(TS) < x(T)x(S).
Si K € K(y), donc y(T +k) = x(T).

R LN
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Théoreme 11.1. Si k < 1, alors tous les opérateurs k-ensemble-contraction se condensation.

2. Chaque opérateur de condensation est 1-ensemble-contraction.
Soit T € L(X), nous définissons a(T) par

a(T) = inf{k tel que T est k - ensembel - contraction }

et ¥(T) par
x(T) = inf{k tel que T est k - boule - contraction }

1.6. Quelques theoremes de points fixes

1.6.1. Notation

On note par L(I; E) 'espace de Banach des fonctions dérivables y : I — E ayant la premiére
dérivée absolument continue.

Définition 18.
Soit T un opérateur défini dans un espace de Banach E dans lui-méme, alors pour tout x € E, tel
que x = T(x), s’appelle un point fixe de I'opérateur T.

Théoreme 12 (de Carathéodory).
Lapplication f : I x E — E est dite de Carathéodory si,

1. t — f(t,u) est mesurable, Yu € E.

2. u— f(t,u) est continue, pour tout t € I.

3. Vr >0, il existe une fonction ®, € L* (I, R,), tell que Yu € R avec ||u|| < r :
If (¢, Wl < &.(0).

Alors Lapplication f est dite L* Carathéodory

Définition 19 (Principe de contraction de Banach).
Soit X un espace de Banach, et soit 'opérateur F : X — X un contractant, alors : F admet un
point fixe unique i.e., :

dy* e X tele que F (y*) = y".

Théoréme 13 (de Schaefer).

Soient X un espace de Banach et F : X — X un opérateur complétement continu. Alors F posséde
au moins un point fixe.

On dit que F est complétement continu si :

i) Vb € X = F(b) est relativement compacte,
ii ) SilUensemble P ={y € X,AF(y)=y,A €[0,1]} est borné.
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Théoréme 14 (Schauder).
Soit (E,d) un espace métrique complet et A une partie convexe fermée de E et soit F : A— A, on a
si Uensemble {Fx : x € A} est relativement compact dans E. Alors F posséde au moins un point fixe.

.6.2. Théoreme Alternative Non Linéaire de Leray-Schauder

Théoréme 15.
Soient Q2 un ouvert borné d’un espace de Banach E et f : Q2 — E une application compacte. Alors

1. (i) f admet un point fixe dans S, ou
2. (ii) il existe x € 0N et t €[0,1]: x = tf(x).

telle que :
ag(T(W)) < kag(W),VW fermé et borné .

Théoréme 16 (Monch 1980).
Soit Q2 un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’espace de Banach E telle que 0 € £, et
soit T : 2 — Q une application continue. Si l'implication

V=ConvT(v)ouV=THW»)u{0}=a(v)=0 (1.6.1)
est vérifie pour tout sous-ensemble V de €2, ou a est une mesure de Kuratowski, alors T admet un

1
Définition 20.
Lapplication T : C C E — E est dit une ag-contaction s’il existe une constante k < 1 positive
‘ point fixe dans Q.

Preuve. On définit une suite {y,} par: y, =0, ct y,.,; = T (¥,), pour tout n € N. Soit
Y={y,;n=0,1,2,...}.
Ainsi
Y =T(Y)u{0},
d’apres (2.5.1), on déduit que
a(Y)=0,
donc Y est relativement compact dans 2.
Soit Z I'cnscmble de tous les points limites de {y,}. Il cst clair que Z = T(Z). On pose
R(X)=ConvT(X)
pour tout X C Q, ct soit
D={XCQtelque Z CX et R(X) C X}.
Ainsi, 11 est clair que 2 € D. On pose

V=[)X.AinsiZCV,
XeD
V cst un non vide ct

7 =T(Z) CR(Z) CR(),

10
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puisque
R(v)cR(X)cX, VXcD
donc
RW)c()Xx=V
XeD

done V € D. De plus,
R(R(v)) CR(v)

alors R(v) € D. Par conséquent, V = R(v) (car; v est plus petit ensemble de D ) i.c.
V =ConvT(v)

De (2.5.1), implique que V est un sous-ensemble compact de .
D’apres le théoréme de Schauder 14 sur l'application T|y, on conclut que T admet un point
fixe dans V € Q. m

1.6.3. Théoreme de Darbo

Théoréme 17 (Darbo-sadovskii).
Soit Q2 un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’un espace de banach E et soit U'application
continue T :  — Q une ay contraction alors T admet au moins un point fixe dans 2

Théoreme 18 (Darbo-généralisé).

Soient Q un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’espace de Banach E et T : 2 — Q
est une Application continue et U est une mesure de non-compacité définie dans E. Supposons qu’il
existe une constante k € [0, 1] telle que

u(TX) < ku(X), (1.6.2)

pour tout sous-ensemble non vide de Q. Alors T admet un point fixe dans .

Démonstration. On considere une suite (£2,,) décroissante ct définie par :
Qy=0etQ, =ConvI,_;, pour tout n > 1.

S'il existe un nombre naturel n, tel que u (Qno) =0, alors ©,, est relativement compact et puisque
TQ, €O

ng — ""ng*

Donc le théoreme de Schauder 14 implique que T admet un point fixe.
D’autre part, supposons que u(£2,) > 0 pour tout n > 0. En utilisant (3.0.1) nous obtenons

p(Qp4q) =p( ConvT ;)
=u(TR,) (1.6.3)
< kp(Q,).
Puisque k < 1, alors
P () <p(,), Vnz=0
Par consc¢quent, {u (£2,)} est une suite décroissante des nombres récls positifs.

Alors, il existe r > 0 tel que
lim u(Q,)=r (1.6.4)

11
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Donc, d’apres (3.0.2) on obtient
lim p(€,,,) < lim kp(92,),
alors
0<r<kr
implique que r = 0. Alors,
lim u(Q,)=0
Maintenant, puisque "
Q,.,SQ,ctTQ, CQ,.

o0
D’apres la propriété 6 de mesure de non-compacité, nous conclurons que Q., = ﬁ Q, est un
n=1

sous-ensemble non vide, fermé, convexe de 2 et invariant sous 'opérateur T, et donc il appartient
a ker u.
Par conséquent, d’apres le théoréme de Schauder 2.1.1, T admet un point fixe dans €.

Lemme 1.6.1.
Soit C un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’un espace de Banach C(I,E) et
soit G une fonction continue de I x I et f : [ x E — E une fonction qui satisfait les condition de
Carathéodory et il existe p € L' (I, R, )telle que pour tout t € I et tout sous ensemble borné B C E
ana:

,}g(r)g a(f (Ip xB)) < p(t)a(B);I,, =[t—h,t]1NI
si V un sous ensemble équicontinue de D, Alors

a ({f G(t,8)f (s, y(s))ds : y € V}) < J 1G(¢,s)llp(s)a(V(s))ds

12



Généralité sur les equa-
tions différentielles
d’ordres fractionnaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques notions sur 'intégration et la dérivation fractionnaire,
et on introduire les équations différentielles fractionnaires.

2.1. Calcul fractionnaire

Fonction utile

Dans cette partie, nous présentons les définitions de les fonctions : Gamma, Béta et Mittag-
Leffter, qui seront utilisées dans la suite dans ce mémoire, ces fonctions jouent un réle tres important
dans la théorie du calcul fractionnaire et ses applications. 2.1.1

2.1.1. La fonction Gamma

En mathématiques, la fonction Gamma est une fonction complexe elle prolonge la fonction
factorielle a 'ensemble des nombres complexe.

Définition 21.
La fonction Gamma I'(z) est définie par :

I'(z)= J t*le7'dt,(z € C,Re(z) > 0). (2.1.1)
0

Lemme 1.

Pour tout z € C,Re(z) >0,n€N, ona
1.T(z+1) =2I(2)
2.T(n)=(n—-1)

3. F(n+%)=(22—!n!ﬁ

(2.1.2)
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Preuve.
1.
+00 +00
T(x+1)= f tre~tde =[—t*e |7 + xf t* e dt
0 0

=xT'(x)
2. il suffit d’appliqué 1 pour x = n.

(n+3)=(n=3)(2=3)r(»-3)
_ (2n2—1)(2n2—3)(2n2—5)”ér(%)
_(@2nm)@2n—-1)(2n—-2)...(1) 1
B 2"(2n)(2n—2)(2n—4)...(Z)F(Z)
s ()
_ (2n)!ﬁ-

22npn|

Remarque

La détermination de la fonction Gamma pour les valeurs négatives non entiéres est par la

I'(x+1 ) . Lo .\
formule I'(x) = ¥, la fonction Gamma n’existe pas pour les valeurs négatifs entiéres.
x

Exemple 1.

1
1. I'(1) =1, T(0,) = +oo .Et aussi F(E) =4r.
2.

14
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Fonction ¥ —'r N4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 ’

FIGURE 2.1 - Le graphe de la fonction Gamma T.

Proposition 1.
Pour toutp>0,o0ona:

| P
r(p) = li L

. 2.1.3
A S D +2). (1) (21.3)

Preuve. Considérons la fonction

f(n,p) = JO n(l—%)nxp_ldx.

lim f(n,p)= lim J (1—£) xP~ldx
n—+0oo n—+0o 0 n

+00
= f xPle™dx
0

=TI'(p).
D’autre part, par I'intégration par parties, on obtient :

f(n,p)= f (1-2) xrdx
0 n
n ypqn n n—1
:[(1—£) x_] +1f (1—£) xPdx
n/ pl PJy n
n n—1
zlj (1—5) xPdx.
D Jo n

15
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encore fois, en intégant par parties :

F(n,p) = 11) JO (1 _ %)H XPdx

1 qn n _
:1[(1—£)n X ] + (n—1) (1—£)n 2xp“dx.
p n/ p+1], np(p+1)J, n

_ n n—2
_ nn=1) (1 _ i) .
n’p(p+1) J, n

Apres l'intégration par parties n fois, on obtient

_ onn=1)...In—=D] (" X\ e
f(n’p)_n”p(p+1)...[p+(n—1)]JO(1 n) X! dx

_ n! [X"+P ]n
Cnp(p+1)...[p+(n—1DIln+pl,
n!nP

:p(p+1)...(n+p)

[
2.1.2. La fonction Béta
Comme la fonction gamma, la fonction béta est elle aussi définie par une intégrale.
Définition 22.
La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie par :
B(p,q) = Jl tP'(1—t)"'dt, (p,q € C,Re(p) > 0,Re(q) > 0). (2.1.4)
0

Remarque

La fonction Béta est symétrique i.e.,
B(p,q) = B(q,p). (2.1.5)

Proposition 2.
La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante

B0p.q) = FOT@

= , Vp,q€C:Re(p)>0;Re(q) > 0.
I'p+q)

Preuve. Soit D =(0,+00) x (0,+00), on a

+00 +00
I'(p)L'(q) = (f xp_le_wdx) (f yq_le_ydy)
0 0
= JJ xp_lyq_le_(x+y)dxdy,
D
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2.1. CALCUL FRACTIONNAIRE

En effectuant le changement de variables

{ u=x ‘;J’ _ { X =uv
V:x+y y=u(l—v).
Alors -
I'(p)T'(q) = J ()P u—uv) e u - dudv
JJD
(‘+oo 1
= e “du (J (uv)’ Y(u— uv)q_ludv)
Jo 0
r+oo 1
= e "du (J uPtyPi(1 — v)q_ldv)
Jo 0
(‘+oo 1
= up+q_1e_“duJ v (1—v)dy
Jo 0
=I'(p + q)B(p,q).

2.1.3. La fonction Mittag

-Leffter

La fonction Mittag-Leffter est une généralisation directe de la fonction exponentielle e* a deux
parametres pour différentes valeurs de a et f3, et il joue un role majeur dans le calcul fractionnaire.

Définition 23.

La fonction de Mittag-Leffter est définie par

et la fonction de Mittag-Leffter généralisée est définie par

+00 Zk
Ea(Z)—kzzom, a>0 (2.1.6)
+00 Zk
Ea,ﬁ(z)zzm, a>0,5>0. 2.1.7)

Exemple 2.

k=0

La fonction Mittag-Leffler se réduit a des fonctions simple

Ei,(z) = Z

+Z°O: zk 3 2k
E(z) = El,l(z) = T o — =
= I'(k+1) = k!
+0o0 Zk B 1"'2’0 Zk+1 B e —1
P rk+2) = —~ (k+1)! Z

17
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Théoreme 19.
Poura=neN,A€R, ona

1. (i) E,(Ax") = AE, (Ax"),
dz
d
dz

n (2.1.8)
) xPE, o (Az") = 2zP " 'E, (Az").

2.2. Integrale fractionnaire

Dans cette section, on va définir I'intégrale d’ordre fractionnaire sur un intervalle fini de 'axe
réel au sens de Riemann-Liouville.

Définition 24.
Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b]. On considére I'intégrale
x
IVf(x)= | f(t)de. (2.2.1)
Ja

X

Pfx)=| 19f(wdu,
J

(‘X u

= (J f(t)dt)du,
J(l a
(vx X

= (J du)f(t)dt,
Ja t

(-x
= | (x—t)f(t)dt. (2.2.2)

a

itération de I'opération I peut s’écrire

x1 x2 Xp—1
I(“)f(X)=f dx1J dxz..f f(xp)dxy,

(n—ll)!J (x — )" Vf(t)de. (2.2.3)

En générale la n®™*

Pour tout entier n.

2.2.1. Lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 25.
L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche d’ordre (a € C,Re(a) > 0) est définie
par

1

(a) _
5=

f (x — )@ Vf(t)dt. (2.2.4)

18
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De méme maniere, on définit I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre

(a € C,Re(a) > 0) par
b
If(x) = ﬁ J (x — )@ Df(6)de.

Théoréme 20.
Si f € L'([a, b]), alors (I(‘lﬂf) existe pour tout a > 0 et (I;ﬂf) € L'([a,b]).

Proposition 3.
Soient a > 0,3 > 0 et f € L?([a, b]). Alors

1 IO [19f(x) | = 1P ().

i B e
2. Zr(x a) l_I‘(a+[3)(X a) !
3 — (18 £ (x)) = I%71 £ ().

Preuve. 1. D’apres la définition, on a

1% [1°. f ()] = o )J (x =) P (F(y)dy,

= mf (x—y)t (Tﬁ)f (ry— f)ﬂ_lf(f)df) dy,

f (x—y)* 1dyJ (y — )P f(t)dt

(2.2.5)

(2.2.6)

F(a)F(ﬂ)
— _ a—1 _ +\B-1
F(a)l“(ﬁ)faf(t)dt(Jt (x=y)"(y—1) dy)-
On pose
y=t+(x—t)T
dy =(x—t)dr
Alors
@)= g )r(/s)f fe )dt( J ((x= 0= (=)0 N ((x = 0)7)" 1(x—t)dr)

— _ atp— _ ~\a—1,.p-—
_F(a)l“(ﬁ)fa(x t) 1f(t)dtfo(l ) rhdr

B p) ()T (B)

T'(a+B)

1 ) a+p— .
F(a)r(/s)L(X_f) 1f(t)dt, B(a,p)=

— 1 . __#\a+p-1
_F((Hﬂ)L(X £ (F)de

=17 ().
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2. Ona .
a _ \B-1 L _aya—lp, -1
IZ(x—a) = F(OL)L (x—t)* " (t—a)’dt,
On pose
t=a+(x—a)y, ye[0,1]
dt =(x—a)dy
Alors .
[ (x—a) ™ = % f (x—a+x—a)y  (x—a)f "y (x —a)dy,
__yat+B-1 p1y,p-1
= Ta )f (x—a) (1-Yy) dy
_ x—a)r _ y)B-1 61
(@) fo Q—y)~"y"dy
_ (x _a)a+/5—1
= TB(a,ﬁ)
— F(ﬂ) _ a+p—1
B F(a+/5)(x a)
3.0na

d a _ +)a—1
(Ia+f( ) = (F( )J (x—1t) f(t)dt)

— @f - ((x—0)* 1) f()dt

_(a=1) (7

T T(a) L(x £ f(e)dt

= (a_l) ) _ £)a—2
_(a—1)r(a—1)£(" ) f (e)de
=13 f(x)

2.3. Dérivation fractionnaire

Dans litterature il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons citer
les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications de La dérivée fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville et de Caputo.

2.3.1. Dérivées fractionnaires de type Riemann-Liouville

Définition 26.
Soient a > 0 et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre a
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est définie par

DEf ()= e

Oun=[a]+1 et [a] la partie entiere de a.

(n—a—1)
(5o J (e— 0" Df (e,

Définition 27.
Soient @ > 0 et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre a est
définie par :

="

Dy-f )= I'(n— a) dx”

J (t—x)" o Df(t)dt

Lemme 2.
Si f € L'([a; b]), alors I*f existe pour tout a > 0 et I*f € L'([a; b]).

Proposition 4.
Soit a > 0, > 0,n = [a]+ 1, on a les propriétés suivantes :
1. Si f(t) € L,([a,b]),(1 < p < o0), alors
(DEILF)(©) = f(0), et (DI f) ()= f (1)
2. Sia>p, et f(t)€Ly([a,b]),(1<a<o0), alors
(D12 f) () = (15" F) ), et (D1 £ ) () = (1" F) (1),
3. Sif(t)eCY[a,b]),q=[a+B]+1,alors
(D2.DL£) () =(DEPF)(0), et (DEDy £)(6) = (D" £) (1),

. (1 )(” Y@
(15.05.£) (1) = F (1) = Z “rn 9
4. Sif(t)e L' ([a,b]), (Ig:"‘ ) € AC"([a, b]), alors (k)
(1 D“f)(t)—f(t)—z(_ )H_K(Igra ) (b)(b—t)
b=b™ B F(a—K+1)

K=1
Remarque

Pour a = n,n € N l'opérateur 2“ donne le méme résultat que la dérivée usuelle pour les
ordres entiéres, tel que :

{ 1. D f (x) = P (x). (2.3.1)

2. D} f(x) = (~1)'f ().

2.3.2. Dérivées fractionnaires de type Caputo

On se donne une définition et quelques propriétés de la dérivée fractionnaire de type Caputo.
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Définition 28.1. Soient a > 0 et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo a gauche
d’ordre a est définie par :

DL = f (x — )= D FO (1)t (23.2)

2. Soient a > 0 et n = [a]+ 1. La dérivée fractionnaire de Caputo a droite d’ordre a est définie
par :

CDa f( )= ( 1)" f (t— )(n a— 1)f(n)(t)dt (2.3.3)

Proposition 2.3.1. Soit a > 0; 3 > 0;n = [a]+ 1; on a les propriétés suivantes :
) Sif(x)eCP(la;b]),p=[a+pB]+1,alors:

(“D.CDLF) ()= (°DEPF) (x) et (CDECDY ) (x) = (°Dy2F£) (). (2.3.4)
ii) Si f(x) e C"([a;b]) ou f(x) € AC"([a;b]), alors :

(k)
(19.D% £) () = £ () — Zf (a)

(x —a)’, (2.3.5)

Z( D0

(I,-“DE £) (x) = f(x)— (b —x)~. (2.3.6)

Théoreme 21.
la dérivée fractionnaire de Caputo a gouche C@;ﬂ et a droit C@l‘j‘_ d’'ordre a € C(Ree(a) > 0) avec
n = [a]+ 1 est définie par :
Vx € [a,b],C@;’Lf(x):I (@”f)(x)— J (x —t)meDrmgy, (2.3.7)
et
b
Cpa _ nyn—a n _ 1 (n—a—1) £ (n)
Vx €la,b],"Dy f(x)=CD)"L;"*(D"f)(x) = —— | (t—x) frde
I'n—a) ),

Cas particulier : Si a € [0,1] alors n = 1, la dérivée fractionnaire de Caputo est

‘D f(x) =1,7*(Df)(x) = ﬁj (x — )T Mgt
et

“D_f(x) = (CDIA(D)) = s J (6= V.

Lemme 3.
soit a € C(Rec(a) > 0) et n = [a] + 1 tel que “D* et D* existent Si f*(a) = 0 pour tout
ke{0,1,...,n—1} alors :

“9°f(x) = 2°f (x).
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Remarque

Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux dérivée classique Vn €
N* .
{ °D} f(x) = fP0) = (a) 238
“Dp_f ()= (=1)" (f () — £ (b)). o

Lemme 4.
Soita>0etn=[a]+1sif €AC"([a,b]), alors

« lim “Dg, f(¢) = f*(1)

« lim “Dy £() = (=1)"f (o).
Exemple 2.3.1.

i) La dérivée fractionnaire d’'une fonction constante au sens de Caputo est nulle
‘D*C =0.
ii) La dérivée de f(x) = (x— a)P~! au sens de Caputo. Soit a non entieret0 <n—1< a<net
B —1>0,alorsona:
1 X
(DEFO))=I"*(D"f)(x) = —— | (x—t)" = VfM(t)de.
a a I(n—a) ),

et
dr

dxn

(x—a)f 7 =(B-1(B~2)...(B —n)(x —a)’ ™"

posons
(t—a)=s(x—a)etse[0;1]
dt =(x—a)ds

B-—1)(pB—=2)...(B—n)

(C@:+(t — a)ﬁ—l) (x)= (x —a)f—! f (1—s)a1sp—n=1 s
0

I'n—a)
_BDB=D B e
I'(n—a)
_B=DE-2).. (B —a(B=n)

n—a)l(f—a)
_ B e
BN

le méme résultat avec la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.
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2.4. Comparaison entre la dérivéee de Caputo et de
Riemann-Liouville

La dérivée fractionnaire au sens de Ricmann-Liouville d’ordre a d’une fonction constante est
donnée par :

DIC=———(t—a)* D)C=———=(b—1t)"
mais la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre p d’'une fonction constante est nulle,
°pPrC =0

2.5. Propriétés des dérivées fractionnaires

Théoréme 22.
(Linéarité) Lopérateur de dérivé fractionnaire est un opérateur linéaire

DP(Af(t) +ug(t)) = AD?f(t) +uDPg(t), t>0.

Démonstration. Par exemple, pour 'opérateur de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
d’ordre p(k—1 < p <k)

1
I'(k—p)dtk

oDP(Af () + ug(t)) = J (t =Y AS (7) + pg())dT

“T(k— p)dr_kJ (e= ) f (e
[ d_k [ — Yk—p—1
+F(k—p)dtk£(t T) P g(T)dT

=AoDPf(t)+uoDPg(t).

Définition 29.

(Regle de Leibniz)

On sait que de la regle de Leibniz pour calculer la dérivée n-ieme du produit de deux fonctions
f(t), g(t) est donné par la relation suivante :

n —
=3 ( ) )f“‘)(t)g(” 9(o). 25.1)
k=0
En remplacant 'entier n par un parametre réel p, dans le membre a droite de (2.5.1), on obtient
la formule :
DP(f(t)g(t)) = Z( i )f”‘)(t)D(P"‘)g(t)—Rﬁ, n>p+l, (2.5.2)
k=0
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Rﬁ(t)=# (t—1) P g(r)dr | fODE)N T —&)'dE (2.5.3)
n!l'(-p) J, .

telle que
ligrn RE(t)=0

Alors, on a une généralisation de la regle de Leibniz d’ordres fractionnaires.

Définition 30 (Intégration par parties).

La formule d’intégration par parties est une des propriétés extensibles aux opérateurs fraction-
naires mais la encore sous certaines restrictions. C’est ici qu’apparaissent inévitablement les
opérateurs a droite.

Corollaire 1.
Soit a>0etneNtelsquen—1 < a < n. Soient f(t) € C"([a,b]) et g(t) € C"([a, b]), et Alors

b b
J f()Dg +g(t)dt = J Dy f(t)g(t)dt

b b
f f(t)D,?_g(t)dt=f Dy + f(t)g(t)dt

2.6. Equations différentielles fractionnaires

Dans cette section on va discuter sur les propriétés d’existence et d’unicité des solutions des
équations différentielles d’ordre fractionnaire. On commence par donner une définition d’une
équation différentielle d’ordre fractionnaire (EDF) :

Définition 31.
Soienta>0,a ¢ N,n=[a]+1et f :ACR*— R, alors

D%y (t) = f(t,y(1)) (2.6.1)
est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville, ou les conditions
initiales pour ce type d’EDF est de la forme

D**y(0)=1b,, (k=0,1,2,...,n—1), ltirréI”_“y(t) =b, (2.6.2)

De la méme maniere
“9"y(t)=f(t,y(t) (2.6.3)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo et dans ce cas, les conditions est
de cette forme

y®)=b,, (k=0,1,2,...,n—1) (2.6.4)
L'utilisation des conditions initiales de différents types pour les équations différentielles fraction-
naires (2.6.1) et (2.6.3) nous assure 'unicité de solutions de 'EDF correspondante, qu’on va
prouver dans les théorémes suivants.
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2.7. Equation différentielle fractionnaire de type Riemann-
Liouville

Dans cette on présente les types problemes sous formes d’'une équation différentielle fraction-
naire avec des conditions aux limites dont la dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

Lemme 5.
Soit a > 0. Si nous supposons que y € C(0,1)N L(0, 1), alors l'équation différentielle fractionnaire
de type Riemann-Liouville :
DLy(t)=0, 0<t<1 (2.7.1)
Admet une solution unique
y(t)=Cit¥ T 4+ Cot® 2+ .. 4+ C %"

OucC,€R avecm=1,2,...,n.

Preuve. Soita>0,ona:
Dyt =0, avecm=1,2,...,n (2.7.2)
Alors I'équation différentielle fractionnaire (2.7.1) admet une solution particuliere, comme
y()=C, t*™ avecm=1,2,...,n (2.7.3)

Ou C,, € R. La solution générale de ’équation (2.7.1) est donnée comme une somme des solutions
particulieres (2.7.3), C-a-d.

y()=Crt + Gyt + ...+ C te " (2.7.4)
OucC,€R,avecm=1,2,...,n.
[
Lemme 6.
Supposons que
y €C(0,1)NL(0,1), et D%y € C(0,1) N L(0, 1). (2.7.5)
Alors :
DS y(t)=y(t)+ Cit"  + Cot" P+ .+ Cpt* " (2.7.6)

OucC,€R avecm=1,2,...,n.

Démonstration. Soit a > 0. Pour tout y € C(0,1)NL(0,1)on a

n_ (e (n—k) 0
£ 05 )= y(0 - 3 L 2O
k=1

Ia—k+1) ’
n—a,,(n—1) n—a,,(n—2) n—a
=y(t)— g,y 7)) tC1 4 (7~ ") () t2 4+ —(90 y)©) glan
I'(a) INa—1) INa—n+1)
(1;7"(n—m)(0) .
On pose C,, = — € R, pour chaque m =1,2,...,n, on trouve I'égalité (2.7.6). m
1{(a—m+1)
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Lemme 7.
Soient 1 < a <2 et :€ C([0,1]). Alors l'unique solution de probléme au limite

DS y(t)+2z(t)=0, 0<t<l1
{ 8y (©)+2()=0, 07
y(0)=y(1)=0
est donné par
1
y(t)= f G(t,s)z(s)ds (2.7.8)
0
tel que :
tf1— -1 __ t— 0—-1
[ S]F _(1 ) Go<s<t<l
Ge.)=1 (1 —s]“_[?) (2.7.9)
- sio<t<s<1
I'(a)
Preuve. En apphquant I;., sur I'équation (2.7.7), on obtient :
[ D7 y(t) +z(t)] 0« 1I;.Dy, y(t)+1I5.2(t)=0
D’apres le lemme 6 pour 1 < a < 2(n=[a]+1=2),ona:
I3.Dg y()=y(t) + C;t> '+ Cyt°2,C,C, €R
donc
y()+Cit* T+ Cot P+ I8 (1) =
ce qui implique
y(t) =—I22(t) — Cyt* ' — Cyt*?
Par conséquent, la solution générale de I'’équation (2.7.7), donne par :
y(t )_—mf (t —s)*'2(s)ds — C;t* 1 — C,t* 2 (2.7.10)

Les conditions aux limites implique que
y(0)=0=C, =0,

y(1)=0=0= J (1—s)*2(s)ds—C, = C, = J (1—5)*"'z(s)ds.

T()

L'équation intégro-différentielle (2.7.10), equ1valente a

f (1—5)""12(s)ds

T(@)

YO = | €=

I'(a) I1( )
=T )J (t—s)" Ia )f (1—s)" —s)*c(s)ds
= @JO [t (1 =) = (t—s5)""] F(a)Jt (1—s)""z(s)ds
_ fo t ([1_s)a_;(;)(t_s)a_l z(s)ds+ft1t(1r_‘(—i)))ﬂz(s)ds
= fl G(t,s)z(s)ds.
0
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2.8. Equation différentielle fractionnaire de type Caputo

Dans cette on présente les types problemes sous formes d’'une équation différentielle fraction-
naire avec des conditions aux limites dont la dérivées fractionnaire au sens de Caputo.

2.8.1. Existance de solution

Lemme 8.
Soit a > 0. Si nous supposons que y € C(0,1)N L(0, 1), alors I'équation différentielle fractionnaire
de type Caputo
CD“ ‘y(t) = (2.8.1)
Admet une solution unique
y(t)=Cy+ Cyt + Cot*+... 4+ Cpqt" (2.8.2)
OoucC,€R avecm=0,1,2,...,n—1.

Preuve. Soita>0,ona:
“D.y(t)=0, pour m=0,1,2,...,n—1.

Alors I'équation différentielle fractionnaire (2.8.1), admet une solution particuliere, comme
y()=C,t", pour m=0,1,2,...,n—1, (2.8.3)

ou C,, € R. Donc la solution générale de (2.8.1), donnée comme une somme des solutions particu-
lieres (2.8.3), c-a-d,
Y(t)=Co+ Cit + Cot®> +... 4+ Cyt" .

[
Lemme 9.
Supposons que y € C"([0,1]). Alors :
I**“D*+ y(t) = y(t)+ Co+ Cit + Cot* + ...+ C,_ t" (2.8.9)
OuC,€eR, avecm=0,1,2,...,n—1
Preuve. Soit a > 0. Pour tout y € C”([O 1])ona
®o
D% 4 (1) = y() Z ©e,
y"(0) , y" ()
=y(t 0)+y'(0)t+——t*+...+ ———t"|.
y(t)— [y( )+ y'(0) 2 =)
u™(0) . st e s
On pose C,, = — — € R, pour chaque m = 0,1,2,...,n— 1. ou trouve facilement I’égalité
m!
(2.8.4) n
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Lemme 10.
Soient 1 <a < 2et:y e C([0,1]). Alors l'unique solution de probléme aux limites

{ Dy, %y (t) = 2(t) 0<t<l1 (2.8.5)
y(0)+y'(0)=0, y(1)+y'(1)=0 o
est donné par :
1
y(t)= J G(t,s)z(s)ds, (2.8.6)
0
tel que
1—0) =) +(t—s)*t (1—1)(1—s)*?
R st
_ a a—
)=V a-na-9 a-na-9? . @87
+ si 0<t<s«<1
I'(a) INa—1)
Preuve. En apphquant I;., sur 'équation (2.8.5), on obtient
I, [D§ y(6) = 2(t) | = 0 &= I§,Dg, y (1) =I5, 2(t) = 0
D’apres le lemme 1.5—5 pourl<a<2(n=[a]l]+1=2),ona:
I;'Dg, y(t) = y(t)+ Co+ Cit, Cy,Cp,Co€R
Donc
Ce qui implique
y(t)=1I5 2(t)—Cy—Cyt
Par conséquent, la solution générale de I'’équation (2.8.5), donne par
t
1
y(t)=——= | (t—s)"'2(s)ds—C,—Cyt (2.8.8)
I'(a) J,

Les conditions aux limites implique que :
{ y(0)+y'(0)=0=C,+C, =0
y(D)+y' (1) =0=>C,+2C, =(F2)(1)+ (%) (1)
Donc

[ G =-(13x) W+ (15,2) () 1

a—1 1 a—2
= F( )f (1—s5)""g(s)ds— (a_l)JO(l—S) z(s)ds
)(1)+( z) (1)

1
J (1—5)"z(s)ds + ——— L f (1—5)4"2z(s)ds.
a—1) J,

A
@)
[y
I
/‘\

\ " T@
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L’équation intégro-différentielle (2.8.5), équivalente a

t 1
y(t) =%f (t —s)*1z(s)ds + —J (1—35)*"2(s)ds + 0 JO (1—35)*"2z(s)ds

r( )J =9

J (t —s)*1z(s)ds +

—5)*2z(s)ds

§) fo (1—35)*"1z(s)ds + F( tl)) fo (1—35)*2z(s)ds

“T(a)
. (t—s)* 1+(1—t)(1—s)a_1 (1—1?)(1—)“_2
_Jo [ T(a) SO ]Z(s)ds
1
(1—t)(1—s)a_1 (1_t)(1_s)a—2
+J; [ I'(a) + T(a—1) ]Z(S)ds
1
:J G(t,s)z(s)ds.
0

Corollaire 2.

Soientr =nn€NoureCtelquen—1<r<netg(t)€Lla,b], sia(t)e L>[a,b] est borné
dans [a, b], alors le probléme de Cauchy pour les équations différentiels linéaires suivant d’ordre r
et b,eC

Dy(t) = a(t)y(t)+g(t), Di fy(a+)= by
admet une unique solution y(t) dans Uespace L"(a, b) on pratique, il existe une unique solution
y(t) dans Uespace L"(a, b) pour le probléme :

D'y()=AMt—a)’y(t)+g(t),D;*y(a+)=b, A,BeC

Corollaire 3.
Soientr =1,0<r <1let b, Cet g(t) € L(a,b),sia(t)e L>[a,b] est borné dans [a, b], alors
le probléme de Cauchy

D'y(t)=a(t)y(t)+g(t), I, y(a+)=b,
et le probléme de Cauchy
D'y(t)=a(t)y(0)+g(t), lim[(t—a)7y(t)=c

admet une unique solution y(t) dans Uespace L"(a, b).
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Existence et unicité de la
solution de EDFs via la me-
sure de non compacité

Dans ce chapitre, on s’intéresse au résultat d’existence de solutions pour le probléeme aux limites
‘D*y(t)=f(t,y(t)), teJ=[0,T], 1<a<2, (3.0.1)

yO0)=yo,  ¥(T)=yr. (3.0.2)

ol ‘D est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f :J x E — E est une fonction donnée
vérifiant certaines hypothéses qui seront précisées plus tard, y,, y; € E et E est un espace de Banach

avec la norme ||.||. Le résultat de ce chapitre est basé sur le Théoréme de point fixe de Monch 1.6.1
combiné avec la mesure de non compacité de Kuratowski.

3.1. Préliminaires

Dans cette section, nous rassemblons quelques définitions de la dérivation et intégration d’ordre
fractionnaire. On note par C(J, E) 'espace de Banach des fonctions continues y : J — E, avec la
norme supremum habituelle

1¥lloo = suplly(O)ll,t €J
Soit L'(J,E) est 'espace de Banach des fonctions mesurables y : J — E qui sont Bochner
intégrables, muni de la norme

Iyl = f ly(e)lldt.
AC'(J,E) désigne I'espace des fonctions y : J J—> E, dont la dérivée premiére est absolument
continue. De plus, pour un ensemble donné V de fonctions v : J — E, désignons par
V(t)={|lv(t):veV,teJ}.
et
vil)={v(t):veV,teJ}.
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3.2. Résultat d’existence

Premierement, on va définir ce qu’est une solution du probléme aux limites (3.0.1)(3.0.2)

Définition 32.

une fonction y € AC(I, E) est dite une solution du probléme (3.0.1)(3.0.2) si y satisfait 'équation

‘Dy(t)=f(t,y)
sur I avec les conditions y(0) =y, y(T)=y;.

Lemme 11.

Soit 1 <r < 2eth:I— E une fonction continue. Une fonction y est dite solution de l’équation

intégrale fractionnaire
T

y(t)=g(t) +J G(t,s)h(s)ds

0

t t
£) = 1——) .
g(t) ( T Yo T}’T

t
1 (t—s)r_l—?(T—s)r_1 0<s<t
G(f,S)—m P

T(T s) t<s<T

si et seulement si y est une solution du probléme aux limites

‘D'y(t)=nh(t),teJ
¥(0)=yo, y(T) =y

Preuve. On applique l'opérateur I* a 'équation (3.2.2) et (3.2.3), on trouve

y(t) =I7h(t) +co+cyt

1 t
=—— | (t—s)*h(s)ds +cq+cit,
F(a)JO o

pour certaines constantes c,, ¢; € E, les conditions (3.2.3) donnent

€ =Yo
Parce que
Yo=y(0) =0+cy+¢;(0),
¥(0) = ¢y,
et

T
1 1 1

- v — . — T —s)* 'h(s)ds.

G T}’T T}’o Tl"(a)JO ( s) (s)ds
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Parce que

yr=y(T)= — f (T —s)**h(s)ds +co+ ¢, T

I'(a)

Yr= mj (T —s)*"h(s)ds +Yyo+aT,

T =y;— e )J (T —s)* *h(s)ds,

1 1

Qo =TYr Yo~ T@O fo (T —s)*"h(s)ds.

Ensuite, la solution de (3.2.2)-(3.2.3) est

= -1 [ cmsy s+ yo+ [ Lyom Lyom — L [ (T hs )¢
Yy () . Yo T}’T T}’o TT(a) . s

— %J (t—s)*h(s)ds + yo + %yf - %yo - %() J (T —s)*"'h(s)ds,

f (t —s)* th(s)ds — f (T —s)* 1h(5)d5+(1__)3’0+ =Y

" T(a) TF( )

= mjo (t —s)a—lh(s)ds — Tl"(a) JO (T —S)a_lh(s)ds _ Tr(a) J; (T —S)a_lh(s)ds

+(1=2 )yt =
T Yo TyT:

‘ T
:ﬁu [(t—S)a_l_%(T—S)a_l:lh(s)dS_%J’TJt (T—S)"“lh(s)dS}

+(1 t) + 4
T Yo T}’T-

Ainsi nous obtenons (3.2.1). ]

Lemme 12.
Le probléeme aux limites (2.1)-(2.2) a une solution Yy, si et seulement si y satisfait 'équation

intégrale
T

y(t)=g(t)+f G(t,5)f (s, y(s))ds,

0

ol

g(t)= (1 - %)yo + %yq--
Il est évident que G(t,s) est continue sur [0, T] x [0, T].
Noton que

G* = sup{||G(¢t,s)|l,(t,s) € J x J}.
La fonction g est continue sur J, donc il existe g* = sup ||g(t)||. Pour établir notre résultat principal
concernant Uexistence de solutions de (3.2.2)-(3.2.3), nous donnons des conditions sur les fonctions
impliquées dans ce probleme.
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Nous supposons que :
(H1) f :J x E — E satisfait aux conditions de Carathéodory.
(H2) Il existe p € L' (J,R,), de telle sorte que
If (&, I < p(Ollyll, pour t €J et chaque y € E.
(H3) Pour chaque t € J et chaque borné B C E nous avons
lim a(f Gy x BY) < p(Oa(B), Iy =[t—h,t]nJ

Théoréme 23.
Supposons que les hypotheéses (H1)-(H3) sont vérifiées. Si

T
G*f p(s)ds <1, (3.2.4)
0

Alors, le probléme aux limites (3.0.1)(3.0.2 ) admet au moins une solution.

Preuve. On transforme le probléme (3.0.1)-(3.0.2 ) en un probléme au point fixe, en considérant
I'opérateur
N : CU,E)-C(,E)
T
y = (Ny)(t)=g(t) +J G(t,s)f (s, y(s))ds

0
Les points fixes de N sont des solutions du probleme (3.0.1)(3.0.2) .

Soit :

R> g
1—G* fo p(s)ds

(3.2.5)

et on considéere 'ensemble :
Dp={y € C(LE),llylloo <R
Dy est fermé, borné et convexe.

Afin de prouver I'existence des points fixes de N,on doit montrer que N satisfait les hypotheses
du théoréme 15. La preuve se fait en trois étapes :

étape 1 : On montre que N est Continue
Soit {y, } une suite telle que :

Y. — Yy dansC([0,T],E)

n—-+o00
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Donc:Vte€lI,ona

(v, () — N[ = ” f G(t,9)f (5, () ds — f G(t,5)f (s, y())ds

< J IGCE NS (5, ya(s)) = f (s, y ()l ds
0
T

<SUP||G(L,S)II—J 1S (s, yu(s)) = £ (s, y ()l ds

0

< G*J ||f (S,yn(s))_f(say(s))”ds
0

Comme f est de Carathéodory,on a f mesurable par rapport a y,donc on peut appliquer le
théoreme de la convergence dominée de Lebesgue. Donc :

Tim {|(Ny,) (6) = (Ny)(©)ll < G*f Tim [If (s, y,(s)) = f (s, ¥ (s))ll ds.
0

Donc :

Ny, ) () =Ny )OI, .oo — O.
D’ou la continuité de N.

étape 2 : On montre que N est bien défini de Dy dans Dy, c’est a dire que N(D) C Dy par '’hypothése
(H2) et la condition (3.2.5), alors pour tout y € Dy ett €J,ona:

IN(D)Il = g(t)+J G(t,5)f (s, y(s))ds
0

T

< [lg (o)l +f 1G(e,)IIf (s, y(s))ds]l
0
T
<SUPIIg(t)II+Sup||G(t,S)IIJ P(s)lly(s)llds
0

T
<&+ G*J p(s)llyllds (par (Hy))
0

<g* +RG*J p(s)ds
0

<R| carR > gT .
1—-G* fo p(s)ds

IN(T)II <R.

Donc

C’est a dire,
(Ny)(t) € Dy = N (Dg) C Dy

étape 3 : On montre que N(Dg) est borné et équicontinu
Par I'étape 2, on a N (D;) = {N(y) : y € Dg} C Dy.
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Donc Vy € Dy on a |[N(y)||lss < R, donc N (Dg) est borné.
pour I'équicontinuité de N (Dy), soit t;,t, €1, alors :

IN(y) (£2) =N(y) (), e, = O
Donc, N (Dg) est équicontinue.

Maintenant, soit V un sous ensemble de Dy tel que

V c conv(N(V)u{0})

V est borné et équicontinu.

En plus, la fonction v — v(t) = a(V(t)) est continue sur I.
Puisque g est continue sur I, elle est bornée sur I.

Donc 'ensemble {g(t); t € I} est compact.

En utilisant (H3), le lemme (1.6.1) et les propriétés de la mesure a, on a pour tout t € I

v(t) = a(V(t))
<a(N(V)(t)u{0})
< a(N(V)(1))
car a(N(V)(t) U{0}) = max{a(N(V)(1)), a({0})}

ona:
T

(N(V)(t) = {g(t)+J

0

G(t,s)f(s,y(s))ds,y € V}

={g(t),tel}+ {J G(t,8)f (s,y(s))ds,y € V}

Donc
T

a((N(V)(1)) = a ({g(t), tel}+ {J G(t,s)f (s, y(s))ds,y € V})
0

T

a((N(V)(1)) < a({g(t),t €I} +a ({J G(t,s)f (s, y(s))ds,y € V})
0
< a({f G(t,s)f (s, y(s))ds,y € V})
0
< J IIG(t,S)Ilp(S)V(S)) ds
0

T
< G*IIVIIOOJ p(s)ds.
0

T

Puisque on a G*f p(s)ds < 1, alors ||v||o, =0, c’est a dire v(t) =0Vt €1, i.e., a(V(t))=0.

0
Donc (V(t) est relativement compact dans E.

Par le théoreme d’Aocoli-Arzela, V est relativement compact dans Dy (car V C Dg.est borné et

equicontinue).

Puisque toutes les hypothéses du théoreme ?? sont satisfaites, 'application N admet par conséquent

un point fixe qui estune solution du probleme (3.0.1)-(3.0.2).
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Exemple 3.2.1. Soit le probléme fractionnaire aux limites suivant :

4
c a — <
D*y(t) = sinh(D) +Smh(t)|y(t)l, te[0,1],1<a<x2
y(0)=0
y(1)=1
On pose :
E=[0,+00]
et 4
= 1
f(t,x) 5+ sinh(0) (t,x) €[0,1]x[0,+00[
(H1) (1) La fonction f, telle que
4
= S i

est mesurable par rapport a t € [0,1]

(3.2.6)

Comme t — f(t,x) continue parce que est une somme et une multiplication de fonctions

continues. Donc f est mesurable Vx € E.

(2) 1l est claire que f est continue par rapport a x presque partout sur [0, +00[.
D’aprés (1) et (2) alors la fonction vérifient les conditions de Carathéodory.

(H2) est vérifiée, puisque
_ 4
5 + sinh(t)
_ 4
5 + sinh(t)
<
5 + sinh(t)
= p(t)||x]|.

I1f (&, ) = ‘

< Ix|

x|

(H3) D’apres (H2), on a
t,0)lp < ————=||x||g-
I (60l < 5l
Soit B un sous ensemble borné dans E =[0,+00[ et x €B

4
fl&.B)c 5+ sinh(t)B

Apres avoir appliqué la deuxiéme propriété de la mesure de non compacité 2 et la définition 6,

nous trouvons

4
u(f(t,B)) < “(S-I-Tnh(t)B)

4

5+ sinn(o) | B)

N

et comme ————— est positive pour chaque t € [0, 1]. Alors
5 + sinh(t) P P d [0,1]

4
u(f(t,B)) < S—FTnh(t)'u(B)'
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Pour T = 1 nous trouvons

1 1
— (t—s)*l— ——t(1—5)* si 0<s<t,

=1 @ 7 T@ 1
——t(1—95)* i t<s<l1.
0 (1—s) si s
Un calcul simple donne
1
G"'< —:.
I'(a)

La condition (3.2.4) est satisfaite avec T = 1. En effet

1 1 4
G* ds<G*| ———d
JO p(s)ds Jo 5 + sinh(s) 5

Yo
<G"'| ———ds.
Jo 1 + sinh(s)

0 <sinh(t) < 1.175

1 1
G*f 1 ds < 1 J 1 ds
o 1+sinh(s) I'(a) J, 1+0
<L
I'(a)
<1

On a pour chaque t € [0, 1].

Est satisfait pour chaque a €]1, 2[.
Alors d’apres le Théoréme 22, le probléme (3.2.5) a une solution sur [0,1].
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Conclusion

Dans ce travail, on fait 'objectif de cette étude sur 'existence et 'unicité de solutions des
équations différentielles d’ordre fractionnaire dans des espaces de Banach, en utilisant dans ce
travail la technique de mesure de non-compacité combiné avec les théoremes du point fixe et en
particulier le theoreme de Darbo et de Monch.



Bibliographie

[1] R.R.Akhmerov, et M.I.Kamenskii, Measure of noncompacteness and condensing operators,
birkh&duser verlag basel, 1992

[2] J.M. Ayerbe ,T. Dominguez ,G. Lopez Acedo ,Measures of Noncompactness in Metric Fixed
Point Theory, Springer Basel AG, 1997.

[3] J. Banas s et M.Mursaleen, Sequence Spaces and Measures of Noncompactness with Applica-
tions to Differential and Integral Equations , Springer India, 2014.

[4] R. P Agarwal,M. Meehan, D. O’regan, Fixed point theory and applications, Cambridge Univer-
sity Press.2001

[5] A. Aghajani, J. Banas, & N. Sabzali, Some generalizations of Darbo fixed point theorem and
applications, Bull. Belg. Math. Soc, 20, p.345-358, 2013.

[6] H. Medjekal, existence et unicité de la solution d’'une équation différentielle fractionnaire
de temps infini dans un espace de Banach, These doctorat en sciences, université de annaba
2015.

[7] Anatoly A.Kilbas, Sergei A.Marzan, Cauchy Problem for Diierential Equation with Caputo
derivative, Journal of Fractional Calculus and Applied Analysis, 2004.

[8] J. Banas, K. Goebel, Measures of Noncompactness in Banach spaces, Lect. Notes Pure appl.
Math., vol. 60, Dekker, New York, 1980.

[9] N. Redjel, Quelques résultats de points fixes et applications, Mémoire de doctorat, Univ.
Mentouri constantine 1, 2016.

[10] CH. Belabbaci, Mesure de non compacité et spectre essentiel, thése de doctorat LMD, université
Laghouat, 2017.

[11] S. BELADJOUZ, Mesure de non compacité et applications sur les EDOs mémoire Master,
université de M’sila, 2017.

[12] V. V. Subralmanyam, Elementary Fixed Point Theorems, Springer Nature Singapore, 2018.

[13] T. HOUMOR, Analyse du chaos dans un systéeme d équations différentielles fractionnaires,
université Constantine 1, faculté des sciences exactes, 2014.

[14] R.P Agarwal,M. Meehan, D.O’'Regan, Fixed Point Theory and Applications, Cambridge Univ
Press, 2004.



BIBLIOGRAPHIE

[15] M. Benchohra, and J. E. Lazreg, Existence results for nonlinear implicit fractional differential
equations, Surv. Math. Appl. 9, 2014.

[16] S. Mehdi ,équations différentielles dans un espaces de banach ,Mémoire de Master, université
de Tlemcen, 2012.

[17] M. Nadir ,cours sur les équations intégrales, université de M sila, 2016.
[18] M. Nadir, généralité sur les équations différentielles ordinaires, université de M sila, 2016.

[19] R.P Agarwal, M. Benchohra, D. Seba, on the application of measure of non compactness to
the existence of solutions for fractional differential equations, 55, p. 221-230, 2009.

41



Abstract

The fixed point principle is very important to solving many nonlinear differential equations, in
this work we study the existence and uniqueness results for certain classes of differential equations
of fractional order of Caputo. These results are obtained by using Monch's fixed point theorem and
combined with kuratouskii's measure of non-compactness .

Keywords : Measure of non compactness, Fixed point theorem, fractional differential equations, Caputo

fractional derivative.

Résumé

La theorie du point fixe est trés important dans la résolution de nombreuses équations différentielles
non linéaires, notre étude d'existence et de l'unicité nous présentons plusieurs résultats d'existence pour
certaines classes d'équations différentielles d'ordre fractionnaire au sens de Caputo. Ces résultats ont
été obtenus en utilisant le théoréme du point fixe de Monch en combi- naison avec la mesure de non-
compacité de kuratouskii.

Mot clés : Mesure de non compacité, Point fixe, Equations différentielles fractionnaire , existence de

solutions, Dérivée fractionnaire de type caputo, intégral fractionnaire.
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