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0.1 Introduction

[’équation aux dérivées partielles est un sujet aux multiples facettes crées pour décrire
le comportement mécanique d’objets et d’autres phénoménes liés & la physique et aux
problémes d’évolution non linéaire.

[’étude des équations aux dérivées partielles non lineaires se trouve a 'interface de
nombreux paroblémes scientifiques, en effet, la plupart des phénoménes de la physique
ou des sciences de I'ingénieur sont non linéaires et une modélisation par des équations
linéaires risque, dans certains cas, d’éffacer des événements que les équations linéaires ne
peuvent pas prendre en compte, leur comportement asymptotique profondément différent
de celui des problémes linéaires, qui rend la théorie difficile et qui conduit & faire appel
a un arsenal mathématique trés vaste.

L’interaction avec le reste de la mathématique se fait aussi en sens inverse, car un cer-
tain nombre de problémes abstraits se traitent & ’aide d’équations aux dérivées partielles
non linéaires.

L’équation de Koerteweg-deVries "KDV" est une équation qui apparait dans de tres
nombreux domaines de la physique, elle est la premiere EDP non linéaires connus pour
montrer explicitement le comportement des ondes solitaire.

L’importance de cette équation est réside dans 1’étude de plusieurs phénomeénes dans

diverses branches scientifiques.

Autrement dit, I’équation de "KDV" est un modéle mathématique pour les ondes en
faible profondeur, c’est un exemple trés connu d’équations aux dérivées partielles non
linéaires dont on connait exactement les solutions.

Il y a un certain nombre de méthodes pour la construction de solutions aux équations
de physique mathématique qui sont basées sur la réduction des équations originales a des
équations dont les variables dépendantes moins et/ou indépendantes.

L’idée principale est réduire les EDPs & des équations ordinaires.



Dans ce travail on va rechercher la solution de ’équation de KDV de type "onde
solitaire" et de type "auto similaire".

Le premier type de solutions est de forme "ondes", et le second type est de la forme
"auto-similaire".

Nous avons calculé explicitement le premier type de solution, et nous avons essayer

d’analyser et de rechercher le second type de solution.



Chapitre 1

Définitions et notions générales

Introduction
Dans ce chapitre nous allons présenter quelques définitions et notions importantes

nous les utiliserons dans le seconde et le dernier chapitre

1.1 Définition du probléme

La plupart des phénomeénes physiques, soit dans le domaine de la dynamique des
fluides, d’éléctricité, de magnétisme, de la mécanique, de 'optique ou de flux de chaleur,
peuvent étre décrits de fagon générale par les équations aux dérivées partielles "EDPs".

L’équation de KDV est une équation d’évolution dans une dimension d’éspace qui
est nommeée d’apres les deux mathématiciens Néerlandais Korteweg et DeVries[7].

L’équation de KDV a été dérivé pour décrire les ondes en eau peu profonde de grande
langueur et de petite amplitude. Dans la dérivation, Korteweg et de Vries supposé que
tout mouvement est uniforme dans la directionY (le long de la créte d’onde). Dans ce cas,
I’élévation de la surface de 'onde, se propageant dans la direction X, est une fonction de

la position X horizontale et de temps T .



En fonction des parametres physiques, ’équation de KDV lit :

/—87] 3\/_h on s — (1 T\ &Py
+ +2h (9+h h3 pgh? 8x3_0

ou h :la profondeur uniforme d’eau
g Paccélération de la gravité
p :la densité

¢ :la tension superficielle

-
2 :le nombre de bond qui mesure la force relative de la tension superficielle et

PY

la force de gravité

L’équation de KDV peut étre reformulée comme suit :

U + Uy + Uypy = 0

Ot les indices dénotent les dérivées partielles.

le paramétre a peut étre manipulée & n’importe quelle nombre réelle, les valeurs

courament utilisées sont o = +1,a = £6

Le terme u; décrit ’évolution temporelle de propagation d’onde dans seule direction.

Le terme nonlinéaire auu, réprésente la profondeur d’onde, et le terme wu,,, répré-

sente la duffision de 'onde.

dans ce travail nous prenons o = —6 donc ’équation devient :

U — 6UUL + Uggy = 0

cette équation est dite I'équation de KDV standard ou canonique[6].



1.2 Application et utilisation de I’équation de KDV

L’équation de KDV est une équation aux dérivées partielles non linéaire de troisieme
ordre comme suit :
ou ou  Ou

T Bu— + —— =

ot Oor  0x3

Formulée pour la premiére fois dans le cadre d’une analyse des ondes en eaux peu
profondes dans les canaux, par la suite on a trouvé qu’on peut impliquer cette équation
dans une série de phénomeénes physiques, en particulier ceux présentants des ondes de
choc, des ondes progressives "travelling waves", et les solitons.

Certains phénomeénes de physiques théoriques dans le domaine de la mécanique quan-
tique sont expliqués a ’aide d’un modele d’équation de KDV. Elle est utilisée dans la
dynamique des fluides, I’aérodynamique, mécanique des milieux continus comme un mo-
dele pour la formation d’onde de choc, les solitons, la turbulence, le comportement de la
couche limite, et le transport de masse [3] .Elle est la premiére EDP non linéaire connus
pour montrer explicitement le comportement des ondes solitaires,

Autrement dit I’équation de KDV décrit la propagation de surface d’onde dans un
canal ou la longueur d’onde est grande devant la profondeur du canal [§]. Elle a été

étudiée et appliquée pendant de nombreuses décennies.

1.3 Solution travelling waves

Définition[5.10] :
La solution travelling wave des équations déffirentielle partielle est une onde qui ne

change pas avec le temps de la forme :

u(z,t) = f(x — ct)

avec x la variable spatiale, t la variable temporale, et ¢ la vitesse constante de propa-

gation du profil f.



La fonction f est satisfaire certaines conditions aux limites en x = +o0

fl400,t) = ¢

f(=o00,t) = ¢z
ou c¢q, ¢ sont des constantes.
Dans ce type de solution on cherche le profil f et la vitesse c.
Exemple 01 [10] :

Soit 1’équation de burgers

U + Uty = Dy,
avec les conditions aux limites

u(4o0,t) = uy

u(—00,t) = uy

introduction de la forme travelling wave u = f(z — ct) = f(() dans I’équation (1)

ona u = —cf
ur:fc
Ugy = fCC

alors I’équation (1) devient

—cfi+ ffe=Dfe (1.1)

il faut que I’équation (1,1) satisfait les conditions aux limites quand ¢ — +o0.

le premier integral de (1,1) donne

—cf+%f2+k— Df (1.2)

tq k est un constante d’integral.



imposant les conditions en ( — 400 nous trouvons

1
—u? —cuy = —ud — cuy = —k
1
5(“? — uj) = c(uy — uy)
—
c= §(u1 + ug)
1, 1
= —Uj — —(u1 + UQ)UQ = —k
2 2
k= —U1U2

2
mettre la valeur de k dans (1,2)

[P —uf —uof +ugug = 2D f¢
(f —wi) (ug — f) = =2Df¢

et aprés 'integral
¢ LN /
- — n
2D U2 — U f — Uy
résoudre cette derniére pour f on trouve

Ug — U o= (uy + us)

— ’ 2
1+exp (u22Du1 (x — ct))

f=u+

1.4 Solutions solitons de I’équation de KDV

Les solitons sont un type d’ondes non linéaires dont la découverte et 1’étude sont
relativement récentes. Les solitons apparaissent dans de nombreux phénomeénes de pro-
pagation d’ondes, ils apparaissent en particulier dans les mouvements de surface de faible
amplitude pour un fluide peu profond, ils sont alors régis par I’équation de KDV [7].

Dotées de propriétés exceptionnelles, les solitons sont utilisés dans différents domaines
(hydrodynamique, fibres optiques, transmission et communication etc...).

[’étude des ondes solitaires ou solitons a commencé dans le dix-neuvieme siécle, quand
un jeune ingénieur écossais John Scott Russell a observé une onde unique qui est guidée

par un canal local, semblait aller aussi loin qu’on la voyait sans perdre sa forme [11].



Une onde solitaire qui peut parcourir de longues distances sans changer sa forme ou
perdre de I’énergie, Mathematiquement, un soliton est une solution d’une équation aux
dérivées partielles non lineaires décrivant les systemes physiques.

Définition 1 [2] :

En mathématique et en physique un soliton est une onde solitaire d’auto-renforcement
qui conserve sa forme tout en elle se déplace a vitesse constante.L.’onde solitaire ou soliton
est une solution de chaque équation d’onde qui satisfait les trois proprietés suivantes :

1-Conserve sa forme (profil initial) en tous temps

2-Est localisé :Une onde solitaire est une onde progressive localisée, c’est & dire, une
onde progressive qui tend vers des états constants lorsque ¢ — 400 .
3-Peut passer d’autres solutions et conserve sa taille et sa forme.
Définition 2 [2] :

Une onde solitaire est une onde plane progressive « localisée », c’est-‘a-dire qu’elle
a des limites en -0o et +00 et que ces limites sont les mémes (généralement 0). Comme
toutes les ondes planes progressives les ondes solitaires sont d “efinies a ’aide de leur profil
et de leur vitesse, qui est un scalaire en dimension 1 d’espace.

Ainsi un soliton de profil f et de vitesse ¢ est une fonction de la forme :

u(z,t) = f(x — ct)

avec

lim f(¢) = fw

(—=Fo0
Cette limite étant atteinte « rapidement » (en général exponentiellement vite), si
bien que toutes les dérivées de f tendent vers zéro a l'infini. Dans toute la suite on

s’intéressera aux solitons pour lesquels f,, = 0.
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1.5 Définition de la méthode d’auto-similarité

La méthode de similarité est I'une des méthodes classiques d’obtention de solutions
exactes des EDPs, le nombre de variables indépendantes dans un EDP est réduit par un

changement de variable adéqua.

1.6 Solution "auto-similaire"

On entend par "solution auto-similaire " d’une équation aux dérivées partielles une

fonction de deux variables qui s’écrit sous la forme :

1-Solution de type

Ot les exposants de ¢ sont des constantes réels appelés parametres de la solution
et prennent des valeurs particulieres déterminées carractérisant la solution d’'une EDP
donnée, et ¢ est une fonction d’une seule variable appelée "profil" qui est la solution
d’une équation déffirentielle ordinaire résulte de 'EDP aprés insertion de w [1].

La détermination de la solution revient a déterminer les parameétres et le profil en

générale .

2-Solution de type auto similaire générale est de la forme:

w(z,t) = c(t)p <£L))

avec c(t) et «(t) sont deux fonctions d’une seule variable ¢ [1].

11



3-Solution de type profil mobil qui est de la forme :

u(, 1) = c(t)p (%)

encore la détermination de cette solution revient & déterminer les trois fonctions ¢(t)

, b(t) , a(t) et le profil ¢.

1.7 Construction des solutions auto-similaires

Solutions auto-similaires se produisent souvent dans de nombreux problémes de phy-
sique mathématique.

La méthode de similarité est basée sur quelques propriétés de symétrie d’un systéme

physique et la symétrie algebrique d’un EDP non linéaire.
Les solutions auto-similaires sont obtenues en résolvant une EDO associée .Ces solu-
tions sont invariantes par une transformation de redimensionnement ou de

la similitude [9)].

12



1.8 Schéma pour obtenir solution auto similaire

Pour construire une solution auto similaire on a besoit de suivit les étapes suivantes[9]

équation originale p(x,t,u,u_,u,...) =0

! ’Cherche une solution auto similaire‘ !

A

on applique la transformation u — a’u,x — a’x, t— a't

1 ’ a parametre libre, A, s, 7 appellés exposants‘ 1

on doit choisir A\, 3,~ de sorte que I'équation préserve sa forme

| | d’oti Tobtention de p(a’x, ot yatu,..)=0{ |

| utiliser solution auto similaire]

l ’ substutier dans I’équation originale‘ l

obtenir une équation différentielle ordinaire

13



1.9 Equation admettant une solution "auto-similaire"

Une condition pour qu’une équation aux dérivées partielles admette une solution

auto-similaire est donné par le théoréme suivant[5,1] :

Théorémel [5] :

Soit  p(z,t,u, uz, ug,..) = 0 une équation aux dérivées partielles, alors p admet une
solution auto-similaire si et seulement si elle est invariante sous ’action de dilatation

c’est-a-dire si I’on remplace :

u — a’u
T — a’x (1.3)

t— ot

On obtient :

p(afz, o't atu...) =0

On a la régle de dérivation :

la dérivation pour ¢

Q

(@) o
J0(at) ot

14



la dérivation pour x

L’équation est invariante :

p(z,t,u,.)=0 = pa’z, o't o u,..)=0

Exemple 01 [5] :

Soit I’équation de la chaleur

ou_ ot
ot Ox2
ona:
A
d(a u) L O-9) ou
(o) ox
—
(M u) (\ 28)%
I(asx)? 0x?
et on a:

L’équation devient

2
Q-1 _ 20 07U

ot 0x?

On dit que I’équation est invariante donc :

Q0= — o (O—29)

15



A—7y=A—2s

Ce qui est entraine 7 =2s et A quelconque
Alors on dit que I’équation de la chaleur est invariante sous l’action de dilatation de
x par o et t par o®® pour tout A et s et par suite elle admet une solution auto-similaire.
la recherche de la solution sous forme u(z,t) = t*¢ (%) se déduit de u(z,t) par le
changement o*u(a®z,a’t) = o u(a’x,1) qui doit étre égale & u(x,t), on choisit « telle
que a’'t=1=a= t_%.
-2 x
ainsi la solution s’écrit u(x,t) =t 7 ¢ | —&
tv
Exemple 02 [13] :

Considérons I’équation non linéaire suivante :

ou u ou 0%u

on utilisons les variables (1.3), I'équation (1.4) devient :
ou u ou 0%u
A=y 27 A—y 7 2/\_Sk e A—2s~ %
Q o +a 5 +a u&x v 92

I’équation est invariante donc

A=y=2A—s5s=XA—2s

Yy=28A=8 — Y, A=s

il vient :



La recherche de la solution sous la forme u(x,t) = t%p (%) se déduit de u(z,t) par

le changement o u(a®z,a’t) = o u(a’z, 1) qui doit étre égale & u(z,t).on choisit a telle

que oﬂt:1:>oz:t7%.

Alors la solution s’écrit comme suit :

u(z,t) = t_%u(t_%x, 1)

telle que

17



Chapitre 2

Solution travelling wave de

I’équation de KDV

Introduction :

L’équation de Korteweg et de Vriers "KDV" est un modéle mathématiques pour
les ondes en faible profondeur. C’est un exemple trés connu d’équations aux dérivées
partielles non linéaire dont on connait exactement les solutions.

Ces solutions comprennent (mais ne se limites pas) a des solutions travelling waves
particuliére ou "des solitons".

I’équation de KdV, C’est une équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre, non-

linéaire et dispersive, dont la forme standard est donnée par :

ot "ar o — (2.1)

18



Définition [12] :
On appelle solution en onde progressive"travelling wave" ou encore en onde solitaire

toute solution non identiquement nulle de (2.1) de la forme :

u(z,t) = f(x — ct)

pour un certain ¢ € R

On dit que C' est la vitesse de 'onde correspondante, car la solution est stationnaire

dans un repére mobile se déplacant a vitese c.

Théoréme 2 [12] :
Pour toute vitesse ¢ > 0, il existe une unique solution de (2.1) en onde progressive a
vitesse ¢ parmi les fonctions trois fois contintiment dérivables dont toutes les dérivées

jusqu’a l'ordre trois tendent vers 0 a l'infini.

Démonstration [12] :
Soit wu(z,t) = f(x — ct) une telle onde.

En injectant cette expression dans I’équation (2.1) et on obtient :

—cf —6ff + [ =0

autrement dit

(—cf=3f2+f) =0

19



Par integration et en tenant compte des conditions a I'infini on obtient la condition

nécéssaire

—cf =324+ f =0 (2.2)

aprés multiplication par f’ on obtient

—cf f=3f 2+ ff =0

c 1, ., ;-
(—§f2—f3+§(f)2) =0

et de nouveau les conditions a 'infini nous fournissent la condition nécessaire

) Lo
PP =0

20



On en déduit que f ne peut pas s’annuler car auquel cas f s’annulerait au méme
point (par (2,3)), il en viendrait ensuite de méme pour f"et f" (par(2.1),(2.2)), et fina-
lement f serait identiquement nulle par le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

On déduit aussi de la relation (2,3) qui en un point d’extremum de f on doit avoir
§f2+f3 =0 autrement dit f = —g ou f=0

c c
Si ¢ <0 lafonction 3 24 f3 est négative entre 0 et —5 ce qui n’est pas compatible

avec(2,3).
Deés lors nécessairement ¢ > 0 et f est partout comprise entre —g et 0.
Sans perte de généralité, on peut supposer que x = 0 est tel que f(0) = —g et
f'(z) = 0 pour tout z > 0

Apres prise de racine carré ,on peut alors récrire (2,3) sous la forme :

L oo Copo 3
S =5 +f
_
f=efr+2f
_

’

r
VoI

sur [0, +00]

et aprés intégration

@ f’(y) @
dy = d
/o VP 2Py / !

21



(y)
dy—/ dy
f|f 1+- f

E x f’(y) _ T
\ﬁ/o f(y)\/1+%f(y)dy / v
_1/ dy:x

Par le changement d’inconnue v = /1 + —

donc u = E(1}2—1) et du= E(2vdv)
& 2 2

alors I'intégral devient :

22



2
1+\/1+—f(x)

zv/c = log ;
1—\/1+Ef($)

2
L4+ /1+ = f()

exp(rv/c) = ;
1— “1 + Ef(i(?)

C’est -a-dire

_c {exp(Q\/E:c) —2exp(yer) +1 1]
2 |exp(2y/cx) + 2exp(y/cx) + 1

_c { —4exp(y/cx) }
2 |exp(2y/cx) + 2exp(y/cx) + 1

2 [exp(x/&v) + 24+ eXp(—ﬁﬂf)}




Donc

f(z) = _70 sech? (%Ex)

Ou la fonction sécante hyperbolique sech est définie par :

sech(x) = chtx)
avec :
oh (x) = exp(x) +2exp(—as)
alors :
flo—ct) = — sech®¥= (z — ct)

Donc la solution s’écrit sous la forme :

u(z,t) = flr—ct) = _76 sech? (

24




Chapitre 3

Solution auto similaire pour

I’équation de KDV

Introduction :

Il y a un certain nombre de méthodes pour la construction de solutions aux équations
de physique mathématique qui sont basées sur la réduction des équations originales a des
équation déffirentielles ordinaire.

Dans ce chapitre nous présentons un de ces méthodes, c’est la méthode d’auto similaire

pour I’équation non linéaire KDV.

3.1 Proprieté d’auto similarité pour I’équation de

KDV

On applique le théoréeme 1 pour I'équation de KDV suivante :

ou ou Ou
— —bu— +

L e mol (3.1)

25



On trouve :

A
O(a’u) _ oyOu
d(at) ot
oru) ,0u
O(asw) ox
—
d(a*u) ou
A _ L 2A=s, ™
(o) d(asx) “ Yo
et
@S(Q)‘U> o )\738%
Oasw)3 oz
Alors I'équation de KDV devient :
Ju ou Ju
A= 6 22—s, 7 A=3sY™
“ ot “ Y o ox
I’équation est invariante si
&A—'y o a2>\—s — a)\—Ss

A=—y=2\—5=X—3s

26



ce qui est entraine y=3s, A=s—7v, A=2s

et
A

2
3

Wl

)

= |®

x
La recherche de la solution auto similaire de la forme u(x,t) = t%p <t_5> se déduit

de u(x,t) par le changement a*u(a®r, a't) = a*u(a’z, 1) qui est doit égale & u(x,t),on

choisit a telle que 't =1=—= a = £

alors la solution s’écrit sous la forme :

u(x,t) = t_%u(t_%a:, 1)

= t"p(at™")

telle que

S U R
oy 3 Sy 3

27



3.2 Larecherche de la solution de type auto similaire

générale

Soit I’équation de KDV suivante :

la solution de type auto similaire générale s’écrit sous la forme :

alors on trouve :

) o,
= ép —c—yp
«
et
ou _c
or agp
=
ou 2,
Ugs = —p ¢
et
Pu_ ¢
or3 o3

28



dans ce cas 1’équation de KDV devient

. 2
bp—coyp —6 —Po+ " =0
(0% (8% (0%

divisons par ¢ nous obtenons

¢ a Cc 1
—p——yp' =6 —pp+ —¢p"=0 (3.2)
C (6] (e (6]

Théoréme 3 :

Soit la forme bilinéaire[5] :

2im fil@)gi(t) = 0

alors elles existent des constantes A; tel que :

f1($> = Z?:2 Alf’b(x) (Z = 27 7”)
gr(t) = —Argi(t) (k=2,..,n)

donc d’aprés le théoréme 3 'équation (3,2) est une forme bilinéaire s’écrit sous la

forme :

" = Arp + Asy’ + Asp'p (3.3)

29



De plus on trouve le systeme d’équations suivant :

1
¢ _ A —
. a’y
—— = —Ay— (3.4)
e 4
I'équation 2 de systeéme (3,4) donne
aa? = Ay
—
L 3
- = Agt + k
3
—

avec : k est une constante arbitaire

et de I’équation 3 du systeéme (3,4) on obtient

1 1
C = —A3—2

6 "«

o(t) = éAg 3 (Aot + B)] *

L’équation 1 du systéme (3,4) donne

30



In(c) = “34, In (3 (Agt + k)]

In(c) = In[3 (Agt + k)] 342

A

c(t) = [3 (Agt + k)] 342

et on a d’aprés qui a précede

dﬂ:éAﬂMAﬁ+kﬂ§

il faut que :

A1:2
Ay =
Az =

Finalement on trouve :

Wl

at) = [3(t+ k)]

o) = [B(t+ k)T

31



On conclu que la solution s’écrit sous la forme suivante :

ol

u(x, t) = k %2 _r
(z,t) = [3(t + k)] ¢<[3(t+k:)]>

3.2.1 Détermination du profil ¢ :

Le profil ¢ est la solution de I’équation (3,3) c’est-a-dire la solution de EDO d’ordre

trois suivante [9] :

" —2p —yp' — 69" =0 (3.5)

apres le premier intégral 1’équation (3,5) devient

(y+20) [¢" —(y+20)p] —(1+¢) ¢ =k

et k est une constante d’intégral

la solution de 1’équation (3,5) peut réprésenter par :
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tq: la fonction g(y) est une solution de I’équation

9 =20 —yg=A (3:6)
Pour A=27% Déquation(3,6) admet comme solution
d
9) = 2, | F(=2C3)y)
ou F' = F(z) satisfait ’équation d’Airy
F" = 2F (3.7)

Résolution de ’équation F” = zF [4]:

Pour résoudre cette équation on utilise la méthode d’une série de puissances de la

forme

o0
F = E g’
k=0

On dérive successivement les expressions en série :

o0
F = E g’
k=0
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k=2
Alors ’équation (3,7) devient
Z k(k — Daga*2 — Z apz® =0
k=2 k=0

puis par un changement d’indices dans la premiére et la seconde sommation on trouve

o

Z(n +2)(n + 1)ay 02" Z "

n=0

et de nouveau en sortant le premier terme de la premiére somme afin d’uniformiser

les indices :

2.1.c° —i—Zn—l—Z(n—i— ot Zan "

n=1

201° + Z (n+2)(n+ 1)apie — ap_1]a” =0

n=1

Comme cette relation doit étre satisfaite pour n’importe quelle valeure de x € R il

faut que les coefficients soient tous nuls, c¢’est-a-dir qu’on doit avoir

20000° + Z (n+2)(n+ Dapia — apq]z" =0 , VzeR

n=1
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0(2:0

et
[(n+2)(n+ 1Dapie— a,—1]=0 ,n=123, ...

puisque 2 est donné en fonction de a,,_1, les coefficients «,, seront déterminés
successivement par bonds de trois
nous commencons par choisir de fagon arbitaire g = ¢, a1 = ¢

alors que as = 0 le reste des coefficients sont les suivants :
(

Qg = C1
(67} C1
v _%z: 32 « c
3 0 1
=65 6532 szz 0j2 3
v — a3k-3 Qo . C1
3k = = — = —
3k(3k — 1 =k _ . =k . .
3k =1) I 36Gi-u ][ _ 9% -3
Qg = 0
5 = 0
32 =0

et
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a1 = C2
aq Ca
oy =—=—
1T 43 43
QY (0%] Co
37+ 1)3)
Qgry = agk—2 a . C2
3k+1 = = — = —
(3k + 1)3k =k . . =k .
\ Hj:1(3j +1)3j szl 952 + 3
On conclu que
s o0 23k 00 341
5 JITE R >
k=0 k=0 H 952 — 3y k=0 952 + 3j

F = ClFl + CQFQ

(%]

T 2356..(3k — 1)3k

avec : Qs

(€51

3.4.6.7....3k(3k + 1)

Q341 =

Alors

3k 0 3k+1

F=ao|1
o ( + ; 2356.(3k — 1)3/<;> T <x T 2346 3k(Bk T 1)
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3.3 La recherche de la solution auto similaire clas-
sique

x
Les solutions de type auto similaire de la forme u(z,t) = t*p (t_5> permettant la
transformation de 'EDP & une EDO, la détermination de la solution revient donc a

déterminer les deux parametres a et 3 et le profil .

Ce type de solution a la particularité qu’elle est invariance sous 'action de dilatation
On distingue trois cas pour la détermination des paramétrses

Cas 1 :I'un des paramétres est déterminé alors que le deuxiéme reste indétermine
Cas 2 :les deux parameétres restent indéterminé et son liés

Cas3 :les deux parameétres prennent des valeurs déterminées indépendamment du

profil[1] .

Considérons 1’équation de KDV :

Et la solution de la forme

avec
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3.3.1 Détermination des paramétre

La dérivation parraport a t

0
8_7: = at® o 4 (—Bat P H 't

= t""Hayp — Bat™7)

=t Hayp — B¢Y)

la dérivation parraport a x

@ — taiﬁQOI
ox
=
0
ua_z — t2a76(pl(‘0
et

@ _qa=38,m
ox3 14

Donc I’équation de KDV s’écrit sous la forme :

ta_l(OéQO . /BCQO/) o 6t2a_6g0/g0 + ta_36¢/// — 0
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on divisons par t*~! | alors I’équation devient :

(ap — BLy) — 6t PH #1738 =

dérivons (3.2) une dérivations formele par t on obtient

(—6a + 683 — 6)t" P+ (1 — 38)t 3"

cette équation est identiquement nulle si

—6a+68—6=0et1—33=0

c’est-a-dire

La solution s’écrit comme suit :

-2 1

w(z,t) =t 3 p(t 3x)

avec ¢ est la solution de I’ ODE

-2

1
ER4n 5690’ — 600+ ¢" =0
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté une étude analytique de 1’équation de KDV.

On introduit deux types de solutions,on cherche des solutions de type "onde solitaire"
appelée aussi "traveling wave", et des solutions de type "auto similaire".

Nous avons également calculer explicitement la solution du probléme de premier type,
en cherchons surtout le profil de la solution.

Nous avons cherché les exposants liés aux probléme et essayer de trouver la solution
du probléme.

Dans la recherche de solution travelling wave nous avons detaillé tous les calcules, et
donner explicitement une solution exacte.

Dans le deuxiéme cas, c’est la recherche de solution auto similaire nous avons égale-
ment detaillé tous les aspets liés au probléme et donne le cas générale du probléme avec

une solution de forme particulier.
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