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Introduction

Introduction

Les chercheurs en mathématiques ont contribué a résoudre de nombreux problémes sci-
entifiques qui étaient autre fois insolubles, mais la technologie a été I'un des principaux
soutiens pour créer de nouvelles méthodes scientifiques telles que les équations intégrales.
Les solutions numériques des équations intégrales jouent un réle crucial dans divers domaines
scientifiques, facilitant la détection des erreurs et améliorant la précision des résultats ex-
périmentaux dans certaines sciences, notamment la physique et la chimie.

Aujourd’hui, nous présentons une étude sur la résolution de I’équation intégrale linéaire
de Volterra-Fredholm. Cette étude est divisée en trois chapitres :

Dansle premier chapitre nous présentons quelques notions d’analyse fonctionnnelle

Le Deuxiéme chapitre:Ce chapitre propose des définitions des termes de I’équation
intégrale pour le lecteur. Il comprend le concept de I’équation intégrale ainsi qu’une étude
sur ’existence des solutions pour les types de Volterra-Fredholm. Il y a également une étude
sur les polynome de Chebyshev.

Le Troisiéme chapitre:Ce chapitre présente une étude sur les applications scientifiques
de la résolution de I’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm en utilisant les séries
de Chebyshev et les méthodes de Collocation ou de Galerkin. Des exemples différents sont

présentés pour illustrer la précision de la méthode proposée

iii



Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1 Opérateurs linéaires bornés

1.1.1 Opérateur linéaire

Définition 1.1.1 Soit E et F deux espaces vectoriel sur le corps k, et A : E — F un

opérateur. On dit que A est linéaire si

Ve,ye BF VA ek
1) Afx+y)=A(x)+ Ay)
2) A(Ax) =MA(x)

1.1.2 Opérateur continu

Définition 1.1.2 Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur un sous
ensemble S C E dans F' est dit continu au point xg de S si on a la propriété suivante:

Pour toute suite x,, de S converge vers xy, la suite A(x,)converge vers A(zg) c’est a
dire

lim A(z,) = A <lim x) = A(z0) (1.1.1)

n—-+o0o n—-+00

Remarque 1.1.1 L’opérateur linéaire A est dit continu sur S, s’il est continu en chaque

point de l’ensemble S.



1.1. Opérateurs linéaires bornés

Théoréme 1.1.1 Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur
un sous ensemble S C E dans F est dit continu partout sur S s’il est continu au point x

de S.

1.1.3 Opérateur borné

Définition 1.1.3 Soient E et F deux espaces normés A : E — F un opérateurlinéaire A

est dit borné s’il existe une constante positive C' > 0 telle que

[A@) | <Clzllg, Yo ek (1.1.2)

Théoréme 1.1.2 Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.

Remarque 1.1.2 Soit E et F' deux espaces normés, l’ensemble de tous les opérateurs

linéaires continus de E dans F est notée L(E, F)

1.1.4 Opérateur compact
Soient X un espace normé et Y un espace de Banach.

Définition 1.1.4 Un opérateur linéaire T' € L (X,Y') est compact ou complétement continu
st ['tmage de chaque ensemble borné de X est relativement compact dans'Y .

Notons par Le(X,Y) C L(X,Y) Uensemble des opérateurs linéaires compacts de X dans
Y.

Remarque 1.1.3 Si T € Le(X,Y) alors T € L(X,Y) i.e. Un opérateur linéaire compact

est continu.

Exemple 1.1.1 On définit lopérateur T comme suit T : C([0,1]) — C([0,1]) telque

1
Tf(e) = [ K@@
0
ot K :[0,1] x [0,1] — C est continu.
On montre :

1) T est un opérateur linéaire compact.



1.2. Equations aux opérateurs compacts

Solution 1.1.1 1) La boule unité dans C([0,1]) est Brp(0,1) = {f € C([0,1]); ]| f ||co< 1}.
Pour montrez que T Br(0,1) est relativement compact dans C ([0, 1]) on utilise le théoréme
d’Arzela-Ascoli
i) TBr(0,1) est uniformément borné : En effet pour tout f € Br(0,1) on a

1

Tf (=) =

ks dt' /Ik:rtHf()ldt

17l /|Mt|dt</ e (o.0)] dt

= sup |Tf(z |<sup/|/<:a:t]dt

f€Br(0,1) z€[0,1

IN

d’ot TBr(0,1) est uniformément borné.
it) TBr(0,1) est équicontinu : En effet pour tout f € Br(0,1)et pour tout z,y € [0,1]
on a

1

TF () = TF (2)] = k(y,>f<>dt—/0k<x,t>f<t>dt]

< /|k y. 1) — k(1) |f (1)) dt
< 1l /rk yot) — k(1)) di

< /5dt—z—:.
0

Donc 3§ = ¢ tel que |y — z| < §, d’ott TBr(0, 1) est équicontinu.

1.2 Equations aux opérateurs compacts

1.2.1 Equations de second espéce

soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme alors 'opérateur T'= [—A

défini I’équation de second espéce donné par:



1.3. Rappel d’analyse fonctionnelle

p—Ap=f (1.2.1)

ou f est une fonction donné et ¢ la fonction inconnue.

Théoréme 1.2.1 le noyau de l'opérateur T défini par:

kerT = N(T) = {p € X; Ty = (I — A)p = 0}. (1.2.2)

est un sous espace fermé et de dimension finie.

Théoréme 1.2.2 L’image de 'opérateur T' défini par

T =T (X)=R(T)={¢ =Ty, pcX} (1.2.3)

est un espace fermé.

1.3 Rappel d’analyse fonctionnelle

On consideére dans tous ce qui suit X et Y des espaces de Banach muni de la normel|.|| , et
|||y respectivement.

On désigne par C(X,Y) l'espace des fonctions continues de X dans Y muni de la norme

uniforme :

Ve CXY): [flle = sup I1f (@)l (1.3.1)

Définition 1.3.1 Soit M un sous-ensemble de C(X,Y"). On dit que M est équicontinue en
u € X si pour tout € >0, il existen >0
tels que pour tout f € M et tout v € X
Si
u=vllx <7 (1:3.2)

on a

1 (u) = F()lly <e (1.3.3)

e On dit que M est équicontinue sur X, si M est équicontinue en tout u € X.



1.3. Rappel d’analyse fonctionnelle

Cas particulier, si X = [a,b], Y = R muni de la norme usuelle ||f|, = sup |f (z)|,
z€[a;b]
un sous ensemble M de C([a,b]) est équicontinu si

Pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que pour tout f € M et tout x, x* € |a, b]

Si |lv—a*|<donal|f(z)—f(a")]<e (1.3.4)

Définition 1.3.2 Un sous ensemble M de C([a,b]) muni de la norme usuelle | f|. =

sup |f (z)], est uniformément borné s’il existe une constante C' > 0 tel que :
z€[a;b]

| f (@)], <C pourtout f e M (1.3.5)

Le théoréme suivant donne une caractérisation des parties relativement compactes dans

I'espace C'([a,b]) muni de la norme

[fllee = sup |f ()], (1.3.6)

x€[a;b]

Théoréme 1.3.1 (Arzela-Ascoli).Soit F' un sous ensemble de C([a, b]) muni de la norme de
sup alors, F' est relativement compacte dans C([a,b])si les conditions suivantes sont vérifiées
e [’ensemble F' est uniformément borné.

e [ est équicontinu.

1.3.1 Le principe de contraction de Banach

Le résultat suivant (dtt & Banach) est le principe de base dans la théorie du point fixe.

Théoréme 1.3.2 ( de Banach ).Soit X un espace de Banach muni de la norme, et A :

X — X un opérateur contractant c-a-d

JE0<k<1:|Az— Aylly <klz—yly, Yo,y € X. (1.3.7)

Alors, A admet un point fixe unique, i.e Ju € X tel que

Au = u. (1.3.8)



1.3. Rappel d’analyse fonctionnelle

1.3.2 Le théoréme du point fixe de Schauder
Le théoréme du point fixe suivant déterminé seulement ’existence d’un point fixe.
Théoréme 1.3.3 ( de Schauder ).Soit (E,d) un espace métrique complet, soit U une partie

conveze et fermée de E, et soit T : U — U une application telle que 'ensemble {Tu : u € U}

est relativement compact dans E. Alors, T posséde au moins un point fize.

1.3.3 Le théoréme du point fixe de Weissinger

Théoréme 1.3.4 (de Weissinger).Soit (U, d) un espace métrique non vide et complet et soit
a; > 0 pour tout j € N tels que Z;io a; converge. De plus soit A : U — U un opérateur
satisfaisant 'inégalité

d (Alu, Av) < ad (u,v). (1.3.9)

Pour tout j € N et tout u,v € U. Alors, A admet un point fixe unique u*et pour tout

ug € U la suite (A uo);io converge vers ce point fixe.

Remarque 1.3.1 Sous les hypothéses du Théoréme 1.3.4, on peut vérifie facilement par

récurrence que pour tout 7 € N, on a :

|A7u — Avl|u < B flu— o[ u (1.3.10)

Donc d (Au, Av) < a;d (u,v). est vérifie avec a; = k7, de plus Y7 ) k' est convergente

puisque 0 < k < 1.



Chapitre 2

Equations intégrales et leurs

classification

2.1 Classification des équations intégrales

2.1.1 Equations intégrales linéaires de Fredholm

Définition 2.1.1 On appelle équation intégrale de Fredholm du premier espéce une équation

de la forme:

/ k(2.1) o(D)dt = f(z) (2.1.1)

ol @ est la fonction inconnue, [ et k sont des fonctions connues.

Définition 2.1.2 On appelle équation intégrale de Fredholm de second espéce une équation

de la forme

o(x) = f(z) + /\/ k(z,t) p(t)dt (2.1.2)

ot p(x) est la fonctions inconnue, k (x,t) et f(x) des fonctions donnés, A est un paramétre

non nul.



2.1. Classification des équations intégrales

2.1.2 Equations intégrales linéaires de Volterra

Les équations de volterra sont des cas particuliers d’équations intégrales de Fredholm il suffit

de prendre le noyau k est telque k(z;t) =0 pour x < t

Définition 2.1.3 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de premier espéce une

équation a une inconnue p (z), de la forme:

/ (DDt = f(x) (2.1.3)

Définition 2.1.4 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de second espéce une

équation o inconnue ¢ (x) de la forme:

o (x) = f(x) + )\/w k(x,t)p(t)dt (2.1.4)

2.1.3 Equation intégrales de volterra-fredholm

Définition 2.1.5 On appelle équation intégrale de volterra -Fredholm une équation de la

forme:

o(x)=f(z)+ ,u/w ki (z,t) p () dt + )\/b ko (z,t) o (t) dt (2.1.5)
ou ¢ est la fonction inconnue, ki, ks et f sont des fonctions connues.
Définition 2.1.6 On appelle équation intégrale mizte une équation de la forme:
o(r)=f(x)+ )\/x /bk; (s,t) p(t)dtds (2.1.6)

ou les fonctions ki, ko et f sont connues et ¢ (x) la fonction inconnue.

2.1.4 Existence et unicité de la solution de I’équation intégrale de

Volterra-Fredholm

Dans cette section nous rappelons les théorémes que nous allons utilisées pour obtenir des

résultats d’existence et d’unicité de la solution de I’équation

o(r)=f(x)+ ,u/w ki(x,t) @ (t)dt + >\/ ko (x,t) @ (t) dt (2.1.7)



2.1. Classification des équations intégrales

Définition 2.1.7 Soit X un espace normé et T : X — X wun opérateur, T est dit un

opérateur de Picard sl existe p, € X unique tel que

T(py) = ¢, et lim T"(¢) =¢ (2.1.8)

n—oo

pour tout ¢ € X.

Théoréme 2.1.1 (principe de contraction).Soit X un espace normé. Si T : X — X un

opérateur de contraction admis un point five unique @, alors T' est un opérateur de Picard

et

n

lpo =T (o)l < le =T ()|l pour tout n € N,a <1

11—«
Théoréme d’existence et d’unicité :

On considére ’équation linéaire de Volterra-Fredholm

T b
o(x)=f(x)+ )\1/ ki (z,t) o (t)dt + )\2/ ko (x,t) @ (t)dt , x € [a, b (2.1.9)

ou
1- f € Cla,b] ky € C(Dy),ky € C(Dy) tel que Dy = {(z,t) e R\a <t <z <b}et
Dy = [CL7 b] X [a7b]

9% M, = Ey (x.t)] et My = ko (.1
1 (;ggglll(ﬂ% )| et Mo (;%2%2'2(‘”’ )l

Théoréme 2.1.2 Dans les conditions de continuité ci-dessus, supposons qu’il existe une

constante ¢ > 0 tel que

1
—(Ml + Mgec(bia)) <1 (2110)
&

Alors U'équation (2.1.9) a une solution unique ¢ € Cla, b]

Preuve.

Soit l'opérateur intégral T : C[a,b] — Cla, b, défini par

Ty (x)=f(z)+ /mkl (x,t) p (t)dt +/ ko (x,t) @ (t) dt (2.1.11)



2.1. Classification des équations intégrales

Posons

max | (¢ (z) — ¢ (2))] e = [l — 9|

z€[a,b]

[0 —v @ [ k- ¢<t>>dt’

Te(x) =Ty (z)] =

< [l <x,t>r|<so<t>—w<t>>rdt+/ e (0] () = v ()]

b
< [l ) v )2, [ () - w ()] O
c(z—a M2 C a)
< [Py e o).
c c
M M.
¢ &
6c(:z:—a) o)
< (M1+M2€ ¢ I)HSO—iﬂH
ec(zfa) o)
< (M4 Mo ) [l — o

Il s’ensuit que

olr—‘

T (x) = T ()] e < = (M1 + Mae™ ) [lo — o]

,pour tout x € [a, b]
Alors

1
1T =Tyl < - (M1+M26 =) Jlp — o

On déduit que 'opérateur T est Lipschitzien de constante k

1
k==
C

(M1+M26 e(b-a ) o — ]

La condition supposée garantit que 7" est une contraction. Alors on applique principe

de contraction. m

10



2.2. Polynémes orthogonaux

2.2 Polynétmes orthogonaux

les polynoémes orthogonaux sont des outils mathématiques importants qui présentent des
propriétés spéciales d’orthogonalité, et leur étude joue un role fondamental dans diverses
applications mathématiques et scientifiques. Il existe plusieurs familles de polynoémes or-
thogonaux bien connues, telles que les polynémes de Legendre, les polynémes de Chebyshev,
les polynomes de Hermite et les polyndémes de Laguerre, etc.... Chaque famille est associée

a une fonction de poids spécifique et est définie sur un intervalle particulier.

2.2.1 Polynétmes de Tchebychev

Les polynémes de Tchebychev sont largement utilisés dans le domaine de I’analyse numérique,
notamment pour l'interpolation, I’approximation de fonctions et les méthodes numériques
basées sur les quadratures.

Il existe deux principales familles de polynémes de Tchebychev : les polynémes de

Tchebychev de premiere espéce et les polynémes de Tchebychev de deuxiéme espéce.

Polyn6émes de Tchebychev de premiére espéce

Les polynomes de Tchebychev de premiére espece sont définis sur I'intervalle [—1, 1] et notés

T, (z), Ils sont définis récursivement comme suit :

To(x) =1, Ti(z) =x

T.(z) = 22T, 1(x) — T,—2(x), pour n>1

Ces polyndémes sont orthogonaux par rapport au produit scalaire défini par :

! 1
(f.9) = » f(x)g(x)ﬁdx

Polyn6émes de Tchebychev de deuxiéme espéce

Les polynomes de Tchebychev de deuxiéme espéce sont également définis sur 'intervalle

[—1,1] et notés Uy, (x). Ils sont définis récursivement comme suit :

11



2.2. Polynémes orthogonaux

U(z) = 1,Ui(z) =2z

Un(z) = 22U,_1(x) —U,—o(z), pour n>1

Ces polynomes sont également orthogonaux par rapport au méme produit scalaire que
les polynomes de Tchebychev de premiére espéce.
Polynémes de Chebyshev du troisiéme espéce
Les polynomes de Chebyshev V,,(z) du troisiéme espéce sont définis par la relation

cos(n + 3)0

Vulz) = cos(20)

, T =cos 0

qui devient

Vo(z) = 1, Vi(z) =22 —1

Volz) = 22V,_q(x) — V,—o(z), pour n>1

Polyn6émes de Tchebychev du quatriéme espéce

Définition 2.2.1 Les polynomes de Chebyshev W, (x) du quatriéme espéce sont des polynomes

de degré n en x définis respectivement par

2

,x = cos (0) (2.2.1)

lorsque x = cos (0)

Wi (x) =2cos(f)+1=2x+1 (2.2.2)

et la relation (2.2.1) devient

Wo(z) = 1, Wi(x) =2x+1,
Wy (z) = 22eW,_1(x) = Wyha(x),n=2,3,.. (2.2.3)

12



2.2. Polynémes orthogonaux

Les premiers polynomes de T'chebychev du quatriéeme espéce

Wo ($) =1
Wi(x) = 2z+1
Wy(z) = 42* +22—1
Ws(x) = 82° +4a® — 4w —1
Wy(z) = 162* +82% — 122 — 4z + 1
Ws(z) = 322° +162* — 322° — 122° 4 62 + 1
les polynomes de chebyshev
2 —
| ——wo
15 S—y
N W
1 N w3
w4
05 — W5
< W6
~ 0 / /
-05 -
-1 \4—’
-15 -
_2 | |
-0.5 0 0.5

xr

Le polynome de Chebyshev de quatriéme espéce sur [a,b] de degré n est noté W} et est

défini par

sln' 29 , ot cos (0) = Mﬁ e [0,7].
sin 5 b—a

Définition 2.2.2 W* (z) =

20 — (a+0b)
b—a
Liens entre les quatre types de polynomes:

pour z € [a,b], si 'on pose s = alors s € [—1,1] et W (z) = W, (s)

13



2.2. Polynémes orthogonaux

Ugn(l‘)

2

LW @) + Vi @)

Up () + U,_q (2)

Vo (z) —

14

Vn—l (IE) = 2T2n



Chapitre 3

Résolution numériques des équations

intégrales de Volterra-Fredholm

3.1 Meéthode de Galerkin

On considére I’équation intégrale de Volterra-Fredholm suivante:

b T

o(r)=f(x)+ /kl (x,t) @ (t)dt + /kg (x,t)p(t)dt (3.1.1)

a a

Généralement, le principe de la méthode de Galerkin appliqué a I’équation(3.1.1) consiste
a chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension finie, en exigeant que
I'équation (3.1.1) soit vérifiee seulement sur un nombre fini de points appelés points de
Galerkin.

On applique la méthode de Galerkin lorsque les conditions aux limites sont périodiques
ou homogenes. En pratique, nous choisissons une suite de sous espaces X, C X , n > 1 de
dimension finie, généralement des sous espaces de C ([a, b]) ou deL? ([a, b]) . Soit {¢;......00,, }

une base de X,,On cherche une fonction ¢, € X,,, tel que

p(a)= g () = Y et (o) w€fal (3.1.2)

15



3.1. Méthode de Galerkin

Pour déterminer les coefficients ¢;, on substituant, cette fonction dans I’équation (3.1.2),

et on exigeant que I’équation soit exacte dans le sens ou le résidu soit nul

x

w,tm(t)dt—/k2<x,t>so<t>dt—f<x>, % € o,

a

<
3
—
8
~—
I
AS)
Q)
|
@"\“@

d’ou

iciwi (x) = —1—201/ ki (z,t) ¢ dt+ch/ ko (z,t) 1, (t)dt x € [a,b] (3.1.3)
i=0

Pour déterminer les coefficients ¢;, on utilise I'idée de Galerkin par multipliant les deux

cotés de I’équations(3.1.3) par w; (x) et intégrant par rapport & z de —1 a 1,on obtient

n

Z:ci ¢( da;_/ f(z dx+/ (ch/a ky (2,t) dt)¢()dx+
/11 (ic /j ko (z,t) 1, (t) dt) v, (x)dr x € [a,]
Zc/ wi(w)wi(m)dx—gci/_ll </abk1(a:,t)wi(t)dt> ¥, () d

_;ci/_l (/:k2<a:,t>w ()dt) dx_/ "

Sal [ vwn@ar- [ ([ w@ovoaw @i [ e @)

/ F (2 (o) do

soit nul sur un systéme de noeuds 1, ...... , Ty € la,bl; (i.e, aux points de Galerkin) ce

qui conduit a la résolution du systeme linéaire

Z Sl ) gy d = [ (S b 1), (8)dt) @, )
f (f ka (x5, 1) ¥; (t)dt) ¥ (z;) d
/f ;) (x5) d

16



3.1. Méthode de Galerkin

qui s’écrit sous la forme AC = F', ou
A= [1 0 (@) s () da— [ ([ R Gy t) 0 (8) i), (@) da— [ (f e () 03 (1) Ao () ey i, =
1,...,n

F = f f(x) Y (z)de,j=1,....,n

ce systéme admet une solution unique si det (A) # 0, ce qui dépend d’ailleurs du choix

des points de Galerkin

3.1.1 Méthode de Galerkin-Chebyshev

On considére ’équations intégrales de Volterra-Fredhlolm

b T

o(r)=f(x)+ /kzl (x,t) p () dt + /kz (x,t)p(t)dt, x € [a,b] (3.1.4)

a a

ol ¢ (x) est la fonction inconnue, k; (x,t) , ko (x,t) et f sont des fonctions données . On

suppose que

n

o (r) ~p, ()= Z ;Wi (x) (3.1.5)

i=0
ou W; (z) est le polynome de Chebyshev du quatriéme espeéce sur [a,b] Alors, on a en

substituant (3.1.5) dans (3.1.4), on obtient

n n b
ZciWi(x):f(x)—i-Zci/ ky (z,t) W, dt+ZCZ/ ko (z,t) W (t) dt = € |a, b
i=0 i=0 Je

(3.1.6)
Pour déterminer les coefficients ¢;, on utilise I'idée de Galerkin par multipliant les deux

cotés de I'équations(3.1.6) par W; (x) et intégrant par rapport & x de —1a 1. Alors, on a

n

Zcz/ W, ( da:—/ f(x dm+/_1(z /abkl(xt)W()dt)W()der

1 =0

n

/(Zc,-/:k2<x DWW, (1) dOW; () dz x € [a,b]

1 =0

17



3.1. Méthode de Galerkin

D'oil
ch/ W, ( dx—/ f(x da:+ZcZ/ (/ kzlxtW()dt)Wi(x)dx%—
(3.1.7)

(/ku(x DWi (8) Wi (2)dz = € [a,b]

ZCZ/ Wi ( d:c—ch/ / ky (z,t) W, (t) dt)W; (z) dx
—Zc,/ </ ks (z,1) W()dt)m(m)dx = tf(x)VVi(x)dx

n 1

;Ci( _IWi(x)Wi(:z;)d;c—/_l (/abkl(a: t)W()dt)W( )dx  (3.1.8)

_/_11 (/j@(x,t)m(t)dt) Wi (z) dz)

1

Il
(g
&
=
&)
.
8

Les équations (3.1.7)forment un systéme de (n + 1) équations algébriques linéaires. On
calcule les constantes ¢; par la résolution de ce systéme.
Enfin la solution approchée de I’équation (3.1.4), est donnée par la formule (3.1.5) d’une

maniére analogue, on peut appliqué cette approche pour I’équations intégrales de Volterra-

Fredhlolm de la forme

T

©
&
I
\
&
+
Se—
w
w
~
~—
=
~—
IS
~
+
T
[\v)
w
=
—~
QU
~
&
m
5}
S

ou
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3.1. Méthode de Galerkin

1

/_1 Wi () W; (z) d:z:—/1 (/ab ki (z, t) W; () dO)W; (2) dm—/

1 -1 -1

( / "oy (2 8) w; (£) dtyws () dac

- [ r@

Alors les équations de Galerkin sont obtenues en prend des points z;
n
Zcﬂﬂi (zj) = f(2;) 4,5=1,..n (3.1.9)
i=0

=0

L’équation (3.1.9) représente un systéme linéaires de (n) inconnue qui s’écrit sous la

forme

Ac=F

ou

C = (c,. ,cn)t
F= (fh"'ufﬂ)t
C=A"'F

3.1.2 Meéthode de collocation

On considére ’équation intégrale de Volterra-Fredholm suivante
x b
o(r)=f(x)+ / ki (z,t) @ (t) dt + / ko (z,t) o (t) dt (3.1.10)

19



3.1. Méthode de Galerkin

Généralement, le principe de la méthode de collocation appliqué a I’équation (3.1.10)
consiste a chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension finie, en ex-
igeant

que I'équation (3.1.10) soit vérifiée seulement sur un nombre fini de points appelés points
de collocation. En pratique, nous choisissons une suite de sous espaces X,, C X, n > 1 de
dimension

finie, généralement des sous espaces de C ([a,b]) ou deL? ([a,b]) . Soit {1);......1»

base de X,,On cherche une fonction ¢, € X,,, tel que

Pn (SC) = Z Cjwj (l') S [av b]

Pour déterminer les coefficients (C;), on substituant, cette fonction dans 1’équation

(3.1.10), et on exigeant que I’équation soit exacte dans le sens ou le résidu

T b
o (2) :son@)—/ kl <a:,t>son<t>dt—/ ko (.) oy () dt — (1), € [a,1]

=3 G0 - [ ke tarY G, 0 - [ R nd Y Cu 0 - f @)

n

Sy @)= [ kw00, @i = [ (00, (0 d) — (@) @€ ol

soit nul sur un systéme de noeuds 1, xs, .., z,, € [a,b], (i.e, aux points de collocation) ce

qui conduit a la résolution du systéme linéaire

n

S W, () - / "k (e )0, (1) d — / by (20 t) 0 (1) d)Cy = f (1) i=1,..m

=1

qui s’écrit sous la forme AC = F, ou

T b
A= )= [ Rt i [ e Od =1
= Cj jzl,,n

F = f(x) i=1,...,n

20



3.1. Méthode de Galerkin

ce systéme admet une solution unique si det A # 0, ce qui dépend d’ailleurs du choix

des points de collocation.

3.1.3 Meéthode de collocation Tchebyshev

On considére 1’équation de Volterra-Fredholm de second espece

o(r) = f(x)+ /m ki (x,t) @ (t) dt—l—/ ko (z,t) @ (t)dt,x € [a,b] (3.1.11)

On définit les polynomes de Tchebychev w} (z) de degré i sur|a, b] comme suit

W (z) = W, (M)

! b—a
ou W; (z) sont les polynoémes de Chebyshev de degré i définit sur[—1, 1]
On utilise la méthode de Collocation pour approximer la solution exactep () de I’équation

(3.1.11).

On suppose

¢ (2) = @, (x) = Z Wi (@) (3.1.12)

ot w; (x) sont les polyndmes de Chebyshev de degré i définit sur|a, b] et ¢; des coefficients
a déterminer.

Substituant (3.1.11) dans (3.1.12) on obtient

S el (@) = £ () + / i (6) D eV (0 + / b 0, D eV ()
d’ou
> (W (@) - / e () W (1) dt — / ko (2, 8) W (£) dt) = f () (3.1.13)

I'équation (3.1.13) peut s’écrire

21



3.2. Exemples Numériques

ou

via) = W7 @) - | k() W () di [ty oy a

a+b b—a (20 — 1)
+ cos [ —————

2 2n
équations de collocation sont obtenues en prend des points x;

Soit ;i = 1,...,n, les points de Tchebychev. Alors les

n

i=1
Zci¢ij = fj>j = 17 s (3115)
i=1
L’équation (3.1.15)représente un systéme linéaires de (n) inconnue qui s’écrit sous la
forme
AC =F
ou

A - ¢l]7/1/7] - ]_, ....7n

C = (Cl,CQ, ...,Cn)t

F=(fi, fay s fa)'

C=A"'F

3.2 Exemples Numériques

Exemple 01.Considérons I’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second espéce.
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3.2. Exemples Numériques

1’3

p(@) = w(exp (@) (x—1)+1) —exp(r) — T+ cos (z) fexp (1) =2) +1

+/0mxt<p(t)dt+/OICOS(x)SO(t)dt

1’3

fx)=z(exp(z)(x —1)+1) —exp(z) — — +cos(z) (exp (1) —2) + 1

5 (3.2.1)

ou 0 < z,t < 1, et la fonction f est choisie de telle sorte que la solution exacte soit

donnée par

Peg () =1 — exp (2) (3.2.2)

Table 1 Nous présentons la solution approchée ¢,,, .o €t oy, ca de la solution ex-
acte ., (x) obtenues par la méthode de collocation-Chebyshev et la méthode de Galerkin-

Chebyshev, lerreur est calculée pour N = 8

Val de x || Sol ex ¢, Sol app.col ¢,,, co1 || Sol app.Gal g, || Erreur.Col | Erreur.Gal
0.0000e™ || 0.0000" -1.6677e~01 -2.1128¢ 7008 1.6677e 01 || 2.1128¢79%8
1.2500e7%1 || -1.3315e 7% || -1.3315e 0% -1.3315¢ 001 2.0144e7%11 || 1.9925¢7007
2.5000e~ %! || -2.8403e %1 || -2.8403e ! -2.8402¢ 001 2.4676e M || 4.5319¢ 907
3.7500e %1 || -4.5499¢ %01 || -4.5499¢ -4.5499¢ 001 2.9643¢ 701 || 4.72217907
5.0000e 7% || -6.4872¢~ ! || -6.4872¢ 700! -6.4872¢ 7001 3.4662¢ M || 1.5519¢ 97
6.2500e %" || -8.6825¢ %01 || -8.6825¢ 0 -8.6825¢ 7001 3.8209e 711 || 2.3740e007
7.5000e7%% || -1.1170e%%° || -1.1170e%° -1.1170e% 3.9744e7 %M || 1.5968¢ 907
8.7500e %1 || -1.3989¢%%0 || -1.3989¢%° -1.3989¢%%° 3.4845¢ 701 || 5.9447¢7907
1.0000e%% || -1.7183€%0 || -1.7183e"% -1.7183¢%° 3.7250e "M || 3.9160e~7




3.2. Exemples Numériques

05 oo ST o R P LR

— Sol.exact ‘ : RN ‘
Sol.app colo | | \ |
-1.5 solappGal | \

er.colo
*  er.Gal

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Exemple 02.Considérons I’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second espéce.

1 : . 1 1
o(r) = (§x—|—1)smx—|—(x+2)cosl—281n1—Z—lcosquZcos?)x—x

t [tz rnewars [ e

1 : , 1 1
fz) = §m+ 1]sinz+ (z+2)cosl —2sinl — Zcos:z:—i— ZcosSx - (3.2.3)

ou 0 < z,t <1 ,et la fonction f est choisie de telle sorte que la solution exacte soit
donnée par

0. () = sin (x) (3.2.4)

Table 2 Nous présentons la solution approchée @, .o () €tPq,, ca (), de la solution
exacte o, (x) obtenues par la méthode de collocation-Chebyshev et la méthode de Galerkin-

Chebyshev, ’erreur est calculée pour N = 10

24



3.2. Exemples Numériques

Val de x | Sol ex ¢, | Sol app.col.¢,,, ., || Sol app.col.pg,, || Erreur.col | Erreur.Gal
0.0000 0.0000 -6.0123e 701 -3.5278¢70 6.0123¢ | 3.5278¢%
1.0000et || 9.9833e92 || 9.9833¢™2 9.9833¢2 8.0800e~ 1t | 8.6083e7
2.0000e°! || 1.9867e || 1.9867¢! 1.9867¢L 3.8012e 1 | 1.4802¢79¢
3.0000e ! || 2.9552e791 || 2.9552¢01 2.9552¢ 1 3.2946e" 1 | 2.9495e707
4.0000e! || 3.8942e791 || 3.8942¢1 3.8941¢e ! 8.1028¢~ 1t | 3.4563¢%
5.0000e ! | 4.7943e7 9 || 4.7943¢! 4.7942e 5.0301e~ 1! || 4.2822¢7%
6.0000et || 5.6464e¢% || 5.6464¢0* 5.6464¢0 9.8776e" 1 | 1.9624e79¢
7.0000e! | 6.4422¢ 01 | 6.4422¢1 6.4423¢e ! 3.5452¢710 || 8.4742¢7%
8.0000e! || 7.1736e % || 7.1736e ! 7.1735e 6.0277¢710 | 2.9392¢%
9.0000e™! || 7.8333¢ 01 | 7.8333¢ ! 7.8330e! 5.5649¢710 || 2.3458¢%
1.0000 8.4147¢% || 8.4147¢01 8.4159¢7* 3.3554e10 | 1.1418e~%
z 1
u(z) = f(z) + / cos(x +t)u(t)dt + | (x+ 2= t)u(t)dt
1 C o dO O - -t
Sol.exact : : : :
Sol.app colo .
0.8 sol,app Gal I o - —
er.colo | | 1/:'
0.6 *  er.Gal S St L
~—~ | / :
8 o4l S [
02 """"" / S
o*/* * ¥ ¥ * ¥ ¥ * * *
-0.2 L i i i i i
0 0.2 04 0.6 0.8 1
T

Exemple 03.Considérons I’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second espéce.
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3.2. Exemples Numériques

¢ (z)

1

= ——exp(z)(exp(2) — 1) +exp(—x) 2z +2) —x—1

2

+/0I (x+1t)p(t)dt +/0 %(exp(Q) — 1) exp(x +t)p(t)dt

f(@) = L expa

2

J(exp(2) — 1) +exp(—x)2z +2) —z —1

(3.2.5)

ou 0 < z,t <1 ,et la fonction f est choisie de telle sorte que la solution exacte soit

donnée par

Per (1) = exp (—7)

(3.2.6)

Table 3 Nous présentons la solution approchée ¢,,, .o €t Puppca de la solution ex-

acte ., (x) obtenues par la méthode de collocation-Chebyshev et la méthode de Galerkin-

Chebyshev, ’erreur est calculée pour N = 10

Val de x Sol ex ., Solapp.col.¢,,,, o || Solapp.Gal.,,, ¢q || Erreur.Col || Erreur.Gal
0.000000€°® | 1.000000e°® || 1.000000e" 9.9999¢ 901 8.2093e~ ! || 6.6704e0%
1.000000e %01 || 9.0484e7%1 || 9.0484¢0%" 9.0482¢ 7901 2.6094e7%%9 || 1.4705¢095
2.000000e %01 || 8.1873e¢~% || 8.1873e %1 8.1872¢ %01 6.0404¢70% || 1.1112e790°
3.000000e %" || 7.4082¢7%01 || 7.4082¢7%0! 7.4082¢ 701 1.0030e %% || 2.9930e 9%
4.000000e7%" || 6.7032e791 || 6.7032e7%0! 6.7034e 7901 1.4350e70% || 1.5470e79%
5.000000e%" || 6.0653¢"%°1 || 6.0653e~%! 6.0654e 7901 1.8733e¢79% || 1.0371e79%
6.000000e%" | 5.4881e %1 || 5.4881e~ 0! 5.4880e 001 2.2842¢70% || 1.5506e 90
7.000000e %1 || 4.9659¢~%1 || 4.9659e %! 4.9655e 90 2.6187e79%% || 3.6383¢70%
8.000000e 7% || 4.4933¢7901 || 4.4933e7%0! 4.4932¢ 7901 2.7930e79% || 6.6811e0%
9.000000e~%" || 4.0657¢~%1 || 4.0657e~%! 4.0663e ™91 2.6566¢ 7% || 5.6840e 00
1.000000e%? || 3.6788¢7%1 || 3.6788¢ 0! 3.6772e~ 01 1.9408¢ 9% || 1.5825¢04
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3.2. Exemples Numériques

par W@ =@+ [(@rounas [ (em@ - 0/Dx e+ gun
: : : Sol.exact

120 | . B %  Sol.app colo
: : : sol,app Gal

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, er.colo

1"\ . | | | % er.Gal

S o6F \‘r\ rrrrrrrrrrrrrrr .
04F . *\y
02F
0% % % % % % % % % % %
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T

Exemple 04.Considérons ’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second espéce.

o(x) =2 —exp(—x)(1/2) — (:1:3)(2) + /Ow(x + 1) (t)dt —I—/O exp(—z)p (t)dt  (3.2.7)

5

f () =z —exp(—x)(1/2) - (373)(6) (3.2.8)

ou 0 < z,t <1 ,et la fonction f est choisie de telle sorte que la solution exacte soit

donnée par

Pz (1) = @ (3.2.9)

Table 4 Nous présentons la solution approchée ¢, coi €1Puppcas de la solution ex-
acte ., (r) obtenues par la méthode de collocation-Chebyshev et la méthode de Galerkin-

Chebyshev, ’erreur est calculée pour N = 10

27



3.2. Exemples Numériques

Valdex Solexyp,, Solapp.col.p,,,, o1 || Solapp.Gal.¢,,, g, | Erreur.Col | Erreur.Gal
0.0000e%%° || 0.0000e°® || 1.5954e~°10 1.2227¢7007 1.5954e 7010 || 1.2227¢7007
1.0000e~%" || 1.0000e~%°" || 1.0000e 0t 1.0000e %1 1.3499e 7010 || 22333007
2.0000e%% || 2.0000e~%" || 2.0000e ! 2.0000e 7.8636e M || 1.6411e797
3.0000e~%1 |1 3.0000e~%* || 3.0000e 0t 3.0000e %01 1.3367e 1 || 5.3885¢ 908
4.0000e~%t || 4.0000e % || 4.0000e 4.0000e 01 1.3906e %10 || 2.3571e007
5.0000e % || 5.0000e~%" || 5.0000e %! 5.0000e 2.8962¢ 7010 || 1.0504e7007
6.0000e % || 6.0000e~%" | 6.0000e ! 6.0000e %! 4.4870e 10 || 3.8560e 07
7.0000e~%" || 7.0000e"% | 7.0000e~* 7.0000e %! 5.9193e~%10 || 7.3005e %07
8.0000e% || 8.0000e~" || 8.0000e 8.0000e " 6.8616e 1 || 6.5558¢ %%
9.0000e % || 9.0000e~%* | 9.0000e ! 9.0000e ! 6.8791e 0 || 1.0392¢ 0%
1.0000e°® || 1.0000e"® || 1.0000e°% 1.0000°° 5.3999¢ 010 || 4.6084¢ 000
14 - u(z) = f(2) +/:(30,+,t)u(t)dt,+/o,l exp(—m)u@®dt
12 - | ———Sdexact |
Sd.gpcdo |
1L sdgpl |
er.cdo /
* oG : / :
8 R G
S—
s 06l L
: /
0.4 e / / """"""""""""""""
02 QT // """" """""""""""""""""""
O*/ * * x * 2k * *
0 0 04 06 08 T
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Conclusion

Conclusion

Ce mémoire a exploré les méthodes de Collocation-Tchebychev et Galerkin-Tchebychev
pour approximer la solution de I’équation intégrale de Volterra-Fredholm, nous avons présenté
plusieurs exemples avec des solutions exactes connues, et nous avons obtenu des résultats
satisfaisants.Il est important de noter que la réussite de ces méthodes dépend fortement du

choix du degré "n" et de la distribution des nceuds de Chebyshev.
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Résumé :
Le but de ce mémoire, est de trouver des solutions approchées de

I’équation intégrale de Volterra du second espéce, en employant le
polynédme de Taylor De plus ,on a donné des exemples pour illustrer

la précision ,I’efficacité de la méthode proposée

Mots clés :
Polynémes de Taylor- Equations intégrales-Equation intégrale de

Volterra

Abstract :
The aim of thisthesis, is to findapproximate solutions of the Volterra

integralequation of the second kind, by using Taylor polynomials
Also, weintroducedmanyexamples to illustrate the precision, the
efficiency of the proposedmethod

Key words:

Taylor polynomials- integralequations-Volterra integralequation



