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Introduction

Introduction

La mesure de non compacité est une utile trés utilise dans un espace de Banach il sont
largement utilisés sur le théoréme de points fixe,équation différentielle,équation fonction-
nelle,intégrale et intégro- diférentielle,dans ce derniére années,plusieurs travaux on fait la
mise au point sur I’étude des équations différentielles fractionnaires

Dans ce mémoire on va étudier la notion la mesure de non compacité, cette étude dans le
cadre théorique ayant plusieurs applications dans la topologie, ’analyse fonctionnelle et la
théorie des opérateurs. Elle est apparue la premiére fois par le mathématicien Kuratowski
en 1930. Notre objectif dans ce sujet comment utilisé la notion de mesure de non com-
pacité pour prouver l'existence d’un probléme différentiel d’ordre fractionnaire (équation

différentielle d’ordre fractionnaire)

CDTy<t) = f<t7y)

avec les conditions
y(0) = yo, y(T) = yr

a l’aide d’une théorie importante, i.e ; la théorie du point fixe notamment le théoréme
du point fixe de Darbo et de Monch.

Ce mémoire est composé en trois chapitres :

Le premier chapitre, consacré sur les définitions d’une équation différentielle ordinaire
et d’ordre fractionnaire et la théorie de l'existence et l'unicité, ainsi les définitions des
fonctions spéciales et leurs propriétés.

Le deuxiéme chapitre, étude détaillé sur la notion de la mesure de non compacité
(mesure de Kuratowski et de Hausdorff) et leurs propriétés ainsi la relation entre les ensem-
bles compacts, relativement compacts au sens topologique et au sens mesure et finir par les

prpriétés des opérateurs compacts par la vision de la mesure de non compacité.
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Dans le dernier, on va essayer d’appliquer la notion de la mesure de non compacité sur
les problémes différentiels précisément sur les équations différentielles d’ordre fractionnaires.

Enfin, le mémoire sera cloturé par une Bibliographie.



Chapitre 1

Equations différentielles

Ordinaires et Fractionnaires

1.1 Notations et définitions:

Dans ce chapitre, nous introduisons les notations, définitions nécessaires pour cette étude.
Soit I =1[0,7] ,T > 0. On note par C (I, E) 'espace de Banach des fonctions continues

y définies de I dans E, muni de la norme:

1y [loo= sup{[[ y(t) [|: t € I}

Ou || . ||est la norme sur E .

Définition 1.1.1 Une fonctiony : I — E est dite intégrable au sens de Bochner si il existe
une suite {y,} de fonctions en escalier qui converge vers y presque partout et telle que :

T
lim [ [ yn(s) —y(s) [ ds=0.

0

St y est intégrable au sens de Bochner, on a :

T T
/y (s)ds = lim [y, (s)ds
0 0



1.2. Equation différentielle ordinaire(EDOy)

On note par L*(I,E) l'espace de Banach des fonctions mesurables y : I — E qui sont

Bochner intégrables,muni de la norme

T
Iyl = / | y(t) | dt
0

L’espace de Banach des fonctions mesurables y : I — FE qui sont bornées est noté par

L>(1,E), il est muni de la norme:
e = mf{c>0; [l y(t) < e, ppt € J}.

On note par ACY(I, E) l’espace de Banach des fonctions dérivables y : I — E ayant la

premiere dérivée absolument continue.
Définition 1.1.2 L’application [ : I x E — E est dite de carathéodory si:
1. t — f(t,u) est mesurable pour tout u € E,
2. u— f(t,u) est continue presque pour tout t € I;
De plus,si:
3. Y r > 0,il existe une fonction ®, € L*(I,R") telle que pour tout u € R avec || u ||< 7 :

I f(E,u) |< @0(2)

Alors Uapplication f est dite L'- carathéodory.

1.2 Equation différentielle ordinaire(EDO;)

On appelle équation différentielle une équation établissant une relation entre la variable
indépendante ¢ et la fonction inconnue x = ¢(t) et ses dérivées M, x(Q), AL

symbolique,une équation différentielle est représentée comme suit

F(t,,aW 2@ ... 2y = (1.2.1)

Si la fonction x = ¢(t) est d’une seule variable indépendante, ’équation différentielle
(1.2.1) est dite ordinaire.

Est appelle ordinaire car la fonction a déterminer est une fonction d’une variable



1.2. Equation différentielle ordinaire(EDOy)

1.2.1 Ordre de I’équation différentielle

Définition 1.2.1 On appelle ordre d’une équation différentielle ’ordre le plus élevé de la

dérivée dans cette équation.

Equation différentielle de premier ordre
Une équation différentielle du premier ordre est de la forme

F(t,z,r) =0 . (1.2.2)
Exemple 1.2.1 Equation de premier ordre

r = sin(x + ).
Equation différentielle de second ordre
Une équation différentielle du second ordre es de la forme

F(t,x,z,2) = 0. (1.2.3)
Exemple 1.2.2 FEquation de second ordre

r—t’z+\=0.

Fquation de quatriéme ordre

2@ 1+ 2 cost = 0.

1.2.2 Forme normale d’un équation différentielle

On appelle équation différentielle normale d’ordre n toute équations de la forme

= f(t,z,z,..,c"Y) . (1.2.4)



1.2. Equation différentielle ordinaire(EDOy)

1.2.3 Equation différentielle autonome

On appelle équation différentielle autonome d’ordre n toute équation de la forme

x(n) = f(x,i:,i, t '7'I(n_1))'

Autrement dit, f ne dépend pas explicitement de ¢

1.2.4 Equation différentielle linéaire:

Une EDO de type (1) d’ordre n est linéaire si elle est de la forme:

ag()x(t) + ar()z(t) + asz(t)(t) + ... + an(t)z™ (1) = g(t).

avec tous les () de degré 1 et tous les coefficients dépendant au plus de t.

1.2.5 Solution d’une équation différentielle

On appelle solution ou intégrale d’une équation différentielle tout fonction = = ¢(¢) de la
variable indépendante ¢, défini sur un intervalle I = |t1, £5] et vérifiant idenitiquement cette
équation en tout points de cet intervalle.

L’intervalle |t1, t5] est dit intervalle de définition de la solution = = ()

(Les cas t; = —o0, t5 = +00 ne sont pas exclus).

Solutions maximales et globales:

Définition 1.2.2 Soient I et I, deus intervalles sur R,et (z, 1) et (Z,1) deux solution d'une

meéme équation différentielle ordinaire ,on dire que (x, 1) est une prolongement de (x,1) et

ICTetfh:x

Définition 1.2.3 Soient [ et I, deux intervalles sur R, tels que Iy C I5,0n dit qu une solu-
tion (x, I1) est mazximale dans Is, si et seulement si n’admet pas de prolongement (f,f) solution
de ’équation différentielle telle que I ; IC Iy on verra que méme plus tard que I, est

nécessairement ouvert).



1.2. Equation différentielle ordinaire(EDOy)

Probléme de Cauchy général

On appelle probléme initial ou probléme de Cauchy pour I’équation différentielle (1.2.4) le
probléme suivant

parmi toutes les solutions de ’équation (1.2.4) la solution satisfaite & la condition initial
(1.2.5)

et on écrite:

x = f(t, )

e 1t (1.2.5)

1.2.6 Existence et unicité pour le probléme de Cauchy

Proposition 1.2.1 Si la fonction f est continue sur I x R", tout solution de probléme

(1.2.5) est une solution du probléeme (1.2.6) suivant et réciproquement x € C°(I x R") et

z(t) = xo + /f(s,x(s)ds (1.2.6)

Existence et unicité locale

Définition 1.2.4 la fonction f : [ x R" — R" est Lipshitizienne en X sl existe une

constante L appelée la constante de Lipshitize de f,telle que
| ft2) = fEy) [SL|z—yll VielVeyeR"

Théoréme 1.2.1 (Cauchy — Lipschiz — f Lispchizienne)

Soit la fonction f a valeur dans R™, continue surlty,to + a] x R™ et Lipschitizenne par
rapport a x alors Vxg € R™ Alors il existe une unique fonction x € C*([ty, to + a], R™) qui
vérifie

{x(t v = f(t,x) Wt [ty to+ a (12.7)

Corollaire 1.2.1 (f Lipschitizienne sur tout compact)



1.3. Equations différentielles fractionnaires(EDFY)

Soit I un intervalle ouvert de R,bornné ou non borné et f : I x R" — R"™ continue

et Lipschitzienne sur tout compact k& C I (c’est a dire qu’il existe L(k) telle que Vi € k,
Vz,y € R"

It z) = f(ty) IS LE) [z -y

Alors pour tout ty € I et xp € R™ il existe une unique fonction z € C'(I,R™) solution

de probléme(1.2.7).

Définition 1.2.5 Soit la fonction f : A — R"continue Lipschitzienne par rapport & x sur

le cylindre A

A={(t,z) |[t—to|<a| z—xf <b} CRxR"

alors ’équation

a une unique solution sur [ty + « ,ty — a] avec @ = min(a, 2) o0 m = SUD( r)ea |
ft )|l
Existence et unicité global

Définition 1.2.6 On suppose f:I x R — R" continue et globalement Lipschitzienne par
rapport a X alors Nty € I et xy € R", il existe un unique x € C*(I,R™) solution de probléme
(1.2.7)

1.3 Equations différentielles fractionnaires(EDF)

1.3.1 Fonctions Spéciales

Définition 1.3.1 On appelle fonction Gamma eulériénne (ou intégrale eulériénne de sec-

onde espéce) la fonction notée I' définie par

['(x) :/ e " 'dt x € C Re(x) > 0.
0



1.3. Equations différentielles fractionnaires(EDFY)

Gamma est une fonction de classe C™ sur R™; (resp. holomorphe sur le demi plan z € C;

Re(z) > 0) et
VK € N*,Vz € R%(resp z € C Re(x) > 0;T%(z) = /(lnt)ktxletdt
Lemme 1.3.1 pour tout x € C, Re(z) > 0,n € N,on a

1. Tz +1) = al(x).

Définition 1.3.2 La fonction Beta est un type d’intégrale d’Euler définie par

Bp,q) = /0 "' (1—1t)"'dz, (p,q € C Re(p) >0 Re(q) > 0)

I'(p)L(q)

Bp,q) = Tt a)

1.3.2 Intégrale fractionnaires

Définition 1.3.3 L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction h € Cla,b] d’ordrer € R,

est définie par

ITh(t) = % / (t — 5)h(s)ds

ou I' est la fonction Gamma ,Lorsque a = 0 nous écrivons I"h(t) = h(t) * p,(t)

ot p,(t) = % pourt >0, . (t) =0 pourt < 0,et p, — §,quand r — 0.
Proposition 1.3.1 Nous avons les propriétés suivantes:
1. I°h(t) = h(t).

2. Dopérateur intégral Ijh(t) est linéaire.



1.3. Equations différentielles fractionnaires(EDF)

Exemple 1.3.1 Soit h(t) = (t—a)™

I'h(t) = 1_‘Elr)/(t—s)’“_lh(s)ds

! t s —a)™ds
= m/ﬂ(t—s) (s )™d

A laide de changement de variable s = a + (t — a)x on obtient,

I'h(t) = % / (1—2)'a™dz
= —<t_rg?;l+rﬁ(r,m+1)
B mar L(r)I(m+1)
= ) O+ m+ )
D’ou
Ih(t) = (t - @mﬂ%.

1.3.3 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, nous présentons dans cette partie
les définitions de Riemann-Liouville, Caputo ainsi que Grunwald-letnikov qui sont les plus

utilisées.

Approche de Riemann-Liouville

Définition 1.3.4 Soit f une fonction intégrable sur [a,b] alors la dérivée fractionnaire

d’ordre v ,(n — 1 <r <n) au sens de Rieman-Liouville est défini par

D) = (G I = g g | (= s
d" n—r
= )

1. Composition avec l'intégrale fractionnaire:

e [’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est 'inverse a

gauche de 'opérateur d’intégration fractionnaire

10



1.3. Equations différentielles fractionnaires(EDF)

HEDI(ITf()) = S (1),

en générale, on a

RLDrl (]mf(t) :RL DT‘Q—’I‘l f(t)
etsirg —r; < 0, DTQ*Tlf(t) = ITQirlf(t).
e En général la dérivation et I'intégration fractionnaire ne commettent pas

m —a r1—k
RLDT D) <" D 40 - 3 DO r

avecm—1<ry, <m.
2. Composition avec les dérivées d’ordre entier:

La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entiére) ne com-

mettent que si:

F®(a) = 0 pour tout k=10,1,2,3,---,n — 1

mais
o @) =)

DGl ) =D 0 = 3 50— =7

3. Composition avec les dérivées fractionnaires:

Soitn —1<r<netm-—1<ry<m, alors:

RL 1yr1 T2 ro+7r1 “ ro—k <t — a)—Tl—_k
DD f(t) = D= f(8) = XD Oe=ep
et
RL yro r1 ro+71 S ri—k (t _ a)*Wl*k
D7D (1) = D71 (8) = 3 D 0wy

par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire #LDmet BED"™2(r) # ry) ne
commettant que si [FX D27k £(¢)],_, pour tout k = 1,2, ..., n et [FL D"~k £(¢)],_, pour
tout £k =1,2,...,m.

11



1.3. Equations différentielles fractionnaires(EDF)

Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.3.5 Pour une fonction donnée f sur lintervalle |a,b] la dérivée d’ordre frac-
tionnaire

au sens de Caputo de f d’ordre r > 0 est définie par

1

‘D" = — t — )M (g)ds.
D7) = g [ = e

icin=[r|+1 et [r] desigmant la partie entiére de r.

1. Relation avec la dérivée de Rimann-Liouville

Soit r > 0 avec n — 1 < r < n (n € N*) supposons que f est une fonction telle que

CDrf(t) et LD f(t) existent, alors

oo £(k) a —a k—r
“Dif() =" D f(e) - 3

On déduit que, si f*)(a) =0 pour k = 0,1,2,....,n — 1 on aura “D} f(t) =FF D" f(t)

2. Composition avec I'opérateur d’intégration fractionnaire:

Si f est une fonction continue on a

DS = f et IODYf(0) = f(r) - L= )"

bl
5=0 k!

donc 'opérateur de dérivation de Caputo est I'inverse gauche de I'opérateur d’intégration

fractionnaire mais il n’est pas I’ inverse a droite.

Exemple 1.3.2 1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo:
‘D'C=0

2. La dérivée de f(t) = (t — a)Pau sens de Caputo:

Soit v un entier 0 <n —1<r; <n, avecr >n — 1. Alors on a:

12



1.3. Equations différentielles fractionnaires(EDF)

0 = s

D-af = 1;;]2; o 5 / (r — )" (r — apdr

éffectuant le changement de la variable T = a + s(t — a), on obtient

Dt = 1;;? - ) 5 / (t — 7)Y (r — ap"dr
_ F<p + 1) — )P T ! s nfrflspfn s
n F(n—T)F(p—n+1)(t ) /0 (1) d
I'(p+1)
)

)
Fp+1)I'(n—r)I'(p—n+1)

= Tl —ntlp—ntn"’ 9"
T +1) (t— ay
- Tlp—n+1)

1. La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville:

En générale la dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-

Liouville n’est pas nulle ni constante, mais on a :

C

RLDT —
¢ I'1—r) (t

—a)"

2. La dérivée de f(t) = (t — a)? au sens de Riemann-Liouville:

I
RLpyr(+ _ \p — _ ~\n—-r—1 o
D" (t —a) Tln =) din /a (t—1) (1 —a)dr

En faisant le changement de la variable 7 = a + s(t — a)

13



1.3. Equations différentielles fractionnaires(EDF)

1 an !
RLD'I" t—aP = t— n+p7’/ 1— n—r—1 P
(t—a) T ryar '~ (L) shds
I'lp—n+1)
= L "B 1
F(?’L _ ’I“) (TL TP+ )

_ TI'n+p—r+1)I'(n—r)I'(p+1) (t— ay
- In—nrln—r+DI(n+p—r+1)
T+ (t— ay

I'p—n+1)

Dérivées fractionnaires de Griinwald-Letnikov:

Cette définition se basé sur 'obtention de dérivées par différences finies.

Soit f: R — R pour h >0, on a

et la dérivée second

h—0h
11 1
=l [ 7(6) — f(— by~ 37— B) — f(t— 20)
= lim L [7(0) — 26(t — h) + (&~ 2h)]

Plus généralement, la dérivée n"“de f et donnée par :

n

SO = lim oSS (~1)FCRf(t — k)

h™ =0
N n! _n(n—1)..(n—(k—-1))
owCr = Kl

Il est possible d’étendre C}' a k > n,en posant C}' =0

FO) = tim S5 (<L~ k)

k=0
La encore, on peut généraliser le terme de droite grace a la fonction Gamma, en posant

pour r € Rt et k € N

14



1.3. Equations différentielles fractionnaires(EDFY)

R \(ES)
PO+ D)T(r—k+1)
Notons cette fois que C} # 0 méme si k£ > n.

On obtient

D" f(t) = lim > (—DFCLf(t - kh)

h—0h"

La dérivée de Griinwald-Letnikov présente un intérét numérique évident. Si h est as-
sez petit, I’évaluation discréte de hir SS(=1D)ECE f(t — kh) permet d’approximer la dérivée

fractionnaire(de Liouville) sur R.

Remarque 1.3.1 On remarquera l’absence de généralisation pour la dérivée du produit et
de la composition de deux fonctions. Ces caractéristiques de la dérivée classique passent
effectivement mal au fractionnaire. Quelle que soit la définition utilisée et méme avec des

restrictions sur les fonctions :

D"(fg) # (D"f)g+ f(D"g)
Dr(g) y (D f)gg—Qf(D 9)
D'(fog) # (D"f)(9).d

1.3.4 Equation différentielle de type Riemann-Liouville

Définition 1.3.6 Soitr >0, r ¢ Nn=[r]+1 et f: ACR* — R. Alors:

HEDTy(t) = f(t,y)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville les conditions

wnitiales pour ce type d’EDF ,on utilise

RLDr=ky(0) = b, k=10,1,2,3,....,n— 1 limI"" = b,.

t—0

De la méme maniére

Dry(t) = f(t,y)

15



1.3. Equations différentielles fractionnaires(EDFY)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo, et dans ce cas on utiles

comme y*)(0) = by
Existence de solutions
Premiérement, on va définir ce qu’est une solution du probléme aux limites

Lemme 1.3.2 Soit r > 0, si nous supposons que v € C(0,1) N L(0,1) Alors l’équaion

différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville:
BEDru(t) =0,0<t<1
admet une solution unique
u(t) = et ept" A egt" T L et
ouC,, e Ravecm=1,2,...n
Lemme 1.3.3 Supposant que v € C(0,1) N L(0,1) et *:D"u € C(0,1) N L(0,1)

Alors
I"D"u(t) = u(t) + et 4 cot™ 2 egt™ 3 4 L At

Lemme 1.3.4 Soit1 <r <2 ety e C([0,1]) Alors l'unique solution de probléme au limites

{RLD’"u(t) +yt)=0
u(0) =u(l)=0

est donné par

u(t) = / G(t, s)y(s)ds,

tel que

G(t,s) = —— tl—s)rt—(t—srlo<s<t<l1
D) L (1 s Otes<1’

16



1.3. Equations différentielles fractionnaires(EDFY)

1.3.5 Equation différentielle de type Caputo

On commence par I’équation homogene de type Caputo

Existence de solution

Lemme 1.3.5 Soit r > 0,si nous supposons que u € C(0,1) N L(0,1) Alors [’équation

différentielle fractionnaire de type Caputo:
‘D'u(t)=0 0<t<1

admet une solution unique.

u(t) = co + it + ot + et + ..+ g t" !

ouC,, e Ravecm=0,1,2,....,.n — 1.
Lemme 1.3.6 Supposons que u € C™(][0, 1]). Alors
I" “Du(t) = u(t) + co + 1t + cot® + cst® 4+ ... + cpgt™ !
ouC,, e Ravecm=1,2,...n— 1.

Lemme 1.3.7 Soit 1 < r < 2 ety € C([0,1]). Alors l'unique solution du probléme au

limites

{CDTu(t) =y(t) 0<t<1
uw(0)+u/(0) =0 wu(l)+u/(1)=0

est donné par

u(t) = /0 G(t, s)y(s)ds

tel que

(1—t)(A—s) " 4(t—s)"* (1—t)(1—s)"2

G(t s):{ Fl(r) + 2 D) 0<s<t<l1
’ (A-t)(1—s)"~ (1—t)(1—s)7— )
r(r) + T(r—1) 0<t<s<l1

Probléme de Cauchy pour les équations différentielles linéaires:
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1.3. Equations différentielles fractionnaires(EDF)

Corollaire 1.3.1 Soitr =nn € Nour € C tel quen—1 < r <n etg(t) € Lla,b], sia(t) €
L*>la,b] est borné dans [a,b],alors le probléme de Cauchy pour les équations différentiels

linéaires suivant d’ordre r et b, € C
Dy(t) = a(t)y(t) +g(t) D fy(at) = by
admet une unique solution y(t) dans l’espace L"(a,b)

on pratique, il existe une unique solution y(t) dans l'espace L"(a,b) pour le probléme:

Dy(t) = Mt — a)’y(t) + g(t), Di"y(at) = b A, BeC

Corollaire 1.3.2 Soit r =1 7€ C,0< r<1letby € Cetg(t) € L(a,b) ,si a(t) €
L>([a,b])est borné dans [a,b],alors le probléme de Cauchy

Dry(t) = altyy(t) + 9(t) I57ylat) = by

et le probléeme de Cauchy

Dy(t) = alt)y(t) + g(t), lim{(t — a)' "y (t) = ¢

admet une unique solutiony(t) dans l’espace L ([a,b]).

18



Chapitre 2

Mesure de non compacité

2.1 Notations et définitions

Dans cette section,nous rassemblons quelques définitions et notations que nous utilisons par

la suite

Soit(X, ||.]|) un espace de Banach, notons par A un sous -ensemble de X et 0 A la frontiére
de A

De plus,rappelons le diameétre da A

diam(A) = sup{||  — y [l;z,y € A}

dist(x,A) =inf{|| z —y ||;z,y € A}
Si A est un sous-ensemble de X ,alors A est convA sont la fermeture et Padhérence de

I’enveloppe convexe de A respectivement notons par
B.(X,A) =B, = B/(X,A) ={z e X ; [z —a|<r} By (X) = B(X) = Bx
la boule fermée dans X de centre a et de rayon r et
B.(X)=0B,={re Xi|all=r}  Si(X)=S(X)=5x

la sphére dans X
Soient X et Y deux espaces de Banach de dimension infini et on noté ’ensemble des

opérateur linéaire de X dans Y par L(X,Y'),nous mettons £(X) = L(X, X).
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2.2. Compacité(Rappel)

2.2 Compacité(Rappel)

Définition 2.2.1 Une classe de sous-ensemble de E, S’appelle une couverture d’un ensem-

ble G de E, si nous avons

G C UUJ
J

Définition 2.2.2 Soit U un ensemble d’un espace normes X, U est dit compact si de tout

recouvrement de U par des ouverts de U on peut extraire un sous-recouvrement fini i.e,

VvV .j € J (owverts), U CUV; 3V;(k) j(k)=1,2,..,n

tel que U C kLlevj(k)

Définition 2.2.3 Un ensemble U est dit séquentiellement compact si pour toute suite d’éléments

dans U contient une sous-suite converge vers un élément dans U.

Théoréme 2.2.1 Un sous ensemble d’un espace normé est compact si et seulement si il est

séquentiellement compact.

Définition 2.2.4 Un sous ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si son

adhérence est compacte.
Définition 2.2.5 Un sous ensemble G d’un espace normé est totalement borné si il existe
une suite finie i,e:
Ve >0, G C GlB(gpj,e).
]:

Théoréme 2.2.2 Tout ensemble borné de dimension finie d’un espace normes est relative-

ment compact.

2.3 Compacité dans C(G)

Théoréme 2.3.1 (Arzela-Ascoli)
Un ensemble U C C(G)est relativement compact si et seulement si les conditions suiv-

antes sont vérifie i.e:
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2.4. Mesure de non compacité

1. L’ensemble U est borné.S’il existe une constante M telle que:

| o(x) |< M, Pour tout x € K et ¢ € U.
2. L’ensemble U est équicontinu pour tout € > 0, il existe d > Otel que

|z —y|<d=|ex)—9py)|<e z,ye€Cetpourtout ¢ € U.

Définition 2.3.1 Soit A un opérateur linéaire d’un espace normes X dans un espace normes
Y , on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans X un

ensemble relativement compact A(G) dans'Y .

Théoréme 2.3.2 Un opérateur A de X dans 'Y est compact si et seulement si pour toute
suite bornée {p, } de X, la suite { Ay, } contient une sous-suite convergente dans'Y , Autrement

dit, la fermeture A(G) est compacte.

Définition 2.3.2 Un ensemble G C X est relativement compact si pour tout suite {¢,,} il

existe une sous suite {S%(k)} qui converge dans Y.

2.4 Mesure de non compacité

La mesure de non compacité est un outil trés utile dans les espaces de Banach. Ils sont
largement utilisé dans la théorie du point fixe, les équations différentielles, les équations
fonctionnelles, les intégrales et équations integro-différentielles, optimisation, et la théorie

des opérateurs,..., etc. Au cours des derniéres années.

2.4.1 Mesure de non compacité en général

Avant de rappeler la mesure de non compacité,on note par (X,|.]|) un espace de Banach
,nous désignous par My la famille des sous-ensembles bornés non vide de X,et par Nx la
famille des sous ensemble relativement compacts de X, et lenveloppenent convexe d’un

ensemble A C X notons par conv(A).
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2.4. Mesure de non compacité

Définition 2.4.1 Une application p : My — [0,400] est appellée la mesure de non-

compacité dans ’espace X, qui satisfait les conditions suivantes:

la famille ker(u) :== {D € Mx tel que u(D) = 0} # 0,et ker(u) C N, (est appelé le noyau
de MNC)

Pour A, B € Mx ,satisfait les propriétés suivantes :

1. SiAC B= u(A) <u(B)
2. n(A) = u(A)
3. p(convA) = pu(A)
4. p(M+ (1= N)B) < Mu(A) + (1 = Mu(B), A € [0,1]
fNA) =| X | w(A) (u est dit homogeéne)
w(A+ B) < p(A) + u(B) (u est dit subadditif)

. Si (A,,) ensemble de suites de Mx tel que A, 1 C A,(n=1,2,...n)et limite, .
u(Ay,) =0, alors Ay, = o(len et Ay € ker(p)

(@

. b est dit semi- norme si

=}

Définition 2.4.2 Une mesure de non compacité est appelée une mesure avec

propriété mazimale st max(u(A), u(B)) = n(AU B).

Définition 2.4.3 Une mesure de non compacité est dite réguliére si Ker(pu) =

Nx ,subliné et posséde une propriété maximale.

Définition 2.4.4 Une mesure de non compacité est dit Lipschitzienne si elle

satisfait la condition de Lipschitz

| p(A) = u(B) |< u( B(X))du(A, B)
avec dy(A,B) = max{supd(z, A),supd(y, B)}
z€A acA
et B(X) la boule fermée dans X et de centre X et de rayon 1

2.4.2 Mesure de non compacité de Kuratowskii

Nous présentons dans cette section quelques propriétés fondamentales de la MNC de Kura-

towskii et HausdorfT.
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2.4. Mesure de non compacité

Définition 2.4.5 La MNC' de Kuratowskii est ’application o définie sur My dans R par

a(B) = inf{Ve > 0 ,B C ingi ; diam(B;) < ¢}
Ou:
a(B) = inf{e > 0: B admet une recouvrement fini par des ensemble de diametre < €}
avec B est sous ensemble de X et B € M,

Lemme 2.4.1 La mesure de non compacité de Kuratowskii satisfait les propriétés suiv-

antes:
1. Pour A, B € M, dans une espace métrique (X, d)

(a) a(B) =0« B compact.

(b) a(B) = a(B).

() AC B = a(A) < a(B).

(d) a(AU B) = max{a(A), a(B)}.

(e) a(AN B) <min{a(A),a(B)}.

2. Pour A, B € M, dans une espace normes (X, d)

(¢) a(AB) = || a(B) pourchaque X € R.
(d) a(B) = a(co(B))
Preuve.

1. Si (X, d) espace complet B relativement compact< B totalement borné d’ou

Ve >0, BC .L_TﬁlBZ- ; diam(B;) < e
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2.4. Mesure de non compacité

. d’ou I'égalité (a).

. Tout recouvrement de B est un recouvrement de A
d’ou légalité (c)

. i) de (¢) B C B = a(B) < a(B)

ii)Ve > 0,3B C ing- et diamB; < a(B) + ¢

comme B C 'L_rillBi Alors B C ,L_leBi = .L_leﬁi et diam(B;) = diam(B;).

Alors a(B) < a(B)

de i) et ii) donc llégalité (b)

. i)de (¢)ona BC AUBet AC AUB — a(B) < a(AUB) et a(A) < a(AUB) et si

max{a(A),a(B)} < a(AU B)

ii)Si max{«a(A),a(B)} = s et € > 0 nous savons que A et B admet une recouvrement

fini par des ensembles de diamétre plus petit que s + ¢, B C .Gle‘ et AC 'TL’JLlAi De
= j=

toute évidence, I'union de ces couvertures est une couverture finie de A; U B; = Cj;

diam(C;;) < s+ € par conséquent a(AU B) < s+¢

de i) et ii) donc l1égalité (d)

.ANBCAet ANBC Bde (a)onaa(ANB) <a(A) et (AN B) < a(B) et donc
a(AN B) <min{a(A),a(B)}

d’ou l'égalité (e)

. Soit A;sous suite borné de X diam(A;) < e pour tout i =1,...,net A C .QAi.en outre
soit B; sous suite borné de X diam(B;) < d pour tout j =1,....m et B C GlBi.on a
]:
a(A+B)c U U (A;+ B)) et diam(A; + B;) < e +d

=1 j=1

les ensemble (A; + B;) recouverment la somme (A + B); d’ou [/égalité (a)
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2.4. Mesure de non compacité

7. Pour z € X et de (a) on a i)
a(B + 1) < a(B) + a({z}) = a(B)

et ii)

a(B) = a((B + )+ a(—)) < a(B +2) + a({—z}) = a(B+21)
de i) et ii) on a (b)

8. pour A = 0 ,l'égalité est evident ,Si B;sous suite borné de X diam(B;) < € pour tout

i=1,..metBC GlBZ-.)\ € A, \B C le)\Bl- et diam(B;) = diam(\B;) d’on il suit
j= j=

que a(AB) <| A | «(B),mesures on a

siA#0,a(B)=aA'(AB)) <| A7 | a(AB),cest | A | a(B) < a(AB) donc I'égalité
(c)

9. Clairement a(B) < a(co(B)) on démontre que a(co(B)) < a(B),pour B; sous suite
borné de X diam(B;) < d pour tout i = 1,....,n et B = .Qle‘ on a:

CO(B) = { _1)\1'1}1' : )\Z > O, Z:l)\l = 1,$Z‘ S CO(Bl)(Z = 1, ,n)} .

)

poure >0 et B = {()\1, o) N >0, N =1, (=1, ,n)} .
i=1

Puis B sous suit compact de (R™, || . ||co) 0% || (A1, ..oy An) ||= maxi<i<n | Ai | -

Définition 2.4.6 Soient X,Y deux espace de Banach,et af(.) la mesure de nous compac-
ité de Kuratowskii,et S, A des opérateurs linéaires définis de X wers Y bornés,D(A) C
D(S),l opérateur S est relativement borné par rapport & A(ot A_« borné),s’il existe des

constante ag > 0 et by > 0 ,tel que

a(S(D)) < asa(D) + bya(A(D)) (2.4.1)
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2.4. Mesure de non compacité

Ou D sous suite borné de D(A) .Le minimum des constantes by qui satisfaite (2.4.1)
pour certains as est appelé A« borné de S.
En général, la somme des opérateurs fermables ou fermés n’est pas fermable ou fermée,

respectivement.

2.4.3 Mesure de non compacité de Hausdorff

Définition 2.4.7 La mesure de non compacité de Hausdorff d’un sous ensemble borné B

d’un espace de Banach est définie par :

X(B) =inf{e >0, B C ing(Ii’Ti )y, € X, rp<e, (i=1,..,n)n¢&N}.
Ou

X(B) = inf{e > 0, B admet un recouverement fini des boules de rayons < €}.
Avec My est la famille des sous ensembles bornés de X et B € My

Lemme 2.4.2 La MNC de Hausdroff Satisfait les propriétés suivantes:
Pour A, B € My dans une espace metrique (X, d)

1. x(B) =0 < B est Compact.

2. x(B) = x(B) = x(co(B)).

3. AC B= x(A) < x(B).

4. x(AU B) = max{(x4), (xB).

5. x(AN B) < min{(xA), x(B)}.

Pour A, B € M, dans un espace normé (X, d)
1. x(A+ B) < x(A) + x(B).

2. x(B + ) = x(B), pour chaque x € X.
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2.4. Mesure de non compacité

3. x(AB) = |\| x(B), pour chaque A € R.

Théoréme 2.4.1 Si (X,d) un espace métrique et A, B € Mx, N l'ensemble de tous les

sous-ensembles non vides et compacts de (X, d).tels que
| X(A) = x(B) |< du(A, B),
x(A4) = dr (A, Nx)
Ou dy : Mx x Mx — R défini par

dy(A, B) = max {supd(x, A),supd(y, B)} :
z€A yeB

2.4.4 Mesure de non compacité sur les Opérateurs

Jusqu’a présent, la MNC des sous-ensembles bornés dans ’espace métrique.Maintenant on

définir la MNC des opérateurs entre les espaces de Banach .

Définition 2.4.8 Soit u et py, deuxr mesures de non compacité défini ci-dessus sur les

espaces de Banach X et Y, respectivement.Soit T : X — Y wun opérateur.Alors

o T est appelé (ju,,p5)-opérateur contracton avec la constatant k > 0(ou simplement k— (1 ,15)—

contraction) si T continu et
wo(T(B)) < kpy(B) pourchaque B € M.
on pratique,si X=Y et iy =py = p Alors nous disons T est un k—p—opérateure.contraction.

o T est appelé (jy,pus)-opérateur condensant avec la constant k > 0(ou simplement

k— (111,145) — condensing) ,si T continu et
s (T(B)) < kpy(B) pour chaque non précompact B € Mx.

On pratique,si X =Y et puy=py, = p, Alors nous disons que T est un k — p —

condensing operateur.en outre,si k = 1,nous disons que T est un k—pu—condensing opérateur.

St un opérateur T est (iy,jty)-contracton,puis le nombre || T' ||, ., défini sur

| T |y = inf{k > 0: po(T(B)) < kpy (T(B)) pour chaque B € Mx
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2.4. Mesure de non compacité

est appelé (uy,j1y) opérateur normé de T,0t (puy,puy)—mesure de non compacité de T,ou
simplement mesure de non compacité ,si p,=py, = p ,Alors nous disons que || T ||,

au liew de || T' ||, Que nous appelons comme p — norm de T.

Dans un espace de dimension infinie X et Y ,Pour toute mesure arbitraire de non

compacité . || T ||, Peut étre exprimé par la formule équivalente

| T |,= sup{u(f(—g))),B € My, u(B) > 0}.

La définition et le théoréme suivant sur la mesure de non compacité de Hausdorff et

Kuratowskii sur les opérateurs

Définition 2.4.9 o Soit T: D(T) C X — X un opérateur continue et o(.) la MNC de

Kuratowskit dans X

i) soit k > 0 T est dite k — ensemble — contraction si pour chaque sous ensemble borné de

A et D(T), T(A) sous ensemble borné de X et a(T(A)) < ka(A).

ii) T est dit Condensation Pour tous le sous-ensemble A de D(T) tel que a(A) > 0, T(A)

est un sous-ensemble borné et

a(T(A)) < a(A).

e Soit T': D(T) C X — X opérateur continu et x(.) la (MNC) de Hausdorff dans X
,s0it £ > 0 T est dit k-boule-contraction si pour chaque sous ensemble borné de

A de D(T),T(A) sous ensemble borné de X et
X(T(A)) < kx(A).

Théoréme 2.4.2 Soient X Y et Z des espaces de banach, soientl’ € B(X,Y) et T €
B(Y, Z), puisque|| . || est un semi-norm sur B(X,Y) et
| T y=0<=T¢€cC(X,Y).
T <l T1 .
1T+ K LW =ITl KeCX)Y).

1T T [T LTl -
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2.4. Mesure de non compacité

Théoréme 2.4.3 Soient X etY deux espaces de banach et T € B(X,Y),alors
I T [ly= x(T'(Sx) = x(T(Bx))-
Remarque 2.4.1 i) Si k < 1, Alors tous les opérateur k — ensemble — contracion est

condense.
i1)Chaque opérateur de condensation est 1 — ensemble — contraction.

Soit
T € L(X),a(T) = inf{k telqueTestk — ensemble — contraction}.

X(T) = inf{k ,tel queT est k — ensemble — contraction}.
Lemme 2.4.3 Soit X un espace de Banach et T € L(X),on a
(i) 30(T) < x(T) < 2(T).

a(T)=0 & x(T) =0« T est compact.

(ii)
(iii) Si B un sous ensemble borné de X,oa(T(B)) < a(T)c(B).
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Chapitre 3

Mesure de non compacité et leur

application sur EDFg

Dans ce chapitre on essaye d’applique la notion de la mesure de non compacité sur les

problémes de type d’une équation différentielle d’ordre fractinnaire

3.1 Quelques théorémes de point fixe

Pour résoudre des équations différentielle d’ordre fractionnaire ot le deuxiéme mémbre est

non linéaie, nous besoin des théorie du point fixe

Définition 3.1.1 L’application T : C' C E — E est dite une ag — contraction s’il existe

une constante positive k < 1 telle que:
ag(T(W)) < kag(W) V(W fermé et borné)

Théoréme 3.1.1 (Ménch ) Soit D un sous-espace fermé, borné et convexe d’un espace de

Banach E, tel que 0 € D et soit N une application continue de D dans D. Si l"implication
V =conuoN(V) ou V=N{V)u{0}=aV)=0

est vérifiée pour tout sous ensemble V' de D, alors N admet un point fixe dans D.
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3.2. Application de (MNC) pour 'existance de solution des EDF

Théoréme 3.1.2 (Darbo-Sadovskii) Soit C' un sous ensemble non vide, fermé, borné
et convexe d’un espace de Banach E et soit lapplication continue T : C' — C une ag —

contraction, alors T admet au moins un point fixe dans C.

Théoréme 3.1.3 (Darbo généralisé) Soit C' un sous ensemble non vide, fermé, borné et

convezxe d’un espace de Banach E et soit l’application continue
T:C—-C
satisfaisant :
w(T(W)) < du(W), YW cC

ol p est une mesure de non compacité arbitraire et ® : [0, 00[— [0, co[, une fonction stricte-

ment croissante(non nécessairement continue), avec

lim @"(t) =0, Vt € [0, 00

n—oo

Alors, T admet au moins un point fixe dans C.

Lemme 3.1.1 Soit D un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’un espace de
Banach C(1, E) et soit G une fonction continue de I x I et f : I x E — E une fonction
qui satisfait les conditions de Carathéodory, et il existe p € L'(I;R+) telle que pour tout

t € I, et tout sous ensemble borné B C E, on a

hli%l+a(f(ft,h x B)) < p(t)a(B); Iin = t—h,t]N 1

St V un sous ensemble équicontinu de D, alors

o ({ [oareenis: e v) < [l 6t | peawens

1

3.2 Application de (MINC) pour I’existance de solution
des EDF,

Ce chapitre est consacré a I’étude de 'existence de solutions pour les problémes aux limites.

on considére I’équation différentielle fractionnaire suivante
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3.2. Application de (MNC) pour 'existance de solution des EDF

‘D'y(t) = f(t,y), Vtel=I[0,T],1<r<2 (3.2.1)

y(0) =yo y(T) =yr (3.2.2)

dans lesquel

“D"est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo ;

f I xE — FE est une fonction donnée, satisfaisant quelques hypothéses qui seront
spécifiées plus tard, et £ est un espace de Banach avec la norme || . ||.

Cette étude est basé sur les travaux de R.P.Agarwal , la mesure de non compacitté est
souvent utilisée dans différentes branches d’analyse non linéaire,spécialement dans I’existence
de solution de différentes types d’équations intégrales.la mesure de non compacité associée

au théoréme de point fixe de Monch vont nous permettre d’établir I'existence de solution

de problem (3.2.1)(3.2.2)

3.2.1 Existence de solutions

Premiérement, on va définir ce qu’est une solution du probléme aux limites (3.2.1)(3.2.2)

Définition 3.2.1 Une fonctiony € AC(I, E) est dite une solution du probléme (3.2.1)(3.2.2) si
y satisfait l’équation

‘Dry(t) = f(t,y)

sur I avec les conditions y(0) = yo y(T) = yr.

Lemme 3.2.1 Soit 1 < r < 2 et h:I — E une fonction continue. Une fonction y est dite

solution de l’équation intégrale fractionnaire :

ol
t t
g(t) =1~ T)yo + fyT
et 1t 1
1 t =X (T —s)"~ 0<s<t
OD s A
T(r) | —#(T — )1 t<s<T
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3.2. Application de (MNC) pour I'existance de solution des EDF;

si et seulement si y est une solution du probléme aux limites
Dry(t) =h(t) ,teJ
y(0) = yo, y(T) = yr

Preuve. On utilise le lemme (1.3.7) on reduit le probleme (3.2.1)(3.2.2) a une équation

intégrale équivalente
‘Dryt) = M)
& I"°D"y(t) = I"h(t)

& y(t)+co+at=1"h(t)

s y(t) = F(lr) /Ot h(s)(t —s) "tds + ¢ + cit,
avec
o= —co et ¢} = —cy,
on a
y(0) = ¢t = yo
et X . 1
y(T) = m/o h(s)(T — s)""'ds+cy+ T

Donc

o) = i [ = oyt 2 [y sy

r

t

v = 5753 ( | =yt = fr = sy as— 4 [ (- S)Tl)h(S)ds>+(1—%)yO+%yT.

C’est a dire

W)= [ Gl +g(t)

avec

t t

g(t) = (1— T)yo oy
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3.2. Application de (MNC) pour 'existance de solution des EDF

et
1 t—s) P — LT -5t 0<s<t
G I A ) t<s<T

|

Comme la fonction G(t, s) est continue sur [0, 7] x [0, T],on note par:
G* =sup{|| G(t,s) |,(t,s) € I x I }.
La fonction g est contiue sur /,donc il existe:

g-=sup{[[ g(t) .t €1}

Pour établir le résultat principal concernant I’existence des solutions de (3.2.1)(3.2.2),considérons
les hypothéses suivantes sur f :

(H1) f: I x E — FE satisfait aux conditions de Carathéodory.

(H2) Tl existe p € L' (I,R™) tel que:

| f(t,y) |< p(t). || y ||, pour tout ¢ € I et pour tout y € E.

(H3) Vt € I et pour tout ensemble borné B C E, on a
limoa(f(lyn x B)) <p(t)a(B), Iy, = [t — h,tN 1.
Théoréme 3.2.1 On suppose que les hypothéses (H1)-(H3) vérifiée,et que:
T
G*/ p(s)ds < 1.
0
Alors,le probléme aux limites (3.2.1)(3.2.2)admet au moins une solution.

Preuve. On transforme le probléme (3.2.1)(3.2.2) au probléme du point fixe, on con-

sidérons 'opérateur
N : C(,E)—

C
y — (Ny)t)=g()+

(1, E)
i G(t,s)f(s,y(s))ds

Le point fixe de N est un solution du probleme (3.2.1) et (3.2.2).
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3.2. Application de (MNC) pour I'existance de solution des EDF;

Soit:

R> g
1—G* [ p(s)ds

et on considére ’ensemble:
Dr={y € C(L,E),|| y < R}

Dp est fermé,borné et convexe.
But:

Afin de prouver 'existence de point fixe de N,on doit montrer que N satisfait les hy-

pothéses du théoréme (3.1.1). La preuve se fait en trois étapes:

1. Continuité de N

Soit {y,} une suite, telle que:

Yy — ydans C(I,FE)

n—-+o0o

Donc Vt eI ,on a

H(Nynxt)—wy)(t)n:] / G(t, 5)f (5, yal(s))ds — / G(t, 5)f (s, y(s))ds

< / 1G(E ) | £(5,5(5) — F(s,(s)) | ds

T
<G [ Sl ~ .0l | ds
0
Comme f est de Carathéodory,on a f mesurable par rapport a y,donc on peut appliquer
le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue.

Donc:

lim [| (Nya)(t) = (Ny)(t) [|< G*/O lim || f(s,yn(s)) = f(s,y(s)) | ds <0

n—o0 n—oo

Donc

I (Nya)(&) = (Ny)(#) [| — 0

n—oo

D’ot la continuité de N.
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3.2. Application de (MNC) pour I'existance de solution des EDF;

2. N applique Dgi dans Dg

Soit y € Dpg ,pour tout t € I, on a:

| (Vo) (0) 1= Hg@ + [ 6t s

<|l g(t) || + / 1 Gt s) [ £(s,u(s)ds |
< +G / p(s) || || ds (par (Hy))

T
<g+RG" [ pl)d
0

<R |car R> gT .
1—G* [, p(s)ds

I N(T) [|< R.

Donc

C’est a dire

(Ny)(t) € Dp=> N(DR) C Dp.

3. Bornitude et équicontinuité de N(Dpg)

Par I’étape 2, on a

N(Dgr) ={N(y) :y € Dgr} C Dg.

Donc Yy € Dy on a
I N(y) llo< R.

donc N(Dpg) est borné.

pour I'équicontinuité de N(Dg), soit t1,ts € I alors:

[N (y)(t2) = N(y)(t)|| — 0.

t1—t2

Donc, N(Dg) est équicontinue.

Maintenant, soit V' un sous ensemble de Dy tel que:

V' C conv(N(V)U{0}.
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3.2. Application de (MNC) pour 'existance de solution des EDF

V est borné et équicontinue.
En plus, la fonction v — v(t) = a(V(t)) est continue sur I.

Puisque ¢ est continue sur I, elle est bornée sur I. Donc 'ensemble {g(t);t € I} est

compact.

En utilisant (H3), le lemme (3.1.1) et les propriétés de la mesure a on a, pour tout

tel:

o(t) = V(1)
< a(N(V)() U{0})
< a(N(V)(1))

car a(N(V)(t) U{0}) = max{a(N(V)(1)), «({0})}

W = {0+ [ atssatnisoev]
- wien+{ [ ataseaeniyev)

a(NV)() = « ({g(t),t el}+ {/OT G(t,s)f(s,y(s))ds,y € V})

2
=
>
=
A

atiott.ee +a({ [ Guoreysnisyev)

o({] "Gt 5) (s, u())ds,y € v}

/0 (1l G(t, ) || pls)o(s))ds

IN

IA

T
< G vl / p(s)ds
0

Car G* fOTp(s)ds <L
On a alors || v ||eo= 0,c’est a dire v(t) =0, Vt € I

iea(V(t)=0
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3.2. Application de (MNC) pour 'existance de solution des EDF

Donc V(t) est relativement compact dans F.

Par le théoréme d’Ascoli-Arzela,V est relativement compact dans Dg(car V' C Dpg.est

borné et équicontinue).

Puisque toutes les hypothéses du théoreme (3.1.1) sont satisfaites, Iapplication N

admet par conséquent un point fixe qui est solution pour le probléme (3.2.1)(3.2.2).
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Conclusion

Conclusion

Le travail qu’on a fait dans ce mémoire a un résultat trés important c’est 'etude sur
I’existence de solutions d’'un équation différentiel d’ordre fractionnaire ou le deuxiéme mébre
est non linéaire. utilisons la théorie de point fixe et de prouver que l'opérateur différentiel
est un opérateur contractant utilisons les propriétés de la mesure de non compacité au lieu

les propriétés topologiques.
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Résumé

Le principe de point fixe est trés important dans la résolution d’ équations différen-
tiellesd’ordre fractionnaire au sens de Caputo non linéaires, en particulier, dans 1’étude
del’existence et de 'unicité.

Dans ce mémoire, on va aborder problémes fractionnaires en démontrant ’existence de
solutions via les théorémes de point fixe de Monch et combinés avec les mesures de non

compacité de Kuratowskii .

Abstract

The fixed point principle is very important in the resolution of nonlinear fractional order
differential equations, in the sense of nonlinear Caputo, especially in the study of existence
and uniqueness.

In this memory, we consider different fractional problems. We prove theexistence of solu-

tions by using Monch’s fixed point theorem with Kuratowskii measure of non compactness.
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