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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

H espace de Hilbert.

P problème de l’ équation des ondes .

‖u‖L∞ = inf{C : |u(x)| ≤ C p.p sur Ω}.

D(A) : domaine de définition d’un opérateur A.

< ., . > : Définit un produit scalaire.

N ensemble des entiers naturels.

N∗ ensemble des entiers naturels non nuls.

R ensemble de réels.

R+ ensemble de réels positifs.

R droite réels achevée ,R = R ∪ {−∞,+∞}.

Rn espace euclidien de dimension n.

x vecteur de Rn, x = (x1, x2, ..., xn), xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n.

|x| norme euclidienne de x, |x| = (x2
1 + x2

2 + ...+ x2
n)

1
2 .

Ω ouvert borné de Rn .

Γ = ∂Ω frontière de Ω

ν le vecteur unitaire normal à la frontière Γ extérieur à Ω .

∇u gradient de u,∇u = ( ∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, ..., ∂u

∂xn
).

divv divergence du vecteur v, divv = ∂v
∂x1

+ ∂v
∂x2

+ ...+ ∂v
∂xn

).

∆u laplacien de u,∆u = (∂
2u
∂x21

+ ∂2u
∂x22

+ ...+ ∂2u
∂x2n

).

∂νu = ∂u
∂ν
la dérivée normale de u.

C0(Ω) espace de fonctions continue sur Ω

Ck(Ω) espace de fonctions continues sur Ω dont les dérivée partielles.

d’ordre ≤ k sont continues sur Ω, k entier positif .

C∞(Ω) l’espaceC∞(Ω) = ∩∞k=0C
k(Ω)

v



L0(Ω) ensemble des fonctions mesurable sur Ω.

Lp(Ω) Lp(Ω) = u : Ω→ R mesurable ;
∫

Ω
|u(x)|p <∞(1 ≤ p <∞, constant).

L∞(Ω) L∞(Ω) = u : Ω→ R mesurable ; ∃c ≥ 0 tell que |u(x)| ≤ cp.px ∈ Ω

p
′ conjugué de Hölder de p, p′ = p

p−1
si p > 1etp

′
=∞sip = 1.

D(Ω) espace des fonctions indéfiniment dérivables dans Ω à support compact dansΩ

D
′
(Ω) espace des distributions dans Ω.

Wm,p(Ω) espace de Sobolev des fonctions de Lp(Ω) dont les dérivées partielles au sens des distributions d’ordre ≤ m sont également dans Lp(Ω).

Wm,p
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans Wm,p(Ω).

p.p presque partout .

‖.‖E la norme dans l’espace E.

u
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Introduction génénrale

La compréhension des phénomènes du monde réel ainsi que le développement de la tech-

nologie sont aujourd’hui en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles

(E.D.P) et un problème d’équations aux dérivées partielles consiste à se donner, en plus des

équations proprement dites, soit des conditions initiales soit des conditions aux limites, soit

les deux. Dans ce mémoire ou étudie le Problème de la stabilité de l’équation des ondes

suivant :

(P )


utt − a∆u+ bu+ g(ut) = 0, t ≥ 0, a > 0, b ≥ 0, x ∈ Ω ,

u = 0, t ≥ 0, x ∈ Γ ,

u(0, x) = u0, ut(0, x) = u1.

Où Ω ⊂ Rn ouvert, borné de frontière Γ de classe C2(u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω) des donnée

initiale.

g : R→ R fonction continue, croissante et linéaire

et vérifie : ∃c1, c2 > 0; c2 |s| ≤ |g(s)| ≤ c1 |s| , ∀s ∈ R.

et cet problème a étudie par Patrick Marinez [19],Aissa Guesmia [2] et Salim Moussaoudi[20]

et autre. Ce mémoire comprend trois chapitres ordonné comme suit, le premier chapitre

contient les notions et rappelons quelque définition et théorèmes d’analyse fonctionnelle que

nous utiliser dans cette mémoire. dans le deuxième chapitres on donne quelque méthodes

pour démontré l’existence et l’unicité d’un solution et le troisième chapitre on donne quelques

inégalité intégrales appliquées dans les deux cas (dissipative et non dissipative ) et montrons

l’insistance et l’unicité du Problème (P) ainsi que la stabilité exponentielle

1



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on présente quelques notions fondamentales, espaces de Sobolev et des

inégalités qui sera utilisées dans ce mémoire

1.1 Espaces Fonctionnels

1.1.1 Espaces des fonctions continues et lp

Définition 1.1 ( espace Ck(Ω))

Soient Ω un ouvert de Rn et k ∈ N On désigne par Ck(Ω) l’espace des fonctions définies sur

Ω dans R, k fois continument dérivables ,

et par C∞(Ω) on désigne l’espace des fonctions indéfiniment dérivables f : Ω −→ R.
On désigne par Ck

c (Ω) les éléments de Ck(Ω) à support compact dans Ω

On désigne par C∞c (Ω) les éléments de C∞(Ω) à support compact dans Ω

Définition 1.2 ( espaces Lp(Ω))

Soient Ω un ouvert de Rn et p ∈ [1,+∞[. On définit Lp(Ω) par :

Lp(Ω) =

{
u : Ω −→ R;umesurable tel que

∫
Ω

|u|p dx < +∞
}
.

On définit sur Lp(Ω) la norme :

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
) 1

p

.

Si p = +∞ : L∞(Ω) =
{
f : Ω −→ R tell que :∃c ∈ R+ verifiant |f | ≤ c p.p sur Ω

}
.

On définit sur L∞(Ω) la norme :

‖f‖L∞(Ω) = inf
{
c ∈ R+ : |f | ≤ cp.p surΩ

}
.

Les espaces Lp(Ω) sont des espaces de Banach, et l’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert

avec le produit scalaire :

2



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 3

〈f, g〉L2(Ω) =
∫

Ω
f(x)g(x)dx.

1.1.2 Les espaces Sobolov

Les espaces Sobolov Wm,p(Ω)

Soient Ω est un ouvert de Rn et m ∈ N, p ∈ [1,+∞[ et α ∈ Nn (α = (α1, α2, . . . , αn)).

On note :Dαf = ∂|α|f
∂x
α1
1 ∂x

α2
2 ···∂x

αn
n
, |α| = α1 + α2 + . . .+ αn.

Wm.p (Ω) = {v : Ω −→ R tel que : ∀α ∈ Nn avec |α| ≤ m,∃gα ∈ Lp (Ω) virifiant

∫
Ω
v(x)ϕ(x) = (−1)|α|

∫
Ω
gα(x)Dαϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω).

On pose gα = Dαv et on note

‖v‖wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαv‖pLp(Ω)

 1
p

,

ou de la norme équivalente :
∑
|α|≤m ‖∂αv‖Lp(Ω) , si 1 ≤ p <∞,

et ‖v‖wm,p(Ω) =
∑
|α|≤m ‖Dαv‖Lp(Ω), si p=+∞.

Remarque 1.1 .

1. W 0,p(Ω) = Lp(Ω), Wm,2(Ω) = Hm(Ω)

2. Wm,p(Ω) est un espace de Banach.

On munit l’espace H1(Ω) du produit scalaire :

〈u, v〉H1(Ω) = 〈u, v〉L2(Ω) +
∑n

i=1

〈
∂u
∂xi
, ∂v
∂xi

〉
L2(Ω)

..

On a : H1(Ω) est un espace de Hilbert par rapport é la norme engendrée.

On définit lespace de Hilbert H1
0 (Ω). par la densité de C∞c (Ω) dans H1(Ω).Si Ω est de casse

C1, alors :

H1
0(Ω) = {u ∈ H1(Ω) : u = 0 sur ∂Ω} .



1.2. QUELQUES INÉNGALITÉS ET FORMULES UTILES 4

1.2 Quelques inéngalités et formules utiles

Inéngalité de Hölder

Soient u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lp′(Ω) avec 1 ≤ p ≤ ∞. Alors uv ∈ L1(Ω), c’est- é -dire∣∣∣∣∫
Ω

u(x)v(x)ds

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω

|u(x)|p ds
) 1

p
(∫

Ω

|v(x)|p
′
ds

) 1
p′

.

Pour p = p′ = 2, on obtient l’inégalité én de Cauchy-Schwarz, si, u ∈ L2(Ω), v ∈ L2(Ω),

alors uv ∈ L1(Ω), c’est- é -dire∣∣∣∣∫
Ω

u(x)v(x)ds

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω

|u(x)|2 ds
) 1

2
(∫

Ω

|v(x)|2 ds
) 1

2

.

Inéngalité de Young

Supposons que 1 ≤ p ≤ ∞, on d énsigne par p′ l’exposant conjugu én de p, i.e, 1
p

+ 1
p′

= 1.

Rappelons inéngalité én de Young

ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp
′
,∀a ≥ 0,∀b ≥ 0.

Exemple 1.1 Pour p = p′ = 2, inégalité précédente s’écrit sous la forme

ab ≤ 1

2
a2 +

1

2
b2.

Exemple 1.2 Pour p = 4
3
et p′ = 4 on obtient

ab ≤ 3

4
a

4
3 +

1

4
b4.

Inégalité de Poincaré

soit Ω ∈ Rn un ouvert borné. Il existe une constante c > 0 vérifiant :

∀f ∈ H1
0 (Ω) : ‖f‖H1(Ω) ≤ c ‖∇f‖L2(Ω) où∇f =

(
∂f

∂x1

, . . . ,
∂f

∂xn

)
.

Cette inégalité montre que ‖∇f‖L2(Ω) définit une norme H1
0 (Ω) équivalente la norme de

H1 (Ω), et par conséquent H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert par rapport au produit scalaire :

〈f, g〉H1
0 (Ω) =

∫
Ω
∇f(x).∇g(x)dx,

où le . sinifie le produit scalaire dens Rn
(
X.Y =

∑n
j=1 xjyj

)
.

Définition 1.3 Formule de Green

Soient f, g ∈ H1 (Ω) (où Ω ⊂ Rn un ouvert borné ) de frontière Γ de classe C1. Alors

∫
Ω
∂f(x)
∂xi

g(x)dx = −
∫

Ω
f(x)∂g(x)

∂xi
dx+

∫
Γ
f(x)g(x)vi(x)dx.



Chapitre 2

Quelque méthodes pour démontre

l’existence et l’unicité d’une

solution

Dans ce chapitre, nous allons donne quelque méthodes pour démontré l’existence

et l’unicité d’une solution.

2.1 Théorème de Lax-Milgram [17]

Nous considérons une formulation variationnelle du type :

trouver u ∈ V tel que a(u, v) = L(v) pour toute fonction v ∈ V. (2.1)

Les hypothénses sur a et L sont

1. L(.) est une forme linéaire continue sur V , c’est−à−dire que v → L(v) est linéaire de

V dans R et il existe C > 0 tel que

|L(v)| ≤ C ‖v‖ pour tout v ∈ V

2. a(., .) est une forme bilinéaire sur V , c’est−à−dire que w → a(w, v) est une forme

linéaire de V dans R pour tout v ∈ V , et v → a(w, v) est une forme linéaire de V dans

R pour tout w ⊂ V

3. a(., .) est continue, c’est−à−dire qu’il existe M > 0 tel que

|a(w, v)| ≤M ‖w‖ ‖v‖ pour tout w, v ∈ V

4. a(., .) est coercive (ou elliptique ), c’est−à−dire qu’il existe c > 0 tel que

a(u, u) ≥ c ‖u‖2 pour tout u ∈ V

5



2.1. THÉORÈME DE LAX-MILGRAM [17] 6

.

Théorème 2.1 Lax-Milgram :

Soit V un espace de Hilbert réel, L(.) une forme linéaire continue sur V , a(., .) une forme

bilinéaire continue coercive sur V . Alors la formulation variationnelle 2.1 admet une solution

unique. De plus cette solution dépend continumentûment de la forme linéaire L.

Exemple 2.1 :

Soit f ∈ L2(Ω)où Ω et un ouvert bornée de Rn te frontière Γ de classe C1

on considéré le problème : (1)

 −∆u+ u = f sur Ω

u = 0 surΓ

Soit u une Solution de (1) Alors

∫
Ω

(−∆u+ u)ϕ =

∫
Ω

fϕdx,∀ϕ ∈ H1
0 (Ω)

En utilisant la formule

∫
Ω

(∆u)ϕ =

∫
Γ

∂u

∂v
ϕ−

∫
Ω

∇u∇ϕdx

on obtient : −
∫

Γ
∂u
∂v
ϕ+

∫
Ω

(∇u∇ϕ+ uϕ) =
∫

Ω
fϕ,∀ϕ ∈ H1

0 (Ω

d’où la formule variationnelle

∫
Ω

(∇u∇ϕ+ uϕ) =

∫
Ω

fϕ,∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

on pose H=H1(Ω), V = H1
0 (Ω)

a : H ×H → R

(u, v)→ a(u, v) =

∫
Ω

(∇u∇ϕ+ uv)dx

` : H → R

v 7→ `(v) =

∫
Ω

f · ϕdx.

on voit que a est bien dénfini, bilinénaire .
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Continue :

|a(u, ϕ)| =
∣∣∣∣∫

Ω

(∇u · ∇ϕ+ uϕ)

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∫
Ω

∇u · ∇ϕ
∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Ω

u · ϕ
∣∣∣∣

6

(∫
|∇u|2

) 1
2

·
(∫

Ω

|∇ϕ|2
) 1

2

+

(∫
Ω

u2

) 1
2
(∫

Ω

ϕ2

) 1
2

6 (‖∇u‖L2 + ‖u‖L2) (‖∇ϕ‖L2 + ‖ϕ‖L2)

6 ‖u‖H‖ϕ‖H ,∀u, ϕ ∈ H (donc M=1 la continut én) .

coercive :

|a(u, u)| =
∣∣∣∣∫

Ω

|∇u|2 + u2dx

∣∣∣∣ = ‖u‖2
H , ∀u ∈ H

D’autre part ` est bien défini, linéaire et continue :

|`(ϕ)| =
∣∣∣∣∫

Ω

fϕdx

∣∣∣∣ = | f, ϕ〉|L2(Ω)

6 ‖f‖L2 . ‖ϕ‖L‘2 ≤f ‖L2 ·‖ϕ‖H = B ‖ϕ‖H ∀ϕ ∈ H.

Donc d’après le théorème de lax-milgram ;

∃!u ∈ Hvnrifiant(1), c− a− d∫
Ω

(∇u · ∇ϕ+ uϕ)dx =

∫
Ω

fϕdx,∀u ∈ H1
0 (Ω)



2.2. OPÉRATEUR MAXIMAL MONOTONE 8

2.2 Opérateur maximal monotone

Soit H une espace de Hilbert et A : D(A) −→ H un opérateur donné ou D(A) est son

domaine de définition défini par D(A) = {u ∈ H tq Au ∈ H}.

Définition 2.1 :

On dit que A est monotone si

〈Au− Av, u− v〉H ≥ 0, ∀u, v ∈ D(A).

Remarque 2.1 :

Si A est linéaire,alors A est monotone si 〈Au, u〉H ≥ 0, ∀u ∈ D(A).

Définition 2.2 :

On dit que A est maximal si Id + A : D(A) −→ H est surjectif ;c’est−à−dire

∀f ∈ H, ∃u ∈ D(A) tq : u+ Au = f.

Proposition 2.1 :

Soit H un espace de Hilbert (réel) .Les propriété suivantes sont équivalentes :

1. A est maximal monotone dans H.

2. (I + λA)−1 est de contraction pour tout λ ≥ 0.

3. A est monotone est il existe λ positif tel que (I + λA) est surjectif.

Théorème 2.2 :

Supposons que A est maximal monotone Alors :

1. Pour tout u0 ∈ D(A) , le système u′(t) + Au(t) = 0, ∀t ≥ 0

u(0) = u0

(2.2)

admet une solution unique u ∈ C(R+, H) (c’est dire ∀t0 ∈ R+ : ‖u(t)− u(t0)‖H −→ 0

quand t −→ t0). la solution u est dite faible (u n’est pas dérivable au sens classique

mais vérifie 2.2 au sens des distributions 〈u′(t) + Au(t), v〉H = 0, ∀v ∈ H).

2. Si A est linéaire et u0 ∈ D(A), alors u ∈ C(R+, D(A))
⋂
C1(R+, H)la solution u est

dite classique .
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Remarque 2.2 Si A est linéaire,alors D(A) = H.

Remarque 2.3 :

Si A est linéaire,alors on a le résultat plus général que (3) suivant :

∀n ∈ N, ∀u0 ∈ D(An), u ∈
⋂n
k=0 C

n−kR+, D(Ak) ou D(A0) = H,D(A1) = D(A),

D(An) = {u ∈ D(An−1) tq Au ∈ D(An−1)} , ∀n ≥ 1 et

‖u‖D(An) =

√
‖u‖2

H + ‖Au‖2
H + ‖A2u‖2

H + . . . . . .+ ‖Anu‖2
H .
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2.3 Théorie de semi-groupes

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni de la norme x → ‖x‖H . On désigne

par L(H) l’espace vectoriel des applications linéaires continues de H en lui même .

L(H) est un espace de Banach pour la norme S −→ ‖S‖ définie par :

‖S‖ = sup
‖x‖H=1

‖Sx‖H = sup
x 6=0

‖Sx‖H
‖x‖H

. (2.3)

Définition 2.3 On appelle l’application S : [0,+∞ [→ L(H) semi-groupes fortement continu

dans H si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. S(0) = Id.

2. S(t+ s) = S(t)S(s), ∀t ≥ 0,∀s ≥ 0 .

3. ∀x ∈ H, l’application S(.)x est continue sur S : [0,+∞ [ dans H.

Dans la suite, on appelle une telle application semi-groupes de classe C0 et on la note par

C0-semi-groupe .

Proposition 2.2 Si (S(t))t≥0 est un C0-semi-groupes dans H , alors l’opérateur adjoint

(S∗(t))t≥0 est aussi semi-groupes de classeC0 dans H.

Lemme 2.1 Soit S(t) un C0-semi-groupes alors

∃M ≥ 1,∃ω ∈ R tele que : ‖S(t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0. (2.4)

Démonstration. Considérons le compact [0, 1], comme (S(t))t≥0 est fortement continue,

alors l’application t 7−→ S(t)x est continue. Donc l’image de [0, 1] par cette application est

compacte, et par conséquent

∃Mx telque : ‖S(t)x‖ ≤Mx, ∀t ∈ [0, 1] .

D’après le théorème de Banach-Steinhauss :

∃M tel que : ‖S(t)‖ ≤M, ∀t ∈ [0, 1] .

On remarque que la constante M ≥ 1(1 = ‖S(0)‖ ≤M).

Maintenant si t /∈ [0, 1], on écrit t = n+ θ avec n ∈ N∗ et θ ∈]0, 1[ donc

S(t) = S(n+ θ)

= S(n)S(θ)

= (S(1))nS(θ)
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Alors
‖S(t)‖ = (S(1))nS(θ) ≤ ‖S(1))n‖ ‖S(θ)‖

≤ MnM

≤ MenlogM

On pose logM = ω, donc

‖S(t)‖ ≤Menω ≤Metω

Remarque 2.4 Si (S(t))t≥0est un semi-groupes fortement continu à l’origine vérifiant la

majoration 2.4, alors il est fortement continue .

Démonstration.

– Si s ≥ 0 :

‖S(t+ s)x− S(t)x‖H = ‖S(t).S(s)x− S(t)x‖H .

On pose y = S(t)x donc

‖S(t+ s)x− S(t)x‖H = ‖S(s)y − y‖H −→s→0
0

(car (S(t))t≥0 est fortement continue l’origine).

– Si s < 0 :

‖S(t+ s)x− S(t)x‖H = ‖S(t+ s)x− S(−s)S(t+ s)x‖H
= ‖−S(t+ s) [S(−s)x− x]‖H
≤ ‖S(t+ s)‖H ‖S(−s)x− x‖H
≤ Meω(t−s) ‖S(−s)x− x‖H −→s→0

0.

Maintenant on va voir que l’estimation 2.4 peut ter améliorée. En effet, posons

ω(t) = log ‖S(t)‖ ,∀t > 0 et ω0 = inf
t>0

ω(t)
t
.

Soit ε ≥ 0 suffisamment petit, alors il existe une constante α ≥ 0 telle que :

ω(α)
α
≤ ω0 + ε

Soit t = kα + r avec k ∈ N∗, 0 < r < α, donc :

ω(t)
t

= ω(kα+r)
kα+r

≤ kω(α)+ω(r)
kα+r

≤ ω0 + ε+ ω(r)
t

d’où
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‖S(t)‖ ≤Met(ω0+ε).

Si en plus ω0 = −∞, alors il existe N > 0 telle que ‖S(t)‖ ≤Me−tN .

Définition 2.4 On dit que S(t) est un semi-groupes borné si

∃M ≥ 0 telle que ‖S(t)‖ ≤M,∀t ≥ 0.

Remarque 2.5 :Si M ≤ 1, S(t) est dit de contraction.

Définition 2.5 Soit S(t) est C0-semi-groupes, et soit Ax = lim
h→0+

S(h)x−x
h

.L’opérateur A est

un opérateur linéaire et continue. On défini son domaine A par :

D(A) =

{
x ∈ H, telque : lim

h→0+

S(h)x− x
h

existe

}
.

L’opérateur A est appelle générateur infinitésimal de semi-groupe S(t) sur H.

Proposition 2.3 Pour tout x ∈ D(A), vérifiant S(t)x ∈ D(A), on a :

d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

Démonstration. Soit x ∈ D(A). Posons y(t) = S(t)x,∀t ≥ 0 on a :

lim
h→0+

y(t+h)−y(t)
h

= lim
h→0+

S(t+h)x−S(t)x
h

= lim
h→0+

S(t)S(h)x−x
h

= S(t)Ax.

De même manière on a aussi :

lim
h→0+

y(t+h)−y(t)
h

= lim
h→0+

S(t+h)x−S(t)x
h

= lim
h→0+

S(h)S(t)−S(t)
h

x

= AS(t)x.

Théorème 2.3 Si A est un générateur infinitésimal de semi-groupe S(t), alors est un opé-

rateur fermé.

Démonstration. Pour la démonstration, voir [10].



2.3. THÉORIE DE SEMI-GROUPES 13

Proposition 2.4 Le domaine D(A) d’un générateur infinitésimal A de semi-groupe S(A)

est un espace vectoriel dense dans H.

Démonstration. Pour la démonstration, voir [10].

Corollaire 2.1 Soit S(t) est C0-semi-groupes sur H de générateur infinitésimal A. Alors

pour tout u0 ∈ D(A), le système : u′(t) + Au(t) = 0, ∀t ≥ 0

u(0) = u0

(2.5)

admet une solution unique u ∈ C1([0,+∞[;H)
⋂
C([0,+∞[;D(A)) donnée par

u(t) = S(t)u0. (2.6)

Démonstration. Pour la démonstration, voir [7].

Corollaire 2.2 Supposons que u0 dans D(A) et f est continue sur R+, alors

u(t) = S(t)u0 +

∫ +∞

0

S(t− s)f(s)ds (2.7)

est la solution du système non homogène suivant : u′(t) + Au(t) = f(t), ∀t ≥ 0

u(0) = u0

(2.8)
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Exemple de semi-groupes

Exemple 2.2 : Soit H espace de Hilbert, soit A un opérateur linéaire continue sur H. Alors

S(t) = eAt =
+∞∑
i=0

tiAi

i!

est un C0-semi-groupes puisque :

S(0) = I, S(t+ s) = eA(t+s) = eAteAs = S(t)S(s) et lim
t→0+

eAtx−x
t

= Ax

Donc A est générateur infinitésimal d’un semi-groupes S(t)

Exemple 2.3 : Soit H = C([−∞,+∞]) l’espace des fonctions uniformément continues

muni de la norme :‖x(t)‖ = sup
t≥0
|x(t)|. Soit (S(t)x)(s) = x(t+s). Alors S(t) est un opérateur

linéaire de C0-semi-groupes, et son générateur infinitésimal est défini par :

Ax = d
ds
x.

Exemple 2.4 :Soit H = C([−∞,+∞]) et ‖x(t)‖ = sup
t≥0
|x(t)|. Soit Kt(y) = (2πt)−

1
2 e−

y2

2t

pour tous y ∈] − ∞,+∞[ et t > 0 .On pose Ss(t)x =
∫ +∞
−∞ Kt(s − y)x(y)dy, ∀t �

0.L’opérateur S(t) est un semi-groupes de classe C0 et A son g générateur infinitésimal

est donné par : Ax = 1
2
d2

ds2
x.

Exemple 2.5 :Soit `2 l’espace défini par :

`2 =

{
x = (x1, . . . xn, . . . . . .) ,

+∞∑
i=1

x2
i < +∞

}

(S(t)x)n =
(
e−

t
nxn

)
n∈N∗

est un C0-semi-groupes et (Ax)n =
(
−xn

n

)
n∈N∗ est son g générateur

infinitésimal.



Chapitre 3

Inégalités intégrales et stabilité

Dans ce chapitre, on donne quelques inégalité intégrales appliquées dans les deux cas (dis-

sipatif et non dissipatif).

3.1 Cas dissipatif

On rappelle ici quelques inégalités intégrales connues et largement appliquées é la stabi-

lisation des systèmes d’évolution dissipatifs.

Les résultats des nombreux auteurs concernant l’estimation de décroissance de l’énergie de

certains problèmes dissipatifs sont basés sur les lemmes suivants, dé» é A. Haraux, V.

Komornik et P. Martinez.

Lemme 3.1 (Haraux 1978, Komornik 1994 et Martinez 1998 [2]) Soit E : R+ −→ R+une

fonction continue décroissante et φ : R+ −→ R+une fonction strictement croissante de classe

C1 (R+)tel que : φ(0) = 0 et lim
t→+∞

φ(t) = +∞.

Supposons que : ∃p ≥ 0 et d > 0 tel que :∫ +∞

s

φ′(t)Ep+1dt ≤ 1

d
Ep(0)E(s),∀s ≥ 0.

Alors :

15
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 E(t) ≤ E(0)e1−dφ(t) ∀t ≥ 0 si p = 0

E(t) ≤ E(0)
(

1+p
1+pdφ(t)

) 1
p ∀t ≥ 0 si p > 0

Cas particuliers

1. φ(t) = t et p = 0 :

E(t) ≤ E(0)e1−dt, ∀t ≥ 0

estimation exponentielle (voir Haraux [6]).

2. φ(t) = t et p > 0 :

E(t) ≤ E(0)

(
1 + p

1 + pdt

) 1
p

, ∀t ≥ 0

estimation polynomiale (voir Komornik [18]).

Lemme 3.2 (M. Eller, J. E. Lagnese et S. Nicaise 2003 [2])

Soit E : R+ −→ R+une fonction continue décroissante vérifiant :

∫ +∞

s

ϕ(E(t)) ≤ 1

d
E(s), ∀s ≥ 0.

où d d est un réel strictement positif et ϕ : R+ −→ R+est une fonction convexe et strictement

croissante vérifiant ϕ(0) = 0.

Alors il existe trois réels strictement positifs t0, c0 et c1 tels que

E(t) ≤ ϕ−1

(
ψ−1 (c0t)

c1t

)
, ∀t ≥ t0

où : ψ : R∗+ −→ R+est définie par :

ψ(s) =

∫ 1

s

1

ϕ(t)
dt, ∀s > 0.
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Lemme 3.3 (F. Alabau-Boussouria 2005 [2])

Soit E : R+ −→ R+une fonction continue décroissante vérifiant :

∫ +∞

s

E(t)F−1(E(t)) ≤ 1

d
E(s), ∀s ≥ 0

où F : R+ −→ [0, b[ est une fonction strictement croissante vérifiant, pour un réel b > E(0),

F (0) = 0 et lim
t→+∞

F (t) = b

Alors il existe trois réels strictement positifs t0, c0 et c1 tels que :

E(t) ≤ F

(
1

ψ−1 (c0t)

)
, ∀t ≥ t0

où ψ : [c0t0,+∞[−→ R est définie par :

ψ(s) = s+

∫ c1

F( 1
s)

1

ϕ(t)
dt, ∀s ≥ c0t0
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3.2 Cas non dissipatif

On rappelle ici quelques inégalités intégrales appliquées à la stabilisation des systèmes

d’évolution non dissipatifs.

Lemme 3.4 (Aïssa Guesmia [2] )

Soient E : R+ −→ R+une fonction dérivable, a1, a2 ∈ R∗+ et a3, r, p, λ ∈ R+. Supposons que :
∫ T
s
Er+1(t)dt ≤ a1E(s) + a2E

p+1(s) + a3E
r+1(t), ∀0 ≤ s ≤ T,

E ′(t) ≤ λE(t), ∀t ≥ 0.

Si a3λ(r+1) < 1, alors il existe deux constantes strictement positives w et c telles que, ∀t ≥ 0,

E(t) ≤ ce−wt si r = 0,

E(t) ≤ c(1 + t)−
1
r si r > 0 et λ = 0,

E(t) ≤ c(1 + t)
−1

r(r+1) si r > 0 et λ > 0.

Lemme 3.5 (Aïssa Guesmia [2])

Soit E : R+ −→ R+une fonction dérivable, λ ∈ R+et ϕ : R+ −→ R+une fonction convexe et

strictement croissante vérifiant : ϕ(0) = 0.

Supposons que : 
∫ +∞
s

ϕ(E(t))dt ≤ E(s), ∀s ≥ 0

E ′(t) ≤ λE(t), ∀t ≥ 0.

Alors E vérifie l’estimation suivante :

E(t) ≤ eτ0λg−1
[
eλ(t−h(t))ϕ

(
ψ−1[h(t) + ψ(E(0))]

)]
, ∀t ≥ 0 (3.1)

où :

ψ(t) =

∫ 1

t

1

ϕ(s)
ds, ∀t > 0,

g(t) =

 ϕ(t) si λ = 0∫ t
0
ϕ(s)
s
ds si λ > 0

∀t ≥ 0



3.2. CAS NON DISSIPATIF 19

h(t) =

0, ∀t ∈ [0, T0] ,

K−1(D(t)), ∀t > T0.

D(t) =

∫ t

0

eλsds,∀t ≥ 0

K(t) = D(t) +
ψ−1[t+ ψ(E(0))]

ϕ (ψ−1[t+ ψ(E(0))])
eλt, ∀t ≥ 0,

τ0 =

0, ∀t > T0,

T0, ∀t ∈ [0, T0]

T0 = D−1

(
E(0)

ϕ(E(0))

)

Remarque 3.1 1. 3.1⇒ E(t) −→ 0 quand t→ +∞

2. Si λ = 0 (⇔ E est décroissante ) et ϕ(t) = dtr+1 avec p ≥ 0 et d > 0, alors

3.1⇔

E(t) ≤ E(0)e1−dt, p = 0

E(t) ≤ E(0)
(

1+p
1+pdt

) 1
p
, p > 0.



Stabilisation dissipative du problème (P)

Dans ce chapitre, on donne le résultat d’existence et régularité de solution et on démontre

la stabilité du Problème (P ) en utilisant la méthode de multiplicateurs et les inégalités in

intégrales concernant le cas dissipatif données dans le chapitre précédent.

L’objectif de cette partie est d’étudier la question de la stabilité, i.e :

montrer que E(t) −→ 0 quand t −→ +∞ et donner une estimation sur sa vitesse de conver-

gence. E est l’énergie du problème (P ) (définie ci-après).

3.3 Problème de l’équation des ondes

(P )


utt − a∆u+ bu+ g(ut) = 0, t ≥ 0, x ∈ Ω

u = 0, t ≥ 0, x ∈ Γ

u(0, x) = u0, ut(0, x) = u1.

Où Ω ⊂ Rn ouvert, borné de frontière Γ de classe C2(u0, u1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω) des donnée

initiale. ∆u =
∑n

i=1
∂2u
∂x2i

g : R→ R fonction continue, croissante et linéaire

et vérifie : ∃c1, c2 > 0; c2 |s| ≤ |g(s)| ≤ c1 |s| , ∀s ∈ R.

20
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3.4 Existence et unicité de solution du (P )

On pose z = u′ = ut

Alors z′ = u′′ = utt = a∆u− bu− g(z).

⇒

 u

z

′ =
 u′

z′

 =

 −z
−a∆u+ bu+ g(z)

 .

On pose U ′ =

 u

z

′ et AU =

 −z
−a∆u+ bu+ g(z)

.

on a U ′ + AU = 0.

D’autre pas, on pose :

U0 = U(0, x) =

 u(0, x)

z(0, x)

 =

 u0

u1

,

⇒ U0 =

 u0,

u1.

.

Donc (P )⇔

 U ′ + AU = 0,

U(0) = U0.

et où A un opérateur linéaire tq :

D(A) = {U ∈ H. tq : AU ∈ H}, Où H = H1
0 (Ω)× L2(Ω).
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Domaine de définition D(A)

On a :

D(A) =


 u

z

 ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω) tq : −

 z

a∆u− bu− g(z)

 ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω)

,

= {u ∈ H1
0 (Ω) et z ∈ L2(Ω) ; z ∈ H1

0 (Ω) et (a∆u− bu− g(z)) ∈ L2(Ω)}.

⇒ D(A) = (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω).

On montre que A est maximal monotone :

1. A est monotone :

On a : 〈Au, u〉 > 0,∀u ∈ H.

donc :

〈 −z
−a∆u+ bu+ g(z)

 ,

 u

z

〉
H

= 〈−z, u〉H1
0 (Ω) + 〈−a∆u+ bu+ g(z), z〉L2(Ω)

= −
∫

Ω

∇z · ∇u+

∫
Ω

[−a∆u+ bu+ g(z)]z

= −
∫

Ω

∇z · ∇u+ a

∫
Ω

−∆u · z +

∫
Ω

g(z)z + b

∫
Ω

uz

= −
∫

Ω

∇z · ∇u+ a

∫
Ω

∇z · ∇u−
∫

Γ

∂u

∂η
+ b

∫
Ω

uz + ·z +

∫
Ω

g(z) · z

= 〈Au, u〉 > 0

car (g croissante et on considére la norme equivalant
∫

Ω
(a |∇u|2 + bu2)dx)

Alors A est monotone .
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2. A est maximal :

Soit

 f

h

 ∈ H = H1
0 (Ω)× L2(Ω).

on cherche

 u

z

 ∈ D(A) = (H2 ∩H1
0 (Ω)) ∩H1

0 (Ω) tq : U + AU =

 f

h

 .

⇒

 u

z

+ A

 u

z

 =

 f

h

.

on a :

 f

h

 ∈ H et

 u

z

 ∈ D(A).

⇒

 u

z

+

 −z
−a∆u+ bu+ g(z)

 =

 f

h

 .

⇒


u− z = f, · · · · · · (1)

z − a∆u+ bu+ g(z) = h. · · · · · · (2)

De l’équation (1), nous trouvons

z=u-f . · · · (3)

En remplaçant (3) dans (2), on trouve :

u− f − a∆u+ bu+ g(u− f) = h.

⇒ a∆u = u− f + bu+ g(u)− g(f)− h.
⇒ a∆u ∈ L2(Ω)⇒ u ∈ H2(Ω)⇒ u ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)

et z = u︸︷︷︸
∈H1

0 (Ω)

− f︸︷︷︸
∈H1

0 (Ω)

⇒ z ∈ H1
0 (Ω).

alors A est maximal.

Alors ∀

 u0

u1

 ∈ D(A) = H = H1
0 (Ω)× L2(Ω).
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⇒ ∃!U =

 u

u′

 ∈ C(R+, H)

⇔ ∃!U tq :
u ∈ C(R+, H

1
0 (Ω))

et

u′ ∈ C(R+, L
2(Ω))

solution de (p).

⇔ ∃!u ∈ C1(R+, L
2(Ω)) ∩ C(R+, H

1
0 (Ω))(solution faible).

Si

 u0

u1

 ∈ D(A) = (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω),

alors

 u

u′

 ∈ C1(R+, H).

⇒


u ∈ C1(R+, H

1
0 (Ω))

et

u′ ∈ C1(R+, L
2(Ω))


⇒ u ∈ C2(R+, L

2(Ω)) ∩ C1(R+, H
1
0 (Ω)) (une solution classique).
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3.5 Stabilité de (P)

On définit une énergie E :R+ → R+ de (p) qui doit défini une norme sur H.

Soit (u0, u1) ∈ H et u la solution correspondent

u ∈ C1(R+, L
2(Ω)) ∩ C(R+, H

1
0 (Ω))

.

Méthodes de Multiplicateurs :

La methode des muttiplicateurs Consiste en générale à multiplier l’equation Considérée dans

systeme par des fonctions bien choisies (qui dépendent de la solution). Intégrer par parties

Sur le Domaine pour montrer que la norme (dans l’espace considère) de la solution vérifie

une inégalité intégrale de type des inégalités et donc pouvoir en déduire une estimation de la

stabilité Sur la solution..

On a :
∫

Ω
[u′′ − a∆u+ bu+ g(u′)]u′dx = 0

d’après la formule de green on trouve :∫
Ω

[u′′u′ − a∇u∇u′ + buu′ + u′g(u′)] dx−
∫

Γ
∂u
∂ϑ
u′dx = 0.

⇒
∫

Ω

[
(1

2
(u′)2)′ + a(1

2
|∇u|2)′ + b

(
1
2
)′dx = −

∫
Ω
u′g(u′)dx

⇒
[

1
2

∫
Ω

((u′)2 + a |∇u|2 + bu2)dx
]′

= −
∫

Ω
u′g(u′)dx

On pose :E(t) = 1
2

∫
Ω

(u′)2 + a |∇u|2 + bu2)dx

et on a :E ′(t) = −
∫

Ω
u′g(u′)dx ≤ 0.

donc :E : R+ → R+ est une fonction décroissante.

Et d’autre coûté on a : Soit 0 ≤ s ≤ T .

alors : ∫ T

S

∫
Ω

(u′′ − a∆u+ bu+ g (u′))udxdt = 0 0 6 S 6 T.

⇒
∫

Ω

[u′u]
T
s dx−

∫ T

s

∫
Ω

(u′)2dxdt+a

∫ T

s

∫
Ω

|∇u|2 dxdt−
∫ T

s

∫
Γ

∂u

∂ϑ
udxdt+b

∫
Ω

u2dxdt = −
∫ T

s

∫
Ω

ug(u′)dxdt.

⇒
∫ T

s

∫
Ω

(
(u′)2 + a |∇u|2 + bu2)dxdt︸ ︷︷ ︸

2E(t)

= 2
∫ T
s

∫
Ω

(u′)2dxdt−
∫ T
s

∫
Ω
ug(u′)dxdt−

∫
Ω

[u′u]Ts dx.
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Ona : 2

∫ T

S

∫
Ω

u′dxdt 6
2

c2

∫ T

s

∫
Ω

u′g (u′) dxdt

≤ − 2

c2

∫ T

s

E ′(t)dt

≤ − 2

c2

[E(T )− E(S)].

⇒ 2
∫ T
s

∫
Ω

(u′)2dxdt ≤ 2
c2
E(s). · · · · · · (∗)

Et on a :

−
∫ T

S

∫
Ω

ug (u′) dxdt = −
∫ T

s

∫
Ω

(
1
√
c0

u

)
(
√
c2g(u′))dxdt (car xy ≤ 1

2
(x2 + y2), ∀x, y ∈ R)

6
1

2

∫ T

s

∫
Ω

1

c0

u2 + c0g
2 (u′) dxdt (car

∫
Ω

ϕ2 ≤ c0

∫
Ω

|∇ϕ|2 , ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω)).

6
1

2

∫ T

s

∫
Ω

|∇u|2 + c0c2u
′g(u′)dxdt.

6
∫ T

s

E(t)− c0c2

∫ T

s

E ′(t)dt

⇒ -
∫ T
S

∫
Ω
ug (u′) dxdt 6

∫ T
S
E(t)dt+ C0C2E(s). · · · · · · (∗∗)

Et on a :

−
∫

Ω

[u′u]Ts dx =

∫
Ω

u′(s)u(s)dx−
∫

Ω

u′(T )u(T )dx

6
1

2

∫
Ω

[
(u′)2(s) + (u′)2(T ) + u2(s) + u2(T )

]
dx

6 E(s) + E(T ) + c0

∫
Ω

(|∇u(s)|2 + |∇u(T )|2)dx.

6 E(s) + E(T ) + c0(E(s) + E(T )). et car : E(T ) ≤ E(s)

⇒ -
∫

Ω
[u′u]Ts dx ≤ 2(c0 + 1)E(s). · · · · · · (∗ ∗ ∗)

donc
∫ T
s
E(t)dt ≤

(
2
c0

+ c0c2 + 2(c0 + 1)
)
E(s) +

∫ T
s
E(t)dt

On pose : 2
c2

+ c0c2 + 2(c0 + 1) = 1
d
,
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On trouve :

∫ T

s

E(t) ≤ 1

d
E(s), ∀s ≥ 0,

on pose :T = +∞,

donc :
∫ +∞
s

E(t) ≤ 1
d
E(s), ∀s ≥ 0.

D’apr éns lemme (3.1)(H.K.M)

E(t) ≤ E(0)e1−dt, ∀t ≥ 0

.

On dit que (P ) est exponontialment Stable .



Conclusion

Les travaux présentés dans ce mémoire Concentrez-vous sur la démonstration de l’exis-

tence de la solution et prouver qu’elle est unique et la régularité en utilisant le théorème de

l’opérateur du maximal monotone. De plus, nous avons pu prouver la stabilité de la solution.

Ces résultats améliorent notre compréhension du problème et confirment la force et la vali-

dité de la théorie utilisée. Par conséquent, cette étude constitue une contribution importante

au domaine de la recherche et fournit une base solide pour les applications futures et les

développements théoriques.

u
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Les résumé

Résumé

Dans ce mémoire, on a étudié l’existence, l’unicité et la régularité des solutions de (P) ainsi

que sa stabilité exponentielle dans le cas dissipatif. la méthode appliquée est basée sur des

inégalités intégrales concernant le cas dissipatif. :

(P )


utt − a∆u+ bu+ g(ut) = 0, t ≥ 0, a > 0, b ≥ 0, x ∈ Ω

u = 0, t ≥ 0, x ∈ Γ

u(0, x) = u0, ut(0, x) = u1.

Mot-clés

Opérateur maximal monotone, Inégalité Intégrale, Stabilité Exponentielle, équation des ondes.

Abstract

In this dessertation, we studied the existence, the uniqueness and the regularity of the solu-

tions of (P) aswell as its in the dissipative. cas the applied method is based on soure integral

inequalities concerning the dissipative case.

(P)


utt − a∆u+ bu+ g(ut) = 0, t ≥ 0, a > 0, b ≥ 0, x ∈ Ω

u = 0, t ≥ 0, x ∈ Γ

u(0, x) = u0, ut(0, x) = u1.

Key words

Monotonic Maximal Operator, Integral Inequality, Exponential Stability, Wave Equation
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