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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

H espace de Hilbert.

P probléme de I’ équation des ondes .

|| w|| Lo = inf{C : |u(z)| < C p.psur Q}.

D(A) : domaine de définition d’un opérateur A.
<> : Définit un produit scalaire.

N ensemble des entiers naturels.

N* ensemble des entiers naturels non nuls.

R ensemble de réels.

R, ensemble de réels positifs.

R droite réels achevée ,R = R U {—o00, +o0}.

R espace euclidien de dimension n.

x vecteur de R,z = (x1, 29, ..., z,),2; € R, 1 <i < mn.
lz|  norme euclidienne de z, |z| = (22 4+ 2% + ... + 22)z.
Q ouvert borné de R” .

I'=09Q frontiére de

v le vecteur unitaire normal & la frontiere I' extérieur a €2 .

Vu gradient de u, Vu = (g—é,g—{;,...,ait).

divv divergence du vecteur v, divv = g—;l + 88—52 +.+ 881;—7;).

Au laplacien de u, Au = (%4—%4—...4—%).

o,u = g—jjla dérivée normale de wu.

C°(Q) espace de fonctions continue sur {2

Ck(Q) espace de fonctions continues sur €2 dont les dérivée partielles.

d’ordre < k sont continues sur 2, k entier positif .

C>®(Q)  TespaceC™®(Q) = NZ,C*(Q)



L°(Q) ensemble des fonctions mesurable sur €.

LP(Q) LP(Q) = u : @ — R mesurable; [, |u(x)[” < oo(1 < p < o0, constant).

L>(Q)  L>®(Q) =wu:Q — R mesurable; 3¢ > 0 tell que |u(z)| < cp.px € Q

P conjugué de Holder de p,p = p%l sip > letp = cosip = 1.

D(Q) espace des fonctions indéfiniment dérivables dans (2 & support compact dans(2

D'(Q) espace des distributions dans €.

WmP(Q) espace de Sobolev des fonctions de LP(£2) dont les dérivées partielles au sens des distributic
Wy (Q) la fermeture de D(Q2) dans W™P ().

P-P presque partout .

. a norme dans l'espace L.
Il ! dans I E

vi



Introduction génénrale

La compréhension des phénomeénes du monde réel ainsi que le développement de la tech-
nologie sont aujourd’hui en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles
(E.D.P) et un probléme d’équations aux dérivées partielles consiste a se donner, en plus des
équations proprement dites, soit des conditions initiales soit des conditions aux limites, soit
les deux. Dans ce mémoire ou étudie le Probléme de la stabilité de 1’équation des ondes

sulvant :

uy —alAu+bu+g(uy) =0, t>0, a>0, b>0, z€Q
(P) § u=0, t>0, z€l

Y

Y

u(0,x) = ug, u(0,x) = u.

Ou Q C R™ ouvert, borné de frontiére I' de classe C*(ug,u;) € Hg(Q2) x L*(Q) des donnée
initiale.
g : R — R fonction continue, croissante et linéaire

et vérifie : deg,co > 05¢0|s| < g(s)] < ecils|, VseR.

et cet probléme a étudie par Patrick Marinez [19],Aissa Guesmia [2] et Salim Moussaoudi[20]
et autre. Ce mémoire comprend trois chapitres ordonné comme suit, le premier chapitre
contient les notions et rappelons quelque définition et théorémes d’analyse fonctionnelle que
nous utiliser dans cette mémoire. dans le deuxiéme chapitres on donne quelque méthodes
pour démontré I'existence et 1'unicité d’un solution et le troisiéme chapitre on donne quelques
inégalité intégrales appliquées dans les deux cas (dissipative et non dissipative ) et montrons

I'insistance et I'unicité du Probléme (P) ainsi que la stabilité exponentielle



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on présente quelques notions fondamentales, espaces de Sobolev et des

inégalités qui sera utilisées dans ce mémoire

1.1 Espaces Fonctionnels

1.1.1 Espaces des fonctions continues et [”

Définition 1.1 ( espace C*(2))

Soient Q un ouvert de R™ et k € N On désigne par C*(Q) lespace des fonctions définies sur
Q dans R, k fois continument dérivables ,

et par C* () on désigne ’espace des fonctions indéfiniment dérivables f: Q2 — R.

On désigne par C*(Q) les éléments de C*(Q) a support compact dans Q

On désigne par C°(Q2) les éléments de C*(2) a support compact dans 2

Définition 1.2 ( espaces LP(2))
Soient Q@ un ouvert de R" et p € [1,+o00[. On définit LP(2) par :

LP(Q) = {u : Q — R;umesurable tel que/ lul” dz < —1—00} :
Q

On définit sur LP(Q2) la norme :

1l ooy = (/Q yu(x)v’dx)’l’ .

Si p=+400:L>(Q) ={f:Q— R tell que :3c € RT verifiant |f| < c p.p sur Q}.
On définit sur L>(§2) la norme :

||f||Loo(Q) =inf {C eERT:|f| <cpp smﬂ} .

Les espaces LP(Q) sont des espaces de Banach, et l’espace L*(§)) est un espace de Hilbert

avec le produit scalaire :
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f9L2 fQ

1.1.2 Les espaces Sobolov

Les espaces Sobolov W™P(2)

Soient 2 est un ouvert de R" et m € N,p € [1,+oo] et a € N” (a = (a1, a9, ..., 0)).
ol
On note :Daf:&:‘fl[;j:;—2f~6ﬁ” ‘a’:&l—i-OéQ—F...—l—Oén.

WP () ={v:Q — R tel que : Va € N* avec |a| < m,3g, € LP () virifiant

fQ’U(x)SD( \a| fQ ga DQSO( )dl', VQO € CSO(Q)

On pose g, = D*v et on note

LA

[oll ey = | 32 10020

la<m

ou de la norme équivalente 3, .., [0°0|| 1oy, st 1 < p < oo,

et ||U||wm,p(9) = Z|a|§m ||Dav||LP(Q)> s1 p=-+00.
Remarque 1.1 .
1. Wo(Q) = LP(Q), W™3Q)= H™(Q)

2. W™P(Q) est un espace de Banach.

On munit lespace H' () du produit scalaire :

n ou  Ov
<U7 U>H1(Q) = <U; U>L2(Q) + Zz’:l <Bmi’ Bz, >L2(Q) ..
On a: H'() est un espace de Hilbert par rapport ¢ la norme engendrée.

On définit lespace de Hilbert Hj (). par la densité de C2°(€2) dans H'(£2).Si Q est de casse

C*, alors :

HY(Q) ={ue H(Q) :u=0 sur 00Q}.
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1.2 Quelques inéngalités et formules utiles

Inéngalité de Holder
Soient u € LP(Q), v € LP (Q) avec 1 < p < oo. Alors uv € L'(), c’est- & -dire

[ wtonaas| < ([ |u<x>|pds) ([ ds)

Pour p = p/ = 2, on obtient I'inégalité¢ én de Cauchy-Schwarz, si, u € L*(Q2), v € L*(Q),

<(/ |u<x>|2ds)§ (f |v<:c>|2ds)é

Supposons que 1 < p < 0o, on d énsigne par p’ 'exposant conjugu én de p, i.e, %—l—}% = 1.

alors uv € L'(Q), c’est- é -dire

/Q w(@)o(x)ds

Inéngalité de Young

Rappelons inéngalité én de Young

1 1
ab < —ap+—/bp Na > 0,Yb > 0.
p p

Exemple 1.1 Pour p = p =2, inégalité précédente s’écrit sous la forme

1
ab<2a + = b2

Exemple 1.2 Pour p = % et p' =4 on obtient

34 1
b< =—as+ -b.
ab < 4a + 1
Inégalité de Poincaré

soit 2 € R™ un ouvert borné. Il existe une constante ¢ > 0 vérifiant :

N of of
Vfe H& () : ||f||H1(Q) < C||Vf||L2(Q) ouV f = <8_x1"”’8x ) .

Cette inégalité montre que ||V fl| 2oy définit une norme H} (Q) équivalente la norme de

H' (), et par conséquent H} () est un espace de Hilbert par rapport au produit scalaire :

(f, 9 = Jo VI(2).Vg(x)d,
ot le . sinifie le produit scalalre dens R™ (X Y = Z?Zl xjyj>.

Définition 1.3 Formule de Green

Soient f,g € H* (Q) (ot Q C R™ un ouvert borné ) de frontiere T' de classe C'. Alors

Q %(Cf)g(x)dx =— Jo f(2) 8g(x dz + [, f(x)g(x)vi(z)dz.




CHAPITRE 2

QUELQUE METHODES POUR DEMONTRE
L’EXISTENCE ET L'UNICITE D’UNE

SOLUTION

Dans ce chapitre, nous allons donne quelque méthodes pour démontré 1’existence

et I'unicité d’une solution.

2.1 Théoréme de Lax-Milgram [17]

Nous considérons une formulation variationnelle du type :

trouver uw €V tel que a(u,v)= L(v) pour toute fonction v € V. (2.1)

Les hypothénses sur a et L sont

1. L(.) est une forme linéaire continue sur V, c’est—a—dire que v — L(v) est linéaire de

V dans R et il existe C' > 0 tel que

|L(v)| < C|lv|| pour tout veV

2. a(.,.) est une forme bilinéaire sur V, c’est—a—dire que w — a(w,v) est une forme
linéaire de V' dans R pour tout v € V', et v — a(w, v) est une forme linéaire de V' dans

R pour tout w C V

3. a(.,.) est continue, c’est—a—dire qu’il existe M > 0 tel que

la(w,v)| < M JJw||||v|| pour tout w,v €V

4. a(.,.) est coercive (ou elliptique ), c’est—a—dire qu’il existe ¢ > 0 tel que

a(u,u) > c|lul|> pour tout ueV
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Théoréme 2.1 Laz-M:zilgram :
Soit V' un espace de Hilbert réel, L(.) une forme linéaire continue sur V', a(.,.) une forme
bilinéaire continue coercive surV . Alors la formulation variationnelle 2.1 admet une solution

unique. De plus cette solution dépend continumentument de la forme linéaire L.

Exemple 2.1 :

Soit f € L*(Q)ou Q et un ouvert bornée de R" te frontiére T de classe C*

. —Au+u=f sur
on considéré le probléme : (1)

u=20 surl’
Soit u une Solution de (1) Alors

/(—Au +u)p = / fodz, Yo € Hi(Q)
Q Q

En utilisant la formule

ou
Auw)p = | — —/VUV dx
J@we= [ Sho= [ vuvy

on obtient : — [ %o + [(VuVe +up) = [, fo, Vo € H}(Q

d’ou la formule variationnelle
/(VWs@ +up) = / fo.Yp € Hy(Q).
Q Q

on pose H=H'(Q),V = H}(Q)

a:HxH—=R
(u,v) = a(u,v) = /(VuVap—i—uv)da:

Q
/:H—R

v»—>€(v):/f~g0d:c.
Q

on voit que a est bien dénfini, bilinénaire .




2.1. THEOREME DE LAX-MILGRAM [17]

Continue :
a(u, 0)] = K}Vu-Vw+u@ﬁ
< Vu-Vgo‘+/u-<p’
Q Q
! ! ! !
<(frowe) (freer) + (L) (L)
Q Q Q
< (IVullzz + Jullz2) ([Vell Lz + [lollz2)
< |ullgl|lell g, Yu, o € H (done M=1 la continut én) .
coercive :

= |lully, Vu e H

/ \Vul? + u’dzx
Q

|a(u, u)| =

D’autre part { est bien défini, linéaire et continue :

= | f790>|L2(Q)

MWH—L@f@M

< llzz- Nl e <f llee-llelle = Bllelly Ve € H.

Donc d’apres le théoreme de laz-milgram ;

dlu € Hunrifiant(l),c —a —d

/(Vu Vo +up)dr = / fodx,Yu € Hy(9)
0 0
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2.2 Opérateur maximal monotone

Soit H une espace de Hilbert et A : D(A) — H un opérateur donné ou D(A) est son
domaine de définition défini par D(A) ={ue H tq Aue€ H}.

Définition 2.1 :

On dit que A est monotone si
(Au— Av,u —v) 4 >0, Vu,v € D(A).

Remarque 2.1 :

Si A est linéaire,alors A est monotone si (Au,u), > 0, Vu € D(A).

Définition 2.2 :
On dit que A est maximal si I+ A : D(A) — H est surjectif ;c’est—a—dire

Vfe H, Jue D(A) tqg:u+ Au = f.

Proposition 2.1 :

Soit H un espace de Hilbert (réel) .Les propriété suivantes sont équivalentes :

1. A est maximal monotone dans H.
2. (I + MA)™! est de contraction pour tout X > 0.

3. A est monotone est il existe \ positif tel que (I + AA) est surjectif.

Théoréme 2.2 :

Supposons que A est maximal monotone Alors :

1. Pour tout ug € D(A) , le systéme
(22

admet une solution unique u € C(Ry, H) (c’est dire Vty € Ry : |Ju(t) — u(to)||; — 0
quand t — tg). la solution u est dite faible (u n’est pas dérivable au sens classique

mais vérifie 2.2 au sens des distributions (u/'(t) + Au(t),v); = 0,Yv € H).
2. Si A est linéaire et ug € D(A), alors u € C(Ry, D(A))C(R., H)la solution u est

dite classique .




2.2. OPERATEUR MAXIMAL MONOTONE

Remarque 2.2 Si A est linéaire,alors D(A) = H.

Remarque 2.3 :

Si A est linéaire,alors on a le résultat plus général que (3) suivant :

Vn € N,Vug € D(A™),u € N,_, C" "R, D(A¥) ou D(A") = H, D(A") = D(A),
D(A™) ={ue D(A" ) tq Aue DA™Y}, Vn>1et

lull pany = \/HUH?{ + || Aullz + [A%ullf + + | Al
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2.3 Théorie de semi-groupes

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni de la norme z — ||z||;;. On désigne
par L(H) l'espace vectoriel des applications linéaires continues de H en lui méme .

L(H) est un espace de Banach pour la norme S — ||S|| définie par :

S
IS = sup (1Sl = suplosl,
Jel=1 w0 1]y

(2.3)

Définition 2.3 On appelle Uapplication S : [0, +oo [— L(H) semi-groupes fortement continu

dans H si elle vérifie les propriétés suivantes :
1. S(0) = 1.
2. S(t+s)=5(t)S(s),Vt >0,Vs >0 .
3. Yx € H, Uapplication S(.)x est continue sur S : [0,+oo| dans H.
Dans la suite, on appelle une telle application semi-groupes de classe Cy et on la note par

Cy-semi-groupe .

Proposition 2.2 Si (S(t))i>0 est un Cy-semi-groupes dans H , alors lopérateur adjoint

(S*(t))i>0 est aussi semi-groupes de classeCy dans H.

Lemme 2.1 Soit S(t) un Cy-semi-groupes alors
IM >1,3weR tele que: |S(t)] < Me, vt > 0. (2.4)

Démonstration. Considérons le compact [0, 1], comme (S(t));>0 est fortement continue,
alors I'application ¢ — S(t)x est continue. Donc l'image de [0, 1] par cette application est

compacte, et par conséquent
aM, telque: ||S(t)z| < M,, Vte[0,1].

D’aprés le théoréeme de Banach-Steinhauss :

M tel que : [|S(t)|| < M, Vte€[0,1].
On remarque que la constante M > 1(1 = ||S(0)|| < M).
Maintenant si ¢ ¢ [0, 1], on écrit ¢ = n 4 6 avec n € N* et 0 €0, 1] donc
S(it) = Sn+0)
= S(n)S(0)
= (5()"5(0)
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Alors
1S = (5(1))"5(6)

IA

SIS @)
M™M

M 6nlogM

IN

IN

On pose logM = w, donc

IS@)]| < Me™ < Me™ m

Remarque 2.4 Si (S(t))i>0est un semi-groupes fortement continu a l’origine vérifiant la

magjoration 2.4, alors il est fortement continue .
Démonstration.
- Sis>0:
15(t + s)a = St)xlly = [[S(8).5(s)z = S(t)z|p -

On pose y = S(t)z donc
15t +s)z = SWO)zlly = 115(s)y —ylly — 0
(car (S(t))i>o est fortement continue l’origine).
- Sis<0:
|S(t+s)x—St)z|l; = ||SE+s)z—S(—s)S(t+ s)z| 4
=5t +5) [S(=s)x — =]l
< S+ 9)lgllS(=s)z =zl g

w(t—s) _ _
Me IIS(—s)x $||H;)>0.

IN

Maintenant on va voir que I'estimation 2.4 peut ter améliorée. En effet, posons
w(t) =log ||S@)|l,Vt > 0 et wy = %25@

Soit € > 0 suffisamment petit, alors il existe une constante a > 0 telle que :
% S wp + €

Soit t = ka+ 1 avec k € N*,0 < r < «, donc :

ﬂ _ w(ka+r)
t ka+r
kw(a)4w(r)
S ka+r
< wp+et

t

d’ou
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IS@I < Metarso,
Si en plus wy = —oo, alors il existe N > 0 telle que ||S(t)|| < Me ™. m
Définition 2.4 On dit que S(t) est un semi-groupes borné si
AM > 0 telle que ||S(t)|| < M,Vt > 0.
Remarque 2.5 :Si M < 1,5(t) est dit de contraction.

Définition 2.5 Soit S(t) est Cy-semi-groupes, et soit Ax = lim+W.L’opémteur A est
h—0

un opérateur linéaire et continue. On défini son domaine A par :

M —
D(A) = {x € H, telque : lim %em’st@} .

h—0t

L’opérateur A est appelle générateur infinitésimal de semi-groupe S(t) sur H.
Proposition 2.3 Pour tout x € D(A), vérifiant S(t)x € D(A), on a :

d

ES(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

Démonstration. Soit z € D(A). Posons y(t) = S(t)z,¥t > 0 on a :

lim YR —u®)  _ qyy SEERE—S@O)z
h—0Tt h h—0t h
—  lim S(¢ S(h)x—x
e st 0=
= S(t)Ax.
De méme maniére on a aussi :
lim yt+h)—y(t) lim S(t+h)z—S(t)x
h—0+ h h—s0+ h
—  lim SWS®=-5@) .
h—0Tt
= AS(t)x.

Théoréme 2.3 Si A est un générateur infinitésimal de semi-groupe S(t), alors est un opé-

rateur fermé.

Démonstration. Pour la démonstration, voir [10]. m
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Proposition 2.4 Le domaine D(A) d’un générateur infinitésimal A de semi-groupe S(A)

est un espace vectoriel dense dans H.

Démonstration. Pour la démonstration, voir [10]. m

Corollaire 2.1 Soit S(t) est Cy-semi-groupes sur H de générateur infinitésimal A. Alors

pour tout uy € D(A), le systeme :

u(t) = S(t)up. (2.6)
Démonstration. Pour la démonstration, voir [7]. =
Corollaire 2.2 Supposons que ug dans D(A) et f est continue sur Ry, alors
+oo
u(t) = S(t)ug + / S(t—s)f(s)ds (2.7)
0

est la solution du systéme non homogéne suivant :

u'(t) + Au(t) = f(t), Vt>0
u(0) = uyg
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Exemple de semi-groupes

Exemple 2.2 : Soit H espace de Hilbert, soit A un opérateur linéaire continue sur H. Alors

400 i A4
A
S(t) = et = Z o
i=0
est un Cy-semi-groupes puisque :
S(0) =1,5(t + s) = eAt+s) = eAteds = §(1)S(s) et lim &

t—o+ !
Donc A est générateur infinitésimal d’un semi-groupes S(t)

Afx,

T = Ax

Ezemple 2.3 : Soit H = C([—00,+00]) lespace des fonctions uniformément continues

muni de la norme :||z(t)|| = sup |z(t)]. Soit (S(t)x)(s) = x(t+s). Alors S(t) est un opérateur
>0

linéaire de Cy-semi-groupes, et son générateur infinitésimal est défini par :

_d
Az = .

Ezemple 2.4 :Soit H = C([—o0,+00]) et ||z(t)|| = sup |x(t)]. Soit Ki(y) = (QWt)*%e*%
>0

pour tous y €] — oo,+oo[ et t > 0 .On pose Ss(t)r = fjozo Ki(s — y)x(y)dy, YVt =

0.L’opérateur S(t) est un semi-groupes de classe Cy et A son g générateur infinitésimal

d2

. . _1
est donné par : Ar = 545.

Exemple 2.5 :Soit {5 ’espace défini par :

+o0
gz:{.ﬁlﬁ:(.’ﬂl,...(lﬁn, ...... ),Z.’L’?<+OO}
i=1

(S(t)x), = <e*%:cn> est un Co-semi-groupes et (Az), = (=%

. ~ )neN* est son g générateur

infinitésimal.




CHAPITRE 3

INEGALITES INTEGRALES ET STABILITE

Dans ce chapitre, on donne quelques inégalité intégrales appliquées dans les deux cas (dis-

sipatif et non dissipatif).

3.1 Cas dissipatif

On rappelle ici quelques inégalités intégrales connues et largement appliquées € la stabi-
lisation des systémes d’évolution dissipatifs.
Les résultats des nombreux auteurs concernant l’estimation de décroissance de l’énergie de
certains problemes dissipatifs sont basés sur les lemmes suivants, dé» ¢ A. Harauz, V.

Komornik et P. Martinez.

Lemme 3.1 (Harauz 1978, Komornik 1994 et Martinez 1998 [2]) Soit E : R, — R une
fonction continue décroissante et ¢ : Ry, — R une fonction strictement croissante de classe
C' (R, )tel que : p(0) =0 et t£+moogz5(t) = 400.
Supposons que : Ap > 0 et d > 0 tel que :

+oo

¢'(t)EPdt < éE”(O)E(s),Vs > 0.

Alors :

15
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E(t) < B(0)el=4¢® Vt>0sip=0
Ly \# .
E(t) < B(0) (#%) ¥t >0 sip >0

Cas particuliers

1. p(t) =t etp=0:
E(t) < E(0)e™, ¥t>0

estimation exponentielle (voir Harauz [6]).

2. o(t) =t etp>0:

1 4 pdt

E(t)gE(O)( L+p ) V>0

estimation polynomiale (voir Komornik [18]).

Lemme 3.2 (M. Eller, J. E. Lagnese et S. Nicaise 2003 [2])

Soit £ : Ry — R, une fonction continue décroissante vérifiant :
+oo 1
[ etpuy < 386, w20

ot d d est un réel strictement positif et ¢ : Ry, — R, est une fonction convexe et strictement
croissante vérifiant p(0) = 0.

Alors il existe trois réels strictement positifs ty, co et c; tels que

P! (cot)

) ’ Vi Z tO
Clt

Et)< ¢! (
ot : v : RY — R, est définie par :

'l
@D(s):/s mdt, Vs > 0.
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Lemme 3.3 (F. Alabau-Boussouria 2005 [2])

Soit E : Ry — R une fonction continue décroissante vérifiant :

oo 1
/ Et)FY(E(t)) < EE(S), Vs >0

ou F : Ry — [0, 0] est une fonction strictement croissante vérifiant, pour un réel b > E(0),

F0)=0 e lim F(t)=0b

t—+o00

Alors il existe trois réels strictement positifs to, co et c1 tels que :
E(t)<F( ! ) Vi >t
< — | = 1o
Pt (cot)
ot 1 : [coty, +00[—> R est définie par :

c1 1
w(S) =s+ /F< ) mdt, Vs > Colo

W =
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3.2 Cas non dissipatif

On rappelle ici quelques inégalités intégrales appliquées a la stabilisation des systémes

d’évolution non dissipatifs.

Lemme 3.4 (Aissa Guesmia [2] )

Soient ' : R, — R une fonction dérivable, a;,ay € RY et ag,r,p, A € Ry. Supposons que :

[E B (t)dt < a1 B(s) + aaBPT(s) + ag B(t), Y0 <s<T,

E'(t) < \E(t), vt > 0.
SiasA(r+1) < 1, alors il existe deux constantes strictement positives w et ¢ telles que, ¥t > 0,

E(t) <ce ™ sir=0,

1

Et)<c(l+t)» sir>0 et A=0,

E(t) <c(1+ t)“:il) sir>0 et A>0.

Lemme 3.5 (Aissa Guesmia [2])

Soit E : Ry — R une fonction dérivable, A € Ryet p : R, — R une fonction convexe et
strictement croissante vérifiant : p(0) = 0.

Supposons que :

[ p(B(t)dt < E(s), ¥s>0

E'(t) < ME(t), vt > 0.

Alors E vérifie l'estimation suivante :

E(t) < gt [ XM (07 A1) + 9 (B(0)])] V=0 (3.1)

bl
w(t) = [ wdé’, vt > 0,

t A=0
oty = 1?0 o Vi >0

Ot%s)ds stA>0




3.2. CAS NON DISSIPATIF

19

0, Vi e [0,Ty],
K=Y(D(t)), Vt>T,.

D(t) = /Ot eMds,Vt > 0

VIt +Y(E0)]

RO =PO+ v "0
0, vVt > 1o,

' To, Vte|[0,Tp)
_1 E(0)

fo=b (¢<E<o>>)

Remarque 3.1 1. 3.1 = E(t) — 0 quand t — 400
2. SiA=0 (& E est décroissante ) et p(t) = dt"™ avec p >0 et d > 0, alors

E(t) < E(0)el, p=0
3.1 & 1

B(t) < B(0) (£2)". »>0,




Stabilisation dissipative du probléme (P)

Dans ce chapitre, on donne le résultat d’existence et réqularité de solution et on démontre
la stabilité du Probleme (P) en utilisant la méthode de multiplicateurs et les inégalités in
intégrales concernant le cas dissipatif données dans le chapitre précédent.

L’objectif de cette partie est d’étudier la question de la stabilité, i.e :
montrer que E(t) — 0 quand t — 400 et donner une estimation sur sa vitesse de conver-

gence. I est 'énergie du probleme (P) (définie ci-apres).

3.3 Probléme de I’équation des ondes

utt—aAu—i-bu—i-g(ut):O, tZO, x €
(P) q u=0, t>0, €T
u(0, ) = ug, u(0,2) = uy.

Ou Q) C R™ ouvert, borné de frontiere T de classe C*(ug,u;) € Hy(Q) x L*(Q) des donnée
initiale. Au =Y %

g : R —= R fonction continue, croissante et linéaire

et vérifie : Jey,co > 050 |s| < g(s)| < erls], VseR.

20
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3.4 Existence et unicité de solution du (P)

On pose z =1 =u
t

Alors 2/ = u" = uy = alAu — bu — g(z).

u u —2z
= = =
z 2 —alAu~+ bu + g(2)
!/
u —2z
On pose U' = et AU =
2 —alAu+ bu+ g(z)

onalU + AU = 0.

D’autre pas, on pose :

u(0, x U
th—va) - [ ") =),
2(0, z) Uy
u7
= Uy = 0
Uq.
U+ AU =0,
Donc (P) <

et ou A un opérateur linéaire tq :

D(A) = {U € H. tq: AU € H}, Ou H = HL(Q) x L*(Q).
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Domaine de définition D(A)

D(A) {(u) € HA(Q) x L2(Q) tq : (’Z ) eH&(Q)xB(Q)},
. z alAu —bu — g(z)

={ue H(Q)etze L*(Q); z € HY(Q) et (aAu—bu— g(2)) € L*(Q)}.

= D(A) = (H*(Q) N H;(©)) x Hy(9).

On montre que A est maximal monotone :

1. A est monotone :

On a : (Au,u) > 0,Yu € H.

—z u
donc : , = (—z,u) i) + (—adu+bu + g(2), 2) 2 ()
—alAu + bu + g(z) z

H
:—/Vz-Vu—i—/[—aAu—l—bu—i—g(z)]z
Q Q

:—/Vz-Vu+a/—Au-z+/g(z)z+b/u
Q Q Q Q

z—/Vz-Vu+a/Vz-Vu— @—I—b/uz—
Q Q r In Q

= (Au,u) 20

car (g croissante et on considére la norme equivalant [,(a \Vul? + bu?)dz)

Alors A est monotone .
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2. A est maximal :
. f 1 2
Soit € H=Hy(Q) x L*(Q).
h

on cherche ( ! ) € D(A) = (H2 N HL(Q)) N HNQ) tg : U+ AU = ( ! ) .

/

f)EHet(u)eD(A).
h z

|/
—aAu—i—bu—i—g() h|
{uz ...... (1)

=

z—aAu+bu+g(z)=h. - (2)

De I’équation (1), nous trouvons

z=u-f . |-+ (3)
En remplacant (3) dans (2), on trouve :
u—f—alu+bu+glu—f)=h.
= | adAu=u— f+bu+g(u) —g(f) — h.
= aAu € L*(Q) = u € H*(Q) = u e H*(Q) N Hj ()
etz= U, — [ =|ze H{(Q).

€HG(Q)  emi(Q)

‘ alors A est maximal. ‘

Alors ¥ ( o ) € D(A) = H = HQ) x L2(Q).

1
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Uu
ul

< U tq:

u e O(R,, H)()

et solution de (p).
u' € C(R,, L*(Q))

& Jlu e CYR, L*(Q)) N C(Ry, HY () (solution faible).

U

&(%)GMMGWWH%@DHMW,

u/

alors | ) e C'(Ry, H).
u € CY Ry, Hy(9))
= | et
u' € CY Ry, L*())
= u € C*(Ry, L*(Q)) N CHR,, H} () (une solution classique).
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3.5 Stabilité de (P)

On définit une énergie E R, — R, de (p) qui doit défini une norme sur H.

Soit (ug,u1) € H et u la solution correspondent

we C'(Ry, L3(Q) N C(R+, HY(Q))

Meéthodes de Multiplicateurs :

La methode des muttiplicateurs Consiste en générale a multiplier l’equation Considérée dans

systeme par des fonctions bien choisies (qui dépendent de la solution). Intégrer par parties

Sur le Domaine pour montrer que la norme (dans ’espace considére) de la solution vérifie

une négalité intégrale de type des inégalités et donc pouvoir en déduire une estimation de la

stabilité Sur la solution..

On a : [, W —aAu+bu+ g(u)]w'de =0

d’aprés la formule de green on trouve :

Jo [ — aVuVu' + bud + ' g(u')] dz — [ S4u'dz = 0.

= [ [(3(u )2)’+a(%|Vu|2)’+ (3yde = — [,u'g(W

=[5 Jollu )2+ a|Vul* + bu? )dCU] = — [ou'g(u)dx

On pose :E(t) = 5 [,(u )2+ a|Vul® + bu?)da
et on a :E'(t ——fng Ydz < 0.
donc :E : R, — R, est une fonction décroissante.
Et d’autre couté on a : Soit 0 < s <T.

alors :

)dx

T
//(u"—aAu—l—bu—f—g(u'))udxdt:O 0<S<T.
0

:/ u'ul, T dx— / / da:dt—l—a/ /|Vu| dxdt— / /—ud:zcdt—i—b/ udrdt =

:>// )2+ a|Vul? +bu)dwdt—2f Jo

2E (t)

V2dxdt — f Jo ug(u

o

Ndzdt — [, [u'u], T da.
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Ona : 2 //'dxdt<—/ /ug ) dzdt

< —C— E’( )dt
< _CE[E T) — E(S)]
= Qf fQ 2dxdt < E( ) """" (*)

Et on a :

[ [t =~ [ [ (<o) (st (o o< 5 ), v eR

1 ("1
<= / —u? + cog® (v') dxdt (car /go <co/|Vg0| Vi € Hy(2)).

o Co

/ /qu]2+cocgug )dxdt.

< / B(t) — cocs / E(#)dt

= | -[7 foug () dxdt < [F E(t)dt + CoCoE(s). |-+ ()

Et on a :

—/Q[u'u]fda::/Qu'(s)u(s)dx—/Qu'(T)u(T)dx
<5 [ L0006 + @RI + () + (D)) da
<B(s)+ B(T) + o [ (Vul) +[Vu(T)P)da,
Q

< E(s)+ E(T) + co(E(s) + E(T)). etcar: E(T) < E(s)

= | -Jolulide < 2(co + 1)E(s). |+ (% % %)

T ) -
done [, E(t)dt < <£ + coco + 2(co + 1)> E(s)+ [ E(t)dt
On pose : 2 4 coca +2(co +1) = 1,
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On trouve :

r 1
| E@ < B,
on pose T' = 400,
donc : f;roo E(t) <iE(s), Vs>0.
D’apr éns lemme (3.1)(H.K.M)

E(t) < E(0)e! %,

On dit que (P) est exponontialment Stable .

Vs >0,




Conclusion

Les travaux présentés dans ce mémoire Concentrez-vous sur la démonstration de [’exis-
tence de la solution et prouver qu’elle est unique et la régularité en utilisant le théoreme de
lopérateur du maximal monotone. De plus, nous avons pu prouver la stabilité de la solution.
Ces résultats améliorent notre compréhension du probleme et confirment la force et la vali-
dité de la théorie utilisée. Par conséquent, cette étude constitue une contribution importante
au domaine de la recherche et fournit une base solide pour les applications futures et les
développements théoriques.

i
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Les résumé

Résumé
Dans ce mémoire, on a étudié l'ezistence, 'unicité et la réqularité des solutions de (P) ainsi
que sa stabilité exponentielle dans le cas dissipatif. la méthode appliquée est basée sur des

inéqgalités intégrales concernant le cas dissipatif. :

uy —alAu+bu+g(u) =0, t>0, a>0, b>0, €
(P) § u=0, t>0, zel

uw(0,z) = ug, w(0,2) = u.
Mot-clés
Opérateur maximal monotone, Inégalité Intégrale, Stabilité Exponentielle, équation des ondes.
Abstract
In this dessertation, we studied the existence, the uniqueness and the reqularity of the solu-
tions of (P) aswell as its in the dissipative. cas the applied method is based on soure integral
imequalities concerning the dissipative case.

uy —alAu+bu+g(u,) =0, t>0, a>0, b>0, z€Q
(P) uw=0, t>0, 2 €Tl

w(0,z) = ug, w(0,2) = u.
Key words

Monotonic Maximal Operator, Integral Inequality, Exponential Stability, Wave Equation
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