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 شكر  وعرفانشكر  وعرفان

  قال رسول الله صلى الله عليه وسلم 

  ″من لم يشكر الناس لم يشكر الله″

 صدق رسول الله صلى الله عليه وسلم 

الصحة  ألهمناهذا البحث العلمي والذي  إتمامنحمد الله عز وجل الذي وفقنا في 

 .والعافية والعزيمة فالحمد Ϳ حمدا كثيرا

 الأستاذمن شرفنا بإشرافه على مذكرة بحثنا   الىنتقدم بجزيل الشكر والتقدير 

ما على كل  حقه لإيفائهوالذي لن تكفي حروف هذه المذكرة  برياص يوسفالدكتور 

في إثراء  وبشكل كبير  ومعلومات قيمة ساهمت علمية  من توجيهات لنا هقدم

كما نتقدم  و  لم يبخل علينا بوقته الثمين  موضوع دراستنا في جوانبها المختلفة

 :لجنة المناقشة الموقرة أعضاء إلىبجزيل الشكر 

سليم والدكتور الفاضل المناقش كريم بوفراش   الدكتور الفاضل رئيس اللجنة 

لحضورهم وتقييمهم عملنا  صابري يوسفوالدكتور المشرف والمقرر  مجبر

  المتواضع 

بجامعة محمد بوضياف  ةنظريالفيزياء قسم ال أساتذةكل  إلى كما نتقدم بالشكر الجزيل

 . المسيلة

 

 



  

 إهـــــــــــداء 

 

 ꞉بعد  إماالحمد Ϳ وكفى والصلاة على الحبيب المصطفى ومن وفى 

Ϳ الذي وفقنا لتثمين هذه الخطوة في مسيرتنا الدراسية بمذكرتنا هذه  الحمد

حفظهما الله الوالدين الكريمين  إلىمهداة  ,ثمرة الجهد والنجاح بفضله تعالى

  .نورا لدربي وأدامهما

  من أخوة و أخوات تزالكل العائلة الكريمة التي ساندتني ولا الى 

 سندي زوجي علي إلى

غيثو شهد و حنين أولادي قرة عيني  إلى  رعاهم الله وحفظهم 

بجامعة محمد بوضياف  2024دفعة  وجميع فيزياءالقسم  العاملين في الى كل

 مسيلةالب

 

 

 

 زينب

 

 

 

 



 

 إهــــــــداء

 

  ꞉بعد  أماالحمد Ϳ وكفى والصلاة على الحبيب المصطفى ومن وفى 

  هذه الخطوة في مسيرتناͿ الذي وفقنا لتثمين  الحمد

  ,الدراسية بمذكرتنا هذه ثمرة الجهد والنجاح بفضله تعالى 

  الوالدين الكريمين   إلىمهداة  

 .نورا لدربي وأدامهماحفظهما الله      

  من أخوة و أخوات تزاللكل العائلة الكريمة التي ساندتني ولا 

رعاهم الله وحفظهمأولادي قرة عيني عبد الجليل و عبد المجيب و رتال  إلى  

 بجامعة محمد بوضياف المسيلة 2024كل قسم فيزياء نظرية وجميع دفعة  إلى

كل من كان لهم اثر على حياتي إلى  

قلبي ونسيهم قلمي أحبهموالى كل من    

 

 

 

 فطيمة
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حيث تم اكتشافها . بوم احد اهم الظواهر التي اثبثتها نظرية ميكانيك الكم  –يعتبر مفعول اهرنوف              

حين اثبتا أن الالكترونات ممكن أن تتأثر فيزيائيا بالحقل الكهربائي او  [1]من طرف العالمان اهرنوف وبوم 

لا تخضع لهما بشكل مباشر  هدا الاكتشاف لم ينل اهتمام الباحثين أنداك  إلا في  الحقل المغناطيسي رغم انها

ان مفعول اهارونوف بوم هو ظاهرة كمية بحتة   Romsey [2]و  Furryحيث اثبت الباحثان   1960عام 

اب أيضا قام بدراسة تأثير تقلبات الفراغ على قابلية حس) 1961](3[ميلر . وليس لها أي مكافئ كلاسيكي

بعد دلك اثبتا . موجود حتى عندما تكون هذه الاضطرابات موجودة BAحيث وجد أن مفعول , BAمفعول 

اخد فاينمان، لايتون . ضروري للتوافق مع مبدأ الارتياب BAبان مفعول ) 1961] (4[بشيكينوتامي و تاسي 

ث شرحوا هذا المفعول حي, »محاضرات فاينمان في الفيزياء«في كتابهم  BAمفعول ) 1964] (4[وساندز 

في تلك الوقت، تم الحصول على بعض النتائج التجريبية . جيدا واعتبروه كإثبات لحقيقة الكمون الشعاعي

ومع ذلك أشار اهارونوف وبوم في . BA، وبدا أن الناس يؤمنون بوجود مفعول BAالمتوافقة مع نظرية 

كان من الضروري انتظار . يدا صحيحا لنظريتهما، انه لا يمكن اعتبار أي من هذه التجارب تأك]5[ورقتهما

و التي تعتبر على الدليل التجريبي الوحيد الذي يؤكد وجود مفعول ] 8,7,6[التجارب الرائعة لتونومورا 

 . بوم–اهارونوف 

على حساب انتشار ]9[من ناحية أخرى، في الكثير من ورقهم الأصلية، ركز اهارونوف وبوم            

بما انه في العادة تستعمل . الجسيمات بواسطة سوليونويد قطره صغير جدا ودلك باستعمال معادلة شرود ينغر

، فمن المنطقي التساؤل كيف ياثر ادخال السبين على 1/ 2في هده التجارب الجسيمات الأولية التي لها سبين

فيلساك بدراسة التفاعل بين الخيوط الكسمولوجية و الضوء  قام الفورد و, النتائج؟ للإجابة على هدا السؤال

على اقتراح نموذجا ]  11,10[هذا العمل ، شجع هاجن . حيث وجد ان سعة الانتشار لم تتأثر بوجود السبين

حيث قام بإدخال  دلتا ديراك لدراسة انتشار جسيمات سبينها يساوي  BAللحقل المغناطيسي مناسبا لمفعول 

حيث اثبت ان بعض الحلول التي , بت هاغن أن تأثير دالة ديراك لا يمكن إهماله في وجود السبينلقد اث.  2/1

فان هده الحلول , وبالتالي. تكون شاده عند المركز تصبح مسيطرة بعيدا عنه وبالتالي تصبح مقبولة فيزيائيا

  .تؤثر على زاوية الطور ومنه تغير المقطع الفعال لهدا الانتشار

على أساس علاقات التبديل المبنية في السنوات الأخيرة، تمت دراسة العديد من نماذج ميكانيكا الكم           

هذا التعديل لعلاقة التبديل يؤدي إلى ظهور ارتياب صغيري في الموضع . المعدلة من قبل العديد من الفيزيائيين

ل معدلة تؤدي إلى ظهور قيم قصوى في هناك أيضًا علاقات تبدي]. 13[، ] 21[مما يؤدي إلى حد أدنى للطول 

  ].14-21[كمية الحركة 
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بعد إدخال الثابت الكوني في نظرية النسبية العامة لأينشتاين للحصول على حلول كونية ثابتة ، اقترح          

كنتيجة . دراسة معادلات الفيزياء الذرية في الزمكان بثابت كوني وهو ما يسمى فضاء  دي سيتر] 22[ديراك 

 deبنسبية الخاصة  Poincaréدلك، في ظل وجود ثابت كوني، يجب استبدال النسبية الخاصة العادية لـ ل

Sitter . ومن المثير للاهتمام، أن جبرDeSitter  سرعة الضوء ]23[المشوه له مقياسان ثابتان ،c  ونصف

 Guoفي الآونة الأخيرة ، تم برهن  . ، على التواليdSو  AdSلـ ± علامة  ترمز، حيث R = ± 3 / Λالقطر 

 Mignemiعلاوة على ذلك، أظهر . DSأن هناك تطابقاً بين نموذج سنايدر والنسبية الخاصة  ]24[ورفاقه

، يجب تعديل علاقة التبديل بإدخال تعديلات تتناسب مع الثابت  dS (A)ل backgroundأنه في ] 25[

  .الكوني

وهزاز ديراك    وعلىلجسيمات نسبية اعلى  بوم –مفعول اهرنوف رة سنقوم بدراسة تاثير في هده المدك       

  حيث دو سيترضد  في فضاء  ودلك في الفضاء العادي و

ودلك  لثانيلجسيمات نسبية في وجود السبين وهزاز ديراك في الفصل اادراسة بقوم و  ن لاولفي الفصل ا      

  .حيث نقوم بحلها ثم نستخرج طيف الطاقة في الفضاء العادي باستعمال معادلة ديراك

. دو سيتر ضد لكن هده المرة في فضاء ين السابقيننقوم بإعادة دراسة الفصل لثالث و الرابعفي الفصل ا      

  .اين تكون علاقة الارتياب لهايزنبرغ معدلة
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   :الفصل الاول

بوم  - مفعول اهارونوفتأثير 

𝟏سبيندو جسيم على 

𝟐
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ଵسبينبوم على جسيمات ذات  - تأثير مفعول اهرنوف: الفصل الأول

ଶ
 

  

سبين  دو   في هذا الفصل سنقوم بدراسة مفعول اهارونوف بوم بالنسبة لجسيم  
ଵ

ଶ
حيث سنقوم بحل معادلة . 

 . ديراك واستخراج طيف الطاقة

 معادلة ديراك  .1

  دو سبينفي  mجسيم كتلته بوم  على  -عند تطبيق مفعول اهرانوف 
ଵ

ଶ
حقل مغناطيسي معرف أي نطبق  

  ꞉بالعبارة

𝐵ሬ⃗ (𝑟) =
ః

ଶగ

ఋ(௥ିோ)

ோ
𝑒௭ )1-1                                                                                             (  

  هدا الحقل مشتق من الكمون الشعاعي  التالي

Aሬሬ⃗ =
ః

ଶగ௥
ϴ(𝑟 − 𝑅)𝑒ఏ )2-1                                                                                            (  

𝛿(𝑟حيث − 𝑅)  وϴ دالتا  يمثلانDirac   وHeviseid  لحالة نحصل على معادلة في هده ا. على التوالي

  ديراك بتطبيق مبدأ الارتباط الاصغري فنحصل على المعادلة التالية

𝐵. (𝑀 + γሬ⃗ . πሬሬ⃗ ). Ѱ =  E. Ѱ                                                                                               (1,3)   

πሬሬ⃗حᘭث  = pሬ⃗ − e. Aሬሬ⃗  وكداك فرضنا ћ = 𝑐 = 𝛽𝛾௜ فوفاتمصالنعرف أن . 1 ‚𝛽  بدلالة مصفوفات تعرف

  كما يلي باولي

 𝛽 = σ୸, 𝛽. 𝛾௜ = ൫σ௫ , s. σ௬൯ )4-1                                                                                 (  

1 - ( ᡧ(ᘌساوي  و UPبالنسبة للنسبيين +) 1(يساوي  sحيث   ᢕᣌة لسبᘘالنسᗷdown.  
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𝑀)في ) 1-3( طرفي المعادلة بضرب + 𝛽𝐸 − γሬ⃗ . πሬሬ⃗ ). β نحصل على المعادلة التالية  

[𝐸ଶ − 𝑀ଶ + (γሬ⃗ . πሬሬ⃗ )(γሬ⃗ . πሬሬ⃗ )]Ѱ = 0                                                                          (1 5- ) 

يمكن تبسيطه باستخدام الخاصية   (𝛾⃗. πሬሬ⃗ )(𝛾⃗. πሬሬ⃗ )   الحد

൫𝜎⃗. Aሬሬ⃗ ൯. ൫𝜎⃗. Bሬሬ⃗ ൯ = Aሬሬ⃗ . Bሬሬ⃗ + 𝑖𝜎⃗. ൫Aሬሬ⃗ × Bሬሬ⃗ ൯ )6-1                                                                          (
   

  حيث

൫Ɣሬሬ⃗ πሬሬ⃗ ൯൫Ɣሬሬ⃗ πሬሬ⃗ ൯ = 𝜋ଶ + 𝑖𝜎(πሬሬ⃗ ∧ πሬሬ⃗ ) 

                    = (pሬ⃗ − 𝑒𝐴)ଶ + (pሬ⃗ − 𝑒𝐴) × (pሬ⃗ − 𝑒𝐴) 

                    = pଶ − 𝑒(pሬ⃗ 𝐴 + 𝐴pሬ⃗ ) + (𝑒ଶ𝐴ଶ) − 𝑒𝐴 ∧ pሬ⃗ − 𝑒pሬ⃗ ∧ 𝐴  )7-1                          (  

               = − ቆ
𝑑ଶ

𝑑𝑟ଶ
+

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
+

1

𝑟ଶ

𝑑ଶ

𝑑𝜃ଶ
ቇ −

1

𝑟ଶ
൬

𝑑

𝑑𝜃
+ 𝜈. 𝛩(𝑟 − R)൰

ଶ

+ 𝜎௭

𝜈𝑠

𝑅
𝛿(𝑟 − R) 

 

احصل على المعادلة التالية  (1 5- )    هده العبارة في المعادلة  نعوض 

ቆ
ௗమ

ௗ௥మ
+

ଵ

௥

ௗ

ௗ௥
+

ଵ

௥మ ൬(
ௗ

ௗఏ
+ 𝜈𝛩(𝑟 − R)൰

ଶ

+ 𝑘ଶ − 𝜎௭
ఔ௦

ோ
𝛿(𝑟 − R)ቇ Ѱ = 0              (1-8)                                   

𝑘ଶحيث      = 𝑀ଶ − 𝐸ଶ و السبينور 

  على شكل السلسة التالية Ѱଵالآن المركبة الأولى  نكتب 

Ѱଵ =  ∑ 𝑓௠
ାஶ
௠ୀିஶ (𝑟)𝑒௜௠ఏ                                                                                   (1-9) 

  نجد معادلة الجزء القطري التالية) 1- 8(  المعادلة بالتعويض في

ቀ
ௗమ

ௗ௥మ
+

ଵ

௥

ௗ

ௗ௥
−

ଵ

௥మ
(𝑚 + 𝜈. 𝜃(𝑟 − R))ଶ + 𝑘ଶ − 𝜎௭

ఔ௦

ோ
𝛿(𝑟 − R)ቁ 𝑓௠(𝑟) = 0        (1-10) 
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  نجد المعادلتين  التاليتين  Heviseidو  Diracباستعمال خواص الدالتين 

ቀ
ௗమ

ௗ௥మ
+

ଵ

௥

ௗ

ௗ௥
−

(௠ାఔ)మ

௥మ
+ 𝑘ଶቁ 𝑓௠(𝑟) = 0     𝑟 > 𝑅

ቀ
ௗమ

ௗ௥మ
+

ଵ

௥

ௗ

ௗ௥
−

௠మ

௥మ
+ 𝑘ଶቁ 𝑓௠(𝑟) = 0            𝑟 < 𝑅

                                               (1-11) 

  ꞉المعادلة بالشكل التالي نحصل على المعادلتين التاليتينبادخال المتغير الجديد 

ቀ𝑦ଶ.
ௗమ

ௗ௥మ
+ 𝑦.

ௗ

ௗ௬
+ 𝑦ଶ − (𝑚 + 𝜈)ଶቁ 𝑓௠(𝑦) = 0     𝑟 > 𝑅

ቀ𝑦ଶ.
ௗమ

ௗ௥మ
+ 𝑦.

ௗ

ௗ௬
+ 𝑦ଶ − 𝑚ଶቁ 𝑓௠(𝑦) = 0                 𝑟 < 𝑅

                                  (1-12) 

المعاداتين هي   حلول هتان  

𝑓௠(𝑟) = ቈ
𝐴௠. 𝑗|௠ାఔ|(𝑘𝑟) + 𝐵௠. 𝑗ି|௠ାఔ|(𝑘𝑟),         𝑟 > 𝑅               

𝐶௠. 𝑗|௠|(𝑘𝑟),                      𝑟 < 𝑅                                            
                  )13-1(                        

 .تمثل دالة بيسال 𝑗|௠|(𝑘𝑅)حيث 

  ꞉الحلول  تعديل

لكن عند  .لاحظنا أن المعادلة تحتوي على دالة ديراك في الحين أن الحلول في المنطقتين لا تتأثران بها
  ꞉البحث عن ثوابت التكامل عند الشروط الابتدائية فان تأثير دالة ديراك يدخل كما يلي

   𝑓௠(𝑅 − ε)௜௡ = 𝑓௠(𝑅 − ε)௢௨௧ )14 -1                                                                          (  

   [
ௗ௙೘

ௗ௥
]ோିఌ

ோାఌ =
ఈ௦

ோ
𝑓௠(𝑟) )15 -1                                                                                        (  

  نحصل علة المعادلتين التاليتين) 1-13(بتطبيق هدين الشرطين على المعادلة 

𝐶௠. 𝑗|௠|(𝑘𝑅) = 𝐴௠ . 𝑗(௠ାఔ)(𝑘𝑅) + 𝐵௠ . 𝑗ି|௠ାఔ|(𝑘𝑅)                                         
ఈ௦

ோ
. 𝑗|௠|(𝑅) = 𝐴௠ . 𝜕ோ𝑗|௠ାఔ|(𝑘𝑅) + 𝐵௠ . 𝜕ோ𝑗ି|௠ାఔ|(𝑘𝑅) − 𝐶௠ . 𝜕ோ𝑗|௠|(𝑘𝑅)

  (1-16)   
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  حيث دوال بيسال تاخد الشكل التاليللحصول على الحلول نقوم بنشر الدوال حتى الرتبة الاولى 

𝑗ఔ(𝑘𝑅)~
(௞.ோ)ഌ

ଶഌ.୻(ఔାଵ)
+ 𝑂(𝑅ఔାଶ)

డ௝ഌ(௞ோ)

డோ
~

௞.ఔ.(௞.ோ)ഌషభ

ଶഌ.୻(ఔାଵ)
+ 𝑂(𝑅ఔାଵ)

                                                              (1-17) 

  نج) 16-1(العبارتان في المعادلتين  بتعويض هاتان

஻೘ 

஺೘ 
=

|௠ାఔ|ି|௠|ିఔ௦

|௠ାఔ|ା|௠|ାఔ௦
.

Г(ଵି|௠ାఔ|)

Г(|௠ାఔ|ାଵ)
. ቀ

ೖೃ

మ
ቁ

ଶ|௠ାఔ|
+ 𝑂(ோ

|௠ାఔ|ାଵ)  )18-1                             (  

 ꞉الشرط الا اذا تحقق|ோଶ|௠ାఔ,اكبر من ةهذه النسبة تؤول إلى الصفر بسرع  R⟶ 0,لما

|𝑚 + 𝜈| = −|𝑚| − 𝜈𝑠                                                               ( 19-1 )

  

يجب أن تحقق المتراجحة  )1-18(في المعادلة KR يجب أن نلاحظ أن أس الحد   )1-19( ,بالإضافة إلى العلاقة
 ꞉التالية

2|𝑚 + 𝜈| < |𝑚 + 𝜈| + 1  )20-1                                                             (                          
                                                                

 ꞉اي  

|𝑚 + 𝜈| < 1  )21-1                                                                                                     (  

  

يمكن كتابتها على الشكل التالي  𝑟 > 𝑅 الحالة  في   𝑓௠(𝑟) الدالة 

𝑓௠(𝑟) = 𝐶௠(kR)|௠| ቂ
ଶ|೘శ𝜈|ష೘  Г(|௠ା𝜈|ାଵ)

Г(|௠|ାଵ)
.

|௠ା𝜈|ା|௠|ା𝜈௦

ଶ|௠ା𝜈|
. (kR)ି|௠ା𝜈|. 𝑗|௠ା𝜈|(kR)    

            +   Г(ଵି|௠ା𝜈|)

ଶ|೘శ𝜈|శ೘  Г(|௠|ାଵ)
.

|௠ା𝜈|ି|௠|ି𝜈௦

ଶ|௠ା𝜈|
. (kR)|௠ା𝜈|. 𝑗ି|௠ା𝜈|(kR)ቃ )22 -1                                        (  
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في    )1-21( و   )1-19(إذا تحقق الشرطين منتظمادائما  يكون )1-12( المهم التأكيد هنا أن حل المعادلة من
يمكن ان نتحقق ان هذين  .مقبول فيزيائيا 𝑗ି|௠ାఔ|(𝑘R)  في هذه الحالة يصبح الحل غير المنتظم  .وقت واحد
  :تحققان اذا كانالشرطين ي

 

𝑚 = −𝑁, 𝑁 ≥ 0,   𝑠 = او              1−

او
𝑚 = −𝑁 − 1, 𝑁 + 1 < 0,   𝑠 = +1

                                                            )23-1   (                                              

  

.يفرض المتراجحة  )1-20(نلاحظ أن الشرط  𝛼𝑠 <  ,كمؤثر جدب) 1- 10(مما يجعل دالة دلتا في المعادلة 0
 .في المركز 𝑗ି|௠ାఔ|(kR)اكثر تاثيرا من الدالة  𝑗ି|௠ାఔ|(𝑘R)هذا يعني أن الدالة 

  ꞉تعطى ب Ѱଵالمركبة الاولى 

Ѱଵ = ∑ 𝑒௜
ഏ

మ
|௠ାఔ|

𝑗|௠ାఔ|(kR)𝑒௜௠ఏ + 𝛩(𝑠)𝛩(−α)𝑒ି௜(ேାଵ)ఏ𝑒௜
ഏ

మ
(ଵିఉమ)𝑗ఉିଵ(kR) +

𝛩(−s)𝛩(𝛼)𝑒ି௜ேఏ𝑒௜
ഏ

మ 𝑗ఉ(kR)                                                                              (1 -24) 
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  :الفصل الثــــــاني

بوم  - مفعول اهارونوفتأثير 

  لهزاز ديراك
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 حل معادلة ديراك .1

  ꞉تكتب كما يلي  Ѱبدلالة مركبتي السبينور  Mمعادلة  ديراك لجسيم كتلته        

(𝐵γሬ⃗ πሬሬ⃗ + 𝐵𝑀)Ѱ =  EѰ                                                                                         (1 1- )   

 

πሬሬ⃗يمثل الارتباط الاصغري و   = (pሬ⃗ − 𝑒𝐴)  هو الكمون الشعاعي ث حي Aሬሬ⃗  وهو نفس المعرف في الفصل
  .الاول

  ꞉بالكمية التاليةالسابقة  في معادلة ديراك  pሬ⃗تغيير  نقوم , هزاز ديراك ثنائي البعدللحصول على معادلة ديراك ل

pሬ⃗ → pሬ⃗ − 𝑖𝑀𝜔𝛽r⃗                                                                                                    ( -2 2) 

 ꞉تكتب كما يلي ABفان معادلة ديراك لهزاز ديراك ثنائي البعد في وجود مفعول  وبالتالي

EѰ =   [𝛽γሬ⃗ (πሬሬ⃗ − 𝑖𝑀𝜔𝛽r⃗) + 𝛽𝑀]Ѱ                                                                      (2 3- ) 

ଶباستعمال الخاصية  =   ꞉على الشكل التالي السابقةالمعادلة كننا كتابة فانه يم,  1

β [γሬ⃗ (πሬሬ⃗ − 𝑖𝑀𝜔𝛽r⃗) + 𝑀 − 𝛽𝐸]Ѱ = 0                                                                  (2 4- ) 

  بضرب المعادلة في المؤثر

 [γሬ⃗ (πሬሬ⃗ − 𝑖𝑀𝜔𝛽r⃗) − 𝑀 − 𝛽𝐸]β  

 نحصل على المعادلة التالية

[γሬ⃗ (πሬሬ⃗ − 𝑖𝑀𝜔𝛽r⃗)γሬ⃗ (πሬሬ⃗ − 𝑖𝑀𝜔𝛽r⃗) − 𝑀ଶ + 𝐸ଶ]Ѱ = 0                                            (2 5- ) 

  الحد الأول في الجانب الأيس نحسب اولا

γሬ⃗ (πሬሬ⃗ − 𝑖𝑀𝜔𝛽r⃗)γሬ⃗ (πሬሬ⃗ − 𝑖𝑀𝜔𝛽r⃗)

= γ.ሬሬ⃗ πሬሬ⃗ . γሬሬሬ⃗ . πሬሬ⃗ − 𝑖𝑀𝜔γሬ⃗ . πሬሬ⃗ . γሬ⃗ . 𝛽r⃗  − 𝑖𝑀𝜔γሬ⃗ . 𝛽r⃗. πሬሬ⃗ . γሬ⃗ −  𝑀ଶ𝜔ଶγሬ⃗ 𝛽r⃗. γሬ⃗ . 𝛽r⃗ 

            = γሬ

  

  التالية   Gammaبتطبيق خواص المصفوفات 

𝛾௫𝛾௬ − 𝛾௬𝛾௫ = ೔

మ
𝛿௫௬

𝛾௫𝛾௬ − 𝛾௬𝛾௫ = ೔

మ
𝛿௫௬ )8-2                                                                                             (  

 وكداك عبارة الكون الشعاعي في الإحداثيات الكارتيزية التالية
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𝑒𝐴 =  ൞

 𝑒𝐴௫ =
−𝛼𝑦

𝑥ଶ + 𝑦ଶ

𝑒𝐴௬ =
𝛼𝑥

𝑥ଶ + 𝑦ଶ

ൢ 

  د الأول التاليةنجد عبارة الح

γሬ⃗ (πሬሬ⃗ − 𝑖𝑀𝜔𝛽r⃗)γሬ⃗ (πሬሬ⃗ − 𝑖𝑀𝜔𝛽r⃗) = γሬ⃗ . π.ሬሬሬ⃗ γሬ⃗ . πሬሬ⃗ − 𝑀𝜔2𝑟2 + 2𝑀𝜔𝑠[𝐿
𝑧

+ 𝛼] )7-2                (  

𝐿௭حيث   = 𝑥𝑝௬ − 𝑦𝑝௫ 

 
 ꞉نحصل على المعادلة التالية, )2-5(المعادلة في) 2-7(بتعويض 

[γሬ⃗ . πሬሬ⃗ . γሬ⃗ . πሬሬ⃗  − 𝑀ଶ𝜔ଶ𝑟ଶ + 2𝑀𝜔[1 − 𝑠(𝐿௭ + 𝛼)] 𝛽 + 𝐸ଶ − 𝑀ଶ] Ѱ = 0 )8-2                  (
    

 فان , كما رأينا في الفصل الأول

  γሬ⃗ . πሬሬ⃗ . γሬ⃗ . πሬሬ⃗ =  −πଶ + 𝑒𝑠𝜎௭𝐻 , 𝐿௭ =
ଵ

௜

డ

డఏ
)9-2(                                                                  

    

  ꞉ نحصل على المعادلة التفاضلية التاليةلمعادلة السابقة بالتعويض ا

ቈ
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
 𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟ଶ
൬

𝜕𝜈

𝜕𝑟
 + 𝑖൰

ଶ

− 𝑀ଶ𝜔ଶ𝑟ଶ + 𝐸ଶ − 𝑀ଶ + 2𝑀𝜔 ൬1 − 𝑠(
1

𝑖

𝜕

𝜕𝑟
 + 𝜈)൰ 𝜎ଷ   

 −
ఈ௦

ோ
 𝛿(𝑟 − 𝑅) 𝜎ଷቃ   Ѱ = 0                                                                                         )10-2(   

 .ارتباط السبين بالعزم المغناطيسي يعبر عن تحتوي على حد الأخيرةالمعادلة  أننلاحظ 

  ꞉كالتالي الأولىالمركبة  نعرف 

Ѱଵ =  ∑ 𝑓௠
ାஶ
௠ୀିஶ (𝑟)𝑒௜௠ఏ                                                                                  )11-2(  

          

  ꞉بالتعويض في المعادلة السابقة نحصل معادلة الجزء القطري التالية

  

ቈ
𝑑ଶ

𝑑𝑟ଶ
+

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
− 𝑀ଶ𝜔ଶ𝑟ଶ −

(𝑚 + 𝜈)ଶ

𝑟ଶ
+ 𝐸ଶ − 𝑀ଶ + 2𝑀𝜔 ൫1 − 𝑠(𝑚 + 𝜈)൯  

 −
ఔ௦

ோ
 𝛿(𝑟 − 𝑅) ቃ 𝑓௠(𝑟) = 0 )12 -2(                                                                                

 ꞉هده المعادلة تكتب في المنطقتين كالتالي
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ቂ
ௗమ

ௗ௥మ
+

ଵ

௥

ௗ

ௗ௥
− 𝜆ଶ𝑟ଶ −

௠మ

௥మ
+ 𝑘௜௡௧

ଶቃ 𝑓௠(𝑟) =0           ,   r< 𝑅 )13-2  (                              

ቂ
ௗమ

ௗ௥మ
+

ଵ

௥

ௗ

ௗ௥
− 𝜆ଶ𝑟ଶ −

(௠ାఔ)మ

௥మ
+ 𝑘௜௡௧

ଶቃ 𝑓௠(𝑟) =0    ,   r> 𝑅 )14-2(                                 

  ꞉حيث

𝑘௢௨௧
ଶ = 𝐸ଶ − 𝑀ଶ + 2𝑀𝜔[1 − 𝑠(𝑚 + 𝜈)] )15 -2(                                                        

𝑘௜௡௧
ଶ = 𝐸ଶ − 𝑀ଶ + 2𝑀𝜔(1 − 𝑠𝑚),        𝜆ଶ =  𝑀ଶ𝜔ଶ )16 -2(                                       

  

نطقة حيث يعطى في الم, تقاربةيعطى بدلالة الدالة الفوق هندسية المفي المنطقتين الحل العام للمعادلة القطرية  
𝑟 > 𝑅 ب  

𝑓௠(𝑟) =  exp ൬−
𝑀𝜔

2
𝑟ଶ൰ . ቎𝐴௠. 𝑟|௠ା𝜈|.ଵ 𝐹ଵ ቌ

|𝑚 + 𝜈| + 1 −
௞೚ೠ೟

మ

ଶெఠ

2
, |𝑚 + 𝜈| + 1, 𝑀𝜔𝑟ଶቍ  

              +𝐵௠𝑟ି|௠ା𝜈|
ଵ𝐹ଵ ൭

ଵି ⌈௠ା𝜈⌉ି
ೖ೚ೠ೟

మ

మಾ

ଶ
, 1 − |𝑚 + 𝜈| , 𝑀𝜔𝑟ଶ൱൩                 )17 -2                       (   

𝑟و في المنطقة  < 𝑅  ب  

𝑓௠(𝑟) = 𝐶௠. exp ቀ−
ெఠ

ଶ
𝑟ଶቁ . 𝑟|௠|.ଵ 𝐹ଵ ൭

|௠|ାଵି
ೖ೚ೠ೟

మ

మಾഘ

ଶ
, |𝑚| + 1, 𝑀𝜔𝑟ଶ൱                                 )18 -2 (   

 ثوابت 𝐶௠و 𝐴௠𝐵௠وحيث

تأثير دالة دلتا يأخذ في عين الاعتبار في علاقات كما راينا في الفصل السابق فان 
 ).1-15(و ) 1-14(الاستمرارية 

  ꞉كالتالييكتبان  المتقاربة ومشتقها الأول  الدالة الفوق هندسية ,في التقريب الاصغري

𝐹ଵ[(𝛼, 𝑐, 𝑀𝜔𝑟ଶ)]௥ୀோ  ≈ 1 )19-2(                                                                  

ቂ
ௗభிభ൫௔,௖,ெఠ௥మ൯

ௗ௥
ቃ

௥ୀோ
=

ଶ௔

௖
𝑀𝜔𝑅 )20-2                                                         (  

  ꞉تصبح) 1-14(وبالتالي فان المعادلة 

𝐶௠𝑅|௠| =  𝐴௠𝑅|௠ା𝜈| +  𝐵௠𝑅ି|௠ା𝜈| )21-2 (                                                

𝑅 للحالة 𝑓௠(𝑟) نحصل على الدالة الغير مقننة  )1- 15(و 14-1( بتطبيق المعادلتين < 𝑟 ) عند
 R)بدلالة  الرتبة الأولى
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 𝑓௠ = 𝑅|௠|𝑒ି
ಾഘ

మ
௥మ

 

⎝

⎜⎜
⎛

 𝑅ି|௠ା𝜈|

|𝑚| + |𝑚 + 𝜈| + 𝜈𝑠 + 𝑅ଶ𝑀𝜔 ൥
|௠|ାଵ

಼మ
೔೙

మಾ
 ଵି|௠ା𝜈|ି

಼మ
೚ೠ೟

మಾഘ

|௠|ାଵ      ଵି|௠ା௔|
൩

2|𝑚 + 𝜈| + 𝑅ଶ𝑀𝜔 ቈ
ି

಼మ

మಾഘ
ି

಼మ

మಾഘ

|௠ା𝜈|ାଵ      ଵି|௠ା𝜈|
቉

  

                     × 𝑟|௠ା𝜈|
ଵ𝐹ଵ ቀ

ଵ

ଶ
ቂ|𝑚 + 𝜈| + 1 −

௄మ
೚ೠ೟

ଶெఠ
ቃ , |𝑚 + 𝜈| + 1, 𝑀𝜔𝑟ଶቁ                      

+𝑅|௠ା𝜈|

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

1 −

(|𝑚| + |𝑚 + 𝜈| + 𝜈𝑠) + 𝑅ଶ𝑀𝜔 ൥
|௠|ାଵ

಼మ
೔೙

మಾഘ
 ଵି|௠ା𝜈|ି

಼మ
೚ೠ೟

భష|೘శ𝜈|

|௠|ାଵ      ଵି|௠ା𝜈|
൩

2|𝑚 + 𝜈| + 𝑅ଶ𝑀𝜔 ቈ
ି

಼మ

మಾഘ
ି

಼మ

మಾഘ

|௠ା𝜈|ାଵ      ଵି|௠ା𝜈|
቉

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

                   × 𝑟|௠ା𝜈|
ଵ𝐹ଵ ቀ

ଵ

ଶ
ቂ1 − |𝑚 + 𝜈| −

௄మ
೚ೠ೟

ଶெఠ
ቃ , 1 − |𝑚 + 𝜈| , 𝑀𝜔𝑟ଶቁቇ )22 -2                        (

   

  نحصل على  R=0النهاية  عند 

 𝑓௠ = 𝑅|௠|  ൤ቀ
ோ

௥
ቁ

ି|௠ା𝜈|

ቀ
ଵ

ଶ
+

|௠|ା𝜈௦

ଶ|௠ା𝜈|
ቁ

ଵ
𝐹ଵ ቀ

ଵ

ଶ
ቂ|𝑚 + 𝜈| + 1 −

௄మ
೚ೠ೟

ଶெఠ
ቃ , |𝑚 + 𝜈| + 1, 𝑀𝜔𝑟ଶቁ  )23-2( 

 + ቀ
ோ

௥
ቁ

|௠ା𝜈|

ቀ
ଵ

ଶ
 −

|௠|ା𝜈௦

ଶ|௠ା𝜈|
ቁ

ଵ
𝐹ଵ ቀ

ଵ

ଶ
ቂ1 − |𝑚 + 𝜈| −

௄మ
೚ೠ೟

ଶெ
ቃ , 1 − |𝑚 + 𝜈| , 𝑀𝜔𝑟ଶቁ൨ . 𝑒𝑥𝑝(−

ெఠ

ଶ
𝑟ଶ) 

الحل الوحيد الممكن هو  [12]في المعادلة الاخيرة هي نفسها في  نلاحظ ان المعاملات المحسوبة
  الحل الشاذ

  نستنتج ان الحل الشاذ يحدث عندما تكون

 𝑚 = −𝑁,        𝑁 ≥ 0,                   𝑠 = −1    )24-2                  (                  
او   

𝑚 = −𝑁 − 1,    𝑁 + 1 ≤ 0,        𝑠 = +1 )25-2          (                              
  

  ꞉تعطى ب Ѱଵوبالتالي فان الدالة 

Ѱଵ(𝑟 , 𝜃) = 𝜃(𝑠)𝜃(−𝑎)௔ିேିଵ𝑒ି௜(ேାଵ)ఏೝᶓିଵ
ଵ𝐹ଵ ቆ

1

2
ቈᶓ −

𝐾ଶ
௢௨௧

2𝑀𝜔
቉ , ᶓ , 𝑀𝜔𝑟ଶቇ 𝑒ି(

ಾഘ

మ
௥మ) 

                +𝜃(−𝑠)𝜃(𝑎)௔ିே𝑒ି௜ேఏೝᶓ
ଵ𝐹ଵ ቀ

ଵ

ଶ
ቂ1 −  ᶓ −

௄మ
೚ೠ೟

ଶெఠ
ቃ , 1 − ᶓ , 𝑀𝜔𝑟ଶቁ 𝑒ି(

ಾഘ

మ
௥మ)  )26 -2                (

            

            + ෍ 𝑎௠𝑟|௠ା𝜈|
ାஶ

ିஶ
𝑒ି(

ಾഘ

మ
௥మ)𝑒௜௠ఏ

ଵ

𝐹ଵ ቆ
1

2
ቈ|𝑚 + 𝜈| + 1 −

𝐾ଶ
௢௨௧

2𝑀𝜔
቉ , |𝑚 + 𝜈| + 1 , 𝑀𝜔𝑟ଶቇ 
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  حيث  

𝛼 = 𝑁 + ᶓ  , 0 ≤ ᶓ < 1      N2-27( عدد صحيح ثابت                               (  

 السلسة المقاربة تؤول عند القيم الموجبة الكبيرة إلى العبارة التالية 

𝐹(𝑎, 𝑐, 𝑧) =   
௥(௖)

௥(௔)
𝑒௭𝑧௔ି௖ )28-2                                 (                                 

 ꞉كما يلي  Ѱଵوبالتالي تصبح دالة الموجية 

Ѱଵ~ ∑ 𝑎௠
ାஶ
௠ୀିஶ 𝑟|௠ା𝜈|𝑒

ಾഘ

మ
௥మ

𝑟ି

಼మ
೚ೠ೟

ಾഘ
శ|೘శ𝜈|శభ

మ                                                 

   +𝜃(−𝑠)𝜃(𝛼)௔ିே𝑒ି௜ேఏ𝑟ିᶓ𝑒
ಾഘ

మ
௥మ

𝑟ି
భ

಼మ
೚ೠ೟

ಾഘ
శభషᶓ

మ  

      +𝜃(𝑠)𝜃(−𝛼)௔ିேିଵ𝑒ି௜(ேାଵ)ఏ𝑟ᶓିଵ𝑒
ಾഘ

మ
௥మ

𝑟ି
భ

మ

಼మ
೚ೠ೟

ಾഘ
ାᶓ )29-2(                    

 . بارة عن ثابتع𝑎௠ حيث 

𝑎 لا يمكن تجنب هذا التباعد إلا بوضع .العبارة الأخيرة متباعدة أسيا = −𝑛1,2حيث,... n=   وبالتالي 
  إذن Laguerre).كثيرالحدود(  nتتحول السلسلة إلى كثير حدود من الدرجة

  

  

Ѱଵ(𝑟 , 𝜃) = ෍ [𝑎௠,௡

ାஶ

ିஶ
𝑟|௠ାఔ|𝐿௡

|௠ାఔ|
(𝑀𝜔𝑟ଶ)𝑒

ିቀ
ಾഘ

మ
௥మቁ

𝑒௜௠ఏ] 

                  +𝜃(−𝑠)𝜃(𝛼)௔ିே,௡𝑟ିᶓ𝐿௡
ିᶓ(𝑀𝜔𝑟ଶ)𝑒

ିቀ
ಾഘ

మ
௥మቁ

𝑒ି௜ே 

                 +𝜃(𝑠)𝜃(−𝛼)௔ିேିଵ,௡𝑟ᶓିଵ𝐿௡
ᶓିଵ

(𝑀𝜔𝑟ଶ)𝑒
ିቀ

ಾഘ

మ
௥మቁ

𝑒ି௜(ேାଵ)ఏ )30 -2               (  

 

 حيث الثوابت 
௡!௥(|௠ାఔ|ାଵ)

௥(|௠ାఔ|ା௡)
𝑎௠ = 𝑎௠,௡   

  طيف الطاقة .2

  ꞉فإننا نحصل على طيف الطاقة للحل غير الشاذ من الشرط  ,غير محقق) 2-27(عندما يكون الشرط 

ଵ

ଶ
ቂ|𝑚 + 𝜈| + 1 −

௄మ
೚ೠ೟

ଶெఠ
ቃ =  −𝑛 )31-2(                                                         
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  ꞉حصل على عبارة الطاقة التاليةن ,وبالتالي 

𝐸 =  ඥ𝑀ଶ + 2𝑀𝜔 [|𝑚 + 𝜈| + 𝑠 (𝑚 + 𝜈) + 2𝑛]
±

)32 -2                           (  

𝑚)في الحالة الأولى .بالنسبة للحل الشاذ لدينا حالتين = −𝑁, 𝑁 + 1 ≤ 0, 𝑠 = فان طيف الطاقة  (1−
  ꞉يتم استنتاجه من الشرط 

ଵ

ଶ
ቂ1 −  ᶓ −

௄మ
೚ೠ೟

ଶெ
ቃ =  −𝑛 )33 -2(                                                                    

  و منه نستنتج  

𝐸 =  ± ඥ𝑀ଶ + 4𝑀𝜔 [𝑛 − ᶓ] )34 -2                                                              (  

𝑚)اما بالنسبة للحالة الثانية اين يكون  = −𝑁 − 1, 𝑁 + 1 ≤ 0, 𝑠 = يف الطاقة يستنتج من فط (1+
  الشرط

ଵ

ଶ
ቂ ᶓ −

௄మ
೚ೠ೟

ଶெఠ
ቃ =  −𝑛 )35 -2(                                                                          

  ومنه

𝐸 =  ඥ𝑀ଶ + 4𝑀𝜔 [𝑛 + ᶓ − 1]
±

)36 -2(                                                         

  

 .)2-27(فقط والمعرفب  ABيتعلقان فقط ب معامل ) 2-36(و  )2-32(ات الطاقة نلاحظ ان مستوي

  

  

معامل ب طيف الطاقة مرتبط بالسبين و هنلاحظ أنحيث  )2-32(سنقوم الآن بتحليل عبارة طيف الطاقة   
  ꞉نلاحظ انه يوجد حالتين يمكن مناقشتهما. ABالتدفق المغناطيسي 

 (a) لما𝑚 + 𝛼 >  0꞉ تصبح  ةعبارة طيف الطاق  

𝐸 =  ± ඥ𝑀ଶ + 2𝑀𝜔 [(𝑚 + 𝛼)(𝑠 + 1) + 2𝑛] )37 -2(                                                   
   

𝑠لما  = لما  .عدد صحيحI حيث  (m±l, n±𝑙)  حالةاللهما نفس طاقة (m,n) نلاحظ ان كل حالة   1
𝑠 =  n.الطاقة تتعلق فقط بالعدد الطبيعي  1−

 (b) لما𝑚 + 𝛼 <   :تصبح  ارة طيف الطاقةعب  0 

𝐸 =  ± ඥ𝑀ଶ + 2𝑀𝜔 [(𝑚 + 𝜈)(𝑠 − 1) + 2𝑛] )38 -2                                                 (  
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𝑠لما  = لما  .عدد صحيحI حيث  (m±l, n±𝑙)  حالةاللهما نفس طاقة (m,n) نلاحظ ان كل حالة   1−
𝑠 =  n.الطاقة تتعلق فقط بالعدد الطبيعي  1
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 الفصل الثــــالث

على هارونوف بوم أ مفعولتأثير 

في فضــــــــاء    سبيندو جسيم 

 دوسيتر المضـــاد
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  ꞉ميكانيك الكم على فضاء دي سيتر المضاد  .1

  :صياغة ميكانيك الكم في جبر هايزنبرغ التالية إعادةميكانيك الكم في نمودج ضد دو سيتر هو عبارة عن 

[𝑋௜ , 𝑃௝]= iћ(1 + 𝛼𝑋௜ , 𝑋௝) )3-1                                                                                      (  

𝛼لما . معامل موجب صغير جدا متعلق بثابت الجادبية 𝛼حيث  =   .نحصل على ميكانيك الكم العادية 0

تعطينا علاقة ) 1-3(نثبت ان العلاقة  أننمكن ,  باستعمال نفس الطريقة المستعملة في ميكانيك الكم العادية
                                    الارتياب الممدة التالية

(∆𝑋)(∆P) ≥
ћ

ଶ
(1 + 𝛼. (∆𝑋)ଶ) )2-3                                                                             (  

 ꞉يعطى ب 𝑋௜∆في الموضع  الارتيابحل هذه المتراجحة بدلالة 

−
(∆௉೔)

ఈћ
−

ଵ

ఈ
ට𝛼 +

(∆௉೔)మ

ћమ
≤ ∆𝑋௜ ≤ −

(∆௉೔)

ఈћ
+

ଵ

ఈ
ට𝛼 +

(∆௉೔)మ

ћమ
)3-3                                    (  

 يعرفان بالشكل التالي  )1-3( العلاقةيحققان  اللذان 𝑋௜و𝑃௜فإن المؤثران  الإحداثياتفي تمثيل 

𝑋௜ = 𝑥௜ 

𝑃௜ =
ћ

ଶ
(𝛿௜௝ + 𝛼. 𝑥௜ , 𝑥௝  )

ப

డ௫ೕ
 )4-3(                                                                                     

  ꞉الشكل التالي إلىكذلك الجداء السلمي يتغير 

< 𝜑 | Ѱ > = ∫
ௗೝሬሬ⃗

ವ

(ଵାఈ௥మ)
భశీ

మ

ϕ
∗
(𝑟) Ѱ (𝑟) )5-3                                                               (  

  حل معادلة ديراك .2

 ودو سبين  Mلجسيم كتلته  فان معادلة ديراك الأولفي الفصل  رأيناكما 
ଵ

ଶ
  ꞉كما يلي  تكتب  

[(𝜋ଶ + 𝑖𝜎(πሬሬ⃗ ∧ πሬሬ⃗ ) − 𝐸ଶ + 𝑀ଶ)Ѱ = 0                                                             )6-3  (  

  اي

[൫(𝑃ሬ⃗ − 𝑒𝐴)ଶ + (Pሬሬ⃗ − 𝑒𝐴) × (Pሬሬ⃗ − 𝑒𝐴) −  𝐸ଶ + 𝑀ଶ൯Ѱ = 0       

 ⟹   ൫𝑃ሬ⃗ ଶ − +2𝑒. 𝐴. pሬ⃗ + (𝑒ଶ. 𝐴ଶ) − 𝑒𝐴 ∧ Pሬሬ⃗ − 𝑒൫𝑃ሬ⃗ ∧ 𝐴൯ − 𝐸ଶ + 𝑀ଶ൯Ѱ = 0 )7-3      (   
                           

 ꞉يعرفان بتر يديس ضد في فضاء الإحداثياتتمثيل مؤثرا كمية الحركة 
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𝑃௫ = −𝑖 ቆ
ப

డ௫
+ 𝛼 ቀ𝑥ଶ ப

డ௫
+ 𝑥𝑦

ப

డ௬
ቁቇ   

𝑃௬ = −𝑖 ቆ
ப

డ௬
+ 𝛼 ቀ𝑦ଶ ப

డ௫
+ 𝑥𝑦

ப

డ௬
ቁቇ     

                                                              )8-3(  

 ꞉حيثالقطبية  الإحداثيات لتبسيط حل المعادلة نستعمل

𝑃௫ = −𝑖[cos 𝜃 (1 + 𝛼𝑟)
ப

డ௥
− 

ୱ୧୬ ఏ

௥

ப

డఏ
 ]             

𝑃௬ = −𝑖[sin 𝜃 (1 + 𝛼𝑟)
ப

డ௥
+

ୡ୭ୱ ఏ

௥

ப

డఏ
 ]                

                                                )9-3(  

 

 ꞉نجد )3-7(في المعادلة  )3-9(بتعويض 

⎝

⎜
⎛

(1 + 𝛼𝑟ଶ)
∂

𝜕𝑟
(1 + 𝛼𝑟ଶ)

∂

𝜕𝑟
+

൬
ப

డఏ
+ 𝑖𝑣𝜃(𝑟 − 𝑅)൰

ଶ

𝑟ଶ
−

𝑣𝑠(1 + 𝛼𝑟ଶ)

𝑅
𝛿(𝑟 − 𝑅)𝜎௭ + 𝐾ଶ

⎠

⎟
⎞

Ѱ = 0 

                                                                                                                          (3-10) 

𝐾ଶحيث =  𝐸ଶ − 𝑀ଶ 
𝑅باستعمال خواص دالتي ديراك وهفسايد نكتب هده المعادلة في المنطقتين  > 𝑅 و   0 <   كما يلي  0

ቆ(1 + 𝛼𝑟ଶ)
ப

డ௥
(1 + 𝛼𝑟ଶ)

ப

డ௥
+

ଵ

௥మ ቀ
ப

డఏ
+ 𝑖𝑣ቁ

ଶ
+ 𝐾ଶቇ Ѱ = 0     r>R )11-3                   (  

ቆ(1 + 𝛼𝑟ଶ)
ப

డ௥
(1 + 𝛼𝑟ଶ)

ப

డ௥
+

ଵ

௥మ ቀ
ப

డఏ
ቁ

ଶ
+ 𝐾ଶቇ Ѱ = 0     r<R                         )12 -3(  

                                                                                   ꞉ضعن, للحصول معادلة الجزء القطري

Ѱ =  ∑ 𝑎௠𝑓௠
ାஶ
௠ୀିஶ (𝑟)𝑒௜௠ఏ )13 -3(                                                                               

  بالتعويض في المعادلة السابقة نجد

[(1 + 𝛼𝑟ଶ)
ப

డ௥
(1 + 𝛼𝑟ଶ)

ப

డ௥
−

௠మ

௥మ
+ 𝐾ଶ]𝑓௠(𝑟) = 0            r<R )14-3                        (  

[(1 + 𝛼𝑟ଶ)
ப

డ௥
(1 + 𝛼𝑟ଶ)

ப

డ௥
−

(௠ା௩)మ

௥మ
+ 𝐾ଶ]𝑓௠(𝑟) = 0     r>R )15-3(                          

  الحل ندخل متغير جديد أيجادمن اجل  .الأولىنحل المعادلة الثانية ونستنتج حل المعادلة 

q =
ୟ୰ୡ୲ୟ୬൫ඥఉ୰൯

ඥఉ
⟹ r =

ଵ

ඥఉ
tan൫ඥ𝛽q൯ )16 -3                                                                 (
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 الحيرة فنحصل على  نعوض في المعادلة

൬
ப

డ௤మ
−

ఈ(௠ା௩)మ

୲ୟ୬మ൫ඥఉ୯൯
+ 𝐾ଶ൰ 𝑓௠(𝑟) = 0 )17 -3                                                                    (  

 

=y جديداللذلك ندخل متغير  ,نلاحظ ان المعادلة مازالت معقدة cosଶ√𝛼 𝑞   وبالتالي المشتقات الجزئية
 تصبح

        

∂

𝜕𝑞
=  

∂y

𝜕𝑞
 .

∂

𝜕𝑞
=  −2ඥ𝛽. sin൫ඥ𝛽q൯ . cos൫ඥ𝛽q൯  

∂

𝜕𝑦
 

𝜕ଶ

𝜕𝑞ଶ
=  

∂

𝜕𝑞
 .

∂

𝜕𝑞
=  

∂

𝜕𝑞
൫−2√𝛼 sin൫ඥ𝛽q൯  𝑞 cos൫ඥ𝛽q൯൯ 

∂

𝜕𝑦

=  −2𝛼 ቈ(2𝑦 − 1)
∂

𝜕𝑦
− 2y(1 − y)

𝜕ଶ

𝜕𝑦ଶ
቉ 

                       =  4𝛼 ቂy(1 − y)
డమ

డ௬మ
+ ቀ

ଵ

ଶ
− 𝑦ቁ

ப

డ௬
ቃ                                                       

  بالتعويض في المعادلة الاخيرة نجد

ቆy(1 − y)
𝜕ଶ

𝜕𝑦ଶ
+ ൬

1

2
− y൰

∂

𝜕𝑦
−

(𝑚 + 𝑣)ଶ

4

y

1 − 𝑦
+ 

𝐾ଶ

4𝛼
ቇ 𝑓௠(𝑟) = 0 

  او 

ቆy(1 − y)
డమ

డ௬మ
+ ቀ

ଵ

ଶ
− yቁ

ப

డ௬
−

(೘శೡ)మ

ర

ଵି௬
+ 

಼మ

ഀ
ା(௠ା௩)మ

ସ
ቇ 𝑓௠(𝑟) = 0 )18 -3                       (  

  

الجديدة والمتغير الدالة  بإدخالنقوم , لتفادي النقطقة الشادة. نلاحظ أن هده المعادلة تحتوي على طرف شاد
  ةالجديد التالي

𝑓 = (1 − 𝑦)
భ
ర.g )19-3(                                                                                                   

  ꞉يساويان 𝑔 الجديدة ةوالثاني للدال الأولالمشتق 

𝑓ᇱ = (1 − 𝑦)
భ
రgᇱ −

1

4
(1 − 𝑦)ିయ

రg 

𝑓ᇱᇱ = (1 − 𝑦)
భ
రgᇱᇱ −

1

2
(1 − 𝑦)ିయ

రgᇱ −
3

16 
(1 − 𝑦)ିళ

రg ]     
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1)  والقسمة على) 3-18(بالتعويض في المعادلة  − 𝑦)
భ
రنحصل على المعادلة التالية꞉ 

y(𝑦 − 1)gᇱᇱ +
ଵ

ଶ
(1 − 𝑦)gᇱ + ቆ−

௠మି
భ

మ

ସ(ଵି௬)
+

಼మ

మ
ା௠మାଵ

ସ
ቇ g = 0  )20-3                             (  

 

𝑦للحصول علو معادلة لكثير حدود متعامد ندخل المتغير الجديد  = 𝑥ଶ ,وبالتالي المشتقات تصبح  

d

dy
=

d𝑥

dy
∙

d

d𝑥
=

1

2𝑥
∙

d

d𝑥

dଶ

dyଶ
=

−1

4𝑥ଷ
∙

d

d𝑥
+

1

4𝑥ଶ

dଶ

d𝑥ଶ

 

 Legendre associeéنحصل على معادلة من شكل  

(1 − 𝑥ଶ)
డమ୥

డ௫మ
− 2𝑥

ப୥

డ௫
+ ቆ

௄మ

ఈ
+ (𝑚 + 𝜐)ଶ + 1 −

(௠ାజ)మି
భ

మ

(ଵି௫మ)
ቇ g =0  )21-3 (                      

  

  Legendre associeéبالمطابقة مع معادلة 

(1 − 𝑥ଶ)
డమ୥

డ௫మ
− 2𝑥

ப୥

డ௫
+ ቀ𝑙(𝑙 + 1) −

௡మ

(ଵି௫మ)
ቁ g =0  )22-3 (                                                  

              

P௟والتي حلها 
௡  (𝑥)  

𝑟في المنطقة  الحل العام > 𝑅 دلالة دوال  لهذه المعادلة يعطى بLegendre associeé  

g = 𝐶௠. P
ି

భ

మ
ାට಼మ

ഀ
ା(௠ା௩)మା

ఱ

ర

ට(௠ା௩)మି
భ

మ
  (𝑥) + 𝐵௠𝑄 P

ି
భ

మ
ାට಼మ

ഀ
ା(௠ା௩)మା

ఱ

ర

ට(௠ା௩)మି
భ

మ
  (𝑥)    ,         r> 𝑅  )23-3  (

                 

  يل المعادلة الاولى يكون كالتالح أما

g = 𝐴௠. P
ି

భ

మ
ାට಼మ

ഀ
ା௠మା

ఱ

ర

ට௠మି
భ

మ
  (𝑥)          ,         r < 𝑅  )24-3                                                 (  

 نجد الحل التالي الأصليينالمتغير و الدالة  باسترجاع

𝑓௠ = 𝐶௠ ቀ
𝛼𝑟2

1+𝛼𝑟2
ቁ

1

4

. P
ି

భ

మ
ାට಼మ

ഀ
ା௠మା

ఱ

ర

ට௠మି
భ

మ
 ቀ

ଵ

√ଵାఈ௥మ
ቁ          ;         r> 𝑅 )25-3                             (
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𝑓௠ = ቆ
𝛼𝑟ଶ

1 + 𝛼𝑟ଶ
ቇ

భ
ర

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐴௠. 𝑃

−
1
2

+ඨ𝐾2

𝛼
+(𝑚+𝑣)2+

5
4

ට(𝑚+𝑣)2−
1
2

൬
1

√1 + 𝛼𝑟ଶ
൰ + 𝐵௠𝑄

ඨ𝐾2

𝛼
+(𝑚+𝑣)2+

5
4

−
1
2

+ට(𝑚+𝑣)2−
1
2

൬
1

√1 + 𝛼𝑟ଶ
൰

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

                                                 r < 𝑅 )26-3(                                                                 

 

  ꞉السبينور تعطى ب  دالةل المركبة الأولىوبالتالي فان  

  Ψ= ∑ 𝐶௠𝑎௠𝑒௜௠ఏ ቀ
𝛼𝑟2

1+𝛼𝑟2
ቁ

1

4

. 𝑃
ට௠మି

಼మ

ഀ
ି

భ

మ

ට௠మା
భ

ర
 ቀ

ଵ

√ଵାఈ௥మ
ቁାஶ

௠ୀିஶ       ,     r < 𝑅 )27-3              (  

Ψ=∑ 𝑎௠𝑒௜௠ఏ ቀ
ఈ௥మ

ଵାఈ௥మ
ቁ

భ
ర

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐴௠. P

−
1
2

+ඨ𝐾2

𝛼
+(𝑚+𝑣)2+

5
4

ට(𝑚+𝑣)2−
1
2

ቀ
ଵ

√ଵାఈ௥మ
ቁ +ାஶ

௠ୀିஶ

𝐵௠P

−
1
2

+ඨ𝐾2

𝛼
+(𝑚+𝑣)2+

5
4

ට(𝑚+𝑣)2−
1
2

ቀ
ଵ

√ଵାఈ௥మ
ቁ൪    ,           r> 𝑅 )28-3                                                   (

                                       

  طيف الطاقة .3

  نجد) 3- 22(و) 3-21(بالمطابقة بين المعادلتين 

𝐾ଶ

𝛼
+ (𝑚 + 𝜐)ଶ + 1 = 𝑙(𝑙 + 1) ⟹

𝐾ଶ

𝛼
= 𝑙(𝑙 + 1)−(𝑚 + 𝜐)ଶ − 1 

  منه نستنتج عبارة طيف الطاقة التالية و

𝐸ଶ = 𝑀ଶ + 𝛼(𝑙(𝑙 + 1)−(𝑚 + 𝜐)ଶ − 1) )29 -3                                                             (  
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  :الفصل الرابع 

على بوم  -اهارونوف  مفعولتأثير 

هزاز ديراك في  فضـــــــــاء  ضد دو 

 سيتر 
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 حل معادلة ديراك

 تكتب كما  ABمعادلة ديراك للهزاز التوافقي ثنائي البعد في وجود مفعول أن  رأينا في الفصل الثاني 

  ꞉يلي

𝐸Ѱ = [𝛽 γሬሬ⃗ ൫πሬሬ⃗ − 𝑖𝑀ω𝛽. r⃗൯ + 𝛽M] Ѱ                                                                   (4-1) 

  كالتالي  لتصبح هاتبسيطوالتي يمكن 

൫Ɣሬሬ⃗ πሬሬ⃗ Ɣሬሬ⃗ πሬሬ⃗ + 2𝑀ω𝛽(1 + 𝑠(πሬሬ⃗  ˄  r⃗)௭) − 𝑀ଶωଶrଶ + Eଶ − 𝑀ଶ൯Ѱ = 0                     (4-2) 

  ꞉نجد الفصل السابق بإتباع نفس خطوات 

൤(1 + 𝛼rଶ)
ப

డ௥
(1 + 𝛼rଶ)

ப

డ௥
+

ଵ

୰మ ቀ
ப

డఏ
+ 𝑖ʋ ቁ

ଶ
+ 2𝑀ω ቀ1 − 𝑠 ቀ

ଵ

௜

ப

డఏ
+ ʋቁ 𝜎௭ + Eଶ −

𝑀ଶ − 𝑀ଶωଶrଶ −  ʋ. 𝑠 
ఋ(௥ିோ)

ோ
𝜎௭ቁቃ Ѱ = 0                                                            (4 3- ) 

  هي Ѱଵ الأولى لمركبةنستخرج معادلة ا المعادلة من هده

[(1 + 𝛼rଶ)
ப

డ௥
(1 + 𝛼rଶ)

ப

డ௥
+

ଵ

୰మ ቀ
ப

డఏ
+ 𝑖 

ʋ

ћ
ቁ

ଶ
−

ெమனమ

ћమ
rଶ + Kଶ = 0                      (4 4- ) 

 حيث 

Kଶ = Eଶ − 𝑀ଶ + 2𝑀ω[1 − 𝑠 ቀ
ଵ

௜

ப

డఏ
+ ʋቁ − ʋ. 𝑠.

ఋ(௥ିோ)

ோ
] )5-4                                     (  

  ꞉نكتب المركبة الأولى كما يلي

Ѱଵ =  ∑ 𝑓௠
ାஶ
௠ୀିஶ (𝑟)𝑒௜௠ఏ                                                                                   (4 6- ) 

  تصبح كالتالي) 4-4(ومنه المعادلة 

ቂ(1 + 𝛼rଶ)
ப

డ௥
(1 + 𝛼rଶ)

ப

డ௥
−

(௠ାʋ)మ

୰మ
+ 𝑀ଶωଶrଶ + Kଶቃ 𝑓௠ = 0                        (4 7- ) 

<Rمنطقتين للكن هذه المعادلة في ا 𝑟  وr  <𝑅 تصبح   

- 
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ቂ(1 + 𝛼rଶ)
ப

డ௥
(1 + 𝛼rଶ)

ப

డ௥
 −

௠మ

௥మ
−

ெమனమ

ћమ
𝑟ଶ +  Kଶ

௜௡௧ቃ 𝑓௠ = 0,        R < 𝑟 

ቂ(1 + 𝛼rଶ)
ப

డ௥
(1 + 𝛼rଶ)

ப

డ௥
 −

(௠ାʋ)మ

୰మ
−

ெమனమ

ћమ
𝑟ଶ +  Kଶ

௢௨௧ ቃ 𝑓௠ = 0,   R > 𝑟 
)8 -4                         (  

  حيث

Kଶ
௜௡௧ =

୉మିெమ

ћమ
+

ଶென

ћమ
(1 − 𝑚𝑠)            

Kଶ
௢௨௧ =

୉మିெమ

ћమ
+

ଶென

ћమ
(1 − 𝑠(𝑚 + ʋ))

                                                               )9-4(  

    

نتبع نفس  حيث, ونستنتج حل المعادلة الاولى) 4-8(نحل المعادل الثانية من جملة المعادلات 

  ꞉جديد التاليال حيث نقوم بإدخال المتغير, خطوات الفصل الثالث

 𝑞 =arctan(√𝛼 𝑟) ⇒ r =  
ଵ

√ఈ
  tan (√𝛼 𝑞 )  )10-4                                                     (  

  المعادلة التالية فنحصل على 

൥𝑦(1 − 𝑦)
ୢమ

ௗ୷మ
+ ቀ

ଵ

ଶ
− 𝑦ቁ

ୢ

ௗ௬
−

ಾమಡమ

రಉమ

௬
−

(೘శʋ)మ

ర

ଵି௬
+

௞మ

ସఈ
+

ெమனమ

ସ஑మ
 +

(௠ାʋ)మ

ସ
൩ . 𝑓௠(𝑦) = 0               (4 11- ) 

 ꞉بإدخال الدالة الجديدةيمكن كتابة هده المعادلة على شكل معادلة فوق هندسية ودلك 

𝑓 = 𝑦
೗భ
మ . (1 − 𝑦)

೗మ
మ . 𝑔  )12-4                                                                                           (  

  ꞉..حيث المشتق الاول والثاني يعطيان ب

𝑓ᇱ = ൤
𝑙ଵ

2
𝑦

೗భ
మ

ିଵ(1 − 𝑦)
೗మ
మ −

𝑙ଶ

2
𝑦

೗భ
మ (1 − 𝑦)

೗భ
మ

ିଵ൨ 𝑔 + 𝑦
೗భ
మ (1 − 𝑦)

೗మ
మ 𝑔ᇱ 

f ᇱᇱ = y
೗భ
మ (1 − y)

೗మ
మ gᇱᇱ + ൤lଵy

೗భ
మ

ିଵ(1 − y)
೗మ
మ − lଶy

೗మ
మ (1 − y)

೗మ
మ

ିଵ൨ gᇱ

+ [
𝑙ଵ

2
(
𝑙ଵ

2
−1)y

೗భ
మ

ିଶ(1 − y)
೗మ
మ −

𝑙ଵ𝑙ଶ

2
y

೗భ
మ

ିଵ(1 − y)
೗మ
మ

ିଵ +
𝑙ଵ

2
(
𝑙ଶ

2
 

− 1)y
೗భ
మ (1 − y)

೗మ
మ

ିଶ]g 
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 ꞉نجد السابقةنعوض في المعادلة 

𝑦(1 − 𝑦)𝑔ᇱᇱ + [𝑙ଵ +
ଵ

ଶ
−(𝑙ଵ + 𝑙ଶ + 1)𝑦]𝑔ᇱ + [

೗భ
మ

ቀ
೗భ
మ

ିଵቁା
೗భ
ర

ି
ಾమಡమ

రಉమ

௬
+

೗మ
మ

ቀ
೗మ
మ

ିଵቁା
೗మ
ర

ି
(೘శʋ)మ

ర

ଵି௬
 +

௞మ

ସఈ
−

௟భ

ଶ
ቀ

௟భ

ଶ
− 1ቁ −

௟మ

ଶ
ቀ

௟మ

ଶ
− 1ቁ −

௟భ௟మ

ଶ
−

௟భ

ଶ
−

௟మ

ଶ
+

௞మ

ସఈ
+

ெమனమ

ସ஑మ
+

(௠ାʋ)మ

ସ
 ]𝑔 = 0 )12-4                              (

  

  ꞉لتفادي النقاط الشاذة نضع

𝑙ଵ(𝑙ଵ − 1) =
ெమனమ

஑మ

𝑙ଶ(𝑙ଶ − 1) = (𝑚 + ʋ)2
⇒

𝑙ଵ± =
ଵ

ଶ
±

ଵ

ଶ
ට1 + 4

ெమனమ

஑మ

𝑙ଶ± =
ଵ

ଶ
±

ଵ

ଶ
ඥ1 + 4(𝑚 + ʋ)2

  )13-4                                     (

             

  ꞉على شكل معادلة فوق هندسية تصبح وبالتالي المعادلة

𝑦(1 − 𝑦)𝑔ᇱᇱ + [𝑙ଵ +
ଵ

ଶ
− (𝑙ଵ + 𝑙ଶ + 1)𝑦]𝑔ᇱ + (

௞మ

ସఈ

௟భ௟మ

ସ
−

௟భ௟మ

ଶ
)𝑔 = 0 )14-4                (  

 

  معادلة فوق هندسية تقبل حلين

𝑔± = 𝐴ା. 𝐹ଶଵ(𝑎ା, 𝑏ା; 𝑐ା, y) + 𝐴ି. 𝐹ଶଵ(𝑎ି, 𝑏ି; 𝑐ି, y)                                     )15-4(  

  حيث

a± =
1

4
ቌ2 − ඥ1 + 4(𝑚 + ʋ)2  ± ඨ1 + 4

𝑀ଶωଶ

αଶ
+ 2ඨ

𝑘ଶ

𝛼
+

𝑀ଶωଶ

αଶ
+ (𝑚 + ʋ)2ቍ      

b± =
ଵ

ସ
ቆ2 − ඥ1 + 4(𝑚 + ʋ)2  ± ට1 + 4

௠మனమ

஑మ
− 2ට−

௞మ

ఈ
+

ெమனమ

஑మ
+ (𝑚 + ʋ)2ቇ  

c± =1±2ට1 + 4
ெమனమ

஑మ
)16-4                                                                                       (  

  ꞉خارج المنطقة  f(r)نجد الدالة ) 4-15(في ) 4-12(بتعويض 
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𝑓 = (1 − 𝑦)
భషඥభశర(೘శʋ)మ

ర . [𝐴+. 𝐹21(𝑎+, 𝑏+; 𝑐+, y) + 𝐴−. 𝐹21(𝑎−, 𝑏−; 𝑐−, y)] ,  r < 𝑅 )17 -4  (

         

ʋ بوضع =   نجد الدالة    خارج المنطقة  0

𝑓 = (1 − 𝑦)
భషඥభశర(೘శʋ)మ

ర . 𝐵. 𝐹21൫𝑎′, 𝑏′; 𝑐′, y൯ ,            r < 𝑅 )18 -4                                               (  

  حيث

a′ =
1

4
ቌ2 − ඥ1 + 4𝑚2  ± ඨ1 + 4

𝑀ଶωଶ

αଶ
+ 2ඨ

𝑘ଶ

𝛼
+

𝑀ଶωଶ

αଶ
+ 𝑚2ቍ      

b′ =
ଵ

ସ
ቆ2 − √1 + 4𝑚2  ± ට1 + 4

ெమனమ

஑మ
− 2ට−

௞మ

ఈ
+

ெమனమ

஑మ
+ 𝑚2ቇ  

c′ =1±2ට1 + 4
ெమனమ

஑మ
  )19-4                                                                                      (  

 داخل المنطقة لسبينورالمركبة الأولى  فان دالةنحصل ) 4-6(فانه  بتعويض هده الدوال في العبارة وبالتالي 

  ꞉التالية

Ѱ =  ∑ 𝑎௠
ାஶ
௠ୀିஶ 𝑒௜௠ఏ(1 − 𝑦)

భషඥభశర೘మ

ర 𝑦
భ

ర
ቆଵାටଵାସ

ಾమಡమ

ಉమћమ ቇ
. 𝐹ଶଵ(𝑎ᇱ, 𝑏ᇱ; 𝑐ᇱ, y)    r< 𝑅   )20-4     (  

  

 خارج المنطقة و

Ѱ =  ∑ 𝑎௠
ାஶ
௠ୀିஶ 𝑒௜௠ఏ(1 − 𝑦)

భషඥభశర೘మ

ర .

⎣
⎢
⎢
⎡

𝐴+. 𝑦

1+ඨ1+4
𝑀2ω2

α2

2 . 2𝐹1
(𝑎+, 𝑏+; 𝑐+, y) +

     +𝐴−. 𝑦

1−ඨ1+4
𝑀2ω2

α2

2 . 2𝐹1
(𝑎−, 𝑏−; 𝑐−, y)

൩
   )21-4  (                                                                

                               

    باسترجاع المتغيرات الأصلية نجد
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Ѱ = ∑ (𝛼rଶ)
భషඥభశర೘మ

ర

⎣
⎢
⎢
⎡

𝐴ା. (1 + 𝛼rଶ)

యశమඨభశర
ಾమಡమ

ಉమ షඥభశర೘మ

ర . ଶ𝐹ଵ ቀ𝑎ା, 𝑏ା; 𝑐ା,
ଵ

ଵାఈ୰మ
ቁ +ାஶ

௠ୀିஶ

        +𝐴ି. (1 + 𝛼rଶ)

యషమඨభశర
ಾమಡమ

ಉమ షඥభశర೘మ

ర . ଶ𝐹ଵ ቀ𝑎ି, 𝑏ି; 𝑐ି,
ଵ

ଵାఈ୰మ
ቁ

൩
  𝑎௠ 𝑒௜௠ఏ .  r< 𝑅    )22-4    (

                                                         

 

  و

Ѱ = ∑ (𝛼rଶ)
భషටభశర(೘శೡ)మ

ర

⎣
⎢
⎢
⎡

𝐴ା. (1 + 𝛼rଶ)

యశమඨభశర
ಾమಡమ

ಉమ షටభశర(೘శೡ)మ

ర . ଶ𝐹ଵ ቀ𝑎ା, 𝑏ା; 𝑐ା,
ଵ

ଵାఈ୰మቁ +ାஶ
௠ୀିஶ

        +𝐴ି. (1 + 𝛼rଶ)

యషమඨభశర
ಾమಡమ

ಉమ షටభశర(೘శೡ)మ

ర . ଶ𝐹ଵ ቀ𝑎ି, 𝑏ି; 𝑐ି,
ଵ

ଵାఈ୰మቁ
൩

  𝑎௠ 𝑒௜௠ఏ  .  r> 𝑅          )23-4(  

 

  استنتاج طيف الطاقة 

𝑎ା يجب ان يكون  متقاربة  الدالة فوق الهندسية  تكونحتى  = −𝑛   ومنه꞉  

−𝑛 =
ଵ

ସ
ቆ2 − ඥ1 + 4(𝑚 + ʋ)ଶ + ට1 + 4

ெమனమ

஑మ
+ 2ට

௞మ
೚ೠ೟

ఈ
+

ெమனమ

஑మ
+ (𝑚 + ʋ)ଶቇ  )24 -4               (  

  يمكن متابة هده المعادلة كما يلي

−𝑛4 − 2 + ඥ1 + 4(𝑚 + ʋ)ଶ − ඨ1 + 4
𝑀2ω2

α2
= 2ඨ𝑘

2
𝑜𝑢𝑡

𝛼
+

𝑀2ω2

α2
+ (𝑚 + ʋ)ଶ 

𝑘ଶ عبارةنستخرج , بتربيع المعادلة
௢௨௧꞉  
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𝑘ଶ
௢௨௧

𝛼
+

𝑀ଶωଶ

αଶ
+ (𝑚 + ʋ)2

= (2𝑛 + 1)ଶ + (2𝑛 + 1). ቌඨ1 + 4
𝑀ଶωଶ

αଶ
− ඥ1 + 4(𝑚 + ʋ)2ቍ 

            +
1

4
ቌ1 + 4

𝑀ଶωଶ

αଶ
+ 1 + 4(𝑚 + ʋ)2 − 2ඨ1 + 4

𝑀ଶωଶ

αଶ
ඥ1 + 4(𝑚 + ʋ)2ቍ 

 

  اي ان

𝑘ଶ
௢௨௧ = ඥαଶ + 4𝑀ଶωଶ ൬(2𝑛 + 1) − ඥ1 + 4(𝑚 + ʋ)2൰     

+ 𝛼 ቆ
1

2
+ (2𝑛 + 1) ൬(2𝑛 + 1) − ඥ1 + 4(𝑚 + ʋ)2൰ቇ  

Kଶبادخال عبارة 
௢௨௧ نحصىل على عبارة طيف الطاقة  

Eଶ = 𝑀ଶ − 2𝑀ω൫1 − 𝑠(𝑚 + ʋ)൯ + √αଶ + 4𝑀ଶωଶ ൬(2𝑛 + 1) − ඥ1 + 4(𝑚 + ʋ)2൰  

      +𝛼 ቆ
ଵ

ଶ
+ (2𝑛 + 1) ൬(2𝑛 + 1) − ඥ1 + 4(𝑚 + ʋ)2൰ቇ )24 -4                                    (  

  

  

  

  

  

  

  



 الخاتمــــــةالخاتمــــــة
 

 نيبسلا تادلجسيمات ا ىلعمفعول اهارونوف بوم  تأثير هو دراسةالهدف من هذه المذكرة 
ଵ

ଶ
 وأيضا  

  .عادي وكذلك في فضاء دوسيتر المضادلافضاء لافي  كاريد زازه ىلع

 نيبسلا ذاتلجسيمات ا ىلع ABمفعول  تأثيرقمنا بدراسة  الأولفي الفصل        
ଵ

ଶ
 زازه ىلع وأيضا  

  هده تأثير أنجدنا و دق ودلتا ديراك   بإدخالباستعمال طريقة هاغن حيث قمنا  عادي لافضاء لافي  كاريد

بعض الحلول التي تكون شاذة عند المركز تصبح مسيطرة  أنفي وجود سبين حيث  إهمالهيمكن  لا لدالةا

 ABتتعلق بالسبين ومعامل  أنها اندجو دقفمستويات الطاقة ل ةبسنلاب .يابعيدا عنه وبالتالي تصبح مقبولة فيزيائ

 .للتدفق المغناطيسي

از دراسة الجسيمات السبينية وهز أيو الثاني  الأولدراسة الفصل  بإعادةفي الفصل الثالث والرابع قمنا       

تكون علاقة الارتياب لهايزنبرغ معدلة وقد حصلنا على حلول  أينديراك لكن في فضاء دوسيتر المضاد 

 ةبسنلاب أما .المحصل عليها في الحالة العادية  Besselعوض دوال  Legendreمعدلة حيث وجدنا دوال 

 .α لماعمب ةقلعتم دئاز فرط روهظ انظحلا دقف ةقاطلا تايوتسمل
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 ملخــص
ادي ديراك في الفضاء الع هزازتأثيره على  وكذلك سبينبوم على الجسيمات ذات ال-نوفأهارو مفعولبدراسة تأثير  في هذه المذكرة 

ناحية أخرى وجدنا أن الحل  مستويات الطاقة، ومن انحلالبوم يزيد من -أهارونوف مفعول لاحظنا. د دي سيترضوأيضاً في فضاء 
 متعلق في عبارة الطاقةنلاحظ ظهور حد إضافي  anti de Sitterوفي فضاء . عادي فيزيائيا في الفضاء القبولايصبح م شادال

  .معامل ألفابال
Résumé 

Dans ce mémoire, nous avons étudié l'influence de l’effet Aharonov-Bohm sur les particules avec 
spin ainsi que son effet sur l’oscillateur de Dirac dans un l’espace ordinaire et qussi dans l’espace anti 
de Sitter. Nous avons observé que la présence de l’effet Aharonov-Bohm  augmente de la 
dégradation des niveaux d’énergie .D’autre part, nous avons constaté que la solution singulières 
deviennent physiquement acceptable dans l'espace normale. Dans l'espace anti de Sitter, on remarque 
l'apparition d’un terme additionnel dépendant de coefficient alpha  dans le l’expression de l’énergie. 

Abstract 

In this memory, we studied the influence of the Aharonov-Bohm effect on particles with spin as well 
as its effect on the Dirac oscillator in ordinary space and also in anti de Sitter space. We observed 
that the presence of the Aharonov-Bohm effect increases the degradation of energy levels. On the 
other hand, we found that the singular solution becomes physically acceptable in normal space. In the 
anti de Sitter space, we notice the appearance of additional term depending on coefficient alpha in the 
energy formula. 

 


