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Introduction

La théorie des opérateurs p—sommants est un dommaine de recherche important dans
l’analyse fonctionnelle, son origine remonte aux années 1950, avec des contributions de
Grothendieck qui a ouvert les portes a la théorie des opérateurs. Dans 1967, Pietsch [13] a
devloppé la théorie opérateurs p—sommants pour (1 < p < 00) et il a établi beaucoup de
leurs propriétés fondamentales et environ dans le méme temps Mujagin et Pelczynski [10] ont
trouvé la notion des opérateurs (p, ¢)—sommants tels que pour le ¢ = p cette notion coicide
avec la notion qui a présenté par Pietsch dans [13]. Ensuite qu'en 1968, Lindenstrauss-
Pelczynski [8] a clarifié les idées présieuses de Grothendieck et a contribué clairement au
dévloppement vigoureux de cette notion. Dans ce mémoire on va étudier une version générale
du théoréme de domination de Pietsch qui il a prouvé en 1967 dans son papier [13] un
résultat qui caractérise les opérateurs p—sommants, maintenant il est connu le théoréme
de domination de Pietsch (TDP), qui il a joué un role spécial et important dans la théorie
des espaces de Banach, depuis lors de nombreux auteurs ont commencé a travailler sur ce
sujet. Ainsi, la premiére tentative dans ce sens est introduit par G.Botelho, D.Pellegrino,
P.Rueda [3], en 2010,et par ([14]) ou a l'occasion les auteurs 'ont appelé le théoréeme de
domination de Pietsch unifié (TDPU), en utilisant le lemme de Ky Fan pour le prouver.
Cependent, il existe des exemples de classe d’applications ot ce théoréme n’était pas efficace
motivé par de tels exemples, ce travail présente une version potentiellement définitive de
cette théorie appelée théoréme de domination de Pietsch généralisé (TDPG) présenté par
D.PELLEGRINO et ([11],[12], )incluant TDPU et une version améliorée (TDPU).

Ce mémoir est construit de trois chapitres:



Introduction

Dans le premier chapitre, nous allons faire un rappel sur les opérateurs p—sommants et
on va citer de quelques définitions, propriétés de bases qui nous sera utiles de notre travail,
par exemple le théoréme de domination de Pietsch.

Dans le deuxiéme chapitre, on va mentionner quelques concepts des espaces des opéra-
teurs absolument sommants, résultats fondamentaux et des lemmes principaux que utilisent
dans les preuves des théorémes. Nous tirons quelques nouvelles extensions du théoréme de
domination de Piestch dans les différents théories (linéaires et non linéaires) qui s’appelent le
théoréme de domination de Pietsch unifié (TDPU) introduit par G.Botelho, D.Pellegrino,
P.Rueda [3], le théoréme de domination de Pietsch généralisé (TDPG) présenté par PELLE-
GRINO et ALL ([11],[12] ) et les résultats présentent une généralisation directe du théoréme
de domination de Piestch.

Enfin, dans le troisiéme chapitre que nous donnons quelques applications de (TDPU)

et (TDPG) dans le cas Lipschitzien et multilinéaires.



L(X,k) = X*

I,(X,Y)
HP#I(X7 Y)

Lip (X,Y)
()

Notations

Est définit une norme sur X.

Espace des fonctions continues de K dans R.

Espace des suites (z,) dans X absolument p-sommables.
Espace des suites (z,) dans X faiblement p-sommables.
Espace des suites scalaires.

Les éléments de X* et note par z* (y) = (z*,y)

Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.
Topologie faible définit sur X

Topologie * —faible définit sur X*

Boule unité fermé de X .

L’ensemble de tous les applications m — linéaires

continues de X; x ... x X,, dans Y.

Le dual topologique de X

Corps des scalaires (k = R ou C).

Espacedes opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y
Espace des opérateurs linéaires (p,q)-sommants de X dans Y.
Elément neutre ou distingué,on prend 0 si X est normé
Espace des applications Lipschitziennes de X dans F

nulles au point e

Espace de toutes les fonctions Lipschitziennes bornées de X dans F

Dénote les crochets de dualité.



Chapitre 1

Opérateurs linéaires absoluments

sommants

1.1 Préliminaires

Dans cette section, on va faire un rappel de quelques notions d’opérateurs p—sommants et

le théoréme de domination de Pietsch avec quelques propriétés fondamentaux .

Définition 1.1.1 Une suite (z,)5, est dite fortement p—sommable, si pour toute suite
(xn)pey € X, la série Z |z,||” est converge. Dans ce cas on note par l,(X) Uespace des

n=1
suites (1,)5, dans X fortement p—sommables, muni de la norme

1
e P
||(xn)||lp(x) = (Z HJUan) st 1<p<oo
n=1
[@E )iy = sup |zl si p =00

Définition 1.1.2 Une suite (x,),., est dite faiblement p—sommable, si pour toute suite
z* € X*, la série Y 7 [(x*, )| Pest converge. On note par I5(X) Uespace des suites

()22, dans X faiblement p-sommables, muni de la norme

S

et < 1} pour 1 < p < o0

@)l = Sup{(ZICU* (zn)I")

Iy x) = sup{sup{|z” (z,)| : [ <1}}  sip= oo



1.1. Préliminaires

Proposition 1.1.1 1). Pour 1 <p < oo, on al,(X) C 1Y (X), de plus
@)l x) < @)l x)
2). Si p=o00, on alw (X) =12 (X), et
||($i)||loo(x) = ||<$i)||zgo(x)'

3). 1, (X) = 1 (X) pour tout 1 < p < oo si et seulement si dim (X) est finie. Aussi
(l;" (X), H||;f]) est un espace vectoriel (voir [14, propositions 2.3.4]).

Définition 1.1.3 Soient 1 < p < oo et X un espace de Banach ,on définit ’espace des

suites inconditionnellements sommables

by (X) = {(@0)32) € by (X); T [[(@0)32, ., = O}

Exemple 1.1.1 Soit X un espace de Banach de dimension infinie. Désignons par id :

X — X lidentité dans X, par [4, Théoremel0,5], ce qui donne une suite (y,),., € Z((—))?))
telle que

id 13 (X) = 1, (X) 5 id (wa)isy) = (id (2a)72y) = (20)3

n=1 n=1 n=1

ne peut pas étre définit.

Enfin, ces résultats nous permettent d’aborder des suites inconditionnelles sommables

des termes plus pratiques.

Lemme 1.1.1 Si (\,);~, est une suite de scalaire avec ‘ZRGN )\n| < 1, pour un ensemble

finie M C N, alors "> |A\,] < 4.

Proposition 1.1.2 Une suite (mj)]o.il dans X est inconditionnellement sommable si, et
seulement si (v7)72) € b1, (X).

o

Preuve. Soit (z;);Z, € X, une suite inconditionnelle sommable, par (14, Théorémel.1.2],
et pour € > 0, il existe n. € N tel que pour tout M C N finie, avec M C {n.,n.+1,...}, tel
que

D

< €
; 8
JjEM




1.2. Opérateurs linéaires absoluments (p, q) —sommants

Nous avons

‘ZjeM (z*, ;) (1.1.1)
ZjEM (", @)
)

€
<3

— Supm*EBX*

= SUPgxeBy«
= HZjeM Lj
On appliqué le lemme (1.1.1), on obtient

>l (a)] < &

J=ne

Donc si n > n,, alors
H(l'j);in
SUDecp . Doy (27, 25)]

SUD, By Dsjon, | (275 25)]

€
§<€,

1w

IA

IN

d’ou

= 0.

fim H(xj);in 1w

n—oo

Done ()72, € liw (X).

Réciproquement, supposons que (xj)jzl

€ l14 (X). Donc pour tout € > 0, il existe

n. € N tel que n > n.ce qui implique H(m]);‘;n

< €. Pour M C N finie, avec M C
1w
{ne,ne +1,...}, on obtient

HZjeM Tjll < SUDgeepy. ZjeM (%, 2;)]
< SUDgeepy. Do (27, 25)]
< €,

pour n > n..}. D’apres [14, Théoreme 1.1.2], il sensuit que (z;);-,est une suite incon-
ditionnelle sommable. m

1.2 Opérateurs linéaires absoluments (p, ) —sommants

Définition 1.2.1 Soit u : X — Y un opérateur linéaire continu. On dira que u est absol-

ument (p, q)-sommant (ou simplement (p,q)-sommant ) quand (1 < p, q < 00), il existe u



1.2. Opérateurs linéaires absoluments (p, q) —sommants

un opérateur induit, tel que

(X) = 1, (Y) définit par @((zn),y) = (uan),

U lgw ey -

)

On note 11, ,(X,Y) ) l'ensemble des opérateurs linéaires (p, q)-sommants de X dans Y. Si

q = p on remplace 11, ,(X,Y") par IL,(X,Y).

Proposition 1.2.1 [// Soit uw € L (X,Y) un opérateur linéaire continu de X dans Y alors
les propriétés suivantes sont équivalentes
i). L’opérateur u est (p,q)-sommant

ii). Il existe K > 0, tel que

(ZHU(@%)II”) < K sup (ZI(m*,wqu) (1.2.1)

T*EBx*

3 =
Q=

pour toutn € N et vy,...,z, € X |
ii1). Il existe K > 0, tel que

(Znu(mnp) <K sup (Dx i) )

z*EBx* k=1

B =
Q=

pour chaque (xy)re, € lgw (X)),
). Il existe K > 0, tel que

(Z\Iu(wk)\lp) < K sup <Z|x Tr) )

B =
Q=

st (Th)pey € lou (X)),
v). La suite u (zy) e, € Iy (X) pour (xx)pey € lgw (X).
De plus, on note par m,, (u) = inf {K vérifiant 1.2.1 }, il s’ensuit que m,, (1) = |||

Remarque 1.2.1 Sip < q. Alors Uunique opérateur (p, q)-sommant est nul.

Preuve. En effet, supposons que X # 0. Comme p < ¢ alors il existe une suite (\g),; €
ly—1, (011 prend (\g)pe, = (?) , avec 1 < a < %) . Soit 0 # = € X. Alors (M), €
7/ k=1
lyw (X). En effet

1

sup (im M) ) <Z|Ak|q> 2|l < oo.

T*EBx*



1.2. Opérateurs linéaires absoluments (p, q) —sommants

Supposons qu’ il existe 0 # u € II, ,(X,Y). Alors par la proposition 1.2.1, il existe une

constante K > 0 telle que

IN

n * 1
KSpr*eBX* (Zk:1 (%, Ap)| )7 (1.2.2)
(@, 2) (i Al
n 1
< K l2f Gk 1Ml

(2 (wOwe)))?)
| (s Iel?)
| (s Iel?)

On divise les membres de (1.2.2) par ||z|| et passant le supremum lorsque = € Bx on trouve

Q=

< Ksupgcp,.

1
P
1
P

1 1
Il (Z |)\k!p> <K (Z |)\k|q> < 0o (contradiction!).
k=1 k=1
Donc7'=0. m

Corollaire 1.2.1 Soitu € L(X,Y). Alorsu € 11,1 (X,Y) si, et seulement si, (u (xy))re, €
lp, (X) pour (xy),-, est inconditionnelle sommable. En particulier u est absolument sommant

si, et seulement si, u est (1;1) —sommant.
Proposition 1.2.2 On a (11, (X, Y), 7,4 (.)) est un espace vectoriel normé.

Preuve. Soient u,v € I, ,(X,Y) et A € k. ou il a été montré que 7'+ \S que satisfait
I'inégalité (1.2.1) pour tout u,v € I, ,(X,Y) et X € k.

Par la proposition (1.2.1), on trouve

(ZI!U(@)IW) < Tpq(u) sup (le’ ) > ,

T*EBx* e
|<x*7xk>|q)

(S 1w+ Ao) 2|77 (1.2.3)
<2$wwmm+umwmwﬁ
(0 Ml () [P)7 + (A (S0 [l () [[2)7

< g (u) + AT (V) SUPg*cBys (Zk:l (%, 2x)|7)

A
Q=

—_

et

Q=

NE

T*EBx*

<Z||U($k)||p>p < Mg (V) sUp (
k=1

=
Il
—

Pour tout n € N et x4, ...,z, € X. Alors

IN A

Q=



1.3. Théoréme de domination de Pietsch

Donc u + Av € I, ,(X,Y'). Par conséquent, 7, (.) est une norme sur IL, ,(X,Y).
En effet, soient u,v € I, ,(X,Y) et A € k. Comme k > 0 d’apres la proposition (1.2.1),
ce qui donne 7, , (u) > 0 pour tout u € IL, ,(X,Y).

Tpg () =0 <= |Jul| =0 <= u=0 <= u=0.
Puis, de 'inégalité (1.2.3) (on prend A = 0), il s’ensuit que
Tpq (U +0) < g (u) +7pq (V).
Aussi, nous avons
v

Tpa (W0) = [ 30| = NIBI = I 7 (0)

Alors m, 4 (.) est une norme, et nous concluons (II, ,(X,Y), 7, , (.)) est un espace vectoriel

normé. m

Remarque 1.2.2 Si pour tout u € I1,(X,Y), alors ||ul| < m,(u). Puisque on prend n =1

dans linégalité (1.2.1) on trouve

i

SUp|z|<1 | ()]
Sup”:pHSl Tp,q (u) Supm*GBX*
= Tpq (W) SUP|z <1 |2l

Tp,q (1) -

IA

(%, )]

IN

1.3 Théoréme de domination de Pietsch

On présente maintenant le théoréme de domination concernant cette classe.

Théoréme 1.3.1 [1, Théoréme 4.2.10] Soit K un espace compact de Hausdorff et z* €
C (K)" une forme linéaire positive ((z*,u) > 0 si u > 0) tel que (z*,1) = 1. Alors il existe
un’unique mesure de probabilités p sur K = (Bx+,0(X*, X)), obtenu en munissant la boule

unité de X* de la topologie x -faible, telle que

(" u) = /Ku du

pour chaque u € C (K).



1.3. Théoréme de domination de Pietsch

Corollaire 1.3.1 Soit P (K) l'ensemble de toute les mesures de probabilités sur K, alors
on définit lapplication ® par
¢:P(K) — {z*eC(K)";z*est positive et (x* 1) =1}
p— d(p):C(K)—R
p— @ (1) (¢) = [ ¢ du,

est bijective, et en plus ® (P (K)) C Bk

Preuve. Par le Théoréme (1.3.1), il s’ensuit que ® est bijective. De plus, pour chaque

p € P (K) nous avons

[® (u)]| = sup
PEBc (k)

/wdu‘ﬁ sup /|90!du§1.
K vEBc(k) J K

Lemme 1.3.1 Soient XY deux espaces de Banach, etu : X — Y un opérateur p-sommant

et M C X un sous ensemble finie. On définit pour chaque M,
Uar 2 Bxe = R définit par ¢y () = ) (Ju(@)]” — |z (D) [(2", ) ")
zeM

G ={Y,; M C X finie} et F son enveloppe convexe. Alors pour chaque ¢ € F, il existe
Ty, € By« tel que ¢ (xj;) <0.

Lemme 1.3.2 On considére l’ensemble P définit par

P={feC(Bx:); f(p)>0Vp € Bx+},
alors P est ouvert et convezxe.

Théoréme 1.3.2 (Théoréme de domination de Pietsch) Soitu € L (X,Y) un opéra-
teur linéaire et 1 < p < oo. L’opérateur u est un opérateur p—sommant, s’il existe une
constante positive C' et une mesure de probabilités de Borel n € Bx+ telle que pour x € X

on ait

Ju(@)l| < C ( / o du>; (13.1)



1.3. Théoréme de domination de Pietsch

Preuve. Supposons qu’il existe C' > 0 et une mesure p comme ci-dessus, telle que
pp K

(1.3.1) est satisfaite. On prend x1, ..., z, € X, nous avons

()P < CP ( / . \<$*7fﬁj>|pdu> |

pour tout j =1,....k, on a

> llu ()|

cr Zf:l fBX* (@, 2;)[" dp

= O [y Si am )| du

cr IBX* SUD g+ B ys 25:1 | (@, xij dp
CPSup,ep,. Z?:l [(z*,z) | fBX* dy

k
cr Supx*EBX* Zj:l |<ZE*7 ’rj> |P :

IN

IN

D’ou la resultat.

Inversement, supposons que u est p—sommant. On peut étre consideére

Uar 3 Bxe — R definit par ¢y (2) := Y (Ju(@)|]" — |m, (W) [{a", 2)").

CEEMJ‘

G est lensemble forme par v,, et F son enveloppe convexe, par les lemmes (1.3.1),
(1.3.2), il s’ensuit que F NP =0, et d’apres le théoreme de Hahn Banach ( la premiére
forme géomeétrique ), on peut séparé I’ensemble du convexe et I’ensemble du ouvert convexe,

telle qu’il existe une mesure de probabilités i, € C' (Bx+)" et a € R telle que

to (Uar) < a < o (f),

pour chaque v¢,, € F et pour tout f € P.
(1). Le cas : pj est positive.

On remarque prendre M = {0}, nous devons (4, = 0 pour chaque ¢ € Bx-,

Yoy (27) = [[u ()" — |mp (0)7 [(2", 0)" = 0.

Alors
O§a<:u0(f)7

pour chaque f € P (ou pour chaque f € C'(Bx~) ou f > 0).

10



1.3. Théoréme de domination de Pietsch

En général, pour chaque h € C' (Bx~), avec h > 0 on définit pour tout n € N,
1
o ) = B (") 4
donc lim,, o hy, = h, et comme f, est continue, on obtient lim, . o (hyn) = 1o (h) > 0.
Alors p, est positive.
Maintenant, on définit p ; C'(Bx«) — R tel que p(f) = ﬁ#o (f), pour chaque f €
C' (Bx~) alors p est bien définit, car pu, (1) > 0 et p, est bien définit et p est positive avec
p (1) = 1. Clairement.
Par le Théoreme (1.3.1) et pour u (1) = 1, nous savons que u est identifié avec une
mesure de probabilités de Borel |1 € Bxx.
(2). Le cas : a=0.
En effet, il a été montré a > 0 pour tout n € N on a la fonction f,, ; C'(Bx+) — R définit

par f, (z*) = % avec f, € P. Puis, lim,,_,, f, = 0. Et comme i, est continue, nous avons

JLHC}OMO (fn) = o (f) =0,

avec a < [ (f,) pour tout n € N, on obtient a < 0 et a = 0. D’autre part, pour chaque
r € X, ona

_ (i)
n(V) = S < a
= 07

alors p (w{x}) < 0. Donc

Jo by @) = [y (luzll” = |, ()P | (", 2) ") dp (%)
= Nluall” [, dp—mp () [y |G, 2) [ dp
0,

IN

par conséquent

o @l <m0 ([ . o o )

En utilisant I'inclusion des espaces L,,il suit immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 1.3.2 Soit u € L(X,Y) et 0 < p < ¢ < o0, alors 7, (X,Y) C 7, (X,Y) et
Vu e m, (X,Y), n,(T) <, (T).

11



Chapitre 2

Version abstraite du théoréme de

domination de Pietsch

2.1 Théoréme de domination de Pietsch unifié (TDPU)

Soient X, Y et F des ensembles (arbitraires) non vides, F une famille des applications de X

dans Y, G un espace de Banach et K un espace topologique compact de Hausdorff. Soient

R: KxExG—[0,00)et S: FxV xG—[0,00)

deux applications arbitraires.

Définition 2.1.1 Soit 1 < p < oo . On dit qu’une application f € F est R — S—abstract

p-sommante s’il existe une constante C > 0 telle que

1 1

n P n D

(Z S(f, azj,bj)p) < C'sup <ZR(¢,xt,bt)p> , (2.1.1)
j=1 vek \ =1

pour tout xq,...,x, € E, by,...,b, € G et n € N. Dans ce cas, l'infimum des constantes C'

est noté par mrsy(f).

Remarque 2.1.1 On peut étre considéré les conditions suivantes sur la version unifiée du

TDP ;

12



2.1. Théoréme de domination de Pietsch unifié (TDPU)

1). Pour chaque f € F il existe xyg € E tel que
R(p,z0,b) = S(f,20,0) =0Vb e G .
2). Pour chaque xy € E et by € G, on a lapplication
R,y K — [0,00) définit par R, ,(p) = R(p,x,b)

est continue.

3). Les inégalités suivantes sont satisfaites

R(p,z,mb) < nR(p,x,b) pour chaque p € K, x € E;be G et 0 <n <1,
S(f,z,nb) > nS(f,z,b) pour chaque f € F, x € E;be G et 0 <n < 1.
On peut donner le théoréme unifié de domination de pietsch introduit par Pelgrino et

all dans [11] comme suit.

Théoréme 2.1.1 (TDPU) [11] Soient R, S sont des applications satisfaites (1), (2) et (3)
et pour 0 < p < oo, alors f € F est R — S—abstract p-sommante si, et seulement s’il existe

une constante C' > 0 et une mesure de probabilités de Borel u sur K telle que

S(f,z,b) <C (/ R(cp,x,b)pdu) . (2.1.2)
K
pour tout v € E et b € G. La plus petite constante C' qui vérifie l'inégalité 2.1.2 est notée
par Trsp(f).

Preuve. On suppose qu’il existe une telle mesure p. Alors on donnem € N, zq,...,x, €

Eetby,....,b, € G,ona

Do S(f g b)P < CPYTE [ R, a4, b5)Pdp
= O [ 3200 R, s, b5)Pdp
< CPsupyeg D iy Rip, ), b5)P

Donc f est R — S—abstract p-sommante avec mrs,(f) < C.

Inversement, On suppose que 'application f : E — F est R — S—abstract p-sommante.
Considérons ’espace de Banach C (K) des fonctions continues a valeur réelle sur K. Pour
chaque ensemble fini M = {(x1,b1), ... (23, b))} C E x G, soit

Yy K — R définit par ¢y, (0) = Y (S(f.2,b)” = Trsp(f)"R(p, 2, b)) .

(z,b)eM
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2.1. Théoréme de domination de Pietsch unifié (TDPU)

Il est commode de considérer M comme une suite finie engendre par d’éléments £ x G

plutét qu’un ensemble fini. Le fait, les fonctions
R,p: K — [0,00),définit par R, (¢) = R(p, ,b),

sont continues, alors ¢,, € C (K).
Soit G I’ensemble des fonctions 1,, et F son enveloppe convexe. On montre que pour

chaque ¥ € F, il existe p, € K tel que v (g%) < 0. On prend ¢ € F, il existe k € N,
ALy ey Ay € [0, 1] avec 25:1 Nj=Tlet Yy, ...y, €G tel queyp = Z?:l A,

On définit
My = U§:1 { (m,)\]’?b> . (x,b) € Mj} ,

et on choisit ¢, € K telle que

sup Z R(p, x,b)P Z R(py, z,b)".

PR (L bye, (z,b)EM,

On remarque qu’il existe ¢,, car K est compact et R, est continue. Alors

(& (‘Pw)

> im1 Ao, (#4)
ZJ 12 z,b)E (S(f T, b - WRSp(.f)pR((pw7va)p)

j 1 Z (z,b) EMJ (S » Ly )\ b - ﬂ-RS,P<f)pR(g0wv xZ, )\]pb)p)
= Z(w b)eM,, (S(f’ Z, w p - WRSP(f)pR(QOW Z, w)p)

IN

¢Mw(@w)'
Nous avons consideéré des suites finies au lieu des ensemble finis précisément pour que
I'inégalite (2.1) est vraie. En utilisant (2.1.1) on obtient ¢M¢(%) < 0. Donc
U,y <0 (2.1.3)

Soit
P={feC(K) ; f(¢)>0pourtout p € K}.

Il est clair que P est non vide (chaque application constante positive appartiennemt a P

), ouvert et convexe. De la définition de P et (2.1.3) il s’ensuit que PN F = ). Donc d’aprés

14



2.1. Théoréme de domination de Pietsch unifié (TDPU)

le théoreme de Hahn-Banach (la premiéme forme geométrique), il existe yu; € C (K)" et

L > 0 telle que
py(9) < L <py(h), (2.1.4)

pour tout g € F et h € P.
Si zg € E tel que R(p,z9,b) = S (f,x0,0) =0 pour tout p € K et b € G, alors

- S(f7 o, b)p - WRS,p(f)pR(Spt/n Lo, b)p = w{x,b} eF.

Donc 0 = 1, (0) < L. Comme les fonctions de constantes ¢ appartiennemt a P pour

tout k£ € N il résulte de (2.1.4) que 0 < L < py ( ) Faire k — oo on obtient L = 0. Par
(2.1.4) on trouve

11 (9) <0< py (h), (2.1.5)

pour tout g € F et h € P.
En utilisant la continuité de p,, on conclut que u, (h) > 0 pour h > 0, alors on peut
considérer f; est une mesure de Borel réguliere positive sur K.

On pose
1

11 (K)
il est clair que p est une mesure réguliére de probabilités sur K et par (2.1.5), on obtient

/Kg(w)du(@ <0,

Pour chaque g € F. En particulier, pour tous x, b nous avons ¢, ,, € F, et

n= :ula

/K oy () dp () < 0.

Alors
[ (5057 = s Rl b)) < 0.
D’ou
S(f,2,0)" < m(rs)p( /Rg%,xb)du()

Ce qui termine la preuve. m
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2.2. Théoréme de domination de Pietsch généralisé (TDPG)

2.2 Théoréme de domination de Pietsch généralisé (TDPG)

Dans cette section nous allons donner une version générale de TDP qui récupere tous les
théorémes du type de domination de Pietsch, incluant TDPU. Puis la version améliore le
TDPU en réduisant une de leurs hypotheéses.

Soient Xj,...,X,,Y et Ey,..., B, (arbitraires) des ensembles non vides, F une famille
des applications arbitraires de X; x ... x X,, dans Y, G4, ..., G; des espaces de Banach et
Ky, ..., K; des espaces toplogiques compacts de Hausdorff. Soient

R;: K; x By X ... x By x Gj — [0, 4+00)

et
S: FXEy X ..XxEp,xGyx...xG —[0,+00)

deux applications arbitraires.

Définition 2.2.1 [12] Soient 0 < pq,...,p; < oo tel que 22:1 % = %. On dit que f € F
J

est (Ry, ..., Ry — S)—abstract p-sommante s’il existe une constante C' > 0 telle que

1

1
v k O\
(Zs o ,...,mgmxbg”,...,bw) ot sup (ZR ol x;mxbgﬂw) |
t

ek \ =1

Pour tout 1", .., (’) € E;, b} ,...,b,(f) € Gj avec {i,j} € {1,....,m} x {1,...,1}.

On peut étre considéré un exemple de TDPU par les conditions suivantes sur les appli-
cations R; et S.

i). Pour chaque 29 € E;,bY) € G; avec {i,j} € {1,...,m} x{1,...,1}, on a lapplication

R, 5o (a0)" ) : Kj — [0, +00) définit par Rj’(x(i)):il,b(j> () = Ri(ip, 2D, ..., 2™ b)),

est continue.

i1). Les inégalités suivantes sont satifaites

R-(so x(l) ey ) ) URJ.(%$<1>,“,,m(m),bm)
S(f,a®, 2™ ab®, L apD) > Iy S(f,aW, L atm b0 0,

IN

pour tout 9 € E;, bV € Gj,p € K; avec 0 < m,aq,...,ap < 1 et {i,5} € {1,....,m} x

(1,1}
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2.3. Inclusion Principale

2.3 Inclusion Principale

Théoréme 2.3.1 [12] Si
pj < gqj pour j =1,2,
1 <p1 < pa2 < o0,
l<q < g <oo,

1 1<1 1

P1 a1 — p2 q2°

Alors
RS((g1.0).01) € 5((g2.0).p2)
pour
a=L i p < p,.
qip2

Preuve. Soit f € RS((4,,1)p)- 1l existe une constante C' > 0 telle que

SupZS [,z v)™ < sup ZR zj, )P (2.3.1)

veV wEW

pour tout 21, ...,2; € Z et m € N. Si chaque 7y, ..., n,, est un nombre entier positive, on peut

considere chaque z; est répété n; en (2.3.1), on trouve

SUPZTIJ (f,z,0)™ < sup Zm (2, w (2.3.2)

UGV wGW

pour tout zi,...,2z; € Z et m € N. Maintenat, en utilisant un argument de Mendel et
Schecht-man (qui il est été utilisé récemment dans différents contextes) on peut coclure que
l'inégalite (2.3.2) a des nombres réels positifs 7.

Puisque p; < ps nous avons ¢; < go. On définit p, ¢ comme suit

1 1 1 1 1
t

= — — — et — _— —

1
p P P2 a9 4§
Donc nous avons 1 < ¢ < p < oo, onam € N et z1,...,2; € Z sont fixé. pour tout

J=1,...,m, on considere \; est définit par

17



2.3. Inclusion Principale

Ainsi "
A (V)T S (f,z0) 0
= S(fi2,0)" % S(fi25,0)"
= S(f2,0)"
Rappelant que (2.3.2) est valable pour les nombres réels positifs arbitraires n; on obtient
pour 7; = /\j (V)ql )
2211 S(f,zj,v)®
= > A (V)" S(f,z,0)"
< Csupyew 25y Ay (V)™ Rj(zj, w)P,

pour tout v € V. Deplus, pour p, ps > p; et ﬁ + ﬁ, par I'inégalité de Holder on obtient
p1 pP1

Z;'nzl S(fv 2 U)qz

< COsupyew 250 A (V)" R, (2, W)

< Cowa | (SN 00F) 7 (S B (z007) ]

= (S A ) supgar (S0 Rylsw)) ™
pour tout v € V. pour £& > p > ¢ on obtient ||.[,, , < .||, et alors

p1

a p1

Zgnzl S<f7 24 U)q2
< O (P ()) " supgen (S Rylz,w)) ™

a1 P

= C <Z;”:1 S(f, zj,v)‘”) L sup,ew (Z;’;l Rj(Zj,w)p2> ”,

pout tout v € V' donc nous avons

<Zm: S(f, Zj,v)%) e < C sup (Zm: Rj(zj,w)%) P2 |

pout tout v € V, et finalement on conclut

a1pP2

a2p1 v m p2
(sup ZS fizj,v ) < Cr sup (ZRj(zj,w)p2> )

weWw weW =1

Ce qui termine la preuve. m
Avant d’introduire le théoréme de domination de Pietsch généralisé de [11] nous avons

besoin les lemmes suivants pour le prouver.
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2.3. Inclusion Principale

Lemme 2.3.1 (Ky Fan) Soient X un espace vectoriel topologique séparé, W une partie
convere compacte de X. Soit H un ensemble des fonctions définies sur W a valeurs dans

(—o00, 00| wvérifiant les propriétés suivantes.

(a) Tout W € H est conveze et semicontinue inférierment.

(b) Si U e conv (H) il existe o, € W telle que 1 (@) < 0,Vo € H
(c) S’il existe v € R tel que pour tout 1 € H, ¢ () < 7.

Alors il existe ¢, € H tel que ¢ (@) < 0 pour tout ¢ € H.

Lemme 2.3.2 [7, P.40] Soient 0 < py,...,p; < oo tel que 22:1 % = }%, alors
J

1 ‘1
S < 5df

j=1 "7

pour tout qy,...,q; >0, 5 =1,...,1.

Théoréme 2.3.2 (TDPG) Soient Ry, ..., R;, S sont satisfaites (i) et (ii) de la définition
(2.2.1). Une application f € F est (Ry,..., Ry — S)—abstract (p1, ..., p) —sommante si, et
seulement s’il existe une constante C' > 0 et des mesures de probabilités de Borel p; sur K

pour j =1,....1, telles que

1

, vj
S(f7 x(l)a S x(m)7 b(1)7 ) b(l)) S CH;:I (/ RJ(Spa x(l)v A x(m)7 b(J))p]dﬂg (SO)) ) (233}

pour tout 29 € E;, bV € G; avec {i,j} € {1,....,m} x {1,...,1}.

J

Preuve. Premiérement on commence par montrer la réciproque. Soient xgl), s x,(;) €

Ei,bgj), ...,bg) € Gj avec {i,j} € {1,...,m} x {1, ...,{} . Par ’hypothése, on a

(1 m 1 l
S S(h 2™, 2™ 0 0 (2.3.4)
L
< CpZt—l <fK (pangl)w' m) b de/l,>pj
(*) < CPH (Zt 1fK Soaxt)w' ’ j) pj >p7
»
o (o i)
»
1 m '
< Cle (SUpgaEK Zt 1 (%SCE),-.-,% )7bt f deJ')p]
»
— C’PH (SUPweK Zt 1 (gp’gjgl)’.,.,jjim)}biﬂ)pj)py ’
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2.3. Inclusion Principale

ou (*) est vérifie dans 'inégalite (2.3.4) grace a l'inégalité de Holder. Donc f est (R, ..., R —
S)—abstract (p, ..., p) —sommante.

Maintenant, supposons que f est (Ry,..., R — S)—abstract (p1, ..., p;) —sommante. Soit
P (K;) un ensemble des mesures de probabilités de Borel sur K, pour tout j = 1,...[. Nous
avons P (Kj) est considéré comme un sous ensemble compact de Bg )+ pour tout j = 1, ...1
(voir [15, Théoréme 2.3.4)).

Pour k € N, xgi), ...,x,(j) € F; et bgj),...,b,(cj) € Gj avec {1,j} € {1,...,m} x {1,...,1}, on
définit
P(K;) x..x P(K;) — R,

telles que

(8 ((Mj);:1> = S 1( S(f, a2 p® ey
_CPZJ 1P; fK 30,:13,5 )7“ xlgm vb]))pjdu )

Soit ‘H la famille formée par toutes les applications . par simplifier, on notera

S S(f ), x™ o b,

(mﬁ??)m 7(b§j')>lv (f)
et
Rj,(:c(’i)) b0 (p) == R,(p,x M.z pa)y,

Par le Théoreme (1.3.1), ce qui donne chaque p; est identifié comme 2% € C'(K;)" une

forme linéaire continue. Ou

/ Riydp; = (25, Ry, |
K

J

pour tout t = 1,...k et j = 1,...[. Alors chaque partie de la définition de ¥ est continue, par

conséquent 1) est continue. D’autre part, chaque v € H est convexe. En effet, pour A € [0, 1]

et (,uj)i.:l , (pj)i’:l € P(K;)x...xP(K;),on pose (Vj)é.zl =A ((uj);ﬂ) +(1-=X) (pj);zl
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2.3. Inclusion Principale

Ainsi, nous avons

v ())
= [} (S, ) ~O B (B 0) 100
(3 e, ] [%x)):: GO
—oryl <)\ Ji { () (s@)} jdﬂj +(1=A) [y,
= (S, 0] 2 S, o,
— Oy A {RL ) (@)r dy + (1= N i [, [Rj CONE S (@rj dp J)
_ay ( [S@E“)L:(b?))fl( )r_c Sh Sy [y )]
PO NEL IS - T g |R (o) “‘”Fj d’“”’D
= 0 () L) + @ - ()

Maintenant, il a montré que H est concave. Pour cela, on donne les applications

Py € Het 0 < Ap, ., Ay <1 telles que Y °_; A, = 1 nous avons

p

bj
Rj,(xﬁi))i:1’b(]-) (QO):| dp]))

p

| —

Sooaths ()50
= Zr 1 Ar Ztr 1 [p [S< ()) (b({))l_: (f)

P
_Cij 1P fK

p

pPj
(xng))l o) (‘P)] dﬂj]
j=1"tr

Dj

1 —Cr .
Nk S(m§i>)m1,<x,’.l’b§j>>l ) " T 7 I, j,(xi”)l_ I,Af%’bii) @
)= T j=
Jj=1
= Yo ((Mj);:1> ’

qui une somme finie de la méme fagon que la définition de ). Alors ¢, € H et par conséquent,

IA

F est concave. Avec chaque K est compact et R (ot )) est continue, il existe p; € Kj

o)
t=1

telle que
k

S (TR S (Y

PEK; Y t=1
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2.3. Inclusion Principale

On donne ¥ € F, on prend u}l’ = 5%, est la mesure de Dirac sur K; par rapport a ¢,

pour tout j = 1,...I. On trouve

i=1

P e B S i < ()"

= Zt 1 [% ( (z) b(]) (f)) _CPZ] 1P fK ( j,<$§i>)’" b9 (90)) jd“}y]

= Zt 2 5 (I(¢)>m (b(])> - (f) b (W))pj d/“b}y

t i=

3

=1

Y _(f{%_} S (Rj’ o) (w))pj d/@?) pl]] Py

p B pj pij pPj
= Zle% S(wu))m (bm)l (f)> —-Cr 23:1% (SupgoeKj 25:1 (Rj,(xgi))m b0 (@)) ) ] :
t )=\t ) =1 i=1 "

= k1 5<$(i))ni on f)] -y, P%jf{%} i (Rj,(wﬁ“)m o) (90)) dpy

k
= Zt:l

D =

= Zf:l% S<x§i>>’" 7<b§j)>l_7 (f)

En utilisant le lemme (2.3.2) avec

k Pi\ P
4 = fél}(’ Z (Rj7($§z)>f” b9 (@)) ;
Jt=1 i=1
il s’ensuit que

v ((),) p
Zt 1%( ( >t_1’<b§j)>;:1 (f)> _%Hétl

< 0,

IN

<Sup¢ef<j Y ( ()" 4 ((p))pj)plj]p

car f est (Ry,..., R — S)—abstract (pi, ..., p;) —sommante.

Par le lemme de Ky Fan (2.3.1), il existe (ﬁ]\)i:l € P(Ky) X ... x P(K)) telle que
P <(u]) 1) < 0 pour chaque ¥ € F, c’est-a-dire, pour tout k € N, wgi),...,xg) € L et
bgj), s k ) e G, avec {i,j} € {1,....,m} x {1,...,1}, on a

k 1 . B
;[15 (S(wi“>lif<bi“>i_l ) _szpj/ ( o) o) <%0>) duj] <0, (235)
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2.3. Inclusion Principale

en particulier, on prend k£ = 1 il s’ensuit que

}) (S(xgi)y” 7(b§j))ll (f)) < CP —/ ( 2 ’.” b (90)) jdﬁ]\" (2.3.6)

On donne 29 € E;, bY) € G; avec {i,j} € {1,...,m} x {1,...,1}, on définit
_- m DPj T ’

I={je{l,.t} 1,40}

Si I =0, par (2.3.6) on trouve

Soit

S =0,

( ()) (g))i (f)

et I'inégalité(2.3.4) est évidente. Autrement, pour chaque j € I, soit €; > 0 assez grand de

1 —1
0< (Tje]pp]) < 1.

1y €;. Donc

tel sort que

On pose € = maxcpy

1\ —1
0< <7'jewj) <1,

pour tout j € I. On définit

1

~1
(Tjeﬁﬁ) si jel,
1 si jé¢l.

0; =

Alors 6; € [0,1] pour tout j =1, ...,[. Par (2.3.6) et (2.3) on obtient

%(S(xm)j (030) l(f))p (2.3.7)

i

< CPZ] 1P fK ( j,(z(l))_n 0,60 (90)> dﬂj

P

< og 2y (n & <so>) i,
= O (Z]EI; p] +Z]¢[ pj
P L Py b
< C ng?(ﬁ’e J> T

1
— Doy < lcow
Cepgjelp pCeP
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2.4. Amélioration du théoréme de domination de Pietsch unifié

Par conséquent

(S(w):”_'l,(bu))(_l (f)) IT_,0; < Crer. (2.3.8)

D’ou

<S<x<”)f;:(b<j>)l (f ))p (2.3.9)

j=1
Cre v (I_,60;) "
1 _1 \P
CPe rlljer (Tje””i )

_1 L
CPe vlljer The?s

VANRVAN

1

= (P (2161%*5)H p
= € jel Ty

SilC{1,..,1}, alors Zje] (P% — %) < 0. Par conséquent, en prenant la limite quand
J

¢ — 400 dans (2.3.9) nous avons

et nous obtenons 'inégalité (2.3.4).

Si I ={1,..,1}, alors (2.3.9) est pris la forme

<S<m<i>>z”1,<w>>;1 U ))p

l p
< Cszl TS

Donc

Sy, @)y, )

Jj=1

C (I, )7

= Cllj, (ij <Rj,(z(i>)’_’il,b<j) (‘P))pj dﬁ;) "

i=

IA

Ce qui termine la preuve. m

2.4 Amélioration du théoréme de domination de Pietsch
unifié

En utilisant TDPG, et nous allons la version améliore le TDPU qui ne nécessite pas la

premiére "hypothese de la Remarque (2.1.1).
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2.4. Amélioration du théoréme de domination de Pietsch unifié

Théoréme 2.4.1 (TDPU) Soient R, S sont satisfaites (2) et (3) et 0 < p < co. Alors une
application f € F est R— S—abstract p—sommante si, et seulement sl existe une constante

C > 0 et une mesure de probabilités de Borel i sur K, telle que

S(f,2,b) §C’</KR(go,x,b)p>p,

pour tout x € E, b e G.

Preuve. On prend m = n = 1, dans le théoréme (2.3.2). m
Maintenant, nous pouvons démontrer que la version unifiée de TDP a I’aide du lemme
suivant et en demandant seulement une hypothése sur 'application R et en permettant a S

d’étre arbitraire.

Lemme 2.4.1 Soit f : X — Y une application est R — S—abstract p—sommante si, et

seulement s’il existe une constante A > 0 telle que

(Z NS (s @j, bj)p> < Asup (Z AiR(p, bj)pd,u> 7 (2.4.1)
j=1 j=1

peK
pour tout xq,...,x, € E.by,....b, € G et \,...,\, € RT.
Preuve. La réciproque est claire, on prend Ay, ..., A\, = 1. D’autre part, pour n € N,

Z1,...,T, € E et by,...,b, € G, on suppose que A; € N pour tout j = 1,...,n. Alors par

I’hypothése, il existe une constante C' > 0 telle que

> i1 ApS(f x5, b5)P
= S(fie,b)" + 4+ S(f, 21,00+ 4+ S(f, 20, 00)" + o+ S(f, @0, 00)"

M An
< CPsup R(p,z1,b1)P + ... + C? sup R(p, x1,b1)P +...+
peK peK
M
+C? sup R(p, xp,b,)P + ... + CP sup R(p, x,,,by,)P
peK peK
o

= (7 SUP e 2?21 )\]R(QD, Ly bj)p‘

Donc l'inégalité (2.4.1) est valable pour Ay, ..., A, € N.
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2.4. Amélioration du théoréme de domination de Pietsch unifié

On pose \; = Z—; € Q" pout tout j =1,....,n. On a

Z] 15 (fl‘], ) = %Z] 15 (ffl,’j, )
- Hlelsi Z?:l (7"] 1 ) S(fsxj,b5)P.

Et par la premiére partie de la démonstration, il s’ensuit que

Z] 15 (f ZL‘], ) < OH" SupgoEK Z] 1 (T]HZ 181> R(g@l‘j,bj)p

i#]
< OSUpapeK 2?21 (%) R(e, Ly, bj)p
= Csupger )iy FR(p,7;,0)"

Puis, il faut démontrer que l'inégalité (2.4.1) pour Aq,...,\, € QT. Maintenant, on
considére les suites de scalaires Ay, ..., A\, comme des formes réelles positives arbitraires,
supposons que par ’absurde pour tout C' > 0, il existe n. € N, z1,...,z, € F, by,....b, € G
et i, ..., Ay, € R telle que

P

(i /\jS(f,xj,bj)p> > C'sup (Z)\ R(p,;,0b; )p> : (2.4.2)

peK

Pour chaque j = 1,...,n,, soit <q,(f)>k une suite des nombres rationnelles converge
=1

respectivement vers \;. Alors
a0 S(foay,b5)" kS (f 25,0507,

et
0 R, by kMR (g, 5,05

pour tout j =1,...,n. et ¢ € K. Nous avons

qu”sm, ) k ZASJ’% i)

7=1
il s’ensuit que
C' sup Z q,(j)R(gp, zj,b;) k C sup Z N R(p, xj,b5)F.
pEK =1 peK =1

On peut conclure I'inégalité (2.4.2), il existe ng € N telle que

Zq])s famja >Csupzq Spaxja )p,
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2.4. Amélioration du théoréme de domination de Pietsch unifié

pour n > ng. Absurde.
Ce qui termine la preuve. m

Le théoréme suivant da & D. Pellegrino et J. Santos.

Théoréme 2.4.2 (TDPU) Supposons que 0 < p < oo et soient S arbitraire et R satisfaite
(2). Alors f € F est R— S—abstract p—sommante si, et seulement s’il existe une constante

C > 0 et une mesure de probabilités de Borel i sur K, telle que

S(f.z,b) < C ( / R(w,x,b)pdu) .
K
pour tout v € B, b € G.

Preuve. La réciproque est similaire de la démonstration de Théoreme (1.3.2). D’autre

part, f est R — S—abstract p—sommante. Alors il s’ensuit que

<Z )\]S(f, T, bj)p> ' < C sup <Z )\]R(QO, Zj, bj)p> ' N (243)
j=1

peK =1

pour tout n € N, xq,...,x, € E et by,....b, € G et \,..., \, € RT.
On pose F1 = E x G, G; =k et on définit

R : K x By x Gy — [0,+00) définit par R (¢, (z,b),\) = |\ R(p,,b),
et
S : Fx Ey x Gy —[0,+00) définit par S (f, (x,b),A) = |A| S (f,z,b).
Donc par 'inégalité (2.4.3) on obtient

(Z S(f. (xj.b5) )\j)p> ” < Csup (ZE(% (;, ;) 7/\j)p) p :

peK

7j=1
pour tout n € N, z1,....,2, € E et by,....b, € G, M\i,..., \n € k. Autrement, f est R —

S—abstract p—sommante. De plus, par ’hypothése R est continue, on a I’application
Rapa K —[0,+00) définit par R, p)x (9) = R (¢, (2,0),A) = [A| Raop (),
est continue, pour tout (z,b) € E1 et A € G7. On note encore

S(f, (@,0) , tA) = [tAl S (f,2,b) = tS (f, (2,b) , A,
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2.4. Amélioration du théoréme de domination de Pietsch unifié

et
R (o, (z,b) ,t\) =t|A| R (p,2,b) = tR (¢, (z,b) , 1)),

pour tout (z,b) € Fy et A € k, 0 <t < 1. Par le Théoréme (2.4.1) ce qui donne exister une

constante C' > 0 et une mesure de probabilités de Borel u sur K, telle que

5<f,<x,b>,A>pso(/lﬁw,(z,b),»’))’l’,

pour tout (z,b) € E; et A € G4. On prend, particulierement, A € N tel que |\ = 1, il

s’ensuit que

S(f,2.b) go(/}(}z(@,x,b)p)p,

pourtout r € £, be G. =
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Chapitre 3

Applications de TDPG et TDPU

Il & été discuté précédemment, qu’il ne semble pas possible qu’il existe un choix ap-
proprié des parametres dans TDPU qui récupére TDP pour la classe des applications

multilinéaires (g, ..., ¢,) —dominées, a cet effet, nous allons utiliser TDPG.

3.1 Applications multilinéaires (¢, ..., ¢,) —dominées

Définition 3.1.1 Soient 1 < ¢4, ..., q, < 00 avec % = qil + ...+ qi On dit qu’un application

n—linéaire T € L (X1 X ... x X;,;Y) est (q1, ..., @) —dominée s’il existe une constante C' > 0

q”) , (3.1.1)

telle que

1
k q k
(ZHT(ng>,...7bgn>)HQ) <o, s (z\@,bgw
t=1 t=1

T*EB x*
J

pour tout n € N et b € X; avec {t,j} € {1,..,k} x{1,...,n}.

Théoréme 3.1.1 (TDP) Une applicationT € L (X7 X ... x X;Y) est (qu, ..., Gn) —dominée
si, et seulement s’il existe une constante C' > 0 et des mesures de probabilités de Borel ju;

en BX;;, telles que

95

HT(b(l),...,b("))HgCH;;l/ (& BN s, | (3.1.2)

By
J

pour tout x) € X et j =1,...,n.
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3.2. Les applications multilinéaires Cohen fortements q-sommantes

Preuve. On choisit les parameétres suivants

(
l=n,

F=L(X; x..xX,;Y),

E; =R, pour tout ¢ =1, ...,m,
Gj=X,et K;= BX;, pour tout j =1,....n,
p; = qj, pour tout j =1,...,n,

S (T2, ... a b0, ) = || (b0, .., b™)]|
R (%, W, 2t b)) = |(z*,00))|.

\

On fixe (z;)!_, dans R™ et b¥) € X;, nous avons R; ()

m b est continue en BX; pour
tout j = 1,...,n. De plus, il est facile de trouver que S et R; (comme j = 1,...,n) vérifient
I'inégalité en (ii) de la définition (2.2.1). Donc T est (¢i, ..., ¢,) —dominée si, et seulement
si, T est Ry, ..., R, — S—abstract (qi,...,¢,) —sommante. Dans ce cas, le Théoréme (2.3.2)
ce qui donne 'existence d’'une constante C' > 0 et des mesures de probabilités de Borel y;
sur K, telles que, pour tout ) € R et b) € X; avec {i,j} € {1,...,m} x {1,...,n}, on a
1

S (T, 2, .., 2™ bW b)) < C 1T (/ Ry (a*,aW, . ™) p))? duk> .

i
Par conséquent

1

|7 (6, ...,b™) || < C 1T, / (2" 0N [P dpy |, (3.1.3)

X*
J

pour tout b9 € X et j =1,...,n.

Ce qui termine la preuve. m

3.2 Les applications multilinéaires Cohen fortements
g-sommantes

Définition 3.2.1 Soientl < ¢ < oo, T': X1 x ... x X, — Y (X,,Y sont des espaces de

Banach arbitraires et m € N). Si g > 1, alors q* est le nombre reél satisfait % + qi* = l.un
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3.2. Les applications multilinéaires Cohen fortements q-sommantes

operateur n-linéaire continu est Cohen fortement p-sommant si, et seulement s’il existe une

constante C' > 0 telle que

3

“) - (3.2.1)

yi (T(xj, . af)| < C(jzlﬂ ()| sup (i‘lly** ()

n
j:]_ y**EBy**

7

pour tout ¥, ...,x € X, yt, .yt €Yt (j=1,..,m).
Le théoréeme suivant dit & D. Achour et L. Mezrag (voir [2]).

Théoréme 3.2.1 (TDP) Soient 1 < g < oo, T : X1 X ... x X, — Y un operateur n-
linéaire continu est dit Cohen fortement q-sommant, si est seulement s’il existe une constante
C > 0 et mesure de probabilités j sur By« telle que pour tout (z',...,x™ y*) € X3 X ... X

X, X y*. On a l'inégalité suivante

v @) < (1) (o)

1
3

v du) L (3.2.2)

est valide.

Preuve. On choit les paramétres suivants:.

t=2etr=n-—1,
E; = X, pour tout : =1,..n — 1,
Ky = Bx;x..x: et K3 = By,

G = X,et Gy =Y,
H=L(X;x..xX;Y),
p=1,pi=qetp =g,

S(T,x1, s Ty y*) = |y* (T (21 ..., 2™))]
Ry (p, 2t ... a") = Hx(l)H Hx(”)H ,

n—

Ry (o, 2, ...,z

\ L) =le ()l
Il s’ensuit que T : X x ... x X,, — Y un operateur est dit Cohen fortement q-sommant
si est seulement si T est Ry, Ry — S—abstract (¢, ¢*) —sommant. Par le théoréme (2.3.2), T

est Ry, Ry — S—abstract (¢, ¢*) —sommant.si est seulement s’il existe une constante C' > 0

et une mesure p, € K, telle que,
S (T,aj(l), ) y*)

S <fK1 Ry (¢t .., 2")" d#l)E (fKQ Ry (2!, ..zt

1
* a*

duQ>

31



3.2. Les applications multilinéaires Cohen fortements q-sommantes

ie.,

ly* (T(xt, ..., z")| 1

(S s B o) ) (T
= O ]| (S -

v du2> o
Et on récupére( 3.2.2) quel que soit le choix de I'entier positive m et 2 X, k =1,...,n.

1
=

v d#2> ’

IN

o (y*)

o (y")

Ce qui termine le preuve. ®
Avant de donner quelques applications de TDPU et TDPG dans le cas lipschitzien.

On a besoin de présenter quelques préliminaires concernant les applications lipschitziennes.

Définition 3.2.2 Soit (X, dx,e) est un espace métrique pointé(i.e., e un élément neutre ou

distingué, on prend 0 si X est normé). On note par
My = {espace métriques complets pointés}.

Définition 3.2.3 (i). Soient (X,dx),(Y,dy) deuz espaces métriques. Une application T :

(X,dx) — (Y,dy) est dite Lipschitzienne s’il existe une constante C' > 0 telle que
dx (Tx,Ty) < Cdy (z,y) (3.2.3)

pour tout v,y € X
(ii). On note par Lip (X;Y) 'ensemble des applications Lipschitz T : (X, dx) — (Y, dy)
(117). QuandY = H est un espace de Banach, on dit qu’une application T : X — H est

Lipschitzienne s’il existe une constante C' > 0 telle que
[T (x) =T (y)|| < C d(z,y) (3.2.4)
pour tout x,y € X.

Définition 3.2.4 Soient (X, ex,dx) et (Y,ey,dy) deux espaces métriques pointés. On dit

que T : X — 'Y préserve l’élément distingué si T (ex) = ey.

Définition 3.2.5 Soit H un espace de Banach. On note par Lip, (X, H) l’ensemble des
applications Lipschitz de X dans H telles que T (ex) = 0.
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3.3. Les applications Lipschitz p—sommantes

Remarque 3.2.1 (i). On a la fonction

17 () — T(y)\l}

ML, = Lipo (X, H) — [0,+00} ; définit par |T]|,, =31;1;{ d(z.9)

est une norme. De plus,( Lip, (X, H), ||.||Lip0> est un espace de Banach. Quand H = R
on note par Lip, (X,R) = X#, s’appelle le dual de Lipschitz de X.

(ii). La boule Bx# (ici Bx+ est la boule unité de X# ) est l’espace compact de Hausdorff
dans la topologie de la convergence pointé sur X. (voir [5, Théoréme 3.1]).

11). On fire z € X, on a Uapplication
(iii)
¢, : X7 = R ; définit par (, (@) = ¢ (2),

est continue.

3.3 Les applications Lipschitz p—sommantes

Dans [3] il est esquissé comment le théoréme de domination de Farmer-Johnson [6] peut
étre récupére a partir de la théoréme unifié de domination de Pietsch obtenue a la section
ci-dessus. Par souci de compléter, nous allons expliquer avec quelques détails, comment cela

peut étre fait grace a une procédure plus simple.

Définition 3.3.1 Soient (X,dx), (Y,dy) sont des espaces métriques, une application T :

X — H est dite Lipschtiz p—sommante (voir [6]) s’il existe une constante C > 0 telle que

Zaidy (T (x:),T (y:))" <C sup Zai |f (i) = f (wa) "

FeBx# iz

pour tout n € N, aq,...,a, et by,...,b, € X, ot By# est la boule unité de dual Lipschtiz
X7 de X.

Théoréme 3.3.1 (Farmer-Johnson) Les propriétés suivantes sont équivalentes pour une
application T : X — H entre des espaces métriques :

(i). T est Lipschtiz p— sommante
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3.4. Les applications Lipschitz (p,r, s) —sommantes

(ii). 1l existe une constante C > 0 et une mesure de probabilités de Borel |1 en Bx#,

telle que

p

dy(T(ﬂﬁ),T(y))SC/“(/B |f(x)—f(y)\pdu(f)> :

x#

pour tout x,y € X.

Preuve. On note que T est Lipschtiz p— sommante si, et seulement si T est R —

S—abstract p—sommante avec

EF = X xX,
et
G = R,

et K = By# est l'espace compact de Hausdorff dans la topologie de la convergence pointé

sur X, H est I’ensemble de tous les mappings de X a H et R, S sont donnés par

R :Bx# x (X x X) xR — [0,00) définit par R (f, (z,y),a) = |a|% lf (z:) — f (yi)],
et

S H % (X x X) x R — [0,00) définit par S (T, (z,y),a) = |a|? di (T (z), T (y)).

Ainsi, nous avons, en conséquence du théoréme (3.1.1). =

3.4 Les applications Lipschitz (p,r, s) —sommantes

Dans cette section, on suppose que toutes les suites sont finies.
Soient N € N, ()\j);.vzl une suite de nombre réelle et (a:j);.vzl : (yj)j.vzl sont des suites dans

X. On définit

wy (()‘j7$j7yj)§v=1) = sup (AN [Aj (¢ (zj)—sﬂ(yj))|r)r-

PEBy 2

J. A. Chavez-Doménguez est définit in [5] les opérateurs Lipschitz (r,p, ¢)-sommants

comme suit.
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3.4. Les applications Lipschitz (p,r, s) —sommantes

Définition 3.4.1 Soient 1 < p,r < o0, 1 < s < oo etT : X — H est une application
Lipschitzienne. On note par T est Lipschitz (p,r,s) —sommante s’il existe une constante

C > 0 telle que pour tout N € N, z;,y; € X, v € H*, A\j,k; >0 et j =1,...,n on trouve,

<Z [ (05, T () = T (?/j)>|p> (3.4.1)

< Cwlr (k)T H (3.4.2)

gy

Remarque 3.4.1 En [5] il est commenté sur la possibilité de la restriction A\; = 1, pour
tout j = 1,...,N. Dans la définition de Lipschitz (p,r,s) —sommant et la démonstration de
ce fait est similaire au cas de la définition des applications Lipschitz dans [6]. De sort que

Uinégalité (3.2.4) devient équivalente a

(3.4.3)

S,w

<2: |(v3, T (x;) —T(?/j)>|p>p < C wk? <(kfl7xj’yj);v=1) H(kﬂ;);il

Remarque 3.4.2 Quand H = G*, on peut considérer v; € G au lieu de v;* € G*™ pour
tout j =1,...,N.
En effet, supposons que T est Lipschitz (p,r,s) —sommante, donc il existe C > 0 telle

que pour tout N € N, z;,y; € X, vi* € G, Aj, k;j > 0. On trouve

. (3.4.4)

S, W

(Z |)\ T (y, >|p>” <(C wTLip <()\]k‘j 1,93],% ) H k: v** 1

Pour N € N et v; € G avec j = 1,.., N, on pose vi* = J(v;) € G en (3.4.4), ot J :

G — G** est la surjection canonique. Alors

| (i), (3.4.5)

7757 [ s 0
= s (S0 [ )
= swppecs,. (S kg or)])’
= SUDyecpg. <Zy1 (] (kjvz), )" )

1
s

1
r\r

1
T

= SupU*EBG* <Z] 1 ,U k: v] )
‘(k U.])_] 1
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3.4. Les applications Lipschitz (p,r, s) —sommantes

et
(05", T (x5) = T ()| = [(J (v), T () = T (y))] = (T (x;) = T (), 0|, (3:4.6)

pour tout j =1,..., N, donc

<ZM T(y >vj>|)pscwf"p((&kﬁx],y] e, @an

pour tout n € N, xj,y; € X, v; € G, \j,k; >0 avec j =1,...,n

Autrement, supposons que l'inégalité (3.4.7) est valide. Pour N € N et vf*,...,v5 €
H** on considére les sous espaces de dimension fini V. = Span {v}*,..,v*} C G** et
U= Span{T (x1) =T (y1),.... T (zn) — T (yn)} C G*. Par le principe de la réflexivité locale
(voir [4, P.177]), on donne ¢ > 0, il existe une application injective linéaire ¥ : V. — G

telle que
max { [, [ )"} < 1+e

et
(u', ¥ (v™)) = (v, "),

pour tout v** € V et uw* € U. On pose v; = V¥ (v]**) . On appliquons le résulta ci-dessus

avec ui =T (x;) — T (y;), Uinégalité (5.4.7) pris de la forme

(Z |A; (v T(yj)>|p> ; < C wk <()\ij l,xj,yj > H (kjv5); o (3.4.8)
Notez ausst que, pour tout € > 0
o], = o 03l <19 ) <o
(3.4.9)
Alors
(i\f: |Aj (o3 T () = T (?JJMP) ; < (10 Cwl™ Nk ;) H (")l
Jj=1 )

faire ¢ — 0, on conclut T' est Lipschitz (p,r, s) —sommante.
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3.4. Les applications Lipschitz (p,r, s) —sommantes

On combine entre les remarques (3.4.1) et (3.4.2), nous avons T : X — H* est Lipschitz
(p,7,8) —sommante si, et seulement s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout

NeN z;,y;€e X,v; € Hetk; >0 avecj=1,...N,

<Z| (y;),v5)] )” < C wh? <(k] 1,x],y] ) H (k; v]

Et cette inéqgalité est la plus forte durant cette section.

(3.4.10)

S,w

La classe des applications Lipschitz (p,r, s) —sommantes de X dans H est définit Hprs
et
rt (T = {inf C vérifiant 3.4.1} .

p?T,?s
L’exemple de la classe des opérateurs (p;q) —sommants, pour tout l’espace métrique

pointé X et l’espace de Banach H, on a ’application

() I (X;H) — [0,4+00},

p,r,s p,r,s

(X; H) de telle que (1L, . (X; H) 7k, (.)) est un espace

est définit une norme dans I1. s

p,r,S

vectoriel normé.
Nous allons présenter le théoréme de domination de pietsch pour la classe Hpr s

Théoréme 3.4.1 (TDP) [5] Supposons que ]l) +1+1=1etTeLip,(X;H"). Alors les

propriétés suivantes sont équivalentes:

(CL) T e Hprs (XaH*)v
(b). Il existe des mesures de probabilités de Borel i et p en Bx# et By respectivement
telles que
(T (z) =T (y),v)| <C (/ |0 (x) —w(y)lrdu(¢)> (/ I(v,v*>|8dp(v*)> ,
BX# BH*
(3.4.11)
pour tout x,y € M etv € H.
Preuve. Notez d’abord que, en utilisant l'inégalité (3.4.10), T' € IT, . (X; H*) si, et

seulement s’il existe une constante C' > 0 telle que

= PEB 4 v*E€Bp*
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3.4. Les applications Lipschitz (p,r, s) —sommantes

pour tout N € N, z;,y; € X, v; € H et kj; >0 avec j = 1,...,N. Alors on choit les

parameétres suivants:

[=2etm=1

F =Lip, (X; H")

E=XxXxR"

Gi=RetGy=H

K, =B+ et Ky = By«

ST, (z,y, k), A v) = (T (z) =T (y) ,v)|
Ry (¢, (2, k), A) =k~ o (2) — ¢ (y)]
\ Ry (v*, (z,y, k) ,v) = k|{v,v%)].
On remarque que S, Riet Ry sont satisfaites (ii) de la définition (2.2.1). D’autre part,

on donne (z,y,k) € X x X x RT,\ € R et v € H, on a les applications sont définis par
Ri(zymn (@) = k1 |(CI — Cy) (90)| est continue en By# et Ry (40 (V) = k|(v,0%)] est
continue en By, puisque les applications suivantes sont continues J,« (.) = (.,v*), pour

tout v* € Bpy-.

Notez que les inégalités

S, W

(i (T (25) = T (1) ,v>|p) < cul (5 ) ) |k s

et

S =

N
(Z S (Ta (x]'a Ys, k]) s )‘ja Uj)p>
j=1

1 1
N r N s
S C sSup (Z R1 (()07 (xja yja k]) ) )‘j)T) sup (Z RQ (U*a (xja yja k]) >Uj>s> )
J J

peKy 1 v*e Ko —
sont équivalentes.
Alors T est Lipschitz (p, r, s) —sommante si, et seulement si, T' est Ry, Ry — S—abstract
(p,r,s) —sommante. Ainsi, le Théoréme (2.3.2) est garantit l'existence d’une constante

C > 0 et des mesures de probabilités de Borel i et p en By# et By« respectivement telles

que

s

ST AN <0 ([ R ph) N a) ([ R ko)
1 ’ (3.4.12)
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3.5. Les applications Lipschitz Cohen fortement p—sommantes

ou
L 1
S

KT@%JWMWHSC<L |w@»—w@mwmwﬂr(é K%WWmﬂﬁQ,

pour tout x,y €« Metve H m

M#

3.5 Les applications Lipschitz Cohen fortement p—sommantes

La définition suivante a été introduite indépendamment par [16] et [17]. Pour notre com-

modité, nous adopterons la notation de [17].

Définition 3.5.1 Soient 1 < p < 0o, X un espace métrique pointé, H un espace de Banach
et T : X — H wune application Lipschitzienne. On a T est Lipschitz-Cohen fortement

p—sommante s’il existe une constante C' > 0 telle que

i)\j (3, T (;) = T (y;))| < C H ()\jd(xj,yj);v:l) (v;)j\;l

pour tout N € N, z;,y; € X, vi € H “et \; € Ry avec j =1,...,N.

(3.5.1)

p pw

Maintenat, on donne le théoréme de domination pour les opérateurs Lipschitz-Cohen

fortement p—sommants ( voir [16] et [17])

Théoréme 3.5.1 (TDP) Soit X un espace métrique pointé, H un espace de Banach et
T € Lip (X; H). Alors T est Lipschitz-Cohen fortement p—sommante si, et seulement s’il

existe une constante C' > 0 et des mesures de probabilités de Borel i en By« telles que

1
pT

\ijwfwmswmw(é mmw%mm), (35.2)

pour tout x,y € X et v* € H *, et de plus, dans ce cas
df,, (T) = inf {C vérifiant 3.5.2} .

H**

Preuve. Notez que T est Lipschtiz-Cohen fortement p—sommante si, et seulement si

S A (T () = T (w3)  5)| 1 (3.5.3)
¢ (Z] 1 |A d m]7yj )p Supv**EBH** < j=1 ‘</U** ) a
SUP¢e(o,1] C <Z] 1 |)\ d(%>yy)|p> SUPy** e By v (Zj 1 ‘<U**7 j>‘p )7 .

IN
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3.5. Les applications Lipschitz Cohen fortement p—sommantes

Maintenant, on choisit les paramétres suivants

.

[=2etm=1,
F =Lip(X;H),
E=XxX,

Gy =Ret Go=H",
K; =[0,1] CR et Ky = By,
ST, (x,y), A v7) = [A[ [0, T (z) = T (y))],
| & (z,y), ) = |\ d(z,y) et Ry (v, (x,y),v") = |[(v**, v")].

On remarque, pour tout (z,y) € X x X et A € R sont fixés, Ry (5, est une fonction
constante dans R, alors Ry (;,)x est continue dans R. Avec, R, = . (v") = [(Jy=, v™)],

ou J : H* — H™ est la surjection canonique, il s’ensuit que R (v**) est continue

2,(z,y),v*

en Bp«. Deplus, nous avons Ry, Ry et S sont satisfaites I'inégalité de (ii) de la définition

(2.2.1). Ainsi, on trouve I'inégalité (3.5.3) pris de la forme

ZS(T,(Ij,yj),)\j,U;) < Osup (ZRI (g’(xjﬂyj)’)‘jy?)

j=1

Alors T est Lipschtiz-Cohen fortement p—sommante si, et seulement si, 7" est Ry, Ry —
S—abstract (p, p*) —sommante. Par le Théoréme (2.3.2), il existe une constante C' > 0 et

des mesures de probabilités de Borel p en [0,1] et 1 en By, telles que

S(T, (2,y) A v")
€ (o 6 o) AP ) (fi Pl ). )
- ¢ <f01 Fa 6 9), A dg) ' (fK2 Ry (v**, (z,y) 7v*)p*> :

= OM(e,y) (f, B (0 () 07 )

IN

3=

par conséquent, on obtient l'inégalité (3.5.2). m

Maintenant, on présente les applications suivantes de TDPU.

40



3.6. Les applications Lipschtiz T (p) —sammantes

3.6 Les applications Lipschtiz 7 (p) —sammantes

Définition 3.6.1 [9] Soient H est un espace de Banach, T € Lip, (X;H) et 1 < p < oc.

T est Lipschtiz T (p) —sammante s’il existe une constante C' > 0 telle que

(ZKU;,T(ZE]) _T<yj)>‘p>p <C Sllp <Z| @(yj)) <U;7U>‘p>]) ) (361}

vGB

pour tout N € N, z;,y; € X etv; € H*, avec j =1,...,n

Nous donnons le théoréme de domination des opérateurs Lipschtiz 7 (p) —sammants (voir

[9])-

Théoréme 3.6.1 (TDP) Soit T' est une application Lipschtiz T (p) —sammante s’il existe
une constante C' > 0 et une mesure de probabilités de Borel ji sur K = By« X Bx#, telle

que

|<v*,T<x>—T<y>>|SO(A|<¢<x>—w<y>><v P du (0" >)’Z (36.2)
pour tout x,y € X et v* € H*.

Preuve. Dans le Théoréme (2.4.2), on suppose

(

F = Lip, (X; H)
K = By« X By#,
E=XxX,
G = H*,
ST, (z,y),v") = [, T (x) =T (y))|,
[ B((p, ™), (z,9),07) = [(¢(x) — ¢ (y)) (0™, v7)].

On remarque pour tout (z,y) € X x X et v* € H* sont fixés , R, ).~ est continue en

K, parce que les opérateurs suivants
(.,v") : Bp= — R définit par (v™,v") = J« (v™)
et

C,  Bx# — R définit par ¢, (») = ¢ (v)
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3.6. Les applications Lipschtiz T (p) —sammantes

sont continue en By« et By#, respectivement . Nous avons

1

supgess [S15 |6 (@) = ¢ ) (07,00

B
veby 1

= SUPyeB, 4 SUPveny [Zjvzl ‘(SD (xj) —¥ (yj>) <U;’ U> |p] '

B =

*

= SUPgeB, 4 SUPy**c B Z;V:1 ‘(SD (z;) = (y;)) <U**7 Uj>
X

= SUD geB, 4 [Zjvzl |(p (25) = () {v™*,]) P]

’U**EBH**

’

B =

Ainsi, T est Lipschtiz 7 (p) —sammante si, et seulement si

(ZS (25, 9;) *)p> SUP (ZR o, 0™ (25,5) v *)p> ’

c’est-a dire, T" est R — S—abstract p—sommante. Ainsi, il s’ensuit que d’aprés le

Théoreme (2.4.2) on a

S(T, (2,9),v") < C ( | R () ,v*>pd<so7v**>>; .

Par conséquent

1
p

(", T'(2) =T (y)h| <C </B . (0 () — @ () (0™, 0")[" dps (%v**)>

42



1]

Bibliographie

R.ASH. Measure, integration, and functional analysis, Academic Press, Inc, (1972) pp.

170 — 177.

D. AcHOUR et L. MEZRAG, On the Cohen strongly p—summing multilinear operators.
J. Math. Anal. Appl. 327(1)(2007),pp 550 — 563.

G.BoTELHO, D.PELLEGRINO, P.RUEDA. A unified Pietsch domination theorem, J.
Math. Anal. Appl. 365 (2010) pp 269 — 276.

J.DIESTEL, H.JARCHOW, A.TONGE. Absolutely p-summing operatores, Cambridge

University Press, Cambridge, (1995) .

J.A.CHOVEZ-DOMINGUEZ. Duality for Lipschitz p-summing operatores, Journal of
functional analysis 261, (2011) pp 388 — 406.

J.FARMER et W.B.JOHNSON. Lipschitz p-summing operatores, Proc. Amer. Math. Soc.
137 (2009) pp 2989 — 2995.

G.H.HArDY, J.E.LITTLEWOOD, G.POLY. Inequalities, Cambridge University Press,
Cambridge, (1952).

J. LINDENSTRAUSS, A. PELCZYNSKI. Absolutely summing operators in L,-spaces and
their applications, Studia Math. 29(1968),pp 275 — 326.

L.MEZRAG, A.TALLAB. On the Lipschitz T (p)-summing operators, To appear in
Mathematische Nachrichten.

43



BIBLIOGRAPHIE

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

B. MITJAGIN, A. PELCZYNSKI. Nuclear operators and npproximativr dinicnsion,
Proc. of ICM, Blo.;cov (1966),pp 366 — 372.

D.PELLEGRINO et J.SANTOS. A general Pietsch domination theorema, J. Math. Anal.
Appl. 375 (2011) pp 371 — 374.

D.PELLEGRINO, J.SANTOS ET J.B.SEOANE-SEPULVEDA. Some techniques on nonlin-

ear analysis and applications, Adv. Math. 229 (2012) pp 1235 — 1265.

A.PIETSCH. Absolut p—summierende , Abbildungen in normieten R&umen, Studia

Math, 27 (1967) pp 333 — 353.

J.SANTOS. Resultados de coincidéncia para operadores absolutamente, Dissertacao,

UFPB, (2008).

J.SANTOS. Aplicagoes absolutamente somantes e generalizacoes do teorema da domi-

nagao de Pietsch, Tese, UFPB, (2011).

K.SAADI. Some properties of Lipshitz Strongly p-summing operator, J. Math. Anal.
Appl, 432 (2015) pp 1410 — 1426.

R. Yanir, D. AcHOUR AND P. RUEDA. Absolutely summing Lipschitz conjugates,
Mediterr. J. Math. 13(2016) pp 1949 — 1961.

44






	page de garde.pdf
	2.pdf
	اهداء.pdf
	شكر.pdf
	mémoire Fin.pdf
	6.pdf



