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L’ensemble des applications linéaires continues de E dans F.
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Le spectre résiduel de 'operateur A.
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Introduction

D’un point de vue abstrait, si on désigne par E un espace fonctionnel et A 'application

linéaire sur F, différents problémes consistent & chercher la solution v € FE du probleme :
(M —A)u=f,

otdek=RouCet fek.

Celui-ci est équivalent & déterminer si 'opérateur AI — A est inversible, ou I désigne
lopérateur Identité sur E. L’étude de I’inversibilité de 'opérateur A\l — A est ce qu’on
appelle la théorie spectrale.

L’équation (AI — A) u = f posséde une solution unique lorsque 'opérateur linéaire A\ — A
est inversible, ou bien dans le cas général on se trouve avec un opérateur non surjectif ou
non injectif, ou d’inverse non borné.

Dans ce cas, on essaie de trouver un opérateur qui posséde le maximum de propriétés que
posséde 'inverse s’il existait, un tel opérateur sera appelé un inverse généralisé (ou pseudo
inverse) de A.

Pour un opérateur A on peut définir différents types d’inverses généralisés, qui malgré
leur différences, possédent tous des propriétés communes, notamment leurs relations avec
les projections.

Dans notre présent travail, on s’interessera a l'inverse généralisé de Moore-Penrose en
particulier et nous en donnerons quelques unes de ses propriétés.

Ce mémoire est composé de trois chapitres:

Dans le premier chapitre on donnera des notions fondamentales de base d’analyse
fonctionnelle: les espaces (normé, Banach et Hilbert), les opérateurs linéaires continus,

définitions et généralités des opérateurs bornées et non bornées sur les espaces.
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Dans le deuxiéme chapitre on présentra la notion classique sur la théorie spectrale
des opérateurs bornés et non bornés d’un espace £ (Banach ou Hilbert) dans lui-méme.

Dans le troisiéme chapitre on introduira quelques théorémes importants sur I'inverse
d’un opérateur aussi que les opérateurs a images fermées. On donnera des notions sur
I'inverse généralisé d’un opérateur avec des propriétés élémentaires, et en particulier I'inverse

de Moore-Penrose.



Chapitre 1

Théorie des opérateurs

Dans ce chapitre on va rappeler quelques définitions et résultats d’analyse fonctionnelle. Ces
rappels concernent les espaces de Hilbert, les opérateurs et leurs propriétés sur les espaces

de Hilbert ainsi que quelques classes d’opérateurs.

1.1 Rappels et notions fondamentales

Définition 1.1.1 (Espace vectoriel normé) Soit E un espace vectoriel sur le corps k =
R ou C, on appelle norme sur l’espace E toute application notée ||.|| définie sur E a valeurs

dans R, telle que:

o ||z =0 <= z=0.
o |[Mx| =| M| |x|, Vz € E,¥YX €k.
o llz+yll <llzll +llyll, Vo,y € E.

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.1.2 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach (E, || . ||) tout espace

vectoriel normé qui est complet pour la distance déduite de sa norme

d(z,y) = ||z =yl



1.1. Rappels et notions fondamentales

Définition 1.1.3 (Espace euclidien) Un espace vectoriel E surk est dit un espace eucli-

dien ou préhilbertien s’il est muni d’un produit scalaire.

Remarque 1.1.1 Un produit scalaire sur E définit une norme sur E par la formule suivante

[2lle = v/ (2, 2).

Définition 1.1.4 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H

muni d’un produit scalaire (x,y) et qui est complet pour la norme (x, x>%.

Exemple 1.1.1
1. L’espace

b
P(at)={f: et =R [ |16 <o),
muni du produit scalaire. \
(r9) = [ 1@)gla)ds,

est un espace de Hilbert.

2. L’espace

P={ x=(x); %, €C, > |a;[’< oo},

J=1

muni du produit scalaire
k
<.CL’, y> = Z ‘ij_j )
j=1

est un espace de Hilbert.

Définition 1.1.5 §i f,g € H, on dit que f et g sont orthogonauz, et on écrit f 1L g si
(f,g) =0. Si M est une partie de H, l’orthogonal de M est défini par

M*+={fcHtlqueVgeH, fLg}={fcH telqueVgec H, (f g)=0}.

1.1.1 Quelques propriétés

e Inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tout f,g € H, on a

| CFoa) I ANl



1.1. Rappels et notions fondamentales

e L’identité du parallélogramme : pour tout f,g € H, on a
2
L+ gl +[1f = gl =271 + llgl)”-

Définition 1.1.6 Une famille {e;};cr est une base orthonormale d’un espace de Hilbert
H s

1. |le]| = 1.

2. L’espace engendré Vect{e;} est dense dans H.

3. eile; pouri # j.

Définition 1.1.7 (Opérateur) Soient E et F deux espaces vectoriel normés. On dit
qu’une application A défini sur un sous ensemble D C E dans I est un opérateur si D

est un sous-espace vectoriel de E.

Définition 1.1.8 (Domaine d’un opérateur) Soient E et F' deux espaces vectoriels nor-
més et A un opérateur linéaire défini sur le sous-espace vectoriel D(A) C E dans F. D(A)

est appelé le domaine de 'opérateur A et est définie par
D(A)={ x € E telle que Az € F }.
Définition 1.1.9 (Noyau, Image) Soit A un opérateur de E dans F.
Le noyau N (A) et 'image R (A) de A sont définis par
N(A) ={x € E, tel que Az = 0}.
R(A)={y € F, 3z € FE tel que y = Ax}.
1.1.2 Continuité des opérateurs linéaires

Définition 1.1.10 (Opérateur linéaire) Soient E et F' deux espaces normés, un opéra-
teur A défini sur E dans I est dit linéaire s’il vérifie les conditions suivantes

i) Condition additive

Voo, €E, ona A(p, +@y) = A(py) + Alpy).

it) Condition homogéne

Voe E, Xk, ona A(Ap) =\ A(p).
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Définition 1.1.11 (Continuité d’un opérateur en un point) Soint E et F' deux espaces
normés, un opérateur A défini sur un sous ensemble 2 C E dans F' est dit continu au point
o de 2 si on a, la propriété suivante :

Pour tout suite (x,,) de 2 qui converge vers xq, la suite A(x,) converge vers A(xy), ¢’est-a-
dire

lim A(x,) = A(lim z,) = A(zo).

n—oo n—oo

Remarque 1.1.2 L’opérateur A est dit continu sur ), s’il est continu en chaque point de

l’ensemble ().
Théoréme 1.1.1 Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.
Preuve. Voir [21]. =

Proposition 1.1.1 Soient E et F' deux espaces normés et A : E — F un opérateur linéaire,
les propriétés suivantes sont équivalentes

1. L’opérateur A est continu sur E.

2. L’opérateur A est continu au point Og.

3. L’opérateur A est borné.

Définition 1.1.12 (Opérateurs linéaires continues) Soient E et F' deux espaces vec-
toriels normés, on note L(FE, F') l’ensemble des opérateurs linéaires continues de E dans F.

Lorsque E = F l'espace L(E, F') devient par notation L(E).

Définition 1.1.13 (Convergence des opérateurs) Soient H un espace de Hilbert et { Ay, }nen
une suite d’opérateurs bornés de L(H). On dit que A, est convergente vers A dans L(H) si

et seulement si || A, — Al|zmy est convergente vers 0 dans R.

Autrement dit

A, — Adans L(H) < ||An — Al () — 0 dans R.
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1.2 Opérateurs bornés

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.2.1 (Opérateur borné) L’opérateur A défini sur un espace de Hilbert H

est dit borné s’il existe une constante positive C' > 0, telle que
| A(z) |[u< C || x ||g, Yz € H. (1.2.1)
L’ensemble des opérateurs bornés de H dans H est noté L (H).

Proposition 1.2.1 (Norme d’un opérateur) La plus petite des constantes C vérifiant

la relation (1.2.1) est appelée norme de A et sera notée par || Al :

Alx H
| Allr = sup I At@) lla _ sup || A(x) [|[g= sup || A=) ||g .
w20 | zlle japg=1 lellzr <1, 20

Exemple 1.2.1
1. Soit H = L*([0,1]). On définit A sur H par

A . H—H
- Agp(x)—/o (x— ) (1) dt.

A est borné car :

1
gy = / | Ap (2) | dr,

= [1 [ @-newara
< /01(/0$|x_t|2dt/0”|¢<t>|2dt)dx,
- [(5[1e0ra)a

1
< o2
< gliel,

d’ot

1
4l < Sliel, Vi € H,

— gl < 1ol (c—i)
SOH_\/ESOHa \/§
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1.2.2 L’adjoint d’un opérateur borné
Définitions et propriétés de I’adjoint
Théoréme 1.2.1 (Représentation de Riesz) Soit H un espace de Hilbert. Alors
Voe L(H),Ive H tel que p(u) = (u,v), Vu € H.
Preuve. Voir [27]. =

Définition 1.2.2 (Opérateur adjoint) Soit H un espace de Hilbert et A € L(H). Alors

il existe un opérateur unique A* € L(H), appelé adjoint de A qui vérifie la relation suivante:

(Ap, ) = (@, A") i , pour tous ¢, € H.

Exemple 1.2.2
1. On considére lopérateur Shift S : 1*(C) — [*(C) défini par

S(ZL’l, T, ) = (07 T, T2, )
Soit (z,,) et (y,) dans I*(C), alors

<S*$n7 yn> = <$n7 Syn>7
= <($1>$2,---)7(07,@1;927'--)%
= $1.0+IQE+I3%+...,

= ((x2,73,...), (Y1, Yo, )

Donc S* est défini par

S*(l’l,l’g, ) = ($2,$3, )

2. Soit
1 0
M = ,
0 37
alors
— 0
M* =
0 -33
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Dans le cas général soit la matrice :

IS
o

=y
S¥

alors son adjoint est :

S
ol

>
SH|

Proposition 1.2.2 Soit A,B € L(H), A*, B* leurs adjoints (respectivement), alors on a
les propriétés suivantes:

1. (A+ B)" = A* + B*,

2. («A)" =aA*, pour tout o € C.

3. (AB)" = B*A*.

4. (A7) = A,
5. 1" =1.
6. [|Af = [|A*]|.

Preuve. Voir [§8]. =

Corollaire 1.2.1 Soit A€ L(H) on a
i) | AA* ||l= A A =] A7
it) A*A =0 ou AA* = 0 implique A = 0.

Preuve.

i) En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

| A*A ||= sup M: sup ME M:“A”?
woel  [[ullllvll woer Nulllloll ~ wer  [ull?
Mais d’autre part,
A A [<IF AT A =1 A %
donc || A*A ||=]| A ||? . L’autre égalité s’obtient en échangeant les roles de A et A*.

ii) Si A*A = 0 alors
0=[| AA =] AP,

10



1.2. Opérateurs bornés

donc

A=0.

On procéde de méme maniére pour AA*. m

Proposition 1.2.3 Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert Hy dans un

espace de Hilbert Hy alors, on a
N(A) = {p € H\, Ap =0} = R(A")",

en encore

N(A*) = {¢y € Hy, A" =0} = R(A)™ .

Lemme 1.2.1 Soit A € L(H). Alors, on a
1. N(A) = R(A*)*.

2. R(A) = N(A")*.

Preuve.

N(A) = {ve€H, Av=0}={xc H,Vye H (Ax,y)=0}.
= {zx€eH VYyeH, (z,A%) =0}.
= R(A")™*

2. D’apres le Proposition précédente, on a

N(A)" = (R(A)")" = R(4) .

1.2.3 Quelques classes d’opérateurs

Soit H est un espace de Hilbert.

1. Un opérateur A € L (H) est dit hermitien ou auto-adjoint si

A=A"

11



1.2. Opérateurs bornés

2. Un opérateur N € L (H) est dit normal si
N*N = NN"*.
3. Un opérateur U € L (H) est dit unitaire si
U'U=U0U"=Iy.
4. Un opérateur S € L (H) est dit positif si

(Sp,p) >0, Yo € H et on note S > 0.

Exemple 1.2.3

1. L’opérateur identité Iy est un opérateur auto-adjoint car I, = Iy,

<IHx7y> = <$7]Hy>7 Vl‘,y € H.

2. La multiplication Ay par une fonction mesurable bornée 1 est un opérateur normal sur
L%([0,1]), car
Ay L2[0,1) — L2[0,1] , ¥ & € C([0, 1)),

(A, N)(t) = o(t) f(2).

On a
(Ay f.9) =(f,A, g9), Vf.g € L*([0,1]),
W) f (1), 9(t)) = (F(2),9(1) 9(t),
donc
(A*g)(t) = ¥ (t) g(t),
dot
A=A,
alors

AL Ay = AgAy = ApAg = AyAY.

12



1.2. Opérateurs bornés

Donc Ay est un opérateur normal.

3. Soit H = L?[0,1] définissons un opérateur U sur H par

(U)[x(t)] = 2(1 = 1),
(Ur,x) = {x(1 —t),z) = (z,2) = (z, (1 —t) '2) = (x,U*x).

Donc UU* = U*U = Iy d’ou, U est unitaire.
4. Ig: Dopérateur identité et Oy : opérateur nul sont opérateur positive car : si Vp € H
alors

(In, ) = (p,0) 20,

(On,0) = (0,9).
Définition 1.2.3 Un opérateur linéaire P € L(H) est appelé une projection si P? = P.

Si M = R(P), alors P projection de H sur M et dans ce cas on obtient la décomposition

suivante:
H = R(P)® N(P) et pour tout = € H, on a: x= Px+ (I — P)x.
St en outre P est auto-adjoint, alors P est appelé projection orthogonale.

Définition 1.2.4 On note Px la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel fermé
X de H.
Si M et N sont deux sous-espaces fermés de H, on pose :

g(M,N) = [Py — Pyl

§(M,N) = [[(I = Py)Pull.

Alors g(M, N) définit une métrique sur la famille sous-espaces vectoriels fermés de H.

1.2.4 Opérateur compact

Définition 1.2.5 (Opérateurs linéaires compacts) Soit A un opérateur linéaire d’un
espace vectoriel normé E dans un espace vectoriel normé F, on dit que A est un opérateur
compact s’il envoie tout ensemble borné () dans E a un ensemble relativement compact

A(Q) dans F. Autrement dit, la fermeture A(SY) est compacte.
L’ensemble des opérateurs compacts de E dans F' est noté K (E,F).

13



1.3. Les opérateurs non bornés

Proposition 1.2.4 (Critére de compacité) Un opérateur linéaire A : E — F est com-
pact si et seulement si pour toute suite @, borné de E, la suite Ap, contient une sous suite

convergente de F'.
Corollaire 1.2.2 Un opérateur A € L(E, F') est dit de rang fini si dimR(A) < +oo.
Remarque 1.2.1 Un opérateur continu de rang fini est compact.

Théoréme 1.2.2

1. Une combinaison linéaire A = aAy; + BAs des opérateurs compacts est un opérateur
compact.

2. Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l'un des opérateurs A

ou B est compact.
Preuve. Voir [21]. =

Définition 1.2.6 Soit E un espace normé, F' un espace de Banach, et soit {A,} une suite

des opérateurs compacts de E dans F. Si
lim || A, — A|| = 0.

Alors, A est compact.

1.3 Les opérateurs non bornés

1.3.1 Définition et propriétés

Définition 1.3.1 (Opérateur non borné) Un opérateur non borné sur un espace de Hilbert
H est un couple (D(A), A) ou D(A) est un sous-espace vectoriel de H et A est un opérateur
linéaire définie de D(A) dans H, on dit que A est un opérateur non borné de domaine

D(A). Dans la suite, on supposera que D(A) est dense dans H.

Remarque 1.3.1 Dans la pratique pour montrer qu’un opérateur A est mon borné il suffit

de trouver une suite {x,} € D (A) telle que ||z,|| < M (pour une constante M et tout

14



1.3. Les opérateurs non bornés

ne€N) et ||Azx,| — oco.
Par conséquent on peut montrer qu’un opérateur A est non borné en trouvant une suite

{z,} € D (A) convergente vers 0 telle que la suite {Ax,} ne converge pas vers 0.

Exemple 1.3.1
1. Soit E = F = C([0,1]), opérateur A défini par

0 ,
A:D(A) CE— F tel que Az = a—f, D(A) =C ([0,1]),
A opérateur linéaire mais n'est pas continue. Nous considérons x, (t) =t", n € N
nlloo = n (T = t"| = 1,
[l Igl[%llw (t) || = maxeqo,y [|£"]]
Az, (1) ||o = max|[nt" = n — 4oo.
t€[0,1] n—+00

Donce ||Ax,||co £ ¢||Tn]loo, alors Uopérateur A n’est pas borné.

2. On suppose E = F = L*(R). Alors, l'opérateur A défini par
Au(x) = zu(zx),
de domaine
D(A) = {u € L*(R) tel que zu € L*(R)},
est non borné. 1l suffit pour s’en convaincre de considérer la suite u,, de D(A) donnée par :

0 stx<noux>n+l1,
un(z) =
1 sinon.
En effet :
HunHL2(R) =1,

et
| Aty || 22wy = /%,
1.3.2 L’adjoint d’un opérateur non borné

Définition 1.3.2 (Opérateur densément défini) Soit H est un espace de Hilbert, un
opérateur A de H dans H est dit densément défini si son domaine D(A) est dense dans
H.

Cest-a-dire

15



1.3. Les opérateurs non bornés

Définition 1.3.3 (Domaine de ’adjoint) Soit A : D(A) C H — H un opérateur dont

le domaine est dense dans H. Le domaine de ’adjoint A* de A est par définition
D(A*) ={v € H :il existe C > 0 tel que | (Au,v)g |< Cllul|g, pour tout u € D(A)}.

Définition 1.3.4 (Adjoint d’un opérateur non borné) Soit (D(A), A) un opérateur non
borné sur H de domaine D(A) dense. On définit l’adjoint A* de A par

(Au,v)g = (u, A*v)y , Yu € D(A), Yo € D(A").

Proposition 1.3.1 Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) C H — H un opérateur
densément définie.

1) On dit que A est symétrique si A C A*. C’est-a-dire
D(A) C D(A”) et Au= A*u, Yu € D(A).

Autrement dit,

(Au,v)g = (u, Av) g, Yu,v € D(A).

2) On dit que A est auto-adjoint si A = A*. C’est -a-dire

D(A) = D(A"),
et
Au = A*u, Yu € D(A) = D(A*).

1.3.3 Opérations sur les opérateurs non bornés

Soient S et T sont des opérateurs dans E & valeurs dans F' et R est un opérateur de F' dans

Z tel que E, F et Z sont des espaces de Banach. Alors

e La somme S + T est définit par

D(S+T) = D(S)NnD(T).
(S+T)x = Sx+Tx,VeeD(S+T).
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1.3. Les opérateurs non bornés

e L’opérateur produit (ou composition) RT est défini par

D(RT) = {ze D(T), Tz € D(R)}.
(RT)x = R(Txz), Yx € D(RT).

e La multiplication de T par un scalaire \ est définie comme 'opérateur

X' D(T)—E
r — NNz

tel que
si A =0, alors D(A\T) = E.

si A # 0, alors D(AT') = D (T).

e Associativité

(R+S)+T=R+(S+T).

1.3.4 Opérateurs fermés

Définition 1.3.5 (Graphe d’un opérateur) Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) C
H — H un opérateur. Le graphe de A est sous-espace vectoriel noté G(A) de H x H défini

par

G(A) ={ (v, Ap) telle que p € D(A) }.

Cette notion est importante puisqu’un opérateur est complétement déterminé par son graphe.

Ainsi, pour des opérateurs A et B, on a
A = B(resp. AC B) si et seulement si G(A) = G(B)(resp. G(A) C G(B)).

Définition 1.3.6 (Norme du graphe d’un opérateur) Soit H un espace de Hilbert et
A:D(A) C H— H. Il est clair que

(u,v) pay = (w, v) g + (Au, Av) g, Yu,v € D(A),

définie un produit scalaire dans le domaine D(A). La norme correspondant

lullogay = y/ Il + 1 Aull?, Vu € D(A),

17



1.3. Les opérateurs non bornés

est appelée la norme du graphe de 'opérateur A. Elle est équivalente a la norme
[ullpeay = Nlulle + [[Aulla, Yu e D(A),
dans D(A).

Définition 1.3.7 (Opérateurs fermés) Soit H un espace de Hilbert, A: D(A) C H — H
est dit fermé si pour toute suite p, de D(A) telle que v, — ¢ dans H et Ap, — 1 dans

H. On a alors

o€ D(A) et Ap = 1.

C’est-a-dire
v, € D (A
(4) peD(A)
s % =
Ap =1
Ap, — 9

L’ensemble des opérateurs linéaires fermés de H dans H et a domaines denses est noté

C(H).

Proposition 1.3.2 Soient E et F' deux espaces de Banach et un opérateur A : D(A) C
E — F. Alors A est fermé si et seulement si son graphe G(A) est un sous-espace fermé de

E x F.

d

qz ou

Exemple 1.3.2 Soit A un opérateur non borné défini sur H'(]0,1]) avec A = —i
H'(]0,1[) est l’espace de Sobolev d’indice 1.

H'(J0,1]) := {f € L*(J0,1[), "€ L*(J0,1[)}.
Alors A est un opérateur fermé.

Théoréme 1.3.1 Soient E et F' deux espaces de Banach et un opérateur A : D(A) C E —

F'. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. A est fermé.
2. Le graphe G(A) est un sous-espace fermé E x F.

3. (D(A), || - |la) est complet, ou (D(A),(.,.)a) est un espace de Hilbert.
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1.3. Les opérateurs non bornés

Théoréme 1.3.2 (Théoréme du graphe fermé) Soient E et F' deux espaces de Banach
et Soit A : E — F un opérateur linéaire. On suppose que le graphe de A est fermé dans

E x F. Alors A est continu.

Proposition 1.3.3 Soient E et F' deux espaces de Banach et A : D(A) C E — F un

opérateur fermé. Alors A est borné si et seulement si D(A) = E.
Preuve. En appliquant le théoréme du graphe fermé. m
Lemme 1.3.1 Tout opérateur borné A : D(A) C E — F est fermé.

Preuve. Supposons que (u,) € D(A) telle que u,, — u dans E avec Au, — v dans
F. Comme A est borné donc D(A) = E. Alors d’aprés la continuité de A il est clair que
u€ D(A) et Au=v. m

Proposition 1.3.4 Soit A un opérateur fermé de E dans F' de domaine D(A). Alors, son

noyau N(A) est un sous espace fermé.
Preuve. En effet, si ¢, € N(A) est une suite convergente vers ¢ dans F,
Ap, =0, Vn € N,
puisque A est fermé, o na

pe€ D(A) et Ap =0, donc p € N(A) .

Lemme 1.3.2 Soit A € C(H). Alors

(i) N (A*) = R(A)".

(i) R(A) est fermé si et seulement si R(A*) est fermé dans H.

(11) H = N(A*) ® R(A) si et seulement si R(A) est un sous-espace fermé de H.
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Chapitre 2

Théorie spectrale des opérateurs

Dans ce chapitre, on définit les notions de spectre et de valeur propre d’un opérateur linéaire

et on en donne leurs propriétés élémentaires.

2.1 Théorie spectrale d’opérateurs bornés

Dans cette section, on étudiera en général la notion de spectre d’un opérateur. Soit £ un

espace de Banach complexe et A : £ — E un opérateur borné.

2.1.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1 Soit A € L(E).

e On appelle ensemble résolvant de A l’ensemble
p(A) :={X € C tel que (A — A) est inversible}.
C’est-a-dire
p(A) :={\ € C, tel que (\[ —A)™" eaiste et borné sur E}.

Un élément de p(A), est appelé valeur résolvante de l'opérateur A.

e Si )\ € p(A), on définit la résolvante Ry(A) de A au point \ par

Ry(A) = RN\ A) == (M — A)".
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2.1. Théorie spectrale d’opérateurs bornés

La résolvante Ry(A) est simplement notée R).

o Le spectre o(A) de A est I’ensemble

o(A) = =C\p(4),
= {AeC: (M — A) nest pas inversible }.

Un élément de o(A) est une valeur spectrale de A.
e On dit que A € C est une valeur propre de A si NI — A n’est pas injectif. Autrement

dit, l’ensemble des valeurs propres Vp(A) de A est donné par :
Vp(A) :={A € C tel que N(AI —A)# {0}}.
Remarque 2.1.1

*o(A)Up(A)=C.
0.

Définition 2.1.2 (Spectre ponctuel) On appelle spectre ponctuel de A ’ensemble des

valeurs propres A noté o,(A) tel que

o,(A) = {AeC: (A — A) non injectif },
= {AeC: N\ —A)#A{0}}.

Définition 2.1.3 ( Spectre résiduel) On appelle spectre résiduel de A et on note par

0.(A), l’ensemble
0.(A) ={A e C: (M — A) est injectif et RN — A) n’est pas dense dans E }.

Définition 2.1.4 (Spectre continu) On appelle spectre continu de A et on note par

o.(A), l’ensemble
0.(A) ={A € C: (A — A) est injectif et R(\ — A) est dense dans E}.
Définition 2.1.5 (Le spectre) Le spectre o(A) est la réunion disjointe de trois ensembles

0(A) =0,(A)Uo,.(A) Uo.(A).
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2.1. Théorie spectrale d’opérateurs bornés

Lemme 2.1.1 Soit A un opérateur borné de E. Alors
o(A)c{reC: [X[<[A]}.

Preuve. Soit A un opérateur borné de F. Alors

(AJ—A)‘lz%l(I—%)l:_Tlg(é)n.

(car la série est normalement convergente). m

Remarque 2.1.2

1. Les définitions ci-dessus restent valables méme si E n’est pas un Banach.

2. L’ensemble des valeurs propres est aussi appelé spectre ponctuel et est parfois noté o, (A) .
3. On a toujours Vp(A) C o(A).

4. Si E est de dimension finie, \I —A est inversible si et seulement si N (A — A) = {0}.
En particulier, on en déduit Vp(A) = o(A). La situation est plus délicate en dimension

infinie comme le montre ’ezemple ci-dessous.
Exemple 2.1.1 Soient E' = C([0,1],C) et A l’opérateur de Volterra définit sur E par
Vf e B, Af(z) ;_/ F(B)dt, Vo € [0,1].
0

Alors, on a N (A) = {0} et R(A) = {g € C*([0,1],C): ¢(0) =0}. En particulier A est
injectif donc 0 ¢ Vp(A) mais non surjectif donc 0 € o (A).

Lemme 2.1.2 Soit A € L(E). X valeur propre de A alors A € o(A).
Preuve. Soit A\ valeur propre de A alors 3 x # 0,

Ar = e (M—-A)zxz=0xe NA —A), z#0.
& N(M — A) # {0} non injectif.

Donc AT — A est non inversible et alors A € o(A). =

Définition 2.1.6 (Rayon spectral) Soit A € L(FE). On appelle rayon spectral de A, et

on note r(A), la quantité:

r(A) =sup{ |A\| :A€a(A)}= sup || .
A€ o(A)
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2.1. Théorie spectrale d’opérateurs bornés

Exemple 2.1.2 Sur l’espace E = L*(]0,1]), on considére l'opérateur de multiplication par

T

Ona ||A|| =1 et donc
g(A) c{reC, |A| <1}

Alors, o(A) =1[0,1] et r(A) = 1.
Proposition 2.1.1 La formule suivante est valable pour tout opérateur A € L (E)

r(4) = lim |Ap||".

n—-+o00

Preuve. Voir [1]. =

Lemme 2.1.3 Pour A € L(FE), la suite <||An||%> converge dans R, et on a
N*

ne

1
"~ < [JA]l.

m [|A,||* = inf ||A,
n>1

n—-4oo

Proposition 2.1.2 Soit A € L (E). Alors
1) p(A) est un ouvert non vide de C.
2) o(A) est un compact de C.

3) Vp(A) C o(A).
4) Si| X|> ||A|| alors X € p(A). En particulier, on a o (A) C D(0, | Al]).

Définition 2.1.7 (Identité de la résolvante) Soient A € L(E) et \,u € p(A). Alors,
on a

RA(A) = Ru(A) = (A = p)RA(A)Ru(A) = (A — p) R, (A)RA(A).
De plus, Uapplication X\ — R est dérivable sur o(A) et sa dérivée est donnée par

45y
A

- R

Théoréme 2.1.1 Soit A € L(H). Alors ’ensemble résolvant de A est ouvert et l’application
A€ p(A) — R \(A) € L(H) est analytique sur p(A).
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2.1. Théorie spectrale d’opérateurs bornés

Preuve. On rappelle que si a € C et A\, \g € C sont tels que | A — Ao |<| a — g |, alors

1 1 1 1 <X /2= 2\"
N—a d—a 1 d=x Z(Ao—a)‘

Ao—a Ao—a Tq

Soient a présent A\g € p(A) et A € C tels que | A\g — A |< TR (AT ( T On définit, par analogie
avec ce qui précede,

“+oo “+oo

R (4) = Fog (A) D (o = 0" Rag (4) = 3 (o = 0" RE ().

Par complétude, la série converge en norme dans £ (H). Par un calcul direct, on a
(M — A) Ry (A) = Ry (A) (M — A) = 1.

Ainsi, A est dans I'ensemble résolvant, qui est donc ouvert et Ry (4) = R , (A), ce qui
prouve l'analycite de R ) (4). =

Lemme 2.1.4 Soient A € L(H) et P un polynéme de degré n a coefficients complezes,

avec P (z) = Z apx®. Alors
k=0

1. Si A est inversible alors o (A™) = (0 (A)) ™' = A Aeo(A)}.
2. Le spectre de P (A) est o (P(A)) =P (o (A))={P(z), A€ o (A)}.

2.1.2 Propriétés spectrales de 1’adjoint

Proposition 2.1.3 Soit H un espace de Hilbert complexe, A € L(H) et A* € L(H) l'adjoint
de A. Alors

1) p(A)={AeC: Aep(A)} et a(A)={AcC, Nca(A)}.

2) pour tout X € p(A*), on a Ry\(A*) = (Ryx(A))".

Preuve.
1) On a I’équivalence (Al — A*) est inversible si et seulement si (A — A*)* est inversible.

Ou (A — A*)* = A\ — A donc

p(A*) = {AeC: A — A* est inversible} = {\ € C: A\ — A est inversible},
= {AeC: dep) )
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2.2. Spectre des opérateurs non bornés

De plus, o0(A*) = C \p(A*), ce qui donne le résultat.
2) Si )\ € p(A*) alors

Ry(A*) = (M — A%

I
/N
—
>
~
|
o
SN—
——

L

2.1.3 Propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints

Proposition 2.1.4 (Valeurs propres des opérateurs auto-adjoints) Soit A € L(H),
un opérateur auto-adjoint. Alors

1) V,(A) C R.

2) X € V,(A) si et seulement si R\ — A) # H.

3) Si A, p€ Vy(A), avec X # p, alors N(A —A) L N(ul —A), i.e., les sous-espaces propres

de A sont orthogonaur deux & deux.

Théoréme 2.1.2 (Propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints) On suppose

H #{0}. Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint. On pose

m:= inf (Az,z) et M := sup (Az,z) .

e =1
Alors,
1. m, M € [-]|A]], +[|A]]] C R.
2. m,M € o(A).

3. 0(A) C [m, M].
4. ||Al| = sup{|(Ax,x)|, x € H et ||z|| =1}. En particulier, ||A| = max(|m/|, |M]).

Preuve. Voir [16] =

2.2 Spectre des opérateurs non bornés

Beaucoup de définitions et de résultats exposés dans les sections précédentes sont encore
valables pour des opérateurs non bornés, a condition qu’ils soient fermés. Commencons par

un résultat important pour définir le spectre d’un opérateur.
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2.2. Spectre des opérateurs non bornés

2.2.1 Définition et propriétés
Définition 2.2.1 Soit (D(A), A) opérateur non borné sur un Hilbert H de domaine dense.
On définit

e L’ensemble résolvant de A

p(A):={reCtel que (\] —A): D(A) — H bijection d’inverse borné} .

e Le spectre de A
cg(A)=C—-p(A).

e La résolvante de A

Ry (A):= (M — A",
Remarque 2.2.1

e Si A est borné, son spectre est un ensemble compact non vide.
e Si A est non borné, son spectre est un ensemble fermé, il se pent que o (A) soit
vide.

Si un opérateur linéaire A a un ensemble résolvant non vide, alors il est fermé.
Lemme 2.2.1 R)(A) est borné de R (A — A) dans D(A) c’est-a-dire 3C > 0 tel que
[1Bx (A)ully < Cllullm, Yu e R(A —A).

Remarque 2.2.2 On déduit que le spectre o(A) d’un opérateur non borné est comme le cas

d’un opérateur borné, i.e. l'union disjointe de trois sous ensembles
0(A) =0,(A)Uo.(A)Uao,.(A).

Proposition 2.2.1 Soient E, F' deux espaces de Banach et A: D(A) C E — F un opéra-
teur fermé. Les assertions suivantes sont équivalentes

1) A est injectif d’inverse A™' : R(A) — D(A) borné.

2) 1l existe m > 0 tel que ||A¢||r > m|¢|| g, pour tout ¢ € D(A).

3) R(A) est fermé dans F et N(A) = {0} .

Proposition 2.2.2 Le spectre d’un opérateur fermé A d’un espace de Banach complexe E
dans lui-méme est une partie fermée de C, et Uapplication X\ — Ry := Ry (A) est analytique

(ou holomorphe) sur p(A).
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2.2. Spectre des opérateurs non bornés

2.2.2 Spectre des opérateurs compacts

Proposition 2.2.3 Soient E un espace de Banach et A € [(E). Le spectre o(A) est un
ensemble compact, et

a(A) < [=[lA]; +[lAf]-
Preuve. Voir [5]. =

Remarque 2.2.3 ] est clair que Vp(A) C o(A). En général linclusion est stricte. 1l
existe A € C tel que

N —A)={0} e RO\ —A)#£E.

(Un tel A\ appartient au spectre mais n’est pas une valeur propre). Par exemple, prenons
dans E = I, Au = (0,uq,us,...) ot u = (uy,us,...)(i.e. A est le Shift a droit). Alors
0€o(A) et0¢ Vp(A).

Théoréme 2.2.1 Soit E un espace de Banach, A € K(F) avec dim E = co. Alors on a
1.0e0(A).

2. 0 (A)\{0} =V, (A)\ {0},

3. l'une des situations suivantes :

— ou bien o(A) = {0}.

— ou bien o (A) \ {0} est fini.

—ou bien o (A)\ {0} est une suite qui tend vers 0.

Preuve. Voir [5]. m
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Chapitre 3

Inverses généralisés

L’objectif de ce chapitre est d’introduire la notion d’inverse généralisé d’opérateur et en
particulier celle de I'inverse de Moore-Penrose. En particulier en dimension finie, I'inverse
généralisé d’une matrice non carrée ou celle d’'une matrice carrée dont le determinant est

nul peut exister. Ces matrices ne sont pas inversibles au sens classique.

3.1 Inversibilité d’opérateurs

3.1.1 L’inverse d’un opérateur borné
Définition 3.1.1 Soit A € L(H), on dit que A est inversible si’l existe un opérateur S €
L(H) qui vérifie:

AS =S5A=1Iy.

S est dit Iinverse de A et on note S = A1,
Exemple 3.1.1 L’opérateur Iy est inversible, et I;' = I.

Théoréme 3.1.1 Soit H un espace de Hilbert et A € L(H) un opérateur. Si dim(H) < oo,
les propriétés suivantes sont équivalentes

1. A est inversible.

2. A est injectif.

3. A est surjectif.
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3.1. Inversibilité d’opérateurs

4. A admet un inverse a droite (i.e, il existe U € L(H) tel que AoU = Iy ).

5. A admet un inverse o gauche (i.e, il existe V € L(H) tel que V o A = Iy).

Remarque et contre-exemple : Attention si dimH = +o00, les propriétés équivalentes du

théoréeme précédent ne sont plus vraies.

Soit H = 12, l’espace des suites de nombres complexes de carré sommable, muni de sa norme
1

|z flo= (32,2 |2 ]?)® avec x = (24,5, - Considérons Uapplication S : 1* — I* définie pour

tout x = (Tn)n>1, par ST =y = (Yn),>; 0OU
y1 = 0,92 = 21, ..., Yp = Tpi1,... (M >1).

Autrement dit Sx est composée des mémes termes que la suite x mais décalés d’un rang.

L’application S est linéaire de 1? dans lui-méme et c’est une isométrie puisque
| Sz [l2=[| @ [|2.

Donc S € L(1%). On appelle S l'opérateur de décalage dans I2. On voit alors facilement que:
1) S est injective (car isométrique).

2) S n’est pas surjective.

3) S admet un inverse & gauche T : v = (zp)n>1 — T2 = (Tpi1)n>1-

4) L’opérateur T n’est pas un inverse a droite de l'opérateur S.

Théoréme 3.1.2 Si A, B et C sont trois opérateurs tels que AB = CA =1, alors B=C

et A est inversible.

Preuve. B=IB=(CA)B=C(AB)=CI=C.
Il découle que A est inversible, et son inverse B est unique et on a AB = BA = I. On pus
desi avec B= A1

Si les opérateurs A~!, AB et A" sont inversibles alors

(A_l)il =A, (AB)'=B1'A et (A")' = (A7)", pour tout entier positif n.

Lemme 3.1.1 Si A est un opérateur et v est un réel positif tel que |Ax| > «a||z|| pour tout

vecteur x alors l'image de A, R (A) est un sous-espace vectoriel fermé.
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3.1. Inversibilité d’opérateurs

Théoréme 3.1.3 Un opérateur A est inversible si et seulement si son image est dense dans

H.(C’est-a-dire R (A) = H) et il existe un réel positif v tel que |Az|| > al|z||, V x € H.

Preuve. Supposons que A est inversible et si y € H, on écrit v = A~'y comme y = Ax,
il découle que R (A) n’est pas uniquement dense dans H mais coincide avec H. On en déduit

que pour tout vecteur z € H,
]| = A7 Az < [[A7H]]| Ax]].

C’est-a-dire que la condition du théoréme est vérifiée pour a = HA+1H'

Inversement, supposons que R (A) = H et que ||Az| > «||z||, pour tout vecteur z. D’aprés

le (Lemme) précédent on trouve que R (A) = H. Si
Al’l = Al’g — Al’l — ACL’Q = A(fL’l — lL'Q) = O,

alors

|Azy — Azl = ||A (21 — x2) || > af|1 — 22| = 21 = 29,
Ceci est vrai pour tout y € H, y = Ax pour un certain x € H, mais aussi il existe une
transfomation uniforme B de H dans lui-méme définie par : x = By. B est linéaire et donc

lyll = [Az]} > afjz]} = o[ By]|.

Par conséquent B est opérateur et que ||B|| < £.
Les relatios ABy = Ax = y et BAy = By = x montre que AB = BA = I et donc que A
est inversible et que B = AL

Soit Y,, = Ax,, n=1,2,..., et Y, — y, alors, on a
1Yo = Youll = | Azn — A || = [[A(2n — 2m) || = aflzn — 2], pour tout n, m.

On en déduit que (z,) est une suite de cauchy, il existe un vecteur z tel que =, — .
Comme l'opérateur A est continu, alors y = Az et par conséquent y € R(A). Donc R (A)

est fermée. m

Proposition 3.1.1 Soient E et F' deux espaces de Banach et soit A € L (E,F), les condi-

tions suivantes sont équivalentes:
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3.1. Inversibilité d’opérateurs

(i) L’application A est injective d’image fermée.
(11) Il existe un nombre ¢ > 0 tel que pour tout x € E on ait | Az|| > c||z||.

(111) Il n’existe pas de suite (x,) dans E telle que ||z,|| =1 et lim, . ||Az,| = 0.
Preuve. Voir [17]. =

Remarque 3.1.1 Si un opérateur borné A de E dans F' est inversible, il posséde les deux
propriétés suivantes:

(a) Il existe une constant ¢ > 0 tel que x € E on ait ||Az|| > ¢||z]|.

(b) Ona R(E)=F.

La deuxiéme propriété (b) est une forme faible de surjectivie l’image de A est dense dans F),
c’est évidemment vrai quand A est inversible, puisque alors A est surjectif. De plus, lorsque

A est inversible, la propriéteé(a). Est vraie avec ¢ = ||[A7Y|7! > 0, en effet, on a pour tout

x € E, lorsque A™' emiste dans L (E, F) :
=]l = |A™" (Az) || < [|A7]|[| A=]].

Lemme 3.1.2 Soient E et F deux espaces de Banach. Un opérateur A € L(E,F) est

inversible si et seulement si il vérifie (a) et (b).

Proposition 3.1.2 Un opérateur A € L(H) est inversible si et seulement si A* est

1nversible, et alors on a

(A—l)* — (A*)_l.

Preuve. Si A € L(H) est inversible alors, on a A inversible <= AA™!' = A7'A = Iy,
on passe a l’adjoint

(A7) A" = (AAY) =T, = Iy,

et
A*(A—l)* _ (A—l)*A* — [H;

d’ou A* € L(H) est inversible et
(A*)il — (Afl)*.

Réciproquement, si A* € L(H) est inversible alors 1’étape précédente montre que (A*)* =

A € L(H) est inversible. m
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3.1. Inversibilité d’opérateurs

Théoréme 3.1.4 Soit A € L(H). Si || A ||< 1 alors lopérateur Iy — A est inversible, et

on a

(In—A) =) A"

n>0

Preuve. Voir [16]. =

3.1.2 L’inverse d’un opérateur non borné

Définition 3.1.2 (Inverse d’un opérateur non borné) Soient H un espace de Hilbert
et A: D(A) C H — H un opérateur linéaire bijectif. On définit I'opérateur A~ défini de
H dans H tel que

AA Y =, Yv € H,

A Au = u, Yu € D(A).

L’opérateur A=t est dit linverse de A.
Remarque 3.1.2 L’inverse de l'opérateur A s’il existe est unique.
Théoréme 3.1.5 L’inverse d’un opérateur fermé est fermé.
Preuve. Soit A: D(A) C H — H un opérateur fermé, alors
G(A) ={(p, Ap): o€ D(A)},

est fermé, d’ou
G(A™) ={(Ag.9): peD(A)},

est fermé. Ceci montre que A~! est fermé. m

3.1.3 Opérateurs a images fermées

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la caractérisation de la classe des opérateurs linéaires

a images fermées dans H.
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3.1. Inversibilité d’opérateurs

Ascente et descente

Rappelons que les noyaux et les images des itérés d’un opérateur linéaire A sur H, forment

respectivement deux suites croissante et décroissante de sous-espace vectoriel de H :
N(A”) ={0} CN(A) CN (A C.... C N (A™).

R(A"Y)=HDR(A)DR(A*) D ... D R(A™).

Généralement ses inclusions sont strictes. Mais s’il existe un certain rang a partir duquel

ces suites deviennent constantes, alors on appelle

e L’ascente de A, le plus petit entier natural p = p(A) tel que

N(AP) = N(APTh).

e La descente de A, le petit entier naturel ¢ = q(A) tel que

R(A?) = R(AT™).

Remarque 3.1.3 Si la suite (N(A,))n (respectivement (R(A,),) est strictement croissante

(respectivement strictement décroissante), on écrit p(A) = +oo (respectivement q(A) =
+00). Il est clair que
p(A) =0 <= A est injectif.

q(A) =0 <= A est surjectif.

Définition 3.1.3 ( La nullité et la déficience) Soit A un opérateur linéaire sur H. Alors
a) La nullité de A est Uentier naturel a(A) = dim N(A).
b) La déficience de A est l’entier naturel 5(A) = codim R(A) = dim N (A*).

Définition 3.1.4 (Conorme ) Soit A un opérateur linéaire pas nécessairement borné. Alors

on appelle conorme de A et on note c(A) la quantité:
c(A) = inf{||AU||; we D(A)NN (A" et |u] = 1}.

(c(A)=00<= A=0).
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3.2. Inverses généralisés

Théoréme 3.1.6 Soit A € C(H). Alors les propriétés suviantes sont équivalentes
R(A) est fermée dans H.

R(A*) est fermée dans H.

R(A) = N(A")*.

R(A*) = N(A)*.

c(A) > 0.

B (A) < +o0.

S Tt o v~
N——

Théoréme 3.1.7 Soit A € C(H) est a image fermée si et seulement si ||Aul| > c||u|| pour

tout u € D(A) N N(A)t avec ¢ une constante strictement positive.

Preuve. En effet supposons que || Au|| > c||u|| pour tout u € D(A)NN(A)* est vérifice.
Soient f, — f, fu € R(A) et u, définie par f, = Au,, u, € D(A) N N(A)L. On obtient
Up — Up, € D(A) N N(A)* donc [Ju, — up| < 2| fn = full = 0, n,m — 0.

Par conséquente u, — u, Au, — f = u € D(A), Au = f car f est fermé et par
conséquente f € R (A).

Réciproquement supposions que R (A) est fermé.

L’application D(A) N N(A)* — R(A); u — Au est bijective. A~ : R(A) — N (A)"
est borné et D(A™')=R(A). =

3.2 Inverses généralisés

3.2.1 Théorie des opérateurs fermées

Proposition 3.2.1 Soit A € C(H), Alors
1) R(A) est fermée si et seulement si c(A) > 0.
2) On a c(A) =c(AY).

Définition 3.2.1 Soit A un opérateur fermé, alors A est dit régulier si R(A) est fermée
et
N(A") CR(A), Vn>0.
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3.2. Inverses généralisés

Exemple 3.2.1
1. Ae C(H), A surjectif.
2. Ae C(H), A injectif avec R(A) fermée.

3. A est un opérateur de Kato c’est-a-dire
V(A I) =00 (notation de Kato)
et R(A) est un sous-espace fermé. Alors

V(A T)=c0<= NA")CR((A), Vn>0.

Lemme 3.2.1 Soient A € L(H) régulier et B € L (H) commutant avec A, alors
|A— B| < c(A) = B est régulier.

Lemme 3.2.2 A, B € L(H) avec AB = BA. Alors
AB régulier = A, B sont réquliers.

Proposition 3.2.2 Soit A € L(H) régulier, alors les deux conditions suivantes sont équivalentes
a) 3B € L(H) résolvant généralisé de A en zéro commutant avec A.

b) A est inversible.
Preuve. Voir [18]. m

Définition 3.2.2 Soit A un opérateur fermé, notons reg(A) l’ensemble résolvante général-

isé (ou l'ensemble réqulier) de A défini par
reg(A) = {\ € C, A admette un résolvant généralisé analytique dans un voisinage v de \}.

o4(A) = C\reg(A) sera appelé le spectre généralisé de A.
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3.2. Inverses généralisés

Remarque 3.2.1

1. reg(A) est ouvert dans C.

2. p(A) Creg(A) C p(A)Uo,.(A)Uoc,(A) ot o, (A) et 0,(A) sont respectivement le
spectre résiduel et le spectre ponctuel de A.

3. p(A) =reg(A) si l'une des deux propriétés suivantes est vérifiée :

i) dimH < +00.

i1) A est normal.

Lemme 3.2.3 Soit A € L(H) alors on a
1. R(A) fermé dans H <= R (AA*) fermé dans H.
2. N(A)= N (A*A) et N (A*) = N (AA*).

Proposition 3.2.3 On dit que A € C (H) est inversible 4 gauche s’il existe un opérateur
Ue€L(H) tel que Uo A= 1. 1l est alors nécessairement injectif.
On dit qu il est inversible & dorite s’il existe un opérateur V€ L(H) tel que AoV =1. 1l

est alors nécessairement surjectif.

Définition 3.2.3 Un opérateur A € C(H) est dit monojectif si et seulement si il est soit

wnwversible a gauche, soit a dorite.

Remarque 3.2.2
1. A e C(H) est inversible a gauche si et seulement si N(A) = {0} et R(A) fermé.
2. A € C(H) est inversible a droite si et seulement si R(A) = H (c’est-a-dire A est

surjectif ).
Lemme 3.2.4 Si A est monojectif et S € L (H) alors
|A =S| <c(A) = S est monojectif.
Preuve. Voir [18]. =
Corollaire 3.2.1 L’ensemble des opérateur monojectif est ouvert dans L (H) .

Preuve. Le (lemme) précédent implique que I'ensemble des opérateurs inversibles a
gauche et I’ensemble des opérateurs inversibles a droite sont ouverts et donc I’ensemble des

opérateurs monojectifs est ouvert. m

36



3.3. L’inverse généralisé de Moore-Penrose

Corollaire 3.2.2 Soit A, B € C(H). Alors si R(A)+N (B) est fermé et si R(A)NN (B) =
{0}, R(A) est fermé.

3.3 L’inverse généralisé de Moore-Penrose

La notion d’inverse généralisé généralise celle d’inverse. Dans cette section on étudiera

l'inverse de Moore-Penrose.

3.3.1 Cas d’un espace de Hilbert

Soit maintenant H un espace de Hilbert sur C et si A € C'(H) notons A* son adjoint.

Définition 3.3.1 Soit A € C(H). On dit que B € C(H) est un inverse généralisé de A
et on note B(INV)A si
R(B) € D(A), R(A) € D(B).
e Pour tout u € D(A), ABAu = Au.
e Pour tout v € D(B), BABv = Bwv.

Remarque 3.3.1 La relation (INV') est symétrique c’est-a-dire que A(INV)B <= B(INV)A.

Lemme 3.3.1 Soit A, B € C(H), A(INV)B. Alors
a) AB est une projection de D(B) sur R(A) de noyau N(B).
b) BA est une projection de D(A) sur R(B) de noyau N(A).

Preuve. Voir [24]. =
Proposition 3.3.1 Tout opérateur linéaire admet un inverse généralisé.

Exemple 3.3.1 Soit A lopérateur linéaire de C([1,0]) dans lui-méme, défini par
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3.3. L’inverse généralisé de Moore-Penrose

Nous avons,

ABA(z (t)) = AB(z(t?)) = A(z(t)).
BAB(z(t)) = BA(z(\Vt)) = B(x(t)).

Alors B est un inverse généralisé de A.

Corollaire 3.3.1 Soit A, B € C(H), avec A(INV)B. Alors AB considéré comme un opéra-

teur de H dans lui-méme, est fermé si et seulement si R(A) est fermé.

Corollaire 3.3.2 Soit A, B € C(H), avec A(INV)B. Alors AB € L(H) si et seulement si
R(A)@ N(B)=H.

Définition 3.3.2 Soit A,B € C(H) tel que A(INV)B. On dira que B est un inverse
généralisé strict de A et on note B(INV.S)A si

Remarque 3.3.2 La relation (INV.S) est symétrique c’est-a-dire que:
A(INV.S)B <= B(INV.S)A.

Lemme 3.3.2 Soit A,B € C(H) avec A(INV.S)B. Alors B est borné si et seulement si
R(A) est fermé dans H.

Lemme 3.3.3 Soit A,B € C(H) avec A(INV)B. Alors A*(INV)B* et

D(B)NR(A") = R(A*), D(A)NR(B") = R(B"). (3.3.1)

Preuve. Voir [24]. =

Définition 3.3.3 Soit A € C(H), P la projection orthogonale de H sur W et Q la
projection orthogonale de H sur m Alors Utnverse généralisé strict B de A déter-
miné a partir de P et de () selon les modalités du lemme précédent est appelé ['tnverse de
Moore-Penrose de A, ce qui se notera A(IMP)B. Il est facile de voir que l'inverse de

Moore-Penrose d’un opérateur est unique, ce qui permet d’écrire également A = IM P(B).

On a alors B=I1MP(A).
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3.3. L’inverse généralisé de Moore-Penrose

Remarque 3.3.3 VA, B € C(H) tels que A(IMP)B on trouve a partir de (3.3.1):

R(B")=R(A)ND(A"), R(A")=R(B)NnD(B"). (3.3.2)
Définition 3.3.4 Si A € C(H), posons Ra = (I + A*A)~L. Alors (AR4)* = A*R 4.

Lemme 3.3.4 Soit A, B € C(H) avec A(IMP)B. Alors
a) AR, = B*Rp..
b) I - RA - RB* - PN(B*)~

Preuve. Voir [24]. =

Corollaire 3.3.3 Sous les mémes conditions, par symétrie entre A et B on a
c) A*Ry« = BRp.
d)[—RA* :RB—PN(B)<:>I—RB:RA*_PN(A*)-

Définition 3.3.5 Soit G (A) = {(u, Au) : u € D (A)} le graphe de A. La projection orthog-

onale sur G(A) dans H x H est donnée par:

Paay =
AR, I — Ry

Corollaire 3.3.4 Soit A, B € C(H) avec A(IMP)B. Alors

0 I 01\, [ Py 0
I0 I 0 0 — Py

3.3.2 Cas d’une C*Algébre

Définition 3.3.6
1) A\ est algébre normée si pour chaque X € A il existe | X|| € R tel que :

o X[ >0, | X]| =0 X =0.
o [ X +Y[ <X+ Y]

o [IAX]| =| A] [X]l, VA € C.

o [ XV < [[X[[IY]-
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3.3. L’inverse généralisé de Moore-Penrose

2) Si I\ est compléte par rapport & la norme, c¢’est-a-dire /N est un espace de Banach, A\
sera appelée algebre de Banach.

3) Une application x de /N dans lui-méme sera appelée une involution si elle vérifie :

4) Une algébre /A avec une involution * sera appelée = algébre.

5) Une algébre de Banach A sera appelée C*algebre si en outre :
XX = [ X]]?, VX € A.

Définition 3.3.7 Soit A € A. On dira que B € A est un inverse généralisé de A, ce
qui sera noté B(INV) A si
BAB =B et ABA=A.

Remarque 3.3.4
1) Si B(INV) A alors A(INV) B.
2) Si A(INV) B alors A* (INV') B*.

Définition 3.3.8 Soit A € /. On dira que B € /A est un inverse de Moore-Penrose de
A, ce qui sera noté B(IMP) A, si

1) B(INV) A.

2) (AB)" = AB, (BA)" = BA.

Remarque 3.3.5

1) Si B(IMP) A alors B(INV) A.
2) Si B(IMP) A alors A(IMP) B.
3) Si B(IMP) A alors B* (IMP) A*.

Proposition 3.3.2 L’inverse de Moore-Penrose d’un élément de /\, s’il existe est unique.
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3.3. L’inverse généralisé de Moore-Penrose

Preuve. Soit B(IMP)Aet C(IMP)A, alors d’aprés la définition précédent on a

ABA=A ACA = A.
et (3.3.3)
BAB =B CAC =C.
AB)" = AB AC)" = AB.
(4B) et (40) (3.3.4)
(BA)" = BA (CA)* = BA.
Alors
AB = AC. (3.3.5)

En effet, d’aprés (3.3.3) et (3.3.4) on trouve

(AB — AC) (AB — AC)* = AB(AB)" — AB(AC)* — AC (AB)* + AC (AC)*
— ABAB — ABAC — ACAB + ACAC,
— AB— AC — AB + AC = 0.

Alors, |AB — AC||=0= AB = AC.

De maniére analogue, on trouve que
BA = CA. (3.3.6)
B* (IMP) A* et C* (IMP) A*, alors par symétrie de (3.3.5) on obtient
A*B* = A*C™,
on en déduit (3.3.6). Alors

B =BAB = BACCAC = C.

Remarque 3.3.6 Comme B est unique, on peut écrire : B =1MP (A).
Lemme 3.3.5 Soit A€ L(H). Alors

A (A) = c(A*A) = c(AA*) = & (AY).
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3.3. L’inverse généralisé de Moore-Penrose

Preuve. Si A =0, alors A* = A*A = AA* = 0 et par conséquent
A (A) = c(A*A) = c(AA*) = 2 (A") = 1.

Supposons donc que A # 0.
Premier cas : ¢(A) > 0.
Alors R (A) est fermé, d’ou
R(A) = N (A")". (3.3.7)

Soit u € N (A)" — {0}, comme

[Aul* < || A" Aul[|u]. (3.3.8)

Aull? A*A
(A= inf I u|2| < inf | A* Aul|
wen(ayt—{o} |lul| wen(ayt—{o}  |lul|

or N(A) =N (A*A), dou

A*A
2 (A) = A Aull g ay.
weN(a* Ay —{oy  |[ul
Donc
?(A) < c(A*A), (3.3.9)
en outre
A*A A*A A
= e WAL (LA (A
ueN(a* )t —fop  |[ull ueN(a Ayt oy \ || Aull [l
En utilisant (3.3.8), on trouve
[Aul] _ [[A* Aul]
ull = [JAul]
d’ou )
A*A
c(A*A) < inf (H u”) . (3.3.10)
ueN(a4) oy \ || Aull
En utilisant (3.3.7), on trouve
A*A 2 A* 2
weN(a=ay —{oy \ [[Au]| ven(ant—{oy \ [
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3.3. L’inverse généralisé de Moore-Penrose

donc avec (3.3.10) et (3.3.11) on voit que

c(A*A) < 2 (AY). (3.3.12)
De (3.3.9) et (3.3.12), ¢ (A*) > 0 et par symétrie entre A et A*, on déduit

? (A*) < c(AAY), (3.3.13)

c(AA*) < 2 (A). (3.3.14)

Et d’apres (3.3.9), (3.3.12), (3.3.13), (3.3.14) on trouve

A (A) = c(A*A) = & (A*) = ¢ (AAY).

Cas 2: c(A)=0.
Supposons ¢ (A*) > 0, en vue de la symétrie entre A et A* et en utilisant (3.3.9),(3.3.12) on

en déduit que ¢ (A) > 0 contradiction, donc
c(A)=c(A")=0.

Par ailleurs, on a toujours :

A*A AlllA
¢ (A" A) = f || A* Aul| < | Al Aul|
ueN (A=At —fop || uenN(A)t -y |lu]|

alors

c(A"A) < [[Afle(A).

D’ou, ¢ (A*A) = 0. De méme : ¢ (AA*) < ||Al|c (A*) et on en déduit que ¢ (AA*) =0. =
Proposition 3.3.3 Soit A € A. Sic(A) >0 alors B=IMP (A) existe.

Preuve. Si A =0 on prend B = 0.

Si A#£0, 0<c(A) <||A|l et conséquent 0 <1 — ‘fjﬁ—% < 1.

La série

“+o0o
A*A )‘7 A*
I — est normalement convergente dans A.
— ( A=Al ) [|A=A]

<.
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3.3. L’inverse généralisé de Moore-Penrose

Donc si on pose

J A*
B = , alors B € A.
Z( HA*AH) | A*Al

En outre
ABA=A et BAB = B. (3.3.15)
En effet,
& A*A \7 A*A A*A \P| A*A
ABA = AlT- A CP[JP( ) ,
Z ( HA*A||> | A*All Z Z | A=Al | A Al

AA*A
A=Al

J J
AA* AAT AAT. L AAY (AA¥)P

D

ZCJ | A*A|lP ZCJ | A* AP

p:

AA =
lA=Af 2

Jj=0

= ZA
p=0

ter) [ (-

- Sa(r- I— (-2 )|,

Z ( | AA]] [[AA|]

AA* >j +o0 < AA* )j
— Nuafr- Alr- 22,

Z ( |AA]] Z [ AA|]

I
> 1

Et comme les deux séries convergent, donc ABA = A.

Posons

i A*A )j A*
B, = I — , Vn € N.
Z ( |A*A| ) ||A*A]l

=0
Alors

. AA* N\ 1
B=1lmB B, = A* I — )
At e ijo( firT) T

Comme BAB = lim, BAB, et BAA* = A*B*A* = A*, on trouve :

n

" AA* 1 AA* 1
BAB = limBAA* I — = lim A* I —
" Z( HAA*H) A4~ Z( HAA*H) [AA-]

Jj=0 j=0
J A*
“Z( HA*AH) [AA] W

Finalement, comme AB et BA sont des limites d’opérateur hermitiens, alors

(AB)* = AB et (BA)" = BA. (3.3.16)

De (3.3.15) et (3.3.16) on déduit que B(IMP)A. m
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3.3. L’inverse généralisé de Moore-Penrose

Proposition 3.3.4 Soit A, B € A avec B(INV) A. alors
3C e A tel que C=IMP(A).

Preuve. Comme B (INV') A, alors par définition on a: ABA=A et BAB = B.
D’ot on déduit que AB et BA sont des projections, donc

c(AB)>1 et c(BA) > 1. (3.3.17)

Par conséquent il existe D et E tels que

D=IMP(AB) et E=IMP(BA). (3.3.18)

On a alors
AB = ABDAB et BA = BAEBA. (3.3.19)
(ABD)* = ABD et (EBA)" = EBA. (3.3.20)

On en déduit d’apres (3.3.19)

AEB = ABAEBAB = ABAB = AB et
BDA = BABDABA = ABAB = BABA = BA.

(3.3.21)

Soit F' = EBD, alors
(AF)" = AF et (FA)"=FA. (3.3.22)

En effet, en utilisant (3.3.20), ABD et EBA sont hermitiens, donc FF'A et AF sont hermi-
tiens. En outre

A=AFA et F=FAF (3.3.23)

En effet, de (3.3.21) on trouve

AFA=ABDA=ABA=A et FAF =FEBDAEBD = EBABD = EBD = F.
On déduit que F =IMP(A). m
Proposition 3.3.5 Soit A € A tel que c(A) > 0. Alors

IMP (A*A) = IMP (A) IMP (A*) .
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3.3. L’inverse généralisé de Moore-Penrose

Corollaire 3.3.5 Soit A € A. Alors
1) Si A est normal alors IM P (A) est aussi normal.

2) Si A est hermitien alors IM P (A) est aussi hermitien.

Preuve.

1) Si A est normal alors AA* = A*A. D’apres la proposition précédente
IMP(A*)IMP(A)=IMP (AA*) =IMP (A*A) =IMP (A)IMP (A").

Ce qui montre que IM P (A) est normal.
2) [IMP(A)*=IMP(A*)=IMP (A), puisque par hypothése A = A*. =

Définition 3.3.9 Soit A € A. On dira que A est élément positif de /\ et on notera
Ae AT si

1) A est hermitien.

2) o (A) CRTU{0}.

Proposition 3.3.6 Soit A€ A1, avec A#0 et B=I1IMP (A). Alors
IBlle (A) = 1.

Preuve. Par hypothése on sait que A est hermitien et B l'est aussi.

De la définition IM P (A) on sait que (AB)* = AB, mais comme A et B sont hermitiens,

AB = (AB)" = B*A* = BA, donc AB = BA. (3.3.24)
Soit
1 +oo )
=|—|({—-BA "Bt 3.2
C (N ( )\)( )+n2_0)\ , (3.3.25)

d’apres la formule de Cauchy, le rayon de convergence r de la série est donnée par

1

~ lim, sup | B?||

Et comme B est hermitien, |B"|| = || B||", d’ou

== (3.3.26)



3.3. L’inverse généralisé de Moore-Penrose

En outre

COV(A-N)=(A-A)C(\) =1.

En effet ;

(A=X)C(N) = (A—AD) (-%) (I — BA)+ io g |

n=0
1 —+00 +o0
= —1(A-ABA) +1-BA+ > ANBrTH =y ArH
n=0 n=0
+o00 400
— J—BA+ ZA)\an—H _ Z)\n—HBn—H7
n=0 n=0
+oo
= I-) M\"(I-AB)B".
n=1

D’ou en utilisant (3.3.24) on obtient :

(A—)\[)C()\):I—io)\"(I—BA)B":I.

n=1
De maniére analogue on démontre que : C' (\) (A— X)) = I.
Donc |0,7[ C p(A) et r € 0 (A), (sinon C (A) convergerait pour A =r ) d’ou ¢ (A) =r.
On en déduit d’apres (3.3.26) que : [|Bljc(A) =1. =
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Conclusion

Nous souhaiterons avoir des résultats semblables a ceux de la théorie spectrale classique
en introduisant la notion d’ensemble résolvant généralisé reg (A) qui repose sur la notion

d’inverse généralisé.
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Le but de mémoire et réunir les principaux résultats concernant la notion d’inverses
généralisés et de donner quelques propriétés de I'inverse de Moore-Penrose d’un
opérateur dans une C*-Algébre.

Mots clés:

Opérateurs bornés, opérateurs non bornés, opérateurs fermé, spectre, spectre des
opérateurs (bornés et non bornés), l'inverse de Moore-Penrose, résolvant.

Abstract:

This paper is devoted to the definitions and the study of generalized inverses of linear
operators in Hilbert spaces and C*-Algebra.
We’'ll give some proprieties of the inverse of Moore-Penrose.

Key words:

Bounded operators, unbounded operators, closed operators, spectrum, spectrum of
bounded and unbounded operators, inverse of Moore-Penrose, resolvent.
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