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Introduction

Ce travail s’inscrit dans le cadre de la théorie des opérateurs linéaires bornés sur un espace
de Hilbert. Pour bien préciser ses spécificités un rappel historique sur le développement de
I’analyse fonctionnelle n’est pas inutile.

La théorie des opérateurs linéaires trouve ses origines d’une part dans I’étude des sys-
témes finis d’équations linéaires & un nombre fini d’inconnues et d’autres part dans des
équations linéaires différentielles et intégrales.

En effet, c’est 'analogie entre les systémes d’équations linéaires en dimension finie et
les équations intégrales, qui a permis & quelques mathématiciens du début du siecle tels
que I. Fredholm ou J. Volterra de dégager les éléments essentiels de la théorie qui porte
aujourd’hui le nom de la théorie des équations de Fredholm.

Dans un effort pour compléter les travaux de 1. Fredholm, Hilbert parvient a des concep-
tions plus générales. En particulier il découvre que le succés de la méthode de I .Fredholm
repose sur la notion de « compléte continuité » qu’il dégage en la formulant pour les formes
bilinéaires et qu’il étudie de facon approfondie. Puis juste aprés, E. Schmidt et M. Frechet
introduisent délibérément le langage de la géométrie euclidienne dans 1’espace de Hilbert.

La notion d’application linéaire complétement continue se trouve pour la premiére fois
définie de facon générale dans le célebre mémoire de F. Riesz 1918 sur la théorie de I.
Fredholm. Vers les années vingt de ce siécle, S. Banach ajoute une étude poussée des rela-
tions entre une application linéaire continue et sa transposée, étendue aux espaces normés.
Cette période verra naitre de grands théorémes tels que le théoréme du graphe fermé ou le

théoréme de Banach-Steinhaus.
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La publication traité de Banach sur les opérations linéaires marque le début de ’age
adulte de I’Analyse Fonctionnelle et de la théorie des opérateurs.

Les opérateurs log —hyponormaux et p—hyponormaux sont introduite, et leurs propriétés
sont étudiées dans [2] et [48]

T. Ando [5] et Wang [3] ont prové que la classe w— hyponormaux contient les deux classes
d’opérateurs log —hyponormaux et p—hyponormaux. Il est bien connu qu'un opérateur
inversible p—hyponormal est log —hyponormal, mais la résiproque est fausse, Tanahashi [48]
a donné un exemple d’un opérateur log —hyponormal qui'n’est pas p—hyponormal.

Dans [4], S.A. Azuraiqui a introduit la notion d’opérateurs n-normal, c’est-a-dire la classe
des opérateurs A tels que A"A* = A*A". Les opérateurs considérés généralisent ce qu’on
appelle "opérateur n-power-hyponormal" et en particulier les opérateurs normaux, qui sont
trés importantes par elles méme.

L’objectif de ce travail est de présenter de nouveaux résultats liés a I’étude des opérateurs
normaux et l'opérateurs compacts.

Le contenu de cette thése est composé de quatre chapitres

CHAPITRE 1

Dans le premier chapitre, on rappelle tous les outils nécessaires pour 1’élaboration de ce
travail. On commence par la définition d’un opérateur normal borné, non borné, ainsi on
rappelle quelques propriétés fondamentaux et notions portant sur les opérateurs normaux
et les opérateurs compacts.

CHAPITRE 2

Dans ce chapitre on s’intéresse au théoréme classique et trés important dans la théorie
des opérateurs bornés, et non bornés avec toutes ses applications a savoir le théoréme de
Fuglede-Putnam. Beaucoup d’auteurs travaillent sur ce théoreme. Ce théoréme de Fuglede
fut établit en 1950 par B. Fuglede.

On remarque que les théorémes originaux étaient démontrés pour deux opérateurs pas
nécerssairement bornés, dans un tel cas on remplace donc "=" par " C" .1l existe plusieurs

" subnormaux, hyponormaux,p-hyponormaux,

versions de ce théoréme pour les opérateurs
dominants, log-hyponormaux....etc" mais on va se contenter dans ce chapitre aux quelques

applications de ce thoéréme pour les opérateurs bornés.
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Applicationl Sur la some des deux opérateurs normaux.

Application2 Quelques conditions sur opérateurs non normaux qui impliquent la nor-
malité.

CHAPITRE 3

Dans le second chapitre, on montre quelques 'inégalités des valeurs singuliéres aux

opérateurs normaux compacts, soit A est l'opérateur normal compact sur un espace de
Hilbert séparable complexe H, ot A = A; + 1As est la décomposition cartésienne de A.

On va montrer 'inégalité suivante

1 , .
—5; (A1 +1iAs) < 55 (A) < s; (|A1] + |A2]), pour j =1,2,......

V2

Ainsi nous montrons 'inégalité suivante
\/§Sj (Al -+ ZAQ) S Sj (A + ZA*> S 28j (Al + AQ) , pour j = ]., 2, ......

De plus, on donne une généralisation de ces inégalités.

CHAPITRE 4

Dans le dernier chapitre est consacré a 1’étude de quelques classes d’opérateurs sur un
espace de Hilbert. Nous commencons par la définition de la nouvelle classe d’opérateur
n—power-hyponormal sur un espace de Hilbert H, on donne quelques propriétés de base de
ces opérateurs.

Ainsi, nous introduisons autre nouvelle classe d’opérateurs pour lesquels 72 > —T*" |
nous donnons quelques propriétés de ces opérateurs, et nous étudions la rélation entre cette

classe et quelques autres classes des opérateurs définis sur H.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons les définitions et les principaux résultats sur les opérateurs
normaux et les opérateurs compacts.

En premier lieu, nous commencon par la terminologie.

1.1 Terminologie

1. On désigne par H un espace de Hilbert (complexe), £(H) désigne I’ensemble des
opérateurs linéaire bornés sur H.
2. 51T € L(H), R(T) (resp. Ker(T) ) désigne 'image (resp. le noyau) de 7.
3. L’opérateur T* € L(H) tel que (T'z,y) = (x, T*y) pour tous x,y € H, est appelé
I’adjoint de T'.
4. On désigne par K(H) 'idéal des opérateurs compacts, F(H) désigne I'idéal des

opérateurs de rang fini.
5. Sur L(H), on utilise 'une des topologies suivantes

i) Topologie uniforme (de la norme)
Une suite (A,,), d’opérateus converges en norme vers A si lim |4, — A|| = 0.
ii) Topologie forte d’opérateurs

Une suite (A,), d’opérateurs converges fortement vers A, si pour tout z € H,

lim ||A,x — Az|| = 0, on note A, N
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iii) Topologie faible d’opérateurs

Une suite (A,), d’opérateurs converges faiblement vers A, on note A, A

n

ssi (Apz,y) — (Az,y) quand n — oo, pour tout =,y € H.

. Soit A € L(H), un sous-ensemble F de H est dit invaraint pour A si A (F) C E.
Un sous-ensemble E de H est dit réduisant pour A, si A(E) C E et A (EL) C
E+.

. Le spectre d’un opérateur A € L(H), noté o (A) est le sous-ensemble de C défini

par :

o (A) ={X € C;(A— \) n’est pas inversible} .

. Si A € L(H), le spectere ponctuel de A noté o, (A) est défini par :

o, (A) ={N € C; Ker (A—\I) # {0}}.

. Le spectre résiduel de A, on note par o, (A) est défini par :

o, (A) = {)\ € C; A — Al injectif et R(A — A ) # H} .

. Si A € L(H), le spectere continu de A noté o, (A) est défini par :

oo (A) = {A € C; A — A\ injectif et R(A — A ) £ W:H}.

. Le spectre approximatif de A € L(H), noté o, (A) défini par:

oup (A) ={A e C: 3(x,), dans H, tel que ||z,||=1et ||[(A— A )z,|| —0}.

. On a toujours

et
op(A)Uo.(A) Cog(A) Co(A).

. Le rayon spectral de A noté r (A) défini par :

r(A) =sup{|\, A€ (A) }.
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14.

15.

16.

Limage numérique d’un opérateur 7" dans L(H) est I’ensemble défini par :

W(T) = {(Tz,z) € C;z € H, ||z|| = 1}.

Le rayon numérique de T est défini par :

w(T) = A{[z|, 2z € W(T)}

Soit A = U |A] la décomposition polaire de A, la transformation d’Aluthge de A

est 'opérateur A défini par :

A=|APU A .

On va rappeler quelques classes des opérateurs, soit A € L(H) est dit :

auto-adjoint ou hermitien si A = A*, ou A* est ’adjoint de A.
positif si (Az,z) > 0; pour tout x € H, ce qui est noté A > 0.
normal si AA* = A*A.

n-normal si A"A* = A*A™.

sous-normal s’il admet une extension normale.

hyponormal si AA* < A*A.

co-hyponormal si AA* > A*A.

semi-hyponormal si (AA*)% < (A*A)%.

p-hyponormal si (AA*)P < (A*A)P, 0<p <1
n-power-hyponormal si A"A* < A*A™.

log-hyponormal si A est inversible et log (AA*) < log (A*A).

w-hyponormal si

Z‘ > |A| , tel que A est la transformation d’Aluthge de

lopérateur A.

nilpotent d’ordre n, si A” = 0 pour un certain entier naturel n.
normaloid si 7 (A) = || A4]|.

contraction si ||A] < 1.

dominant si pour tout complexe A\, R(A — A\ ) C R(A — A\ )*.
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e unitaire si AA* =A*A=1

e isométrie si A*A = I.

e isométrie partielle si ||Az|| = ||z||, pour tout z € (KerA)™ .

e idempotent ou projection si A2 = A.

e progection orthogonale si A2 = A et A* = A.

e d’ascente finie s'il existe un entier positif n, tel que Ker (A™) = Ker (A™™).
e descente finie 8'il existe un entier positif n, tel que R (A") = R (A™T1).

e quasi-nilpotent si o (A) = {0}.

e quasi-normal si A (A*A) = (A*A) A.

1.2  Sur les opérateurs normaux

Dans cette section on introduit quelques notions de base de la théorie des opérateurs nor-

maux qui joueront un role essentiel dans ce travail.

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.2.1 On dit que T € L(H) est un opérateur normal si T" commute avec son

adjoint i.e., T*T =TT*.

Exemple 1.2.1 La multipliquation T,, par une fonction mesurable bornée ¢ est un opéra-

teur normal sur L? ([0,1]).

En effet, on a (T,,f) (t) = f (t) ¢ (t) ou p € C ([0,1]), f € L*([0,1]).

(Tpf ) = (p () f(t),9(1))

donc (T7:g) (t) = ¢ (t)g (t), Cest-a-dire T = T.
D'ow, T:T, = T, T,

L’opérateur T, est un hermitien (auto-adjoint) s’il la fonction ¢ est réelle.
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Proposition 1.2.1 ([16]) Soit T € L(H), les assertions suivantes sont équivalentes
1. T est normal;
2. |Tx| = ||T*x| pour tout x € H;

3. Dans le cas complexes, les parties réelles et imaginaires de 7" commutent.

Preuve. - Pour z € H, alors

|Tz|* = |T*2||* = (Tw,Tz) —(T"2,T"z)
= (T"T —TT") z,x).

Donc I’équivalence de 1 et 2.

-Onpose T'=A+iB,telque A=Re(T) et B=Im(T),onaT*=A—iB, et
T*T —TT* =2i(AB — BA)
D’ou, T*T = TT™ si et seulement si AB = BA.
Corollaire 1.2.1 SiT € L(H) est normal, on a
Ker(T) = Ker (T%)
Proposition 1.2.2 Soit T' un opérateur normal, on a
1. L’opérateur a1’ est aussi normal pour tout a € C.
2. L’opérateur T est normal pour tout n € N*.

Preuve. 1) Nous avons (aT) (aT)* = aaTT* et (aT)" (aT) = aaT*T.
Piusque T' est normal, d’ou il sont égaux.

2) T est normal, d’ou TT* = T*T
= (TT")" = (T"T)"
=T (T*)" =(T)" 1"
=T (T = (T")"T".

C’est -a-dire T est normal, pour tout n € N* . m
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Corollaire 1.2.2 Soit P unpolynéome et T un opérateur normal. Alors P (T) est aussi

normal.

Remarque 1.2.1 T™ normal = T normal.

7
En effet, soit T' = .OnaT?= est normal, mais 7" n’est pas
0 —1 0 -1

normal.

Proposition 1.2.3 ([23]) Soit T € L(H) un opérateur normal, on a

Ker(TY®eIm(T)=H

Preuve. On sait que : Ker (T*) = (ImT)", d’ou

(Ker (T*))" = ((ImT)L>L — (Im 7).

Donc

H = Ker (T*) @ (Ker (T*))L

= Ker (T) ®Im (T)

Proposition 1.2.4 (Inverse d’un opérateur normal )

Soit T' € L(H) un opérateur normal et inversible d’inverse T!.
Alors T est aussi normal.
Preuve. On a
(Tfl)* Tfl — (T*)—l Tfl
= (T7*)"' = (T*T)™" (car T normal)

*

— 71 (T*)—l _ -1 (T_l) .

Donc T~ est un opérateur normal. m
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Proposition 1.2.5 ([35]) Pour tout U est unitaire. L’opérateur U*TU est normal si et

seulement si T est normal.

Preuve. On a
(U*TU)" (U*TU) =U*T*TU
et
(U*TU) (U'TU)* = U*TT*U.
On remarque que T*T = TT™ si et seulement si U*T'U est normal. m

Proposition 1.2.6 ([29]) Soit T € L(H) un opérateur inversible, les assertions suivantes

sont équivalentes

i. T" est normal.
ii. 77'7* (ou T*T~') est unitaire.
iii. Il existe un opérateur unitaire U tel que : T* = UT.
Preuve. Motrons que
1)i=iiOna
(7' (T ') =T (T )" T7'T"

2) ii =iii clair 3)
iii =1 Pour tout = € H, on a

|T*||* = |UT||*
= (UTx,UTz) = (Tz,U*UTz) = ||Tz|*.

Donc, T' est normal. m

1.2.2 Theéorie spectrale des opérateurs normaux

Proposition 1.2.7 Soit T' € L(H) un opérateur normal. Alors

1. Si Tz = Az, tel que A € C et z € H. Alors, T*z = Az .

10



1.2. Sur les opérateurs normaux

2. Deux espaces propres de T" associé & des valeurs propres distincts sont orthogonaux.

Proposition 1.2.8 Le rayon spectral d’un opérateur normal T € L(H) vérifie

r(T) =T
Preuve. On suppose d’abord que T est auto-adjoint. On a ||T?| = ||T]|* et par
récurrence sur n I'on obtient pour tout n € N la relation||7%"|| = || T]|*" , il vient

. n 2—77.
r(T) = lim ||7%"|" = |T].
n—oo
On revient au cas normal, ’élément TT™ est auto-adjoint et il s’ensuit que 1'on a,

r(T) = lim | T7||

= lim \/||T" (T")"||"

n—oo

= VIITT*[ = [T

Proposition 1.2.9 ([23]) Le spectre résiduel d’un opérateur normal est vide.

Dans le résultat suivant, nous présentons certaines caractérisations du spectre continu

d’un opérateur normal borné.

Théoréme 1.2.1 Soit T € L(H) un opérateur normal, les assertions suivantes sont équiv-

alentes

i) A € 0. (T)
i) A€o (T)\ o, (T)

iii) T — A est injectif, et 'image de (T'— AI) (H) n’a pas fermée.

11
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Preuve. ii) = i) puisque A € o (1) \o, (T), alors T — A est injectif ; mais ne pas
surjectif. Supposons que l'image (7' — AI) (H) n’est pas dense dans H, alors il existe z €

(T — M) (H)™. Par conséquent nous avons,
2 € (T —N)(H)" = Ker (T* =) = Ker (T — \I).

D’ou contradiction, donc nous concluons que A € o, (T).

i) = iii) est évidente & partir de la définition du spectre continu.

iii) = ii) on a 7' — A est injectif, alors A ¢ o, (T"). Supposons que A € o, (1), alors il
existe un opérateur ( invérsible ) S € L(H) tel que S (T — A) x = z, pour tout x € H. En

particulier nous avons,
1
151

D’ou (T'— M) (H) est complet et fermée dans H, qui est une contradiction. Nous concluons

que A€o (T)\ 0,(T). =

[zl < N(T" = AD) ||, Vo € H.

Proposition 1.2.10 ([17]) Le spectre d’un opérateur normal est égale a le spectre approz-

imatif, i.e.,

o (T) =044 (T).
Corollaire 1.2.3 Soit T' € L(H) un opérateur normal.

Alors

o (T) = 0, (T) U (T) = 010y (T)..
Le théoréme ci-dessous a été établie par M. Akkouchi dans [1]

Théoréme 1.2.2 (voir [1]) Soit H est un espace de Hilbert complexe, soit T' € L(H) un

opérateur normal et A € C. On a
L p(T)={\eC: R(T)) = H}
2, ap(T):{)\EC:W#H}
3. aC(T):{AeC:W:Het%(TA)%H}

4.0, (T)=9

12
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1.2.3 Image numérique d’un opérateur normal

Dans ce qui suit, 7' désigne un opérateur borné sur H.

Définition 1.2.2 L’image numérique de T est l'ensemble W (T') des nombres complezes

défini par

W(T)={(Tz,z) e C:x € H,|jz|]| = 1}.
Définition 1.2.3 Le rayon numérique de T' est défini par

w(T)= sup |A|.
AEW (T)

Voici quelques propiétés de base souvent utilisées dans le calcul de 'image numérique et

facile & démontrer.

Proposition 1.2.11 ([28]) Soient T, S € L(H) et soit U € L(H) un opérateur unitaire
(i.e., U*U = UU* = 1). Alors on a que

1. W(al 4+ pT) =a+ W (T') pour tout o, 5 € C
2. W(T+S)C W(T)+W(S)
3.W(T*)={\AeW(T)}

4. W(U*TU) = W (T)

Exemple 1.2.2 On définit l'opérateur T de ly vers ly par

Ona W (T) = (0,1].
La propriété la plus importante sur I'image numérique est fournie par le théoréme de

Toeplitz-Hausdorff.
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1.2. Sur les opérateurs normaux

Théoréme 1.2.3 (Toeplitz-Hausdorff) L’image numérique d’un opérateur linéaire borné

est un ensemble convexe borné.
Théoréme 1.2.4 ([28]) Soit T' € L(H). Alors, on a que

1) o0, (T) cW(T)

2) o (T) CcW(T)
Théoréme 1.2.5 ([28]) L’opérateur T' est un auto-adjoint si et seulement st W (T') C R.

Preuve. Si T est auto-adjoint, alors pour tout x € H ,

(Tx,z) = (x,Tz) = (Tx, z).

D’ou W (T) C R.
Inversement, si W (T') C R, alors (T'z,xz) € R. Donc T est auto-adjoint. m

Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour qu'un 1" opérateur normal.

Théoréme 1.2.6 ([28]) Si W (T') est un segment de droite, alors T' est un opérateur nor-

mal.

Preuve. Soit o un point sur le segment de droite ayant une inclinaison 6, d’ou W (e‘w [T —al ])
est inclu dans I’axe des réels. Ainsi, le théoréme précédent implique que e [T — al] est
un opérateur auto-adjoint. On déduit donc, par un calcul simple que 7' est un opérateur

normal. m

Théoréme 1.2.7 SiT est un opérateur normal.

Alors,

w(T) = |IT]|.

Rappelons aussi que I’envoloppe convexe de o (T'), noté Conv {o (T)} est le plus petit
convexe contenant o (7).
Le théoréme suivant montre que I'image numérique d’un opérateur normal est une bonne

approximation de son spectre.
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1.2. Sur les opérateurs normaux

Théoréme 1.2.8 Soit T € L(H) un opérateur normal, on a que

W(T) = Conv{o (T)}.

Corollaire 1.2.4 Soit m et M deux nombres complexes. Si

W (T) = [m, M].

Alors,

{m, M} C o (T).

Preuve. Si W (T') = [m, M|, alors le théoréme 1.2.6 implique que 7" est un opérateur

normal. Ainsi, d’aprés le théoréme 1.2.8 W (T') est I'enveloppe convexe de o (T'), ou encore

[m, M| =W (T) = Conv{o (T)}.

Il suit donc que {m, M} C o (T). m

1.2.4 Les opérateurs normaux non bornés

Définition 1.2.4 (opérateur linéaire non borné&) Un opérateur non borné sur un espace
Hilbert H est couple (T, D (T)) ot D (T') est un sous espace vectoriel de H et T est un opéra-
teur linéaire défini de D (T') dans H, on dit que T est un opérateur non borné de domaine

D(T).

Exemple 1.2.3 Considérons l'opérateur T : L* (R) — L*(R), défini par

L’opérateur 1" a pour domaine

D(T)={feL’R),zf € L*(R)}

est un opérateur non borné, appelé opérateur de multiplication par x.
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1.2. Sur les opérateurs normaux

Définition 1.2.5 (opérateur fermé ) On dit que l'opérateur T est fermé si pour toutes

les suites (x,,), de D (T') convergente vers = et la suite des images (T'x,), convergente vers

y dans H. Alors, v € D(T) ety =Tx.

Exemple 1.2.4 Soit T est un opérateur non borné défini sur H* ([0,1]) par

Tf(x)= —ij—i

ou H' (]0,1]) est I'espace de Sobolev d’indice 1.

Alors, T' est un opérateur fermé.

Définition 1.2.6 (adjoint d’un opérateur non borné) Soit (T, D (T)) un opérateur non

borné de domaine D (T) dense dans H.

On défint I’adjoint 7™ de T par

(Tx,y) = (z,T"y) ,Yr € D(T),Vy € D (T").

Définition 1.2.7 (domaine de ’adjoint) Soient H,, Hy deux espaces de Hilbert et soit
(T, D (T)) un opérateur non borné de Hy dans Hy tel que D (T') est un sous-espace dense

dans Hy. On définit D (T*) comme suit
D(T*) = {y € H, tel que x — (Tx,y) . est borné de (D (T),||.|,,) dans C}.

Définition 1.2.8 (opérateur normal non borné) Soit T' un opérateur non borné de do-

maine D (T') dense dans H.
On dit que T est un opérateur normal si, T" est fermé et TT* = T*T.

Proposition 1.2.12 Si T est un opérateur normal.

Alors,

D(T) = D(T") et |[Tx|| = |[T"x]|
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1.3. Préliminaires sur les opérateurs compacts

Preuve. Si h € D (T*T) = D (TT*), alors Th € D (T*) et T*h € D (T).
On a
ITh||*> = (T*Th, h)

= (TT*h,h) = | T*h|*.
Si h € D(T) d’on, il existe une suite (h,) € D (T*T) telle que (h,,, Th,) — (h,Th) donc
|\Th, —Th| — 0.
On a alors,
T By — T*hon|| = | The — Thy]| -

D’ou, il exsiste g € H tel queT™h,, — g.
Alors,
(b, T"hy,) — (hy g) -

Mais T est férme. Alors h € D (T*) et g = T*h.
Donc, D(T) C D (T*) et |Th|| = lim || T*h,| = ||T*h|. =

1.3 Préliminaires sur les opérateurs compacts

Parmi tous les opérateurs bornés, on peut distinguer une classe importante d’opérateurs,
dont les propriétés sont le plus proches de celles des opérateurs linéaires dans un espace de

dimension finie. C’est la classe des opérateurs compacts.

1.3.1 Rappels et notations

Nous commengons d’abord par rappeler la définition et quelques propriétés des opérateurs
compacts.

Soient E et F' deux espaces de Banach. On désigne par K (F, F') 'ensemble des opéra-
teurs compacts et on pose K (E) = K (E, E).

Définition 1.3.1 Soit T € L(E, F) , on dit que T est un opérateur compact s’il envoie tout

ensemble borné dans E a un ensemble relativement compact dans F'.
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1.3. Préliminaires sur les opérateurs compacts

Définition 1.3.2 L’opérateur T' est compact, si et seulement si pour toute suite bornée

{#n},51 C E, la suite {Tx,}, 5, admet que sous suite convergente dans F.

Dans le cas particulier ou F' = C' ([a, b]), le théoréme suivant d’Arzela-Ascoli est générale-

ment utilisé pour prouver la compacité de T.

Théoréme 1.3.1 (Arzela-Ascoli ) Une condition nécessaire et suffisante q’une famille
des fonctions continues définies sur intervalle compact |a,b|, est compacte dans C ([a, b))

est que cette famille est uniformément bornée et équicontinue.
Théoréme 1.3.2 Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.
Preuve. En effet, si on désigne par
B(0,1)={z € E, ||z| <1}.

Alors, T (B (0,1)) est relativement compact d’ou ||[Tz|| < C,Vz € B(0,1). Alors T est
borné.

Réciproquement, 'opérateur indentique I de E' dans E est borné, mais il n’est pas com-
pact car [ (B (0,1)) = B(0,1), n’est pas relativement compacte sauf si E est de dimension

finie. =

Proposition 1.3.1 ([11]) Une combinaison linéaire T = o1y + 15 des opérateurs com-

pacts est un opérateur compact, pour tous «, 3 € k.

Proposition 1.3.2 Le produit T\'T5 de deux opérateurs bornés Ty et Ty est compact si ['un

des opérateurs T1 ou Ty est compact.

Théoréme 1.3.3 ([16]) Soit E un espace normé et F' un espace de Banach, et soit {T,}

une suite d’opérateurs compacts de E dans F'.

Si lim ||T, — T = 0.

Alors, T' est compact.
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1.3. Préliminaires sur les opérateurs compacts

Théoréme 1.3.4 ([11]) Soit T € K (E), alors l'image par T' de toute suite de E faible-

ment convergente est une suite fortement convergente.
Corollaire 1.3.1 Soit (e;,),cy une suite orthonormée dans H. Si T € K (H), alors
klim | Tex|| = 0.

Preuve. Pour tout = € H la série 3. |(z, ;)| est convergente et son terme général
k
(z,ex) tend vers 0 lorsque k tend vers 'infini. Cela traduit le fait que la suite(ey), oy est
faiblement convergente vers 0, le théoréme précédent permet de conclure. m

Un exemple important d’opérateurs compacts est donée par le théoreme qui suit.

Théoréme 1.3.5 ([17]) Soient H un espace de Hilbert séparable et (e,) une base hilberti-
enne de H. Soit A\ = (\,) une suite bornée dans C. Alors, l'opérateur de multiplication par

A défini par :

T>\67’L - )\nena

est compact si, et seulement si,

lim A\, =0

n—oo

Définition 1.3.3 On dit qu’un opérateur T' € L(E, F') est de rang fini si dim R (T') < oo.

Exemple 1.3.1 Sur ’espace de Hilbert L* ([0, 7], dx) lopérateur T défini par :

Tf(x)= O}COS (x —t) f (t)dt, pourf € L*([0,7],dx),

est manifestement un opérateur linéaire continu et ’expression

Tf(x)= (f cos (s) f (s) ds) cosT + (f sin (s) f (s) ds) sinz
0 0
montrer que 'image de T" est un sous-espace de dimension deux. L’opérateur 7" est donc

de rang fini égal a 2.
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1.3. Préliminaires sur les opérateurs compacts

Remarque 1.3.1 Il est clair qu’un opérateur borné de rang fini est compact.

Corollaire 1.3.2 Soit (T,,) une suite d’opérateurs bornés de rang finis de E dans F' et soit
T € L(E,F) tels que
lim ||7,, — T|| = 0.

Alors, T' est compact.
Théoréme 1.3.6 ([11]) Soit T € L(E, F), les assertions suivantes sont équivalentes

1. L’opérateur 1" est compact;
2. L’opérateur T* € L(F', E') est compact;

3. L’opérateur T est limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

1.3.2 Spectre d’un opérateur compact

Proposition 1.3.3 ([44]) Soit T € K(H). Si T — A est surjectif, alors il est injectif.
Pour la réciproque de cette proposition, on a besion du lemme suivant
Lemme 1.3.1 Soit T € K(H),si T — M\ est injectif. Alors son image est fermée dans H.

Preuve. Soient y € R (T — ) et (y,) une suite de R (7" — A\I) qui converge vers y.
On pose
Yn = Tx,, — A1)y

- Si (x,) contient une sous-suite bornée, alors 1" étant compact, (z,) contient aussi une

sous-suite (x,,) telle que (T'z,, ) converge. Comme

T o T.’L‘nk - ynk
. T .
* A
la suite (z,,) converge vers un élément = qui vérifie Tz — Az = y.
- Si (z,,) ne contient aucune sous-suite bornée, la suite ||x,|| tend vers l'infini avec n.
Tn

Posons z, = oo il vient
n

|zn]] =1 et lim (T"— M) z, = 0.
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1.3. Préliminaires sur les opérateurs compacts

Comme T est compact, (z,) contient une sous-suite (z,, ) telle que (T'z,, ) converge. On en
déduit que la suite (z,, ) est convergente et si z est sa limite, on aura ||z|| = 1 et Tz — Az = 0.

Ce qui contredit '’hypothése T'— AI est injectif. m

Théoréme 1.3.7 ([11]) (Alternative de Fredholm) Soit T € K(H). Alors

a) Ker (I —T) de dimension finie
b) R (I —T) est fermé, et plus précisément

R —T)=Ker (I —T*)"

c) Ker(I-T)={0} <= R(I-T)=H
d) dim Ker (I —T) = dim Ker (I — T*)

Les résultats précédents se résument comme suite
Théoréme 1.3.8 ([16]) Soit T' € K(H). Alors, on a
1.0eo(T)
2. 0 (T)\{0} = 0, (T) \ {0}
Théoréme 1.3.9 Soit T' € K(H), si (\,) est suite de valeurs propres de T.

Alors,
i) ou bien cette suite est finie

ii) ou bien elle tend vers 0 quand n — +o0.

Corollaire 1.3.3 Soit T € K(H), l’ensemble o (T) est dénombrable et s’il est infini on peut

indexer les élements de o (T) / {0} est une suite (\,) tends vers 0.

Théoréme 1.3.10 ([54]) Soit T € K(H). Alors, on a

Tap (T)\{0} = 0 (T) \ {0} -
On sait que, si T est normal on a o (T') = 0, (1), par conséquent nous avons le résultat

suivant.
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1.3. Préliminaires sur les opérateurs compacts

Corollaire 1.3.4 Soit T € L (H) un opérateur normal et compact. Alors

o (T)\{0} = o, (T) \ {0} .

1.3.3 Opérateur de Hilbert - Schmidt

Il s’agit de la classe la plus fréquente d’opérateurs compacts dans ’espace de Hilbert.

Définition 1.3.4 Soit H un espace de Hilbert séparable. On dit'T € L (H) est un opérateur

de Hilbert - Schmidt s’il existe une base hilbertienne (ey),cy telle que
S || Tex|? < oc.
k=0

Le nombre

0 3
170 s = (z HTekH?) .
k=0

S’appelle la norme de Hilbert - Schmidt de 'opérateur T

Exemple 1.3.2 Pour un opérateur en dimension finie T': C* — C™ ( de fagon équivalente,

pour les matrices n X n),
1
00 2
Tl = (£ or7)
Proposition 1.3.4 Soit T' € L (H) un opérateur de Hilbert - Schmidt , on a

1) La norme ||.|| ;4 ne dépendent pas du choix de la base hilbertienne de H.

2) I s = ITls
3) on a toujours, T < |||

Théoréme 1.3.11 Tout opérateur de Hilbert - Schmidt est compact.

Exemple 1.3.3 Considérons l’opérateur integral T : L?[0,1] — L*[0,1] défini par

1
(TF)(t) = JK (t,5) f (s)ds
0
avec un noyau K (.,.) € L?([0,1] x [0,1]). Alors T est un opérateur de Hilbert - Schmidt,

et
”THHS = ||KHL2[0,1] .
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1.3. Préliminaires sur les opérateurs compacts

1.3.4 Etude spectrale d’un opérateur compact auto-adjoint

Proposition 1.3.5 ([11]) Soit T € L (H) un opérateur auto-adjoint. On pose

m = inlg (Tz,z) et M= sup (Tx,x)
TE

zll=1 reH
Il jall=1

Alors, o (T') C [m,M], m € o (T) et M € o (T).

Corollaire 1.3.5 Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint tel que o (T') = {0}. Alors,
T =0.

Théoréme 1.3.12 On suppose que H est séparable. Soit T un opérateur auto-adjoint com-

pact. Alors, H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T .

Théoréme 1.3.13 Soit T' € L (H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors, il admet une

valeur propre \ telle que

AL =171

Maintenant, nous pouvons énoncer ce qu’on appelle le théoréme spectrale pour opéra-

teurs auto-adjoints compacts sur un espace Hilbert séparable.

Théoréme 1.3.14 Soient H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et T €
L (H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors, il existe une base orthonormée {e,}, . de

H et une suite de réells (A,), oy telle que

Te, = \yen, pour tout n € N tel que lim A\, =0

n—oo
et pour tout z € H,
Tx =Y A\ (x,e,)e,.

neN
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Chapitre 2

Quelques résultats sur les opérateurs

normmaux

2.1 Les opérateurs log- et p-hyponormaux

Les opérateurs log —hyponormaux et p—hyponormaux sont introduite, et leurs propriétés
sont étudiées dans [2] et [48]

T. Ando [5] et Wang [3] ont prové que la classe w— hyponormaux contient les deux classes
d’opérateurs log —hyponormaux et p—hyponormaux. Il est bien connu qu'un opérateur
inversible p—hyponormal est log —hyponormal, mais la résiproque est fausse, Tanahashi [48]
a donné un exemple d’un opérateur log —hyponormal qui'n’est pas p—hyponormal.

Si un opérateur A est p—hyponormal, alors Ker A C KerA*, et si A est log —hyponormal,
alors KerA = KerA*.

Dans cette section on donne des exemples sur les opérateurs log —hyponormaux et
p—hyponormaux; on donne aussi ’exemple de Tanahashi [48] d’un opérateur log —hyponormal

qui’'n’est pas p—hyponormal.
Définition 2.1.1 Soit A€ L(H), on dit A est

i) p—hyponormal si et seulement si (A*A)” > (AA*)" ,0<p < 1.
Sip =1 on dit que A est hyponormal, et si p = % est dit semi-hyponormal.

ii) log —hyponormal si et seulement si A est inversible et log (A*A) > log (AA*).
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2.2. Exemples sur les classes d’opérateurs

2.2 Exemples sur les classes d’opérateurs

Exemple 2.2.1 ([52]) Soient A et B deuz matrices carré complexe positives d’ordre 2, et

+oo
T un opérateur défini sur H = @ C2 par :

n=—oo

o o©
=[]

Y

avec [ 0] montre la place de la matrice (0,0). Alors,

1. T est p—hyponormal <= A% > B%

2. T est log —hyponormal <= A et B sont inversible et log A% > log B2.

+o0o
Exemple 2.2.2 ([48]) Soient H= @ C?> etz = (,.,.,2_1,%0,21,....) € H avec ||z|| =

n=—oo

+oo 9
> ol < oo

n=—oo

Soient A et B deux matrices positives telles que

1 3
o 2

log A = ;L

2 2

et
0 0
log B =
0 -1
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2.2. Exemples sur les classes d’opérateurs

Soit
1 [ V3 V2
V=— ,
B\ V3 —v3
alors, V' est unitaire, et
2 0
V*(logA)V = ,
0 3
A 1 3¢ 4 22 V6e? — \/ée_Tp
O\ V6e — \6eF 2" 4 37 ,
et
1 0
B =
0 e?

On remplace x = P, on a

32242272 —5 622 — 622
V6r2 —6r"2 222+ 3277 — 5!

2
= (31}2 + Qx_% — 5) <2x2 + Sm_% — 5m_1> — (\/Exz — \/éx_%>

5det (A” — BP) =

=3 [ 1 1 4 1
= =507 (2t +1) (28 —1) (204204 +2) <0,
Pour tout x > 1, par conségent il n’existe pas p > 0 tel que BP < AP, soit x =
(021,20, 21, ....) € H et (x), = zy.

On définit P € L (H), avec (Pz), = P,x, et

B sin<0
P, = - .
{A sin>1

Soit U le shift unitaire (Uz), = z,_1 et T = UP.

Donc, ((T*T) ), = P2z, et ((I'T*)x), = P2 x,.
Alors,
0 sin#1
T — (TT*)? =
(Y =TTV ={ o gy - 1
et

((log (I*T) —log (I'T")) x),, = {(QIOgA —02 1;;9;2 sin=1

Ainsi, T est log —hyponormal, mais 7" n’est pas p—hyponormal.
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2.3. Quelques conditions impliquant la normalité

2.3 Quelques conditions impliquant la normalité

Théoréme 2.3.1 Soit T € L (H) un opérateur log —hyponormal ou p—hyponormal et
T = U |T| décomposition polaire de T .

S’il existe ng € N tel que U™ = U*.
Alors, T' est normal.

Preuve. Supposons que 7' est p—hyponormal, donc
TP > (T = U TP U,

D’ou,

T > U?|T|* U*.
Par récurrence, on obtient
T > |T** = U T/ U* > U TP U% > ... > Uro+ TP Ut > 0 (23.1)
Puisque U™ = U* , on a alors

Uron = U0 = Ul

est la projection sur R (|77)).
Ainsi,
o+t |T’2P [7(mo+1)" — |T|2p,
d’ou par les inégalités (2.3.1), on obtient

T =T

D’ou,
71 = T,
i.e., T' est normal.

Dans le cas T' est log —hyponormal les inégalités (2.3.1) sont remplacés par les inégalités
log |T| > log |T*| = U (log |T|) U* > U? (log |T|) U* > ... > U™+ (log |T|) UM+ > .

Le reste de la preuve est similaire & I’argument ci-dessus. m
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2.3. Quelques conditions impliquant la normalité

Lemme 2.3.1 Soient T, S € L (H) deux opérateurs positifs inversibles. Si,
logT > log S.

Alors
log (¢T') > log (cS) , ceRY.

Théoréme 2.3.2 Soit T € L (H) un opérateur log —hyponormal ou p—hyponormal et
T = U |T| décomposition polaire de T .

Siv" S TouU" ST quand n — oo. Alors, T' est normal.
Preuve. Soit T est p—hyponormal, et soit & € H, supposons que U*" ST quand
n — oo.

D’aprés les inégalités (2.3.1), on trouve

TPl = NP el = TP Uell = ITP ore| = 2 ITP Ul = (23.2)
Puisque
ITPUe| = TrFel] < |ITFUs—|TP¢|
< NITPI|U*"€ €] — 0 quand n — c.
D’ot,

|17 T*"¢|| — || T” €]l , quand n — oo

D’aprés les inégalités (2.3.1), on obtient
TP €l =T "€l

D’ou, |T|* = |T**” donc T est normal.

Maintenant, soit 7" est log —hyponormal, d’ou
log |T| = log |T*| = U (log |T'|) U™.
Par le lemme précédent il existe ¢ > 0 tel que
log |cT| > log |cT™*| = U (logc|T|)U".

On applique le méme argument de le théoréme 2.3.1 =

28



2.4. Le théoréme de Fuglede-Putnam

2.4 Le théoréme de Fuglede-Putnam

Dans ce section on s’intéresse au théoréme classique et trés importont dans la théorie
d’opérateurs bornés et non bornés avec toutes ses applications a savoir le théoreme de
Fuglede-Putnam. Beaucoup des auteurs travaillent sur ce théoréme. Aprés la preuve de
Fuglede et Putnam, Rosenblum a donné une preuve simple en utiisant le théoréme de Liou-
ville. Berberian a donné une autre preuve avec une matrice qui fait I’équivalance entre celle
de Fuglede et Putnam.

Voici ci-aprés ce théoréme dans les deux cas borné et non borné. La version classique

du théoréme dans le cas borné est la suivante

Théoréme 2.4.1 ([21]) (Fuglede - 1950) Soient A et N deux opérateurs bornés sur un
Hilbert H, tels que AN = NA ot N est normal. Alors,

AN* = N*A.
Puis en 1951 Putnam a fait la généralisation au cas de deux opérateurs normaux i.e.,

Théoréme 2.4.2 ([40]) (Putnam - 1951) Soient A, M , N trois opérateurs bornés sur

un Hilbert H, avec N, M sont normauz et
MA= AN.

Alors

M*A = AN*.
Preuve. La preuve suivante est & M.Rosenblum. Supposons que S € L (H) et posons
V =95 — 5", on définit
Q=exp(V) = i nl
Alors, V* = —V donc Q* = exp (V*) = exp (=V) = QL.
D’ou ) est unitaire, la conséquence dont nous avons besoin est que |lexp (S — S*)|| =1

pour tout S € L (H).
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2.4. Le théoréme de Fuglede-Putnam

D’autre part, on a M A = AN d’ou par récurrence, alors M¥A = AN* pour tout k € N.
D’ou exp (M) A = Aexp (NN) ou bien,

A=exp(—M)Aexp(N).

Posons U; = exp (M* — M) et Uy = exp (N — N*), puisque M et N sont normaux il s’enuit
que exp (M*) Aexp (—N*) = U1 AU; et ||Uy]| = ||Us]| = 1, d’ou

lexp (M) Aexp (=N7)[| < [|A]-

Maintenant, on définit

F(\) =exp(AM™) Aexp (—AN™)

tel que A € C.

Les hypothéses du théoréme sont vérifiées avec AM et AN & la place de M et N donc
implique que ||F'(A\)|| < ||A]] pour A € C. Alors, F' est une fonction bornée analytique a
valeur dans £ (H). D’aprés le théoréme de Liouville ' (A\) = 0 on a

!

F (X)) =M"exp (AM*) Aexp (—AN") + exp (AM™) A(—N") exp (—AN™).

Pour A =0, F' (0) = 0.
D’ou,

M*A = AN™.

Remarque 2.4.1 La preuve précédente a été donné par Rosenblum en 1958.

En 1959 Berberian a remarqué I’équivalence entre les deux version celle de Fuglede et

lautre de Putnam. Cette relation est donnée par la matrice suivante

) M 0 0 A ) )
Soient T = et S = deux matrices d’opérateurs définies sur

0 N 0 0
H x H ou M et N normaux.

Alors, T est normal et on a

TS =ST.
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2.4. Le théoréme de Fuglede-Putnam

La version de Fuglede donne alors,
T*S = ST*.
En écrivant les coeflicient de ces deux derniére matrices on trouve la version de Putnam.

Remarque 2.4.2 Les hypothéses du théoréme précédent n’impliquent pas que M A* = A*N.

1 0 01
Lorsque M et N sont auto-adjoints et A normal, si M = , N = ,
0 —1 10
1 1
A=
-1 1

Alors, MA = AN mais M A* # A*N.
Le cas non bornés

Dans le cas non borné la version classique donné par le théoréme suivant

Théoréme 2.4.3 Soient M, N deux opérateurs normaux non bornés, et soit A un opérateur

borné sur H . Si,

AN C MA.

Alors
AN* C M*A.

Preuve. La preuve suivante est donnée par Rosenblum.

On a maintenant M et N normaux non bornés de domaines D (M) et D (N). On sait
que D (N)= D (N*) et D(M) = D (M*).

Supposons que AN C MA. Alors, si f € D(N) =D (N*) dou Af € D(M) = D (M*).

Soit e, la fonction caractéristique d’ensemble
{z:]z] <a,a e Ry }.
Alors, Ne, (N) et Meg (M) sont des opérateurs normaux bornés tel que
les (M) Aeq (N)] Neo (N) = Meg (M) [eg (M) Aeq (N)]-
Donc

[es (M) Aea (N)] [Nea (N)]" = [Meg (M)]" [eg (M) Aea (N)] .

31



2.5. Quelques applications sur le théoréme de Fuglede - Putnam

Alors,
eg (M)AN*e, (N) f=es(M)M*Ae, (N) f, Vf e D(N").

Pour o« — oo et 5 — oo on a alors,
AN*f = M*Af.

D’ou,

AN* C M*A.

2.5 Quelques applications sur le théoréme de Fuglede
- Putnam

On va se contenter dans ce section aux quelques applications de ce théoréme

2.5.1 Application 1 ( Sur la somme de deux opérateurs normaux

bornés )

Nous notons que la somme de deux opérateurs normaux n’est pas toujours normal comme

indiqué en exemple suivant.

Exemple 2.5.1 considérons les matrices A et B definies par :

1 -1 -1 1
A= , B =
1 1 2 2
On remrque que A et B sont normaux (B auto-adjoint)
_ 0 1
Mais, A+ B = n’est pas normal.
3 2

Proposition 2.5.1 Soient A et B deux opérateurs normaux bornés, si A commute avec B.

Alors, A + B est normal.
Preuve. Montrons que : (A+ B)(A+ B)* = (A+ B)*(A+ B).
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On a
(A+B)(A+B)"=(A+ B)(A"+ BY)

= AA*+ AB* 4+ BA* + BB*.

D’aprés le théoréme de Fuglede-Putnum, et par la normalité de A et B on aura;

(A+ B)(A+B)*=A"A+B"A+ A"B+ B*B

= A"(A+B)+ B*(A+ B)
= (A"+B*)(A+B)=(A+ B)"(A+ B).

Remarque 2.5.1 .

1) Dans la proposition précédente on peut remplace la commutativité de A et B, par
la commutativité de A et B* ou B et A*.

2) L’inverse de la proposition précédente n’est pas toujours vrais. On peut construire
de nombreus contre-exemples.

3) la normalité de A + B n’ implique pas la commutativité de A et B.
Corollaire 2.5.1 Si A et B sont deux opérateurs auto-adjoints, tel que AB = BA.
Alors, 'opérateur A + ¢B est normal.
Proposition 2.5.2 Soient A et B deux opérateurs normauz bornés.

Si AB* et B*A sont auto-adjoints.
Alors, la normalité de A + B implique que la commutativité de A et B.

Preuve. Puisque A, B et A+ B sont normaux, on trouve
A*B+ B*A = BA"+ AB* (2.5.1)

Comme AB*et B*A sont auto-adjoints.
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Alors, (AB*)" = BA* = AB* et (B*A)" = A*B = B*A par (2.5.1) on obtient
B*A = AB*.

D’aprés le théoréme de Fuglede-Putnam.

Alors, on a

AB = BA.

2.5.2 Application 2 (Sur le produit de deux opérateurs log-hyponormaux)

Proposition 2.5.3 Soient A, B € L (H) deux opérateurs log-hyponormauz, tel que A com-
mute avec B. Alors, AB est log-hyponormal.

Preuve. Si A et B sont log-hyponormaux, alors A et B sont inversibles et log ]A|2 >
log |A4*|?, log | B* > log | B*[*.

Puisque AB = BA, en appliquant le théoréeme de Fuglede-Putnam, on obtient A*B =
BA*.

D’ou

[AB|* = | B’ |A,
et
(AB)|” = [B*]*|A" .

Ceci entraine que

2\P
log |AB|*> = lim —(’ABl ) -1
p—0* p
(AR (B -1
p—0t p
. ((aP)" = 1) (1B =1) + (14P)" + (1BP)" —2
= Jim .

— log |A|* + log |BJ* .
De la méme maniére on démontre que

log |(AB)*|> = log |A** + log | B*|*.
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Ceci qui donne, puisque AB est inversible et

log | ABI? — log |(AB)"|
= (log |A]* — log |A*|2) + (log |B|”> — log |B*|2) > 0.

Donc AB est log-hyponormal. m

2.5.3 Application 3 (Quelques conditions impliquant la normal-
ite)
Beaucoup des auteurs travaillent sur le théoréme en changeant leurs hypothése du théoreme

de Fuglede-Putnam. Voici une autre généralisation du théoréme par Uchiyama et Tanahashi.

Théoréme 2.5.1 ([51]) (Uchiyama et Tanahashi - 2002) Soit T' € L (H) un opéra-

teur p-hyponormal ou log-hyponormal, et A € L (H) un opérateur auto-adjoint.

Si

TA=AT",
alors

T*A = AT.

Théoréme 2.5.2 ([51]) Soient A, B, X € L(H), avec A*est p-hyponormal ou log-hyponormal,

B dominant. St

XA = BX,

alors

XA"=B"X.

On présente quelques conditions qui impliquent la normalité d’un opérateur, en appli-

quant les deux théorémes précédents.

35



2.5. Quelques applications sur le théoréme de Fuglede - Putnam

Proposition 2.5.4 Soit A, B, X trois opérateurs bornés sur un Hilbert, avec A*est un

p-hyponormal ou log-hyponormal, B dominant et X inversible. Si
XA=DBX.
Alors, il existe un opérateur unitaire U tel que : UA = BU, et A, B sont normauz.

Preuve. Si XA = BX, d’aprés le théoréme de Fuglede-Putnam pour p-hyponormal,
alors XA* = B*X ce qui implque que

AX*X = X"BX = X" XA.

Soit X = UP (décomposition polaire de X) puisque X est inversible, d’ou P inversible
et U unitaire, d’ou AP? = P2A et P positif donc

AP = PA.

D’autre part, XA = BX imlique que UPA = BUP = UAP, mais P est inversible d’ou
BU = UA, par conséquent A, B sont unitairement équivalents.

Alors, A est dominant et B est p-hyponormal, donc A et B sont normaux. ®

Corollaire 2.5.2 Soit A, B, X trois opérateurs bornés sur un Hilbert, avec A*est un p-

hyponormal ou log-hyponormal, B dominant.

Si X est opérateur positif et inversible. Alors,

XA = BX implique A = B.

Théoréme 2.5.3 Soit'T' = A+iB décomposition cartésienne de T avec AB est p-hyponormal.
Si A ou B est positif. AlorsT est normal.

Preuve. Supposons que A est positif, soit S = AB d’ou S* = BA.
On a
(AB)A = A(BA).

Donc

SA=AS".
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Utilisant le théoreme de Fuglede-Putnam pour p-hyponormal, on trouve :

S*A = AS.

D’ott BA? = A?B, mais A est positif, alors
AB = BA

i.e., T' est normal.

Maintenant, si B est positif, on applique le méme argument. =
Théoréme 2.5.4 SoitT = A+iB décomposition cartésienne de T avec AB est p-hyponormal.

Si T* est hyponormal, alors T" est normal.
Preuve. Soit ) = AB d’ou Q* = BA.
On a

(AB)A = A(BA),

donc
QA = AQ".
Utilisant le théoréme de Fuglede-Putnam pour p-hyponormal, on trouve
QA = AQ.
D’ou
BA?* = A’B.
Comme 7™ est hyponormal, nous avons,

TT* — T*T = 2i(BA — AB).

On pose Y = 2i(BA — AB), alors Y > 0.
D’autre part,

YA =Y (Y A)
— Y (—AY) = —(YA)Y

— —(—AY)Y = AYZ
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Mais Y est positif, alors
YA=AY =0.

Donc,

A(AB — BA) = (AB — BA)A = 0.

Ce implique que
0(AB — BA) ={0}.

Par conséquent AB — BA est quasi-nilpotent et anti-hermitien, d’ot
AB - BA=0.

Donc, T" est normal. [

Théoréme 2.5.5 Soient A, B deux opérateurs positifs tels que AB est normal.

Alors, AB est auto-adjoint.
Preuve. On a

(AB)A = A(BA).

D’aprés Fuglede-Putnam, on trouve
(AB)* A= A(BA)".
Do, A2B = BA? comme A positif alors, AB = BA et
(AB)' = (BAY

= A"B* = AB.

Donc, AB est auto-adjoint. m

Théoréme 2.5.6 Soient V, X deux opérateurs isométries et soit A est opérateur normal.
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Si
VX =XA.

Alors, 'opérateur A est unitaire.

Preuve. Puisque VX = X A, d’aprés le théoréme de Fuglede-Putnam, on trouve
VX = XA"
Maintenant, on muliplie la premiére équation par V*, nous obtenons
X =V"XA.

D’ou

X (I—A*A) =0,

implique X*X (I — A*A) = 0 d'ou A*A = I c'est-a-dire A est isométrie et puisque A

normal, alors le résultat. m
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Chapitre 3

La classe des opérateurs compacts

3.1 Valeurs singuliéres

Dans ce paragraphe nous définissons les valeurs singuliéres d’un opérateur compact, agissant

sur un espace de Hilbert séparable H.

Définition 3.1.1 Soit T' € L (H) un opérateur compact, on définit les valeurs singuliéres

de T par

s (T) := Ay (IT]) = /M (T°T) ,n € N*

1
i.e.; les valeurs singulieres de 7" sont les valeurs propres de opérateur |T'| = (T*T)2 .

En particulier, s; (T') = ||T||.

Exemple 3.1.1 On considére l'opérateur A € L (L?[0,1]) défini par

t

(Af) (t) = 2i[ f (s) ds.

0

On trouve
2

Sj (A) = m,j = 1,2, ......

Proposition 3.1.1 ([23]) Soit T € L (H) un opérateur compact. Alors, il existe dans H

deux systémes (¢,,), et (1,,), orthonormaux tels que

T = §3n<>¢n>wn ’

n=1
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ou (s,), est la suite des valeurs singulieres de 7.

Corollaire 3.1.1 (Ezxpression de l’adjoint) Soit T € L (H) un opérateur compact, on a

Preuve. En effet, on aVf, g € H ,

(TF.g) = 3 50 (f, 60) (s )

= <f, 5 s (g, 1) ¢n>

n=1
DOHC, T*g = il Sn <9,¢n> ¢n u

On donne ci-dessous quelques propriétés sur les valeurs singuliéres.

Proposition 3.1.2 Les valeurs singuliéres d’un opérateur compact T € L (H) sont égale-

ment données par les deux formules suivantes

,,,,,,,

2) sy, mf{HT F|, Fef}
ou JF, est la classe des opérateurs de rang stictement plus petit que n, définis de ’espace

H dans lui méme.

Proposition 3.1.3 Soit T' € L (H) un opérateur compact, et soit A € L(H). Alors

sn (AT) < ||Al 5, (T) .

Preuve. On a

sn (AT) = o min  max {||ATf||,||fll=1et (f,gx) =0,k=1,.....;n — 1}

...... In—1

§||A|| mln max{||Tf|| lfll=1et (fgr)=0,k=1,......n— 1}
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= [|All s (T)-

Proposition 3.1.4 Soit (Ay) une suite d’opérateurs compacts convergent vers un opérateur

A pour la norme d’opérateurs. On a pour tout n € N,

lim s, (Ax) = s, (A).

k—o00

Preuve. On a pour touts n,k € N
[sn (Ar) = sn (A)] < || Ar — Al

Ainsi, klim Sn (Ak) = 5, (A4). =

3.2 Les classes de Schatten S,

Dans ce paragraphe nous introduisons les classes de Schatten S,, pour P > 0. Nous nous

référons essentiellement au livre de Zhu (voir [54]).

Définition 3.2.1 On dit qu’un opérateur compact T défini sur un espace de Hilbert H est
de Schatten de classe p, 0 < p < oo, autrement dit'T’ € S, si la suite des valeurs singuliéres

qui lui associée (s,,), est dansl, (i.e.; )y, sk < oo ).
n

Pour tout opérateur 7" de S,, on pose

Il = (< ) — sl -

n>1

Remarque 3.2.1 Cette expression définit une norme sur S,, pour 1 < p < oo et une

quasi-norme pour 0 < p < 1.
On donne ci dessous quelques propriétés sur les classes .S,.

Proposition 3.2.1 Soit A € L (H) un opérateur compact.
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a) Sip > 1, Vopérateur T appartient a la classe S, si seulement si,

> [(Tos, )" < o0,

pour tout choix (¢;), , (¢;); des systémes orthonormaux de H. De plus, on a

|75, = sup { (= |<Tsoi,wi>|p)’l’} ,

ou le sup est pris sur tous les systémes orthonormaux (y;), , (¢;); de H.

b) Sip=1 et si T est positif alors, pour toute basse orthonormale (¢,), de H , on a

1T gy = Z (T )" -

Cette somme est en particulier convergente indépendamment du choix de la basse (y;),.
c) Si0 < p<1etsi, de plus, T est un opérateur positif tel que, pour une certaine base

orthonormale (y;);, de H , on a

Z |<T90m (701>|p < oo,

(2

alors, T' € S, et ||T||§p < Z (T 00"

Proposition 3.2.2 (voir [54]) Soient T' un opérateur compact sur un espace de Hilbert H

etp>1. Alors, T' € S, si seulement s,
* b
(T"T)2 € S%.

De plus,
ITls, = I1T"Tl5 -

Proposition 3.2.3 La classe S, est un idéal dans l’algébre des opérateurs bornés. De plus,

st A et B sont deuz opérateurs bornés et T' € S,,. Alors,

IATBlls, < [[A[IT]ls, 1B -

43
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normaux compacts

3.3 Quelques résultats sur les inégalités des valeurs
singuliéres pour les opérateurs normaux compacts

Dans cette section on montre quelques les inégalités des valeurs singuliéres aux opérateurs
normaux compacts, soit A est 'opérateur normal compact sur un espace de Hilbert séparable
complexe H, ot A = A; + iAy est la décomposition cartésienne de A , on va montrer

I'inégalité suivante

1 , .
—=5; (A1 +142) < s (A) <s;(JA1] + |Az]), pour j =1,2,......

V2

De plus, nous montrons 'inégalité suivante
\/§Sj (Al + ’LAQ) S Sj (A + ZA*> S 2Sj (Al + AQ) , pour j = ]., 2, ......

Aussi, plusieurs inégalités seront prouvées.

Pour T' € K (H) Les valeurs singuliéres de T' notée s; (1), 2 (T),.... sont les valeurs
propres de opérateur positif |T'| = (T*T)% comme s1 (1) > s (T') > .... et répétée selon la
multiplicité. Notez que s; (1) = s; (T*) = s; (|T]), pour j = 1,2, ......

Il suit le principe deWeyl (voir par exemple [54], p. 63 ou [24], p. 26) quesi S,T € K (H)
sont positifs et S < T, alors s; (S) < s; (T) pour j =1,2,......

Les valeurs singuliéres de S & T et sont les mémes. Ici, nous utilisons la
S 0
: : : S 0 :
notation de la somme directe S @& T pour l'opérateur block-diagonal définie sur
0 T

H @ H (voir [7]).

La décomposition de Jordan de A, définie par
A=A - A",

ou AT et A~ sont les opérateurs positifs donnés par

At — Al + A
2
et
o lA-a
2
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(voir [7] ).

On rappelle que la décomposition cartésienne de I'opérateur A donné par A = A, +iA,
ou A, = % et Ay = Ang*v sont des opérateur auto-adjoint. Si A est normal, alors
A1A2 == A2A1.

) A B
Dans [6] que si A, B,C € K (H) tel que > 0, alors
B* C
s;(B) <sj(AaC). (3.3.1)

En outre, dans [6] que si A, B € K (H) tel que A est auto-adjoint et
+A<B,B>0.

Alors,
25;(A) <s;((B+A) & (B-A)). (3.3.2)

En plus, dans [6] les auteurs ont monté que

s;(A+B) <s; ((A*+B")@® (A +B7)) (3.3.3)
) A B
Tao a démontré dans [50] que si A, B,C € K (H) tel que > 0, alors
B* C
A B
255 (B) <'s;
B* C

Zhan a démontré dans [55], que si A, B € K (H) sont positifs, alors
s;(A—B) <s;(A® B). (3.3.4)
Dans [30] Hirzallah et Kittaneh ont monté que si A, B € K (H) , alors

s;(A+ B) <2s;(A® B) (3.3.5)

Dans cette section on montre quelques résultats sur les inégalités des valeurs singuliéres

pour les opérateurs normaux compacts.

45



3.3. Quelques résultats sur les inégalités des valeurs singuliéres pour les opérateurs
normaux compacts

3.3.1 Reésultats principaux

Nous commencerons par présenter le théoréeme suivant pour les nombres complexes
Théoréme 3.3.1 Soit x = a + ib un nombre complexe.

Alors,

1
— la+b| < |x| < lal + |b], 3.3.6
5l bl <lol < lal + 3:36)

Aussi,

1
—la=0b| < |z| < |a| +|b]. 3.3.7
\/§| | < |z| < [a] + 0] (3.3.7)

Preuve. Pour prouver l'inégalite (3.3.6), on a

1 1
+b| = —=1/(a+b)* = —=Va2 + b + 2ab

1
= NG

1
< —=v2a%+2b2 = Va2 + b2 = |z|.
V2 2
De plus,
(a—b)*

1 o 1
—la — —_— —
V2 V2

1
= —Va?+ b —2ab < Va2 +b? < |z|.
V2

Maintenant, on généralise le théoréme précédent par le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.2 Soit A un opérateur normal dans K (H), ot A = Ay +1iAy décomposition

cartésienne de A.

Alors,
—=5; (A1 + Az) < 55 (A) < 55 (|A1] + [Az])

pout tout j =1,2,.....

Preuve. Nous avons

VA A = /(A3 43) +i (A Ay — ArAy),
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puisque A est normal alors,

VA A = \[A3 + A3,

d’ou,
sj (A) = s; (|A])
—s; (VAA) = (, /A2 + A§> ,
pour 7 =1,2,.....

En utilisant le principe de Weyl et I'inégalité

\ AT+ A5 <AL+ Ay,

on trouve
s (VA 8) < 51+ 14a),
pour 7 =1,2,.....
D’ou

sj (A) < 55 (|A] + |Az])

Maintenant , pour prouver I’ inégalité de gauche, nous rappelons cette fameuse inégalité
0 < (A + Ag)™ (A1 + Ag) <2 (AT + A3).

Par conséquent, en utilisant le principe de Weyl, nous pouvons écrire

s (\/(A1 +A) (A + A2)> < Vs, <\/m>

pour j =1,2,.....

D’ou,

Sj (Al +A2) = Sj (|A1 —|—A2|) S \/§Sj (\/A% +A%) .

L’exemple suivant montrent que la condition de la normalité est nécessaire.

Exemple 3.3.1 Soit
2—1 2
21 2
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on a

D’ou, on trouve

So (A) = So (Al + ZAQ) ~1.34 > S92 (|A1| + |A2|> ~ 1.27.

Remarque 3.3.1 Soit
0 A

-A 0

ol A est un opérateur normal, alors X est un opérateur normal et X = X; + X5 est la

décomposition cartésienne de X .

0 Ay 0 A
Xl = et X2 =
A*—A 0 —A—A* 0
2 2
Alors, on trouve,
|A—A¥| |A+A%| 0
X| = 2 t | Xo| = 2
[ Xq| = . et [Xof = .
|A*—A] 0 |A+A%|
2 2

Maintenant, en appliquant le théoréme 3.3.2, nous obtenons

1
V2

Comme application du théoreme 3.3.2, nous allons déterminer les limites supérieures et

5; (A1 — Az) <55 (A) <55 (JA1] + Aa]).

inférieures pour les valeurs singuliéres de 'opérateur normal A 4+ 7A*, ou A est normal.

Théoréme 3.3.3 Soit A € K (H) un opérateur normal, ou A = Ay + 1Ay est la décompo-

sition cartésienne de A.

Alors,
\/§Sj (Al + AQ) S Sj (A + ZA*) S QSJ (Al + Az) 5
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3.3. Quelques résultats sur les inégalités des valeurs singuliéres pour les opérateurs
normaux compacts

Preuve. Supposons que T" = A + iA* un opérateur normal, donc on peut écrire la

décomposition cartésienne de T' comme T = T} + 15 ol

Th:M+A)+MA—AXE:

(A—A") +i(A+ A)
5 .

21

ou la décomposition cartésienne de A est donné par A = A; + iA,.
En faisant la comparaison de T} et T5 et on voit facilement queT; = Ts .

Donc

Ti+Ty=(A+A")+i(A"—A) =2(A1 + A,).

De plus, on trouve

Th| = |To| = |AL + Ay

Maintenant, on applique le théoréme 3.3.2. On obtient,

$j (2(A1 + Az)) < 55 (T) <55 (2]A1 + Agf)

Sl

pour j =1,2,....

Ceci est équivalent

\/isj (Al + AQ) < S (A—i-iA*) < 25j (Al +A2),

Maintenant, on donne une nouvelle preuve d’inégalité (3.3.2).
Théoréme 3.3.4 Soient A, B € K (H) tel que A est auto-adjoint, B > 0 et +A < B.

Alors,
25;(A) <s;((B+A) & (B-A)).

Preuve. Nous pouvons écrire A sous la forme

A:(B+A);(B—A).

On applique 'inégalité (3.3.4), nous obtenons

5(4) = 35, (B+A) — (B~ 4))
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3.3. Quelques résultats sur les inégalités des valeurs singuliéres pour les opérateurs
normaux compacts

<58 (B+A)e(B-4),

DN | —

ce qui revient a dire que
25, (A) < s; (B+ A) @ (B — 4)),
pour j =1,2..... [
Dans le théoréme suivant on présente une preuve d’inégalité (3.3.3).
Théoréme 3.3.5 Soient A, B deuz opérateurs auto-adjoints dans K (H).
Alors,

s;(A+B) <s; ((A*+B")& (A~ +B7)),

pour j =1,2,......

Preuve. Puisque A et B sont des opérateurs auto-adjoints nous pouvons écrire
A=At - A~

et
B=B"— B~

On applique 'inégalité (3.3.4), on trouve

Sj(A+B):Sj (A+—A_+B+—B_)

=5y (A% +BY) (4 + )

<s; ((A"+B") @ (A~ +B7)),

Maintenant, on présente les deux théorémes suivants comme une application d’inégalité

(3.3.5).
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3.3. Quelques résultats sur les inégalités des valeurs singuliéres pour les opérateurs
normaux compacts

Théoréme 3.3.6 Soit A € K (H) un opérateur normal, et soit A = Ay + 1Ay la décompo-

sition cartésienne de A.

Alors,
sj (A) < 2s; ((2A7 +247) @ (A1 + Ag)),

pour j =1,2,.......
Preuve. D’aprés le théoréme 3.3.2 si A est un opérateur normal dans K (H) avec

A = Ay +iA5 la décomposition cartésienne de A , on a

57 (A) < 55 ([A] +[As])

= 5; ((JA1] = A1) + (JAs| — As) + (A1 + Ay))

=5 ((QAI + 2A5) + (A4 +A2))

< 2s; ((2A7 +243) @ (A, + Ay))

Le théoréme suivant est la deuxiéme application de I'inégalité (3.3.5).

Théoréme 3.3.7 Siot A € K (H) un opérateur auto-adjoint.

Alors,

sj (A7) < s;(A®|A]),
pour j =1,2,......
De plus,

sj (A7) < s;(A®|A]),
pour j =1,2,......
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3.3. Quelques résultats sur les inégalités des valeurs singuliéres pour les opérateurs
normaux compacts

Preuve. Il est bien connu que

_A+|A|
=—

A+

Donc en utilisant I'inégalité (3.3.5),

on obtient
A+ |A|
s; (A7) =s; <T)
< 25, A D ‘A’
=\ ¥
=s; (A |A]).
De méme,
4= A=A
2

Donc en utilisant 'inégalité (3.3.5),

5; (A7) =s; (W)

o (22()

=55 (AT [A]),

on obtient

pour j =1,2,..... [
Bhatia et Kittaneh dans [9] ont prouvé que si A, B € K (H), alors

s; (AB* + BA*) < s; ((A*A+ B*B) & (AA* + BB*)), (3.3.8)

pour j =1,2,.....

Ici, nous allons démontrer une inégalité similaire de 'inégalité (3.3.8) .

Théoréme 3.3.8 Soient A,B € K (H).
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3.3. Quelques résultats sur les inégalités des valeurs singuliéres pour les opérateurs
normaux compacts

Alors,
s; (AB+ BA) <s;((A*"A+ B*B) ¢ (AA* + BB")),

pour j =1,2,.....

Preuve. Posons
A 0 B 0
Y

B* 0 A0
Cela implique que
AA*  AB
XX* =
B*A* B*B
et
A*A+ BB* 0
XX =
0 0
D’autre part, nous avons
BB* BA
YY* =
A*B* A*A
et
B*B+ AA* 0
Y*Y =
0 0

Comme X X*et YY™* sont des opérateurs positifs, alors

AA*+ BB* AB+ BA
B*A*+ A*B* B*B+ A*A

XX*"+YY* =

est positif.

Maintenant, en appliquant I'inégalité (3.3.1), on obtient
s; (AB+ BA) <s;((A*A+ B*B) & (AA* + BB")),

pour j =1,2,....... [

Corollaire 3.3.1 Soient A, B € K(H) deux opérateurs normau.

Alors,

s; (AB + BA) < s; (AA* + BB*) @ (AA* + BB*)),

pour j =1,2,.......
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3.4. Résultat de généralisation

3.4 Reésultat de généralisation

Dans cette section on donne la généralisation des théorémes 3.3.2 et 3.3.3
Théoréme 3.4.1 Soit Ay, As, ..., Ay, des opérateurs normauz dans K (H).

Alors,
]_ n n
S (@) <5 (da) <5 (Rl +13D).
pour j =1,2,.......
Preuve. Si Ay, A, ...., A, sont normaux.

Alors, on obtient
Ay 0

As

est normal.

D’oti, on trouve

(drea) (ds1a) = (3 (Sr).

i=1

Par I’égalité suivante, on obtient

(@) (&) = (&) + (Ss0a)”

s(&a) o ([&a]) = ({/(&1) (64))
. <\/<" %(AQ)Q + (;(7191%(141-))2) .

54

Donc,




3.4. Résultat de généralisation

En utilisant le principe de Weyl et I'inégalité

\/(é %(Ai))Q + <é 3 <Ai)>2 <
on trouve

. (\/(;émmi)f ; (é%(A»)Z) <) ( ,

Maintenant , pour prouver I’ inégalité de gauche, nous rappelons cette inégalité

0 < (R (A) + 3 (A))" (R(A) + 3 (4)) <2 ((R(A)) + (3 (4)7).

Par conséquent, en utilisant le principe de Weyl, nous pouvons écrire

5 <(§%(Ai> +§%(Ai))* <§§R(Ai) + ;é%(Ai))) < 25, ((ém(@)z + (e]a (Ai))2> .

D’ou,

&

pour j =1,2,.... m

Corollaire 3.4.1 Soit A= Ay +iAs un opérateur normal dans K (H).

Alors,
5; (A1 + Ag) <55 (A) <55 (A1 +]A2]),

Sl

pour j =1,2,.....
Théoréme 3.4.2 Soit Ay, As, ..., A, des opérateurs normauz dans K (H).
Alors,

Vas (S @) +3(4)) <5 (S a+ian) <25 (SR +3(4).

1=1 =1
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3.4. Résultat de généralisation

pour j =1,2,.....
Preuve. Puisque A; + A} est normal pour j = 1,2, ......

Supposons que

T — @ (4 +iAY),

1—1
est un opérateur normal.

Donc on peut écrire la décomposition cartésienne de T' comme

ou
no (A + Af no(AF— A
nr) = (250 1id (H5).
=1 =1
et
no(A;— A* no(Ax —|— A;
3= (%5 ) +z@( ).
En faisant la comparaison des R (7T") et , on voit facilement que R (7)) = (7))
donc

n

RT)+ S (T) = @ (A + A7) +i@D (A7 — A).

i1

Maintenant, on applique le théoréme 3.3.2.

On obtient,

s; (R(T) +3(T)) <5, R(T) +i3(T)) < 55 (IR(T) + [ (D)) -

D’ott %Sj (é (AiJrA:)JFZ-iéL?(Aj_Ai)) < 55 (é (Al-+iAf)),
et 3j<§91(14i+i14f))§23j (§<A*+A)+i§<Af;Ai))
= (é (A; + A7) +z§(z4f —Al>>
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3.4. Résultat de généralisation

et ) .
2(a) -6 ()
done _
o (3(80)2(81)) = ()
<, (23% (éA) +3 (éA, )
Finalement, - .

Vas; (@) + 34 ) <5 (@ i) <25 (S RA) +3(4))

pour j =1,2,.... m
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Chapitre 4

L’opérateur n-power-hyponormal et

’opérateur de la forme 72 > —T*?

4.1 L’opérateur n-power-hyponormal

Dans cette section, nous introduisons une nouvelle classe d’opérateur agissant sur un espace
de Hilbert complexe H dite n-power-hyponormal.

Nous donnons quelques propriétés de base de ces les opérateurs.

Définition 4.1.1 (opérateur n-power-hyponormal ) un opérateur T € L (H) est appelé

un opérateur n-power-hyponormal si,
T <T*T".

Il est facile de constater que, cette nouvelle classe comprend tous les opérateurs normaux,

tous les opérateurs n-normaux et tous les opérateurs hyponormaux.

Proposition 4.1.1 Soient S,T € L (H) deux opérateurs sont unitairement équivalents, et

T est n-power-hyponormal .

Alors, 'opérateur S aussi est n-power-hyponormal.
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4.1. L’opérateur n-power-hyponormal

Preuve. Comme S et T sont unitairement équivalents, alors il existe un opérateur

unitaire U tel que
S=U0TU*
d’ou,
St=UT"U"
Nous avons,
S"S* = UTtU* (UTU*)*

urtururur

urtr-ur

IN

ur-rur
S*S™.

Donc,
StSr < 5TST

c’est - & - dire, S est un opérateur n-power-hyponormal. m

Proposition 4.1.2 Soit T' € L (H) un opérateur n-power-hyponormal .

Alors, T* est anti-n-power-hyponormal.
Preuve. Comme T est un opérateur n-power-hyponormal.

Alors,

™T* < T'T" = (T"T*)* < (T*T")"
(T*)" (1) < (1) (T")
T(T" < (TH"T

L

(TH"T >T(T*)".
D’ou le résultat. m

Corollaire 4.1.1 Si T et T* sont deux opérateurs n-power-hyponormaux.
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4.1. L’opérateur n-power-hyponormal

Alors, I'opérateur T' est un opérateur n-normal.

Théoréme 4.1.1 Soient S, T € L(H) deuzx opérateurs n-power-hyponormauz commutent

avec ST* =T*S.

Alors, ST est un opérateur n-power-hyponormal.

Preuve. Puisque ST =TS, d’ou

ST = (ST)",
et ST*=T*S , d’ou
StT* =T*S™,
On a
ST = T*S=T5" =5*T
= T"S* = S5*T".
Nous avons

(ST)" (ST)* = S"T"T*S*
<SPS
— TrSnSTT
< TrS*SMTM

Par conséquent

(ST)" (ST)" < (ST)" (ST)".

Donc , ST est un opérateur n-power-hyponormal. m

Proposition 4.1.3 Soient S,T € L (H) deux opérateurs n-power-hyponormauzx commautent
n—1

avec ST* =T*S et (S+T)* commute avec i Ckgn=kTk,
k=1

Alors, S + T est n-power-hyponormal.
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4.1. L’opérateur n-power-hyponormal

Preuve. On a

(S+T)"(S+T) = (i C’,’;fS”’“T’“) (S*+1T%)

k=0
n—1
= S"S* Y CES"FTE(S 4+ T)" +T"S* + S"T* + T T*.
k=1

D’autre part, on a

75" =5"T=1T"S"=5"T".

Maintenant

Ts* = ST = 8T"=1T"S
= ST =T"5".

n—1

Puisque (S + T)" est commute avec Y. CkS"kTk,

k=1
Alors,

n—1
(S+T)"(S+T)" = S"S*+(S+T)" Y CES"*Th 4 ST 4 T*S" + T"T*
k=1
n—1
< SUSTH(SH+T)Y CESTETE 4 5T 4 T

k=1

= (S+1) (Z q’;sn’ka>
k=0

= (S+T)(S+T)".

Proposition 4.1.4 Soient S,T € L (H) deux opérateurs 2-power-hyponormaux, avec T'S* =
S*T, et ST+ TS =0.

Alors, T'+ S et ST sont 2-power-hyponormaux.
Preuve. Comme
ST+TS=0.
D’ou

(S+T)>=82+T12
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4.1. L’opérateur n-power-hyponormal

On a
(S+T)*(S+T) = (S*+T%) (S*+T%)
= S%S* + S°T* + T°S* + T*T*
= S2S* +T*S* + S*T? + T*T* (car TS* = S*T)
< S*S?HTHS? 4 S*T? + T*T?
= (SH+T)(S+T)°.
Maintenant,

comme ST + TS =0, d’on (ST)* = —S>T2.
Nous avons,

(ST)* (ST)" = —S*T%*(-TS)"*
S2T28*T™

IN

S2S* 2T

S* S22

IN

IN

S*T*S*T? (car TS* = S*T)
—(ST)"(T)”
(ST)* (ST)>.

Théoréme 4.1.2 Soient 11,15, ....... , T € L(H) des opérateurs n-power-hyponormauz.

Alors, (ThY & T2 @ ....... OT)et (T RTe® ....... ® T,,) sont opérateurs n-power-hyponormaux.

Preuve. Nous avons
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4.1. L’opérateur n-power-hyponormal

Alors, (T1 T @ ...... @ T,,) un opérateur n-power-hyponormal.
Dautre part,
pour q, ....... T € H

On a

(MRT,Q..... RQT)" (T R@Ty® ... R Tp) (11 @ ... ® L)
= IT'®T} Q... QI (T Ty @ ....... RTH) (11 @ ... R Tp)
= T2, @ oo QTT T,
< TITray @ ... Q TET" Ty
= (IT07; ® ... QTN RTy . T (27 @ ... ® T
= (1T & ... RQT) (Ti Ty ® ... RTm)" (11 R ...... R Tp)

Donc (T @ To ® ...... ® T,,) un opérateur n-power-hyponormal. m
Proposition 4.1.5 Soit T € L (H) un opérateur 3-power-hyponormal, avec T? = —T*.

Alors, T' est un opérateur 3-normal.
Preuve. Comme

T3T* = TT?*T* = —TT*

et
T*T3 = T*T°T = —T*T.

T est 3-power-hyponormal, alors
3T < TT%= —TT" < -T°T
= TT >T°T
= (TT*3> > <T*3T)
=

T37T* > T*T3.
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4.1. L’opérateur n-power-hyponormal

Donc

T3T* = T*T3.

Proposition 4.1.6 Soit T € L (H) un opérateur 4-power-hyponormal, avec T est anti-

normal.

Alors, l'opérateur T est 4-normal.

Preuve. T est anti-normal d’on T2 = T*". Puisque
TT* = 1T = T*°
et
T*T* = T*T*T? = T*.
On trouve T4T* = T*T*. m

Proposition 4.1.7 Soit T € L (H)un opérateur 2-power-hyponormal, avec T' est idempo-

tent.

Alors, T est un opérateur hyponormal.

Preuve. Comme est 2-power-hyponormal, d’ou

T*T* < T*T?.
Puisque T' est idempotent d’ou
T =T.
Ce qui implique
T <T1°T,

c’est-a-dire 7" est hyponormal. m

Proposition 4.1.8 Soit T' € L (H) un opérateur 3-power-hyponormal, avec T est idempo-

tent.
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4.2. Etude des opérateurs de la forme T? > —T*?

Alors, T est un opérateur 2-power-hyponormal.

Preuve. Puisque est 3-power-hyponormal, alors
T°T* < T*T°.

Comme T est idempotent qui implique
T°T* < T*T°.

Donc T' est un opérateur 2-power-hyponormal. m

4.2 Etude des opérateurs de la forme 7% > —T*?

Dans cette section, nous introduisons la nouvelle classe d’opérateurs pour lesquels 72 >
—T*2 sur un espace de Hilbert complexe H .
Nous donnons quelques propriétés de base de ces opérateurs, et nous étudions la relation

entre cette la classe et quelques autres classes définis sur H.

4.2.1 Quelques propriétés fondamentales
Proposition 4.2.1 Soit T = A+iB € L(H) (décomposition cartésienne de T').
Alors, T? > —T*2 si et seulement si A% > B2.

Preuve. Nous avons

1% = (A+iB)’

= A®> — B>+ i(AB + BA)

et
T = A* - B> — i (AB + BA).

Donc on trouve

T2+T*2:2(A2—B2),
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4.2. Etude des opérateurs de la forme T? > —T*?

et on a

T? > —T*2,

Ce que implique

A? > B2

Proposition 4.2.2 Soit T € L (H), avec T? est positif.
Alors,
T > -T*.

Preuve. Clair. =

Proposition 4.2.3 Soient S,T € L (H) deux opérateurs sont unitairement équivalents.
Si
T > —-T*.

Alors,
S? > 5%,

Preuve. Comme S et 7' sont unitairement équivalents, alors il existe un opérateur

unitaire U tel que

S=U"'TU .

Ce que implique

*

S* — U*T* (U—l)
=UT (U") .

Donc, on trouve

S?=U-'tvu-‘TU
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4.2. Etude des opérateurs de la forme T? > —T*?

=U'T*U
et
_5*2 — _U*T* (U*>—1 U*T* (U*>—1
— T (Ut)L.
Puisque U est unitaire d’ott U~ = U*, maintenant on utilise 7% > —7"*% d’ou
U-TU > —U* T (U*) "

donc

S% > 5%,

4.2.2 La somme et le produit de deux opérateurs

Dans ce pragraphe, nous étudions la somme de deux opérateurs et la somme directe et le
produit de tenseur.
Proposition 4.2.4 Si T? > -T2 et 52 > —5*2 quec

TS =-ST.

Alors,
(T+S)”>—(T+9)2.

Preuve. Comme 7'S = —ST d’ou T'S + ST = 0 ce implique que
(T+8)* =12+ 52,

et
(T + 8)* =T+ 52,
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4.2. Etude des opérateurs de la forme T? > —T*?

Dautre part, nous avons

T2 Z —T*Q,
et
S2 Z _S>s<27
implique que
T2 +52 Z _ (T*2+S*2) ]

Ona (T+8)?=T2+5%dou—(T+85)? =—(T"2 +5%2).
Donc on obtient (T'4 S)> > — (T + 5)”. =

Proposition 4.2.5 Si T2 > —T* et S% > —s57.
Alors,
(T®S)?>—(Tas)
et
(T®S)?>—(Tos)" .

Preuve. Soit x = 21 P x9 dans H © H.

Alors, on a

(T®S)’r = (T®S) (11D 1)
= (T°8 S?) (z1 ® 22)
= T?r, @ S*ny
> (—T*2) 21 @ (—S*2> -
- —(Tes”") @ on)
= —(T®S" x
D’on

(T®S)?>—(Taes)" .
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4.2. Etude des opérateurs de la forme T? > —T*?

Dautre part, on a
(T®S8)’z = (T®S) (x1® )
= (T?®5?%) (21 ® x2)
= T?%, ® S%x,
> () e (-5)m
= - <T*2 ® 5*2> (71 ® x9)
= —(T® S)*2 T.

Donc (T®S8)?>—(T®S)". =

4.2.3 Relation entre la classe d’opérateur 7° > T et quelques
classes des opérateurs
Proposition 4.2.6 Si T € L (H) est auto-adjoint avec T? > —T*.
Alors, T est skew-normal.

Preuve. On a T2 > —T* et T est auto-adjoint, d’on T2 > 0, donc T2 est positif.
Alors

2

T = (1% =T"

c’est-a-dire T est skew-normal. =

Proposition 4.2.7 Si T € L (H) est anti-hermitien, avec T?> > —T*".

Alors, T'= 0.

Preuve. Soit T' € L (H) est anti-hermitien, et supposons T" = A + iB décomposition
cartésienne de T'. Puisque T est anti-hermitien (i.e.; T = —T') ce imlique que A = 0 donc
A? = 0.

D’autre part, comme T2 > —T* et on utilise la proposition 4.2.1 on trouve B? < 0 mais

B? > 0 d’ou B? = 0 puisque B est hermitien donc B = 0 d’ot1 on obtient T =0 m

Proposition 4.2.8 Sioit T € L (H) est idempotent, avec T? > —T*.
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4.2. Etude des opérateurs de la forme T? > —T*?

Alors, T+ T* est positif.

Preuve. Comme T2 > —T*z, et T est idempotent i.e.; 7% =T .

Ce qui implique T7*? = T*.

Alors T? > —T*Qimlique T>-T"douT+T* >0 cest-a-dire T + T™ est positif. m

Dans [32] 'auteur a introduit la classe des opérateurs "subpojection" dans £ (H).
Définition 4.2.1 On appelle un opérateur T' € L (H) est subpojection.

Si
T2 = T*.

On note par S (H) de tous les opérateurs subpojections

Proposition 4.2.9 Soit T> > —T* avec T € S (H).

Alors, T+ T* est positif.
Preuve. On a T2 > —T* et puisque 7' € S (H) d’on T2 = T*.
Ce implique que 7* > =T, donc T'+ T* > 0 c’est-a-dire T'+ T est positif. m

Proposition 4.2.10 Soit T? > —T* qvec T est projection orthogonale.

Alors, T est positif.
Preuve. Comme 72 > —T*et T est projection orthogonale (T* =T =T*) ce qui
implique que T'> —T d’ou T > 0 i.e.; T est positif. m
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Conclusion et Perspectives

Cette thése s’incrit dans le domaine de la théorie des opérateurs. Les opérateurs qui m’a
particulierement intéressé sont les opérateurs compacts et les opérateurs normaux.

On a commencé par quelques préliminaires sur les opérateurs normaux et les opérateurs
compacts, on a rappelé tous les outils nécessaires pour 1’élaboration de ce travail.

L’objectif de second chapitre est de donner quelques conditions sur d’opérateurs non
normaux qui impliquent la normalité en utilisant le théoréeme est trés important dans le
domaine de la théorie des opérateurs bornés ou non bornés dit théoréeme de Fuglede-Putnam.

Au troisieme chapitre nous avons introduit quelques inégalités des valeurs singuliéres
pour les opérateurs compacts et normaux. On a montré 'inégalité suivante

1

Esj (A) 4+ 1As) <5, (A) <s;(JA1] + |A2]), pour j =1,2,......

Pour A un opérateur normal compact sur un espace de Hilbert H séparable et complexe,

ou A = A;+1A; est la décomposition cartésienne de A, aussi on a prouvé I'inégalité suivante

\/58]‘ (Al + ’LAQ) S Sj (A -+ ZA*) S 28]‘ (Al + AQ) , pour j = 1, 2, ......

A la fin de ce chapitre, nous avons donné une généralisation de ces inégalités.
Au dernier chapitre, on a présenté une nouvelle classe d’opérateur dite n-power-hyponormal
sur un espace de Hilbert H, on a donné quelques propiétés de base concernant cette classe.
Ainsi, nous avons introduit autre nouvelle classe d’opérateurs de la forme T2 > —T*,
on a donné donné quelques propiétés de ces opérateurs et on a étudié la relation entre cette

classe et quelques autres classes des opérateurs définis sur H.
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Conclusion et Perspectives

e Les perspectives de recherche dans ce travail sont nombreuses, nous citons quelques

unes.

1. On a le probléme ouvert suivant. Soient N, M normaux et A, B bornés tels que

AN = MB. A-t-on AN* = M*B 7.

2. La somme d’opérateurs normaux a été étudié récemment. L’une des questions na-

turelles est de faire la méme chose pour les opérateurs hyponormaux?.
3. Quelle est la caractérisation du spectre d’un opérateur n-power-hyponormal?.

4. Quel est le spectre de 'opérateur de la forme T2 > —T*?.
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