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Introduction

Ce travail s�inscrit dans le cadre de la théorie des opérateurs linéaires bornés sur un espace

de Hilbert. Pour bien préciser ses spéci�cités un rappel historique sur le développement de

l�analyse fonctionnelle n�est pas inutile.

La théorie des opérateurs linéaires trouve ses origines d�une part dans l�étude des sys-

tèmes �nis d�équations linéaires à un nombre �ni d�inconnues et d�autres part dans des

équations linéaires di¤érentielles et intégrales.

En e¤et, c�est l�analogie entre les systèmes d�équations linéaires en dimension �nie et

les équations intégrales, qui a permis à quelques mathématiciens du début du siècle tels

que I. Fredholm ou J. Volterra de dégager les éléments essentiels de la théorie qui porte

aujourd�hui le nom de la théorie des équations de Fredholm.

Dans un e¤ort pour compléter les travaux de I. Fredholm, Hilbert parvient à des concep-

tions plus générales. En particulier il découvre que le succés de la méthode de I .Fredholm

repose sur la notion de « complète continuité » qu�il dégage en la formulant pour les formes

bilinéaires et qu�il étudie de façon approfondie. Puis juste après, E. Schmidt et M. Frechet

introduisent délibérément le langage de la géométrie euclidienne dans l�espace de Hilbert.

La notion d�application linéaire complètement continue se trouve pour la première fois

dé�nie de façon générale dans le cèlèbre mémoire de F. Riesz 1918 sur la théorie de I.

Fredholm. Vers les années vingt de ce siécle, S. Banach ajoute une étude poussée des rela-

tions entre une application linéaire continue et sa transposée, étendue aux espaces normés.

Cette période verra naître de grands théorèmes tels que le théorème du graphe fermé ou le

théorème de Banach-Steinhaus.
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Introduction

La publication traité de Banach sur les opérations linéaires marque le début de l�âge

adulte de l�Analyse Fonctionnelle et de la théorie des opérateurs.

Les opérateurs log�hyponormaux et p�hyponormaux sont introduite, et leurs propriétés
sont étudiées dans [2] et [48]

T. Ando [5] et Wang [3] ont prové que la classe !� hyponormaux contient les deux classes
d�opérateurs log�hyponormaux et p�hyponormaux. Il est bien connu qu�un opérateur

inversible p�hyponormal est log�hyponormal, mais la résiproque est fausse,Tanahashi [48]
a donné un exemple d�un opérateur log�hyponormal qui�n�est pas p�hyponormal.
Dans [4], S.A. Azuraiqui a introduit la notion d�opérateurs n-normal, c�est-à-dire la classe

des opérateurs A tels que AnA� = A�An. Les opérateurs considérés généralisent ce qu�on

appelle "opérateur n-power-hyponormal" et en particulier les opérateurs normaux, qui sont

très importantes par elles même.

L�objectif de ce travail est de présenter de nouveaux résultats liés à l�étude des opérateurs

normaux et l�opérateurs compacts.

Le contenu de cette thése est composé de quatre chapitres

CHAPITRE 1

Dans le premier chapitre, on rappelle tous les outils nécessaires pour l�élaboration de ce

travail. On commence par la dé�nition d�un opérateur normal borné, non borné, ainsi on

rappelle quelques propriétés fondamentaux et notions portant sur les opérateurs normaux

et les opérateurs compacts.

CHAPITRE 2

Dans ce chapitre on s�intéresse au théorème classique et très important dans la théorie

des opérateurs bornés, et non bornés avec toutes ses applications à savoir le théorème de

Fuglede-Putnam. Beaucoup d�auteurs travaillent sur ce théorème. Ce théorème de Fuglede

fut établit en 1950 par B. Fuglede.

On remarque que les théorèmes originaux étaient démontrés pour deux opérateurs pas

nécerssairement bornés, dans un tel cas on remplace donc "=" par " �" .Il existe plusieurs
versions de ce théorème pour les opérateurs " subnormaux, hyponormaux,p-hyponormaux,

dominants, log-hyponormaux....etc" mais on va se contenter dans ce chapitre aux quelques

applications de ce thoérème pour les opérateurs bornés.
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Introduction

Application1 Sur la some des deux opérateurs normaux.

Application2 Quelques conditions sur opérateurs non normaux qui impliquent la nor-

malité.

CHAPITRE 3

Dans le second chapitre, on montre quelques l�inégalités des valeurs singulières aux

opérateurs normaux compacts, soit A est l�opérateur normal compact sur un espace de

Hilbert séparable complexe H, où A = A1 + iA2 est la décomposition cartésienne de A.

On va montrer l�inégalité suivante

1p
2
sj (A1 + iA2) � sj (A) � sj (jA1j+ jA2j) , pour j = 1; 2; ::::::

Ainsi nous montrons l�inégalité suivante

p
2sj (A1 + iA2) � sj (A+ iA�) � 2sj (A1 + A2) , pour j = 1; 2; ::::::

De plus, on donne une généralisation de ces inégalités.

CHAPITRE 4

Dans le dernier chapitre est consacré à l�étude de quelques classes d�opérateurs sur un

espace de Hilbert. Nous commençons par la dé�nition de la nouvelle classe d�opérateur

n�power-hyponormal sur un espace de Hilbert H, on donne quelques propriétés de base de
ces opérateurs.

Ainsi, nous introduisons autre nouvelle classe d�opérateurs pour lesquels T 2 � �T �2 ,
nous donnons quelques propriétés de ces opérateurs, et nous étudions la rélation entre cette

classe et quelques autres classes des opérateurs dé�nis sur H.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons les dé�nitions et les principaux résultats sur les opérateurs

normaux et les opérateurs compacts.

En premier lieu, nous commençon par la terminologie.

1.1 Terminologie

1. On désigne par H un espace de Hilbert (complexe), L(H) désigne l�ensemble des
opérateurs linéaire bornés sur H.

2. Si T 2 L(H), <(T ) (resp. Ker(T ) ) désigne l�image (resp. le noyau) de T .

3. L�opérateur T � 2 L(H) tel que hTx; yi = hx; T �yi pour tous x; y 2 H, est appelé
l�adjoint de T .

4. On désigne par K(H) l�idéal des opérateurs compacts, F(H) désigne l�idéal des
opérateurs de rang �ni.

5. Sur L(H), on utilise l�une des topologies suivantes

i) Topologie uniforme (de la norme)

Une suite (An)n d�opérateus converges en norme vers A si limn!1
kAn � Ak = 0.

ii) Topologie forte d�opérateurs

Une suite (An)n d�opérateurs converges fortement vers A, si pour tout x 2 H,

lim
n!1

kAnx� Axk = 0, on note An
S�! A.
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1.1. Terminologie

iii) Topologie faible d�opérateurs

Une suite (An)n d�opérateurs converges faiblement vers A, on note An
W�! A

ssi hAnx; yi ! hAx; yi quand n!1, pour tout x; y 2 H.

6. Soit A 2 L(H), un sous-ensemble E de H est dit invaraint pour A si A (E) � E.

Un sous-ensemble E de H est dit réduisant pour A, si A (E) � E et A
�
E?
�
�

E? .

7. Le spectre d�un opérateur A 2 L(H), noté � (A) est le sous-ensemble de C dé�ni
par :

� (A) = f� 2 C; (A� �I) n�est pas inversibleg .

8. Si A 2 L(H), le spectere ponctuel de A noté �p (A) est dé�ni par :

�p (A) = f� 2 C; Ker (A� �I) 6= f0gg .

9. Le spectre résiduel de A, on note par �r (A) est dé�ni par :

�r (A) =
n
� 2 C; A� �I injectif et <(A� �I ) 6= H

o
.

10. Si A 2 L(H), le spectere continu de A noté �c (A) est dé�ni par :

�c (A) =
n
� 2 C; A� �I injectif et <(A� �I ) 6= <(A� �I ) = H

o
.

11. Le spectre approximatif de A 2 L(H), noté �ap (A) dé�ni par:

�ap (A) = f� 2 C : 9 (xn)n dans H, tel que kxnk = 1 et k(A� �I )xnk ! 0 g .

12. On a toujours

� (A) = �p (A) [ �c (A) [ �r (A)

et

�p (A) [ �c (A) � �ap (A) � � (A) .

13. Le rayon spectral de A noté r (A) dé�ni par :

r (A) = sup fj�j , � 2 � (A) g .

5



1.1. Terminologie

14. Limage numérique d�un opérateur T dans L(H) est l�ensemble dé�ni par :

W (T ) = fhTx; xi 2 C; x 2 H, kxk = 1g .

Le rayon numérique de T est dé�ni par :

w (T ) = fjzj , z 2 W (T )g

15. Soit A = U jAj la décomposition polaire de A, la transformation d�Aluthge de A
est l�opérateur eA dé�ni par :

eA = jAj 12 U jAj 12 .
16. On va rappeler quelques classes des opérateurs, soit A 2 L(H) est dit :

� auto-adjoint ou hermitien si A = A�, où A� est l�adjoint de A.

� positif si hAx; xi � 0; pour tout x 2 H, ce qui est noté A � 0.

� normal si AA� = A�A.

� n-normal si AnA� = A�An.

� sous-normal s�il admet une extension normale.

� hyponormal si AA� � A�A.

� co-hyponormal si AA� � A�A.

� semi-hyponormal si (AA�)
1
2 � (A�A)

1
2 .

� p-hyponormal si (AA�)p � (A�A)p, 0 < p � 1.

� n-power-hyponormal si AnA� � A�An.

� log-hyponormal si A est inversible et log (AA�) � log (A�A).

� w-hyponormal si
��� eA��� � jAj , tel que eA est la transformation d�Aluthge de

l�opérateur A.

� nilpotent d�ordre n, si An = 0 pour un certain entier naturel n.

� normaloid si r (A) = kAk.

� contraction si kAk � 1.

� dominant si pour tout complexe �, <(A� �I ) � <(A� �I )�.

6



1.2. Sur les opérateurs normaux

� unitaire si AA� = A�A = I.

� isométrie si A�A = I.

� isométrie partielle si kAxk = kxk, pour tout x 2 (KerA)?.

� idempotent ou projection si A2 = A.

� progection orthogonale si A2 = A et A� = A.

� d�ascente �nie s�il existe un entier positif n, tel que Ker (An) = Ker (An+1).

� descente �nie s�il existe un entier positif n, tel que < (An) = < (An+1).

� quasi-nilpotent si � (A) = f0g.

� quasi-normal si A (A�A) = (A�A)A.

1.2 Sur les opérateurs normaux

Dans cette section on introduit quelques notions de base de la théorie des opérateurs nor-

maux qui joueront un rôle essentiel dans ce travail.

1.2.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 1.2.1 On dit que T 2 L(H) est un opérateur normal si T commute avec son

adjoint i.e., T �T = TT �.

Exemple 1.2.1 La multipliquation T' par une fonction mesurable bornée ' est un opéra-

teur normal sur L2 ([0; 1]).

En e¤et, on a (T'f) (t) = f (t)' (t) où ' 2 C ([0; 1]), f 2 L2 ([0; 1]).

hT'f; gi = h' (t) f (t) ; g (t)i

=
D
f (t) ; ' (t)g (t)

E
donc

�
T �'g

�
(t) = ' (t)g (t), c�est-à-dire T �' = T'.

D�où, T �'T' = T'T
�
'.

L�opérateur T' est un hermitien (auto-adjoint) s�il la fonction ' est réelle.

7



1.2. Sur les opérateurs normaux

Proposition 1.2.1 ([16]) Soit T 2 L(H), les assertions suivantes sont équivalentes

1. T est normal;

2. kTxk = kT �xk pour tout x 2 H;

3. Dans le cas complexes, les parties réelles et imaginaires de T commutent.

Preuve. - Pour x 2 H, alors

kTxk2 � kT �xk2 = hTx; Txi � hT �x; T �xi

= h(T �T � TT �)x; xi .

Donc l�équivalence de 1 et 2.

- On pose T = A+ iB, tel que A = Re (T ) et B = Im (T ), on a T � = A� iB, et

T �T � TT � = 2i (AB �BA)

D�où, T �T = TT � si et seulement si AB = BA.

Corollaire 1.2.1 Si T 2 L(H) est normal, on a

Ker (T ) = Ker (T �)

Proposition 1.2.2 Soit T un opérateur normal, on a

1. L�opérateur aT est aussi normal pour tout a 2 C.

2. L�opérateur T n est normal pour tout n 2 N�.

Preuve. 1) Nous avons (aT ) (aT )� = aaTT � et (aT )� (aT ) = aaT �T .

Piusque T est normal, d�où il sont égaux.

2) T est normal, d�où TT � = T �T

) (TT �)n = (T �T )n

) T n (T �)n = (T �)n T n

) T n (T n)� = (T n)� T n.

C�est -à-dire T n est normal, pour tout n 2 N� .

8



1.2. Sur les opérateurs normaux

Corollaire 1.2.2 Soit P unpolynôme et T un opérateur normal. Alors P (T ) est aussi

normal.

Remarque 1.2.1 T n normal ; T normal.

En e¤et, soit T =

0@ i 2

0 �i

1A. On a T 2 =
0@ �1 0

0 �1

1A est normal, mais T n�est pas

normal.

Proposition 1.2.3 ([23]) Soit T 2 L(H) un opérateur normal, on a

Ker (T )� Im (T ) = H

Preuve. On sait que : Ker (T �) = (ImT )?, d�où

(Ker (T �))? =
�
(ImT )?

�?
= (ImT ).

Donc

H = Ker (T �)� (Ker (T �))?

= Ker (T )� Im (T )

Proposition 1.2.4 (Inverse d�un opérateur normal )

Soit T 2 L(H) un opérateur normal et inversible d�inverse T�1.
Alors T�1 est aussi normal.

Preuve. On a �
T�1

��
T�1 = (T �)�1 T�1

= (TT �)�1 = (T �T )�1 (car T normal)

= T�1 (T �)�1 = T�1
�
T�1

��
.

Donc T�1 est un opérateur normal.

9



1.2. Sur les opérateurs normaux

Proposition 1.2.5 ([35]) Pour tout U est unitaire. L�opérateur U�TU est normal si et

seulement si T est normal.

Preuve. On a

(U�TU)� (U�TU) = U�T �TU

et

(U�TU) (U�TU)� = U�TT �U:

On remarque que T �T = TT � si et seulement si U�TU est normal.

Proposition 1.2.6 ([29]) Soit T 2 L(H) un opérateur inversible, les assertions suivantes
sont équivalentes

i. T est normal.

ii. T�1T � ( ou T �T�1) est unitaire.

iii. Il existe un opérateur unitaire U tel que : T � = UT .

Preuve. Motrons que

1) i )ii On a �
T�1T �

�� �
T�1T �

�
= T

�
T�1

��
T�1T �

= TT�1
�
T�1

��
T � = I

�
TT�1

��
= I

2) ii)iii clair 3)

iii )i Pour tout x 2 H, on a
kT �xk2 = kUTxk2

= hUTx; UTxi = hTx; U�UTxi = kTxk2 .

Donc, T est normal.

1.2.2 Théorie spectrale des opérateurs normaux

Proposition 1.2.7 Soit T 2 L(H) un opérateur normal. Alors

1. Si Tx = �x, tel que � 2 C et x 2 H. Alors, T �x = �x .

10



1.2. Sur les opérateurs normaux

2. Deux espaces propres de T associé à des valeurs propres distincts sont orthogonaux.

Proposition 1.2.8 Le rayon spectral d�un opérateur normal T 2 L(H) véri�e

r (T ) = kTk

Preuve. On suppose d�abord que T est auto-adjoint. On a kT 2k = kTk2 et par
récurrence sur n l�on obtient pour tout n 2 N la relation



T 2n

 = kTk2n , il vient
r (T ) = lim

n!1



T 2n

2�n = kTk .
On revient au cas normal, l�élément TT � est auto-adjoint et il s�ensuit que l�on a,

r (T ) = lim
n!1

kT nk
1
n

= lim
n!1

q
kT n (T n)�k

1
n

= lim
n!1

q
k(TT �)nk

1
n

=
p
r (TT �)

=
p
kTT �k = kTk .

Proposition 1.2.9 ([23]) Le spectre résiduel d�un opérateur normal est vide.

Dans le résultat suivant, nous présentons certaines caractérisations du spectre continu

d�un opérateur normal borné.

Théorème 1.2.1 Soit T 2 L(H) un opérateur normal, les assertions suivantes sont équiv-
alentes

i) � 2 �c (T )
ii) � 2 � (T ) n �p (T )
iii) T � �I est injectif, et l�image de (T � �I) (H) n�a pas fermée.

11



1.2. Sur les opérateurs normaux

Preuve. ii) =) i) puisque � 2 � (T ) n�p (T ), alors T � �I est injectif ; mais ne pas

surjectif. Supposons que l�image (T � �I) (H) n�est pas dense dans H, alors il existe z 2
(T � �I) (H)?. Par conséquent nous avons,

z 2 (T � �I) (H)? = Ker
�
T � � �I

�
= Ker (T � �I) .

D�où contradiction, donc nous concluons que � 2 �c (T ).
i) =) iii) est évidente à partir de la dé�nition du spectre continu.

iii) =) ii) on a T � �I est injectif, alors � =2 �p (T ). Supposons que � 2 �p (T ), alors il
existe un opérateur ( invérsible ) S 2 L(H) tel que S (T � �I)x = x, pour tout x 2 H. En
particulier nous avons,

1

kSk kxk � k(T � �I)xk ;8x 2 H.

D�où (T � �I) (H) est complet et fermée dans H, qui est une contradiction. Nous concluons

que � 2 � (T ) n �p (T ).

Proposition 1.2.10 ([17]) Le spectre d�un opérateur normal est égale à le spectre approx-

imatif, i.e.,

� (T ) = �ap (T ) .

Corollaire 1.2.3 Soit T 2 L(H) un opérateur normal.

Alors

� (T ) = �p (T ) [ �c (T ) = �ap (T ) .

Le théorème ci-dessous a été établie par M. Akkouchi dans [1]

Théorème 1.2.2 (voir [1]) Soit H est un espace de Hilbert complexe, soit T 2 L(H) un
opérateur normal et � 2 C. On a

1. � (T ) = f� 2 C : < (T�) = Hg

2. �p (T ) =
n
� 2 C : < (T�) 6= H

o
3. �c (T ) =

n
� 2 C : < (T�) = H et < (T�) 6= H

o
4. �r (T ) = �

12



1.2. Sur les opérateurs normaux

1.2.3 Image numérique d�un opérateur normal

Dans ce qui suit, T désigne un opérateur borné sur H.

Dé�nition 1.2.2 L�image numérique de T est l�ensemble W (T ) des nombres complexes

dé�ni par

W (T ) = fhTx; xi 2 C : x 2 H; kxk = 1g .

Dé�nition 1.2.3 Le rayon numérique de T est dé�ni par

w (T ) = sup
�2W (T )

j�j .

Voici quelques propiétés de base souvent utilisées dans le calcul de l�image numérique et

facile à démontrer.

Proposition 1.2.11 ([28]) Soient T; S 2 L(H) et soit U 2 L(H) un opérateur unitaire
(i.e., U�U = UU� = I). Alors on a que

1. W (�I + �T ) = �+ �W (T ) pour tout �; � 2 C

2. W (T + S) � W (T ) +W (S)

3. W (T �) =
�
�; � 2 W (T )

	
4. W (U�TU) =W (T )

Exemple 1.2.2 On dé�nit l�opérateur T de l2 vers l2 par

T (x1; x2; x3; :::::) =

�
x1;
1

2
x2;
1

3
x3; :::::

�
.

On a W (T ) = (0; 1].

La propriété la plus importante sur l�image numérique est fournie par le théorème de

Toeplitz-Hausdor¤.

13



1.2. Sur les opérateurs normaux

Théorème 1.2.3 (Toeplitz-Hausdor¤ ) L�image numérique d�un opérateur linéaire borné

est un ensemble convexe borné.

Théorème 1.2.4 ([28]) Soit T 2 L(H). Alors, on a que

1) �p (T ) � W (T )

2) � (T ) � W (T )

Théorème 1.2.5 ([28]) L�opérateur T est un auto-adjoint si et seulement si W (T ) � R.

Preuve. Si T est auto-adjoint, alors pour tout x 2 H ,

hTx; xi = hx; Txi = hTx; xi.

D�où W (T ) � R.
Inversement, si W (T ) � R, alors hTx; xi 2 R. Donc T est auto-adjoint.
Le théorème suivant donne une condition su¢ sante pour qu�un T opérateur normal.

Théorème 1.2.6 ([28]) Si W (T ) est un segment de droite, alors T est un opérateur nor-

mal.

Preuve. Soit � un point sur le segment de droite ayant une inclinaison �, d�oùW
�
e�i� [T � �I]

�
est inclu dans l�axe des réels. Ainsi, le théorème précédent implique que e�i� [T � �I] est

un opérateur auto-adjoint. On déduit donc, par un calcul simple que T est un opérateur

normal.

Théorème 1.2.7 Si T est un opérateur normal.

Alors,

w (T ) = kTk .

Rappelons aussi que l�envoloppe convexe de � (T ), noté Conv f� (T )g est le plus petit
convexe contenant � (T ).

Le théorème suivant montre que l�image numérique d�un opérateur normal est une bonne

approximation de son spectre.
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1.2. Sur les opérateurs normaux

Théorème 1.2.8 Soit T 2 L(H) un opérateur normal, on a que

W (T ) = Conv f� (T )g.

Corollaire 1.2.4 Soit m et M deux nombres complexes. Si

W (T ) = [m;M ] .

Alors,

fm;Mg � � (T ) .

Preuve. Si W (T ) = [m;M ], alors le théorème 1.2.6 implique que T est un opérateur

normal. Ainsi, d�aprés le théorème 1.2.8 W (T ) est l�enveloppe convexe de � (T ), ou encore

[m;M ] =W (T ) = Conv f� (T )g.

Il suit donc que fm;Mg � � (T ).

1.2.4 Les opérateurs normaux non bornés

Dé�nition 1.2.4 (opérateur linéaire non borné) Un opérateur non borné sur un espace

Hilbert H est couple (T;D (T )) où D (T ) est un sous espace vectoriel de H et T est un opéra-

teur linéaire dé�ni de D (T ) dans H, on dit que T est un opérateur non borné de domaine

D (T ).

Exemple 1.2.3 Considérons l�opérateur T : L2 (R)! L2 (R), dé�ni par

Tf (x) = xf (x) .

L�opérateur T a pour domaine

D (T ) =
�
f 2 L2 (R) ; xf 2 L2 (R)

	
est un opérateur non borné, appelé opérateur de multiplication par x.
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1.2. Sur les opérateurs normaux

Dé�nition 1.2.5 (opérateur fermé ) On dit que l�opérateur T est fermé si pour toutes

les suites (xn)n de D (T ) convergente vers x et la suite des images (Txn)n convergente vers

y dans H. Alors, x 2 D (T ) et y = Tx.

Exemple 1.2.4 Soit T est un opérateur non borné dé�ni sur H1 ([0; 1]) par

Tf (x) = �i df
dx

où H1 ([0; 1]) est l�espace de Sobolev d�indice 1.

Alors, T est un opérateur fermé.

Dé�nition 1.2.6 (adjoint d�un opérateur non borné) Soit (T;D (T )) un opérateur non

borné de domaine D (T ) dense dans H.

On dé�nt l�adjoint T � de T par

hTx; yi = hx; T �yi , 8x 2 D (T ) , 8y 2 D (T �) .

Dé�nition 1.2.7 (domaine de l�adjoint) Soient H1, H2 deux espaces de Hilbert et soit

(T;D (T )) un opérateur non borné de H1 dans H2 tel que D (T ) est un sous-espace dense

dans H2. On dé�nit D (T �) comme suit

D (T �) =
�
y 2 H2 tel que x 7! hTx; yiH2 est borné de

�
D (T ) ; k:kH1

�
dans C

	
.

Dé�nition 1.2.8 (opérateur normal non borné) Soit T un opérateur non borné de do-

maine D (T ) dense dans H.

On dit que T est un opérateur normal si, T est fermé et TT � = T �T .

Proposition 1.2.12 Si T est un opérateur normal.

Alors,

D (T ) = D (T �) et kTxk = kT �xk
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1.3. Préliminaires sur les opérateurs compacts

Preuve. Si h 2 D (T �T ) = D (TT �), alors Th 2 D (T �) et T �h 2 D (T ).
On a

kThk2 = hT �Th; hi

= hTT �h; hi = kT �hk2 .

Si h 2 D (T ) d�où, il existe une suite (hn) 2 D (T �T ) telle que hhn; Thni ! hh; Thi donc

kThn � Thk ! 0.

On a alors,

kT �hn � T �hmk = kThn � Thmk .

D�où, il exsiste g 2 H tel queT �hn ! g.

Alors,

hhn; T �hni ! hh; gi .

Mais T � est férme. Alors h 2 D (T �) et g = T �h.

Donc, D (T ) � D (T �) et kThk = lim
n!1

kT �hnk = kT �hk.

1.3 Préliminaires sur les opérateurs compacts

Parmi tous les opérateurs bornés, on peut distinguer une classe importante d�opérateurs,

dont les propriétés sont le plus proches de celles des opérateurs linéaires dans un espace de

dimension �nie. C�est la classe des opérateurs compacts.

1.3.1 Rappels et notations

Nous commençons d�abord par rappeler la dé�nition et quelques propriétés des opérateurs

compacts.

Soient E et F deux espaces de Banach. On désigne par K (E;F ) l�ensemble des opéra-

teurs compacts et on pose K (E) = K (E;E).

Dé�nition 1.3.1 Soit T 2 L(E;F ) , on dit que T est un opérateur compact s�il envoie tout
ensemble borné dans E à un ensemble relativement compact dans F .
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1.3. Préliminaires sur les opérateurs compacts

Dé�nition 1.3.2 L�opérateur T est compact, si et seulement si pour toute suite bornée

fxngn�1 � E, la suite fTxngn�1 admet que sous suite convergente dans F .

Dans le cas particulier où F = C ([a; b]), le théorème suivant d�Arzela-Ascoli est générale-

ment utilisé pour prouver la compacité de T .

Théorème 1.3.1 (Arzela-Ascoli ) Une condition nécessaire et su¢ sante q�une famille

des fonctions continues dé�nies sur l�intervalle compact [a; b], est compacte dans C ([a; b])

est que cette famille est uniformément bornée et équicontinue.

Théorème 1.3.2 Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.

Preuve. En e¤et, si on désigne par

B (0; 1) = fx 2 E, kxk � 1g .

Alors, T (B (0; 1)) est relativement compact d�où kTxk � C;8x 2 B (0; 1). Alors T est

borné.

Réciproquement, l�opérateur indentique I de E dans E est borné, mais il n�est pas com-

pact car I (B (0; 1)) = B (0; 1), n�est pas relativement compacte sauf si E est de dimension

�nie.

Proposition 1.3.1 ([11]) Une combinaison linéaire T = �T1 + �T2 des opérateurs com-

pacts est un opérateur compact, pour tous �, � 2 |.

Proposition 1.3.2 Le produit T1T2 de deux opérateurs bornés T1 et T2 est compact si l�un

des opérateurs T1 ou T2 est compact.

Théorème 1.3.3 ([16]) Soit E un espace normé et F un espace de Banach, et soit fTng
une suite d�opérateurs compacts de E dans F .

Si lim
n!1

kTn � Tk = 0.

Alors, T est compact.
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1.3. Préliminaires sur les opérateurs compacts

Théorème 1.3.4 ([11]) Soit T 2 K (E), alors l�image par T de toute suite de E faible-

ment convergente est une suite fortement convergente.

Corollaire 1.3.1 Soit (ek)k2N une suite orthonormée dans H. Si T 2 K (H), alors

lim
k!1

kTekk = 0.

Preuve. Pour tout x 2 H la série
P
k

jhx; ekij2 est convergente et son terme général
hx; eki tend vers 0 lorsque k tend vers l�in�ni. Cela traduit le fait que la suite(ek)k2N est
faiblement convergente vers 0, le théorème précédent permet de conclure.

Un exemple important d�opérateurs compacts est donée par le théoreme qui suit.

Théorème 1.3.5 ([17]) Soient H un espace de Hilbert séparable et (en) une base hilberti-

enne de H. Soit � = (�n) une suite bornée dans C. Alors, l�opérateur de multiplication par

� dé�ni par :

T�en = �nen,

est compact si, et seulement si,

lim
n!1

�n = 0

Dé�nition 1.3.3 On dit qu�un opérateur T 2 L(E;F ) est de rang �ni si dim< (T ) <1.

Exemple 1.3.1 Sur l�espace de Hilbert L2 ([0; �] ; dx) l�opérateur T dé�ni par :

Tf (x) =
�R
0

cos (x� t) f (t) dt, pourf 2 L2 ([0; �] ; dx) ,

est manifestement un opérateur linéaire continu et l�expression

Tf (x) =

�
�R
0

cos (s) f (s) ds

�
cosx+

�
�R
0

sin (s) f (s) ds

�
sin x

montrer que l�image de T est un sous-espace de dimension deux. L�opérateur T est donc

de rang �ni égal à 2.
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1.3. Préliminaires sur les opérateurs compacts

Remarque 1.3.1 Il est clair qu�un opérateur borné de rang �ni est compact.

Corollaire 1.3.2 Soit (Tn) une suite d�opérateurs bornés de rang �nis de E dans F et soit

T 2 L(E;F ) tels que
lim
n!1

kTn � Tk = 0.

Alors, T est compact.

Théorème 1.3.6 ([11]) Soit T 2 L(E;F ), les assertions suivantes sont équivalentes

1. L�opérateur T est compact;

2. L�opérateur T � 2 L(F 0
; E

0
) est compact;

3. L�opérateur T est limite d�une suite d�opérateurs de rang �ni.

1.3.2 Spectre d�un opérateur compact

Proposition 1.3.3 ([44]) Soit T 2 K(H). Si T � �I est surjectif, alors il est injectif.

Pour la réciproque de cette proposition, on a besion du lemme suivant

Lemme 1.3.1 Soit T 2 K(H),si T � �I est injectif. Alors son image est fermée dans H.

Preuve. Soient y 2 < (T � �I) et (yn) une suite de < (T � �I) qui converge vers y.

On pose

yn = Txn � �xn.

- Si (xn) contient une sous-suite bornée, alors T étant compact, (xn) contient aussi une

sous-suite (xnk) telle que (Txnk) converge. Comme

xnk =
Txnk � ynk

�

la suite (xnk) converge vers un élément x qui véri�e Tx� �x = y.

- Si (xn) ne contient aucune sous-suite bornée, la suite kxnk tend vers l�in�ni avec n.
Posons zn = xn

kxnk , il vient

kznk = 1 et lim
n!1

(T � �I) zn = 0.
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1.3. Préliminaires sur les opérateurs compacts

Comme T est compact, (zn) contient une sous-suite (znk) telle que (Tznk) converge. On en

déduit que la suite (znk) est convergente et si z est sa limite, on aura kzk = 1 et Tz��z = 0.
Ce qui contredit l�hypothèse T � �I est injectif.

Théorème 1.3.7 ([11]) (Alternative de Fredholm) Soit T 2 K(H). Alors

a) Ker (I � T ) de dimension �nie

b) < (I � T ) est fermé, et plus précisément

< (I � T ) = Ker (I � T �)?

c) Ker (I � T ) = f0g () < (I � T ) = H

d) dimKer (I � T ) = dimKer (I � T �)

Les résultats précédents se résument comme suite

Théorème 1.3.8 ([16]) Soit T 2 K(H). Alors, on a

1. 0 2 � (T )

2. � (T ) n f0g = �p (T ) n f0g

Théorème 1.3.9 Soit T 2 K(H), si (�n) est suite de valeurs propres de T .

Alors,

i) ou bien cette suite est �nie

ii) ou bien elle tend vers 0 quand n! +1.

Corollaire 1.3.3 Soit T 2 K(H), l�ensemble � (T ) est dénombrable et s�il est in�ni on peut
indexer les élements de � (T ) = f0g est une suite (�n) tends vers 0.

Théorème 1.3.10 ([54]) Soit T 2 K(H). Alors, on a

�ap (T ) n f0g = �p (T ) n f0g .

On sait que, si T est normal on a � (T ) = �ap (T ), par conséquent nous avons le résultat

suivant.
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1.3. Préliminaires sur les opérateurs compacts

Corollaire 1.3.4 Soit T 2 L (H) un opérateur normal et compact. Alors

� (T ) n f0g = �p (T ) n f0g .

1.3.3 Opérateur de Hilbert - Schmidt

Il s�agit de la classe la plus fréquente d�opérateurs compacts dans l�espace de Hilbert.

Dé�nition 1.3.4 Soit H un espace de Hilbert séparable. On dit T 2 L (H) est un opérateur
de Hilbert - Schmidt s�il existe une base hilbertienne (ek)k2N telle que

1P
k=0

kTekk2 <1.

Le nombre

kTkHS =
� 1P
k=0

kTekk2
� 1

2

.

S�appelle la norme de Hilbert - Schmidt de l�opérateur T .

Exemple 1.3.2 Pour un opérateur en dimension �nie T : Cn ! Cn ( de façon équivalente,

pour les matrices n� n),

kTkHS =
� 1P
k=0

tr (T �T )

� 1
2

Proposition 1.3.4 Soit T 2 L (H) un opérateur de Hilbert - Schmidt , on a

1) La norme k:kHS ne dépendent pas du choix de la base hilbertienne de H.
2) kT �kHS = kTkHS
3) on a toujours, kTk � kTkHS

Théorème 1.3.11 Tout opérateur de Hilbert - Schmidt est compact.

Exemple 1.3.3 Considérons l�opérateur integral T : L2 [0; 1]! L2 [0; 1] dé�ni par

(Tf) (t) =
1R
0

K (t; s) f (s) ds

avec un noyauK (:; :) 2 L2 ([0; 1]� [0; 1]). Alors T est un opérateur de Hilbert - Schmidt,

et

kTkHS = kKkL2[0;1] .
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1.3. Préliminaires sur les opérateurs compacts

1.3.4 Etude spectrale d�un opérateur compact auto-adjoint

Proposition 1.3.5 ([11]) Soit T 2 L (H) un opérateur auto-adjoint. On pose

m = inf
x2H
kxk=1

hTx; xi et M = sup
x2H
kxk=1

hTx; xi

Alors, � (T ) � [m;M ], m 2 � (T ) et M 2 � (T ).

Corollaire 1.3.5 Soit T 2 L (H) un opérateur auto-adjoint tel que � (T ) = f0g. Alors,
T = 0.

Théorème 1.3.12 On suppose que H est séparable. Soit T un opérateur auto-adjoint com-

pact. Alors, H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T .

Théorème 1.3.13 Soit T 2 L (H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors, il admet une
valeur propre � telle que

j�j = kTk .

Maintenant, nous pouvons énoncer ce qu�on appelle le théorème spectrale pour opéra-

teurs auto-adjoints compacts sur un espace Hilbert séparable.

Théorème 1.3.14 Soient H un espace de Hilbert séparable de dimension in�nie et T 2
L (H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors, il existe une base orthonormée fengn2N de
H et une suite de réells (�n)n2N telle que

Ten = �nen, pour tout n 2 N tel que lim
n!1

�n = 0

et pour tout x 2 H,
Tx =

P
n2N

�n hx; eni en.
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Chapitre 2

Quelques résultats sur les opérateurs

normaux

2.1 Les opérateurs log- et p-hyponormaux

Les opérateurs log�hyponormaux et p�hyponormaux sont introduite, et leurs propriétés
sont étudiées dans [2] et [48]

T. Ando [5] et Wang [3] ont prové que la classe !� hyponormaux contient les deux classes
d�opérateurs log�hyponormaux et p�hyponormaux. Il est bien connu qu�un opérateur

inversible p�hyponormal est log�hyponormal, mais la résiproque est fausse,Tanahashi [48]
a donné un exemple d�un opérateur log�hyponormal qui�n�est pas p�hyponormal.
Si un opérateurA est p�hyponormal, alorsKerA � KerA�, et siA est log�hyponormal,

alors KerA = KerA�.

Dans cette section on donne des exemples sur les opérateurs log�hyponormaux et
p�hyponormaux; on donne aussi l�exemple de Tanahashi [48] d�un opérateur log�hyponormal
qui�n�est pas p�hyponormal.

Dé�nition 2.1.1 Soit A 2 L (H), on dit A est

i) p�hyponormal si et seulement si (A�A)p � (AA�)p , 0 < p � 1.
Si p = 1 on dit que A est hyponormal, et si p = 1

2
est dit semi-hyponormal.

ii) log�hyponormal si et seulement si A est inversible et log (A�A) � log (AA�).
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2.2. Exemples sur les classes d�opérateurs

2.2 Exemples sur les classes d�opérateurs

Exemple 2.2.1 ([52]) Soient A et B deux matrices carré complexe positives d�ordre 2, et

T un opérateur dé�ni sur H =
+1L
n=�1

C2 par :

T =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

:

: :

: :

: 0

B 0

B 0

A 0

A :

: :

: :

:

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
avec 0 montre la place de la matrice (0; 0). Alors,

1. T est p�hyponormal () A2p � B2p

2. T est log�hyponormal () A et B sont inversible et logA2 � logB2.

Exemple 2.2.2 ([48]) Soient H =
+1L
n=�1

C2 et x = (:; :; :; x�1; x0; x1; ::::) 2 H avec kxk =
+1P
n=�1

kxjk2 <1.

Soient A et B deux matrices positives telles que

logA =

0@ 1
q

3
2q

3
2

1
2

1A
et

logB =

0@ 0 0

0 �1

1A .
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2.2. Exemples sur les classes d�opérateurs

Soit

V =
1p
5

0@ p
3

p
2

p
2 �

p
3

1A ,
alors, V est unitaire, et

V � (logA)V =

0@ 2 0

0 �1
2

1A ,
Ap =

1

5

0@ 3e2p + 2e
�p
2

p
6e2p �

p
6e

�p
2

p
6e2p �

p
6e

�p
2 2e2p + 3e

�p
2

1A ,
et

Bp =

0@ 1 0

0 e�p

1A :

On remplace x = ep, on a

5 det (Ap �Bp) =

������ 3x
2 + 2x�

1
2 � 5

p
6x2 �

p
6x�

1
2

p
6x2 �

p
6x�

1
2 2x2 + 3x�

1
2 � 5x�1

������
=
�
3x2 + 2x�

1
2 � 5

��
2x2 + 3x�

1
2 � 5x�1

�
�
�p
6x2 �

p
6x�

1
2

�2

= �5x�3
2

�
x
1
2 + 1

��
x
1
2 � 1

�4 �
2x+ 2x

1
2 + 2

�
� 0.

Pour tout x > 1, par conséqent il n�existe pas p > 0 tel que Bp � Ap, soit x =

(:; :; :; x�1; x0; x1; ::::) 2 H et (x)n = xn.

On dé�nit P 2 L (H), avec (Px)n = Pnxn et

Pn =

�
B si n � 0
A si n � 1 .

Soit U le shift unitaire (Ux)n = xn�1 et T = UP .

Donc, ((T �T )x)n = P 2nxn et ((TT �)x)n = P 2n�1xn.

Alors,

(((T �T )p � (TT �)p)x)n =
�

0 si n 6= 1
(A2p �B2p)x1 si n = 1

,

et

((log (T �T )� log (TT �))x)n =
�

0 si n 6= 1
(2 logA� 2 logB)x1 si n = 1

.

Ainsi, T est log�hyponormal, mais T n�est pas p�hyponormal.
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2.3 Quelques conditions impliquant la normalité

Théorème 2.3.1 Soit T 2 L (H) un opérateur log�hyponormal ou p�hyponormal et

T = U jT j décomposition polaire de T .

S�il existe n0 2 N tel que Un0 = U�.

Alors, T est normal.

Preuve. Supposons que T est p�hyponormal, donc

jT j2p � jT �j2p = U jT j2p U�.

D�où,

jT j2p � U2 jT j2p U2�.

Par récurrence, on obtient

jT j2p � jT �j2p = U jT j2p U� � U2 jT j2p U2� � :::: � Un0+1 jT j2p U (n0+1)
�
� :::: (2.3.1)

Puisque Un0 = U� , on a alors

Un0+1 = U�U = U (n0+1)
�
,

est la projection sur < (jT j).
Ainsi,

Un0+1 jT j2p U (n0+1)
�
= jT j2p ,

d�où par les inégalités (2:3:1), on obtient

jT j2p = jT �j2p .

D�où,

jT j2 = jT �j2 ,

i.e., T est normal.

Dans le cas T est log�hyponormal les inégalités (2:3:1) sont remplacés par les inégalités

log jT j � log jT �j = U (log jT j)U� � U2 (log jT j)U2� � ::: � Un0+1 (log jT j)U (n0+1)
�
� :::

Le reste de la preuve est similaire à l�argument ci-dessus.

27



2.3. Quelques conditions impliquant la normalité

Lemme 2.3.1 Soient T; S 2 L (H) deux opérateurs positifs inversibles. Si,

log T � logS.

Alors

log (cT ) � log (cS) , c 2 R�+.

Théorème 2.3.2 Soit T 2 L (H) un opérateur log�hyponormal ou p�hyponormal et

T = U jT j décomposition polaire de T .

Si U�
n S�! I ou U

n S�! I quand n!1. Alors, T est normal.
Preuve. Soit T est p�hyponormal, et soit � 2 H, supposons que U�

n S�! I quand

n!1.
D�aprés les inégalités (2:3:1), on trouve

kjT jp �k � kjT �jp �k = kjT jp U��k �



jT jp U�2�


 � ::: �



jT jp U�n�

 � ::: (2.3.2)

Puisque ��

jT jp U�n�

� kjT jp �k�� �


jT jp U�n� � jT jp �



� kjT jpk


U�n� � �



! 0 quand n!1.

D�où, 

jT jp U�n�

! kjT jp �k , quand n!1.

D�aprés les inégalités (2:3:1), on obtient

kjT jp �k = kjT �jp �k .

D�où, jT j2p = jT �j2p donc T est normal.
Maintenant, soit T est log�hyponormal, d�où

log jT j � log jT �j = U (log jT j)U�.

Par le lemme précédent il existe c > 0 tel que

log jcT j � log jcT �j = U (log c jT j)U�.

On applique le même argument de le théorème 2.3.1
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2.4 Le théorème de Fuglede-Putnam

Dans ce section on s�intéresse au théorème classique et très importont dans la théorie

d�opérateurs bornés et non bornés avec toutes ses applications à savoir le théorème de

Fuglede-Putnam. Beaucoup des auteurs travaillent sur ce théorème. Après la preuve de

Fuglede et Putnam, Rosenblum a donné une preuve simple en utiisant le théorème de Liou-

ville. Berberian a donné une autre preuve avec une matrice qui fait l�équivalance entre celle

de Fuglede et Putnam.

Voici ci-après ce théorème dans les deux cas borné et non borné. La version classique

du théorème dans le cas borné est la suivante

Théorème 2.4.1 ([21]) (Fuglede - 1950) Soient A et N deux opérateurs bornés sur un

Hilbert H, tels que AN = NA où N est normal. Alors,

AN� = N�A.

Puis en 1951 Putnam a fait la généralisation au cas de deux opérateurs normaux i.e.,

Théorème 2.4.2 ([40]) (Putnam - 1951) Soient A;M ;N trois opérateurs bornés sur

un Hilbert H, avec N;M sont normaux et

MA = AN .

Alors

M�A = AN�.

Preuve. La preuve suivante est à M.Rosenblum. Supposons que S 2 L (H) et posons
V = S � S� , on dé�nit

Q = exp (V ) =
1P
n=0

1

n!
V n.

Alors, V � = �V donc Q� = exp (V �) = exp (�V ) = Q�1.

D�où Q est unitaire, la conséquence dont nous avons besoin est que kexp (S � S�)k = 1
pour tout S 2 L (H).
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2.4. Le théorème de Fuglede-Putnam

D�autre part, on a MA = AN d�où par récurrence, alors MkA = ANk pour tout k 2 N.
D�où exp (M)A = A exp (N) ou bien,

A = exp (�M)A exp (N) .

Posons U1 = exp (M� �M) et U2 = exp (N �N�), puisque M et N sont normaux il s�enuit

que exp (M�)A exp (�N�) = U1AU2 et kU1k = kU2k = 1, d�où

kexp (M�)A exp (�N�)k � kAk .

Maintenant, on dé�nit

F (�) = exp (�M�)A exp (��N�)

tel que � 2 C.
Les hypothèses du théorème sont véri�ées avec �M et �N à la place de M et N donc

implique que kF (�)k � kAk pour � 2 C. Alors, F est une fonction bornée analytique à

valeur dans L (H). D�aprés le théorème de Liouville F 0
(�) = 0 on a

F
0
(�) =M� exp (�M�)A exp (��N�) + exp (�M�)A (�N�) exp (��N�) .

Pour � = 0, F
0
(0) = 0.

D�où,

M�A = AN�.

Remarque 2.4.1 La preuve précédente a été donné par Rosenblum en 1958.

En 1959 Berberian a remarqué l�équivalence entre les deux version celle de Fuglede et

l�autre de Putnam. Cette relation est donnée par la matrice suivante

Soient T =

0@ M 0

0 N

1A et S =

0@ 0 A

0 0

1A deux matrices d�opérateurs dé�nies sur

H �H où M et N normaux.

Alors, T est normal et on a

TS = ST .
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2.4. Le théorème de Fuglede-Putnam

La version de Fuglede donne alors,

T �S = ST �.

En écrivant les coe¢ cient de ces deux dernière matrices on trouve la version de Putnam.

Remarque 2.4.2 Les hypothèses du théorème précédent n�impliquent pas queMA� = A�N .

Lorsque M et N sont auto-adjoints et A normal, si M =

0@ 1 0

0 �1

1A, N =

0@ 0 1

1 0

1A,
A =

0@ 1 1

�1 1

1A.
Alors, MA = AN mais MA� 6= A�N .

Le cas non bornés

Dans le cas non borné la version classique donné par le théorème suivant

Théorème 2.4.3 SoientM , N deux opérateurs normaux non bornés, et soit A un opérateur

borné sur H . Si,

AN �MA.

Alors

AN� �M�A.

Preuve. La preuve suivante est donnée par Rosenblum.

On a maintenant M et N normaux non bornés de domaines D (M) et D (N). On sait

que D (N) = D (N�) et D (M) = D (M�).

Supposons que AN �MA. Alors, si f 2 D (N) = D (N�) d�où Af 2 D (M) = D (M�).

Soit e� la fonction caractéristique d�ensemble�
z : jzj � �; � 2 R�+

	
.

Alors, Ne� (N) et Me� (M) sont des opérateurs normaux bornés tel que

[e� (M)Ae� (N)]Ne� (N) =Me� (M) [e� (M)Ae� (N)] .

Donc

[e� (M)Ae� (N)] [Ne� (N)]
� = [Me� (M)]

� [e� (M)Ae� (N)] .
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2.5. Quelques applications sur le théorème de Fuglede - Putnam

Alors,

e� (M)AN
�e� (N) f = e� (M)M

�Ae� (N) f , 8f 2 D (N�) .

Pour �!1 et � !1 on a alors,

AN�f =M�Af .

D�où,

AN� �M�A.

2.5 Quelques applications sur le théorème de Fuglede

- Putnam

On va se contenter dans ce section aux quelques applications de ce théorème

2.5.1 Application 1 ( Sur la somme de deux opérateurs normaux

bornés )

Nous notons que la somme de deux opérateurs normaux n�est pas toujours normal comme

indiqué en exemple suivant.

Exemple 2.5.1 considérons les matrices A et B de�nies par :

A =

0@ 1 � 1
1 1

1A, B =

0@ �1 1

2 2

1A
On remrque que A et B sont normaux (B auto-adjoint)

Mais, A+B =

0@ 0 1

3 2

1A n�est pas normal.

Proposition 2.5.1 Soient A et B deux opérateurs normaux bornés, si A commute avec B.

Alors, A+B est normal.

Preuve. Montrons que : (A+B)(A+B)� = (A+B)�(A+B).
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2.5. Quelques applications sur le théorème de Fuglede - Putnam

On a

(A+B)(A+B)� = (A+B)(A� +B�)

= AA� + AB� +BA� +BB�.

D�aprés le théorème de Fuglede-Putnum, et par la normalité de A et B on aura;

(A+B)(A+B)� = A�A+B�A+ A�B +B�B

= A�(A+B) +B�(A+B)

= (A� +B�)(A+B) = (A+B)�(A+B).

Remarque 2.5.1 .

1) Dans la proposition précédente on peut remplace la commutativité de A et B , par

la commutativité de A et B� ou B et A�.

2) L�inverse de la proposition précédente n�est pas toujours vrais. On peut construire

de nombreus contre-exemples.

3) la normalité de A+B n�implique pas la commutativité de A et B.

Corollaire 2.5.1 Si A et B sont deux opérateurs auto-adjoints, tel que AB = BA.

Alors, l�opérateur A+ iB est normal.

Proposition 2.5.2 Soient A et B deux opérateurs normaux bornés.

Si AB� et B�A sont auto-adjoints.

Alors, la normalité de A+B implique que la commutativité de A et B.

Preuve. Puisque A;B et A+B sont normaux, on trouve

A�B +B�A = BA� + AB� (2.5.1)

Comme AB�et B�A sont auto-adjoints.
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2.5. Quelques applications sur le théorème de Fuglede - Putnam

Alors, (AB�)� = BA� = AB� et (B�A)� = A�B = B�A par (2:5:1) on obtient

B�A = AB�.

D�aprés le théorème de Fuglede-Putnam.

Alors, on a

AB = BA.

2.5.2 Application 2 (Sur le produit de deux opérateurs log-hyponormaux)

Proposition 2.5.3 Soient A;B 2 L (H) deux opérateurs log-hyponormaux, tel que A com-
mute avec B. Alors, AB est log-hyponormal.

Preuve. Si A et B sont log-hyponormaux, alors A et B sont inversibles et log jAj2 �
log jA�j2, log jBj2 � log jB�j2.
Puisque AB = BA, en appliquant le théorème de Fuglede-Putnam, on obtient A�B =

BA�.

D�où

jABj2 = jBj2 jAj2 ,

et

j(AB)�j2 = jB�j2 jA�j2 .

Ceci entraîne que

log jABj2 = lim
p!0+

�
jABj2

�p � 1
p

= lim
p!0+

�
jAj2

�p �jBj2�p � 1
p

= lim
p!0+

��
jAj2

�p � 1���jBj2�p � 1�+ �jAj2�p + �jBj2�p � 2
p

= log jAj2 + log jBj2 .

De la même manière on démontre que

log j(AB)�j2 = log jA�j2 + log jB�j2 .
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2.5. Quelques applications sur le théorème de Fuglede - Putnam

Ceci qui donne, puisque AB est inversible et

log jABj2 � log j(AB)�j2

=
�
log jAj2 � log jA�j2

�
+
�
log jBj2 � log jB�j2

�
� 0.

Donc AB est log-hyponormal.

2.5.3 Application 3 (Quelques conditions impliquant la normal-

ité)

Beaucoup des auteurs travaillent sur le théorème en changeant leurs hypothése du théorème

de Fuglede-Putnam. Voici une autre généralisation du théorème par Uchiyama et Tanahashi.

Théorème 2.5.1 ([51]) (Uchiyama et Tanahashi - 2002) Soit T 2 L (H) un opéra-
teur p-hyponormal ou log-hyponormal, et A 2 L (H) un opérateur auto-adjoint.

Si

TA = AT �,

alors

T �A = AT .

Théorème 2.5.2 ([51]) Soient A, B, X 2 L(H), avec A�est p-hyponormal ou log-hyponormal,
B dominant. Si

XA = BX,

alors

XA� = B�X.

On présente quelques conditions qui impliquent la normalité d�un opérateur, en appli-

quant les deux théorèmes précédents.
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Proposition 2.5.4 Soit A, B, X trois opérateurs bornés sur un Hilbert, avec A�est un

p-hyponormal ou log-hyponormal, B dominant et X inversible. Si

XA = BX.

Alors, il existe un opérateur unitaire U tel que : UA = BU , et A, B sont normaux.

Preuve. Si XA = BX, d�aprés le théorème de Fuglede-Putnam pour p-hyponormal,

alors XA� = B�X ce qui implque que

AX�X = X�BX = X�XA.

Soit X = UP (décomposition polaire de X) puisque X est inversible, d�où P inversible

et U unitaire, d�où AP 2 = P 2A et P positif donc

AP = PA.

D�autre part, XA = BX imlique que UPA = BUP = UAP , mais P est inversible d�où

BU = UA, par conséquent A, B sont unitairement équivalents.

Alors, A est dominant et B est p-hyponormal, donc A et B sont normaux.

Corollaire 2.5.2 Soit A, B, X trois opérateurs bornés sur un Hilbert, avec A�est un p-

hyponormal ou log-hyponormal, B dominant.

Si X est opérateur positif et inversible. Alors,

XA = BX implique A = B.

Théorème 2.5.3 Soit T = A+iB décomposition cartésienne de T avec AB est p-hyponormal.

Si A ou B est positif. Alors T est normal.

Preuve. Supposons que A est positif, soit S = AB d�où S� = BA.

On a

(AB)A = A(BA).

Donc

SA = AS�.
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Utilisant le théorème de Fuglede-Putnam pour p-hyponormal, on trouve :

S�A = AS.

D�où BA2 = A2B, mais A est positif, alors

AB = BA

i.e., T est normal.

Maintenant, si B est positif, on applique le même argument.

Théorème 2.5.4 Soit T = A+iB décomposition cartésienne de T avec AB est p-hyponormal.

Si T � est hyponormal, alors T est normal.

Preuve. Soit Q = AB d�où Q� = BA.

On a

(AB)A = A(BA),

donc

QA = AQ�.

Utilisant le théorème de Fuglede-Putnam pour p-hyponormal, on trouve

Q�A = AQ.

D�où

BA2 = A2B.

Comme T � est hyponormal, nous avons,

TT � � T �T = 2i(BA� AB).

On pose Y = 2i(BA� AB), alors Y � 0.
D�autre part,

Y 2A = Y (Y A)

= Y (�AY ) = �(Y A)Y

= �(�AY )Y = AY 2.
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Mais Y est positif, alors

Y A = AY = 0.

Donc,

A(AB �BA) = (AB �BA)A = 0.

Ce implique que

�(AB �BA) = f0g .

Par conséquent AB �BA est quasi-nilpotent et anti-hermitien, d�où

AB �BA = 0.

Donc, T est normal.

Théorème 2.5.5 Soient A;B deux opérateurs positifs tels que AB est normal.

Alors, AB est auto-adjoint.

Preuve. On a

(AB)A = A (BA) .

D�aprés Fuglede-Putnam, on trouve

(AB)�A = A (BA)� .

D�où, A2B = BA2 comme A positif alors, AB = BA et

(AB)� = (BA)�

= A�B� = AB.

Donc, AB est auto-adjoint.

Théorème 2.5.6 Soient V;X deux opérateurs isométries et soit A est opérateur normal.
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Si

V X = XA.

Alors, l�opérateur A est unitaire.

Preuve. Puisque V X = XA, d�aprés le théorème de Fuglede-Putnam, on trouve

V �X = XA�.

Maintenant, on muliplie la première équation par V �, nous obtenons

X = V �XA.

D�où

X (I � A�A) = 0,

implique X�X (I � A�A) = 0 d�où A�A = I c�est-à-dire A est isométrie et puisque A

normal, alors le résultat.
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Chapitre 3

La classe des opérateurs compacts

3.1 Valeurs singulières

Dans ce paragraphe nous dé�nissons les valeurs singulières d�un opérateur compact, agissant

sur un espace de Hilbert séparable H.

Dé�nition 3.1.1 Soit T 2 L (H) un opérateur compact, on dé�nit les valeurs singulières
de T par

sn (T ) := �n (jT j) =
p
�n (T �T ) ; n 2 N�

i.e.; les valeurs singulières de T sont les valeurs propres de l�opérateur jT j = (T �T )
1
2 .

En particulier, s1 (T ) = kTk.

Exemple 3.1.1 On considère l�opérateur A 2 L (L2 [0; 1]) dé�ni par

(Af) (t) = 2i
tR
0

f (s) ds:

On trouve

sj (A) =
2

(2j � 1)� ; j = 1; 2; ::::::

Proposition 3.1.1 ([23]) Soit T 2 L (H) un opérateur compact. Alors, il existe dans H
deux systémes (�n)n et ( n)n orthonormaux tels que

T =
1P
n=1

sn h:; �ni n ,
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3.1. Valeurs singulières

où (sn)n est la suite des valeurs singulières de T .

Corollaire 3.1.1 (Expression de l�adjoint) Soit T 2 L (H) un opérateur compact, on a

T � =
1P
n=1

sn h:;  ni�n.

Preuve. En e¤et, on a 8f; g 2 H ,

hTf; gi =
1P
n=1

sn hf; �ni h n; gi

=

�
f;

1P
n=1

sn hg;  ni�n
�

= hf; T �gi .

Donc, T �g =
1P
n=1

sn hg;  ni�n.

On donne ci-dessous quelques propriétés sur les valeurs singulières.

Proposition 3.1.2 Les valeurs singulières d�un opérateur compact T 2 L (H) sont égale-
ment données par les deux formules suivantes

1) sn+1 = min
g1;::::;gn

max fkTfk ; kfk = 1 et hf; gki = 0; k = 1; ::::::; ng.
2) sn = inf fkT � Fk ; F 2 Fng.
où Fn est la classe des opérateurs de rang stictement plus petit que n, dé�nis de l�espace

H dans lui même.

Proposition 3.1.3 Soit T 2 L (H) un opérateur compact, et soit A 2 L (H). Alors

sn (AT ) � kAk sn (T ) .

Preuve. On a

sn (AT ) = min
g1;::::;gn�1

max fkATfk ; kfk = 1 et hf; gki = 0; k = 1; ::::::; n� 1g

� kAk min
g1;::::;gn�1

max fkTfk ; kfk = 1 et hf; gki = 0; k = 1; ::::::; n� 1g
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3.2. Les classes de Schatten Sp

= kAk sn (T ) .

Proposition 3.1.4 Soit (Ak) une suite d�opérateurs compacts convergent vers un opérateur

A pour la norme d�opérateurs. On a pour tout n 2 N,

lim
k!1

sn (Ak) = sn (A) .

Preuve. On a pour touts n; k 2 N

jsn (Ak)� sn (A)j � kAk � Ak .

Ainsi, lim
k!1

sn (Ak) = sn (A).

3.2 Les classes de Schatten Sp

Dans ce paragraphe nous introduisons les classes de Schatten Sp, pour P > 0. Nous nous

référons essentiellement au livre de Zhu (voir [54]).

Dé�nition 3.2.1 On dit qu�un opérateur compact T dé�ni sur un espace de Hilbert H est

de Schatten de classe p, 0 < p <1, autrement dit T 2 Sp, si la suite des valeurs singulières
qui lui associée (sn)n est dans lp ( i.e.;

P
n

spn <1 ).

Pour tout opérateur T de Sp, on pose

kTkSp =
�P
n�1

spn

� 1
p

= k(sn)nklp .

Remarque 3.2.1 Cette expression dé�nit une norme sur Sp, pour 1 � p < 1 et une

quasi-norme pour 0 < p < 1.

On donne ci dessous quelques propriétés sur les classes Sp.

Proposition 3.2.1 Soit A 2 L (H) un opérateur compact.
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a) Si p � 1, l�opérateur T appartient à la classe Sp si seulement si,P
jhT'i;  iij

p <1,

pour tout choix ('i)i , ( i)i des systémes orthonormaux de H. De plus, on a

kTkSp = sup
(�P

i

jhT'i;  iij
p

� 1
p

)
,

où le sup est pris sur tous les systémes orthonormaux ('i)i , ( i)i de H.

b) Si p = 1 et si T est positif alors, pour toute basse orthonormale ('i)i de H , on a

kTkS1 =
P
i

jhT'i; 'iij
p .

Cette somme est en particulier convergente indépendamment du choix de la basse ('i)i.

c) Si 0 < p � 1 et si, de plus, T est un opérateur positif tel que, pour une certaine base
orthonormale ('i)i de H , on a

P
i

jhT'i; 'iij
p <1,

alors, T 2 Sp et kTkpSp �
P
i

jhT'i; 'iij
p.

Proposition 3.2.2 (voir [54]) Soient T un opérateur compact sur un espace de Hilbert H

et p � 1. Alors, T 2 Sp si seulement si,

(T �T )
p
2 2 S p

2
.

De plus,

kTkpSp = kT
�Tk

p
2

S p
2
.

Proposition 3.2.3 La classe Sp est un idéal dans l�algèbre des opérateurs bornés. De plus,

si A et B sont deux opérateurs bornés et T 2 Sp. Alors,

kATBkSp � kAk kTkSp kBk .
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3.3 Quelques résultats sur les inégalités des valeurs

singulières pour les opérateurs normaux compacts

Dans cette section on montre quelques les inégalités des valeurs singulières aux opérateurs

normaux compacts, soit A est l�opérateur normal compact sur un espace de Hilbert séparable

complexe H, où A = A1 + iA2 est la décomposition cartésienne de A , on va montrer

l�inégalité suivante

1p
2
sj (A1 + iA2) � sj (A) � sj (jA1j+ jA2j) , pour j = 1; 2; ::::::

De plus, nous montrons l�inégalité suivante

p
2sj (A1 + iA2) � sj (A+ iA�) � 2sj (A1 + A2) , pour j = 1; 2; ::::::

Aussi, plusieurs inégalités seront prouvées.

Pour T 2 K (H) Les valeurs singulières de T notée s1 (T ) ; s2 (T ) ; :::: sont les valeurs

propres de l�opérateur positif jT j = (T �T )
1
2 comme s1 (T ) � s2 (T ) � :::: et répétée selon la

multiplicité. Notez que sj (T ) = sj (T
�) = sj (jT j), pour j = 1; 2; ::::::

Il suit le principe deWeyl (voir par exemple [54], p. 63 ou [24], p. 26) que si S; T 2 K (H)
sont positifs et S � T , alors sj (S) � sj (T ) pour j = 1; 2; ::::::

Les valeurs singulières de S � T et

24 0 T

S 0

35 sont les mêmes. Ici, nous utilisons la
notation de la somme directe S � T pour l�opérateur block-diagonal

24 S 0

0 T

35 dé�nie sur
H �H (voir [7]).

La décomposition de Jordan de A, dé�nie par

A = A+ � A�,

où A+ et A� sont les opérateurs positifs donnés par

A+ =
jAj+ A

2

et

A� =
jAj � A

2
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(voir [7] ).

On rappelle que la décomposition cartésienne de l�opérateur A donné par A = A1 + iA2

où A1 =
A+A�

2
et A2 = A�A�

2i
, sont des opérateur auto-adjoint. Si A est normal, alors

A1A2 = A2A1.

Dans [6] que si A;B;C 2 K (H) tel que

24 A B

B� C

35 � 0, alors
sj (B) � sj (A� C) . (3.3.1)

En outre, dans [6] que si A;B 2 K (H) tel que A est auto-adjoint et

�A � B;B � 0.

Alors,

2sj (A) � sj ((B + A)� (B � A)) . (3.3.2)

En plus, dans [6] les auteurs ont monté que

sj (A+B) � sj
��
A+ +B+

�
�
�
A� +B��� (3.3.3)

Tao a démontré dans [50] que si A;B;C 2 K (H) tel que

24 A B

B� C

35 � 0, alors

2sj (B) � sj

24 A B

B� C

35
Zhan a démontré dans [55], que si A;B 2 K (H) sont positifs, alors

sj (A�B) � sj (A�B) . (3.3.4)

Dans [30] Hirzallah et Kittaneh ont monté que si A;B 2 K (H) , alors

sj (A+B) � 2sj (A�B) (3.3.5)

Dans cette section on montre quelques résultats sur les inégalités des valeurs singulières

pour les opérateurs normaux compacts.
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3.3.1 Résultats principaux

Nous commencerons par présenter le théorème suivant pour les nombres complexes

Théorème 3.3.1 Soit x = a+ ib un nombre complexe.

Alors,
1p
2
ja+ bj � jxj � jaj+ jbj , (3.3.6)

Aussi,
1p
2
ja� bj � jxj � jaj+ jbj . (3.3.7)

Preuve. Pour prouver l�inégalite (3:3:6), on a

1p
2
ja+ bj = 1p

2

q
(a+ b)2 =

1p
2

p
a2 + b2 + 2ab

� 1p
2

p
2a2 + 2b2 =

p
a2 + b2 = jxj .

De plus,
1p
2
ja� bj = 1p

2

q
(a� b)2

=
1p
2

p
a2 + b2 � 2ab �

p
a2 + b2 � jxj .

Maintenant, on généralise le théorème précédent par le théorème suivant.

Théorème 3.3.2 Soit A un opérateur normal dans K (H), où A = A1+ iA2 décomposition

cartésienne de A.

Alors,
1p
2
sj (A1 + A2) � sj (A) � sj (jA1j+ jA2j)

pout tout j = 1; 2; :::::

Preuve. Nous avons

p
A�A =

q
(A21 + A22) + i (A1A2 � A2A1),
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puisque A est normal alors,
p
A�A =

q
A21 + A22,

d�où,

sj (A) = sj (jAj)

= sj

�p
A�A

�
= sj

�q
A21 + A22

�
,

pour j = 1; 2; :::::

En utilisant le principe de Weyl et l�inégalitéq
A21 + A22 � jA1j+ jA2j ,

on trouve

sj

�q
A21 + A22

�
� sj (jA1j+ jA2j) ,

pour j = 1; 2; :::::

D�où

sj (A) � sj (jA1j+ jA2j)

Maintenant , pour prouver l�inégalité de gauche, nous rappelons cette fameuse inégalité

0 � (A1 + A2)
� (A1 + A2) � 2

�
A21 + A22

�
.

Par conséquent, en utilisant le principe de Weyl, nous pouvons écrire

sj

�q
(A1 + A2)

� (A1 + A2)

�
�
p
2sj

�q
A21 + A22

�
pour j = 1; 2; :::::

D�où,

sj (A1 + A2) = sj (jA1 + A2j) �
p
2sj

�q
A21 + A22

�
.

L�exemple suivant montrent que la condition de la normalité est nécessaire.

Exemple 3.3.1 Soit

A =

24 2� i 2i

2i 2i

35
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on a

A1 =

24 2 0

0 0

35 ; A2 =
24 �1 2

2 2

35
D�où, on trouve

s2 (A) = s2 (A1 + iA2) � 1:34 > s2 (jA1j+ jA2j) � 1:27:

Remarque 3.3.1 Soit

X =

24 0 A

�A 0

35 ,
où A est un opérateur normal, alors X est un opérateur normal et X = X1 + iX2 est la

décomposition cartésienne de X .

X1 =

24 0 A�A�
2

A��A
2

0

35 et X2 =

24 0 A+A�

2i

�A�A�
2i

0

35 .
Alors, on trouve,

jX1j =

24 jA�A�j
2

0

0 jA��Aj
2

35 et jX2j =

24 jA+A�j
2

0

0 jA+A�j
2

35 .
Maintenant, en appliquant le théorème 3.3.2, nous obtenons

1p
2
sj (A1 � A2) � sj (A) � sj (jA1j+ jA2j) .

Comme application du théorème 3.3.2, nous allons déterminer les limites supérieures et

inférieures pour les valeurs singulières de l�opérateur normal A+ iA�, où A est normal.

Théorème 3.3.3 Soit A 2 K (H) un opérateur normal, où A = A1 + iA2 est la décompo-

sition cartésienne de A.

Alors,
p
2sj (A1 + A2) � sj (A+ iA�) � 2sj (A1 + A2) ,

pour j = 1; 2; :::::
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Preuve. Supposons que T = A + iA� un opérateur normal, donc on peut écrire la

décomposition cartésienne de T comme T = T1 + iT2 où

T1 =
(A+ A�) + i (A� � A)

2
; T2 =

(A� A�) + i (A+ A�)

2i

où la décomposition cartésienne de A est donné par A = A1 + iA2.

En faisant la comparaison de T1 et T2 et on voit facilement queT1 = T2 .

Donc

T1 + T2 = (A+ A�) + i (A� � A) = 2 (A1 + A2) .

De plus, on trouve

jT1j = jT2j = jA1 + A2j .

Maintenant, on applique le théorème 3.3.2. On obtient,

1p
2
sj (2 (A1 + A2)) � sj (T ) � sj (2 jA1 + A2j) ,

pour j = 1; 2; ::::

Ceci est équivalent

p
2sj (A1 + A2) � sj (A+ iA�) � 2sj (A1 + A2) ,

pour j = 1; 2; :::::

Maintenant, on donne une nouvelle preuve d�inégalité (3:3:2).

Théorème 3.3.4 Soient A;B 2 K (H) tel que A est auto-adjoint, B � 0 et �A � B.

Alors,

2sj (A) � sj ((B + A)� (B � A)) .

Preuve. Nous pouvons écrire A sous la forme

A =
(B + A)� (B � A)

2
.

On applique l�inégalité (3:3:4), nous obtenons

sj (A) =
1

2
sj ((B + A)� (B � A))
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� 1

2
sj ((B + A)� (B � A)) ,

ce qui revient à dire que

2sj (A) � sj ((B + A)� (B � A)) ,

pour j = 1; 2:::::

Dans le théorème suivant on présente une preuve d�inégalité (3:3:3).

Théorème 3.3.5 Soient A;B deux opérateurs auto-adjoints dans K (H).

Alors,

sj (A+B) � sj
��
A+ +B+

�
�
�
A� +B��� ,

pour j = 1; 2; ::::::

Preuve. Puisque A et B sont des opérateurs auto-adjoints nous pouvons écrire

A = A+ � A�

et

B = B+ �B�

On applique l�inégalité (3:3:4), on trouve

sj (A+B) = sj
�
A+ � A� +B+ �B��

= sj
��
A+ +B+

�
�
�
A� +B���

� sj
��
A+ +B+

�
�
�
A� +B��� ,

pour j = 1; 2; :::::::

Maintenant, on présente les deux théorèmes suivants comme une application d�inégalité

(3:3:5).
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Théorème 3.3.6 Soit A 2 K (H) un opérateur normal, et soit A = A1 + iA2 la décompo-

sition cartésienne de A.

Alors,

sj (A) � 2sj
��
2A�1 + 2A

�
2

�
� (A1 + A2)

�
,

pour j = 1; 2; :::::::

Preuve. D�après le théorème 3.3.2 si A est un opérateur normal dans K (H) avec

A = A1 + iA2 la décomposition cartésienne de A , on a

sj (A) � sj (jA1j+ jA2j)

= sj ((jA1j � A1) + (jA2j � A2) + (A1 + A2))

= sj
��
2A�1 + 2A

�
2

�
+ (A1 + A2)

�

� 2sj
��
2A�1 + 2A

�
2

�
� (A1 + A2)

�
pour j = 1; 2; ::::::

Le théorème suivant est la deuxième application de l�inégalité (3:3:5).

Théorème 3.3.7 Siot A 2 K (H) un opérateur auto-adjoint.

Alors,

sj
�
A+
�
� sj (A� jAj) ,

pour j = 1; 2; ::::::

De plus,

sj
�
A�
�
� sj (A� jAj) ,

pour j = 1; 2; ::::::
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Preuve. Il est bien connu que

A+ =
A+ jAj
2

.

Donc en utilisant l�inégalité (3:3:5),

on obtient

sj
�
A+
�
= sj

�
A+ jAj
2

�

� 2sj
�
A

2
� jAj

2

�

= sj (A� jAj) .

De même,

A� =
jAj � A

2
.

Donc en utilisant l�inégalité (3:3:5),

on obtient

sj
�
A�
�
= sj

�
jAj+ (�A)

2

�

� 2sj
�
jAj
2
�
�
�A
2

��

= sj (A� jAj) ,

pour j = 1; 2; :::::

Bhatia et Kittaneh dans [9] ont prouvé que si A;B 2 K (H), alors

sj (AB
� +BA�) � sj ((A

�A+B�B)� (AA� +BB�)) , (3.3.8)

pour j = 1; 2; :::::

Ici, nous allons démontrer une inégalité similaire de l�inégalité (3:3:8) .

Théorème 3.3.8 Soient A;B 2 K (H).

52



3.3. Quelques résultats sur les inégalités des valeurs singulières pour les opérateurs
normaux compacts

Alors,

sj (AB +BA) � sj ((A
�A+B�B)� (AA� +BB�)) ,

pour j = 1; 2; :::::

Preuve. Posons

X =

24 A 0

B� 0

35 et Y =

24 B 0

A� 0

35 .
Cela implique que

XX� =

24 AA� AB

B�A� B�B

35
et

X�X =

24 A�A+BB� 0

0 0

35
D�autre part, nous avons

Y Y � =

24 BB� BA

A�B� A�A

35
et

Y �Y =

24 B�B + AA� 0

0 0

35 .
Comme XX�et Y Y � sont des opérateurs positifs, alors

XX� + Y Y � =

24 AA� +BB� AB +BA

B�A� + A�B� B�B + A�A

35 ,
est positif.

Maintenant, en appliquant l�inégalité (3:3:1), on obtient

sj (AB +BA) � sj ((A
�A+B�B)� (AA� +BB�)) ,

pour j = 1; 2; :::::::

Corollaire 3.3.1 Soient A;B 2 K(H) deux opérateurs normaux.

Alors,

sj (AB +BA) � sj ((AA
� +BB�)� (AA� +BB�)) ,

pour j = 1; 2; :::::::
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3.4 Résultat de généralisation

Dans cette section on donne la généralisation des théorèmes 3.3.2 et 3.3.3

Théorème 3.4.1 Soit A1; A2; ::::; An des opérateurs normaux dans K (H).

Alors,

1p
2
sj

�
nL
i=1

(< (Ai) + = (Ai))
�
� sj

�
nL
i=1

Ai

�
� sj

�
nL
i=1

(j< (Ai)j+ j= (Ai)j)
�
,

pour j = 1; 2; :::::::

Preuve. Si A1; A2; ::::; An sont normaux.

Alors, on obtient

nL
i=1

Ai =

0BBBBBBBBBBB@

A1 0

A2

:

:

:

0 An

1CCCCCCCCCCCA
,

est normal.

D�où, on trouve�
nL
i=1

< (Ai)
��

nL
i=1

= (Ai)
�
=

�
nL
i=1

= (Ai)
��

nL
i=1

< (Ai)
�
.

Par l�égalité suivante, on obtients�
nL
i=1

Ai

��� nL
i=1

Ai

�
=

s�
nL
i=1

< (Ai)
�2
+

�
nL
i=1

= (Ai)
�2
.

Donc,

sj

�
nL
i=1

Ai

�
= sj

����� nL
i=1

Ai

����� = sj

 s�
nL
i=1

Ai

��� nL
i=1

Ai

�!

= sj

0@s� nL
i=1

< (Ai)
�2
+

�
nL
i=1

= (Ai)
�21A .
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En utilisant le principe de Weyl et l�inégalités�
nL
i=1

< (Ai)
�2
+

�
nL
i=1

= (Ai)
�2
�
���� nL
i=1

< (Ai)
����+ ���� nL

i=1

= (Ai)
���� ,

on trouve

sj

0@s� nL
i=1

< (Ai)
�2
+

�
nL
i=1

= (Ai)
�21A � sj

����� nL
i=1

< (Ai)
����+ ���� nL

i=1

= (Ai)
����� .

Maintenant , pour prouver l�inégalité de gauche, nous rappelons cette inégalité

0 � (< (Ai) + = (Ai))� (< (Ai) + = (Ai)) � 2
�
(< (Ai))2 + (= (Ai))2

�
.

Par conséquent, en utilisant le principe de Weyl, nous pouvons écrire

sj

��
nL
i=1

< (Ai) +
nL
i=1

= (Ai)
��� nL

i=1

< (Ai) +
nL
i=1

= (Ai)
��

� 2sj

 �
nL
i=1

< (Ai)
�2
+

�
nL
i=1

= (Ai)
�2!

.

D�où,

sj

�
nL
i=1

< (Ai) +
nL
i=1

= (Ai)
�
= sj

����� nL
i=1

< (Ai) +
nL
i=1

= (Ai)
�����

�
p
2sj

0@
vuut � nL

i=1

< (Ai)
�2
+

�
nL
i=1

= (Ai)
�2!1A ,

pour j = 1; 2; ::::

Corollaire 3.4.1 Soit A = A1 + iA2 un opérateur normal dans K (H).

Alors,
1p
2
sj (A1 + A2) � sj (A) � sj (jA1j+ jA2j) ,

pour j = 1; 2; :::::

Théorème 3.4.2 Soit A1; A2; ::::; An des opérateurs normaux dans K (H).

Alors,

p
2sj

�
nL
i=1

(< (Ai) + = (Ai))
�
� sj

�
nL
i=1

(Ai + iA�i )

�
� 2sj

�
nL
i=1

(< (Ai) + = (Ai))
�
,
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pour j = 1; 2; :::::

Preuve. Puisque Ai + iA�i est normal pour j = 1; 2; :::::.

Supposons que

T =
nL
i=1

(Ai + iA�i ) ,

est un opérateur normal.

Donc on peut écrire la décomposition cartésienne de T comme

T = < (T ) + i= (T )

où

< (T ) =
nL
i=1

�
Ai + A�i
2

�
+ i

nL
i=1

�
A�i � Ai
2

�
,

et

= (T ) =
nL
i=1

�
Ai � A�i
2i

�
+ i

nL
i=1

�
A�i + Ai
2i

�
.

En faisant la comparaison des < (T ) et = (T ) , on voit facilement que < (T ) = = (T )
donc

< (T ) + = (T ) =
nL
i=1

(Ai + A�i ) + i
nL
i=1

(A�i � Ai) .

Maintenant, on applique le théorème 3.3.2.

On obtient,

1p
2
sj (< (T ) + = (T )) � sj (< (T ) + i= (T )) � sj (j< (T )j+ j= (T )j) .

D�où
1p
2
sj

�
nL
i=1

(Ai + A�i ) + i
nL
i=1

(A�i � Ai)

�
� sj

�
nL
i=1

(Ai + iA�i )

�
,

et

sj

�
nL
i=1

(Ai + iA�i )

�
� 2sj

�
nL
i=1

�
A�i + Ai
2

�
+ i

nL
i=1

�
A�i � Ai
2

��

= sj

�
nL
i=1

(Ai + A�i ) + i
nL
i=1

(A�i � Ai)

�
on a

<
�

nL
i=1

Ai

�
=

nL
i=1

�
A�i + Ai
2

�
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et

=
�

nL
i=1

Ai

�
=

nL
i=1

�
Ai � A�i
2i

�
donc

1p
2
sj

�
2<
�

nL
i=1

Ai

�
+ 2=

�
nL
i=1

Ai

��
� sj

�
nL
i=1

(Ai + iA�i )

�

� sj

�
2<
�

nL
i=1

Ai

�
+ =

�
nL
i=1

Ai

��
Finalement,

p
2sj

�
nL
i=1

(< (Ai) + = (Ai))
�
� sj

�
nL
i=1

(Ai + iA�i )

�
� 2sj

�
nL
i=1

(< (Ai) + = (Ai))
�

pour j = 1; 2; ::::
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Chapitre 4

L�opérateur n-power-hyponormal et

l�opérateur de la forme T 2 � �T �2

4.1 L�opérateur n-power-hyponormal

Dans cette section, nous introduisons une nouvelle classe d�opérateur agissant sur un espace

de Hilbert complexe H dite n-power-hyponormal.

Nous donnons quelques propriétés de base de ces les opérateurs.

Dé�nition 4.1.1 (opérateur n-power-hyponormal ) un opérateur T 2 L (H) est appelé
un opérateur n-power-hyponormal si,

T nT � � T �T n.

Il est facile de constater que, cette nouvelle classe comprend tous les opérateurs normaux,

tous les opérateurs n-normaux et tous les opérateurs hyponormaux.

Proposition 4.1.1 Soient S; T 2 L (H) deux opérateurs sont unitairement équivalents, et
T est n-power-hyponormal .

Alors, l�opérateur S aussi est n-power-hyponormal.
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4.1. L�opérateur n-power-hyponormal

Preuve. Comme S et T sont unitairement équivalents, alors il existe un opérateur

unitaire U tel que

S = UTU�

d�où,

Sn = UT nU�

Nous avons,

SnS� = UT nU� (UTU�)�

= UT nU�UTU�

= UT nT �U�

� UT �T nU�

= S�Sn.

Donc,

SnS� � S�Sn,

c�est - à - dire, S est un opérateur n-power-hyponormal.

Proposition 4.1.2 Soit T 2 L (H) un opérateur n-power-hyponormal .

Alors, T � est anti-n-power-hyponormal.

Preuve. Comme T est un opérateur n-power-hyponormal.

Alors,

T nT � � T �T n ) (T nT �)� � (T �T n)�

) (T �)� (T n)� � (T n)� (T �)�

) T (T �)n � (T �)n T

) (T �)n T � T (T �)n .

D�où le résultat.

Corollaire 4.1.1 Si T et T � sont deux opérateurs n-power-hyponormaux.
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4.1. L�opérateur n-power-hyponormal

Alors, l�opérateur T est un opérateur n-normal.

Théorème 4.1.1 Soient S; T 2 L (H) deux opérateurs n-power-hyponormaux commutent
avec ST � = T �S.

Alors, ST est un opérateur n-power-hyponormal.

Preuve. Puisque ST = TS, d�où

SnT n = (ST )n ,

et ST � = T �S , d�où

SnT � = T �Sn.

On a

ST � = T �S ) TS� = S�T

) T nS� = S�T n.

Nous avons

(ST )n (ST )� = SnT nT �S�

� SnT �T nS�

= T �SnS�T n

� T �S�SnT n.

Par conséquent

(ST )n (ST )� � (ST )� (ST )n .

Donc , ST est un opérateur n-power-hyponormal.

Proposition 4.1.3 Soient S; T 2 L (H) deux opérateurs n-power-hyponormaux commutent
avec ST � = T �S et (S + T )� commute avec

n�1P
k=1

CknS
n�kT k.

Alors, S + T est n-power-hyponormal.
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4.1. L�opérateur n-power-hyponormal

Preuve. On a

(S + T )n (S + T )� =

 
nX
k=0

CknS
n�kT k

!
(S� + T �)

= SnS� +

n�1X
k=1

CknS
n�kT k (S + T )� + T nS� + SnT � + T nT �.

D�autre part, on a

TS� = S�T ) T nS� = S�T n.

Maintenant

TS� = S�T ) ST � = T �S

) SnT � = T �Sn.

Puisque (S + T )� est commute avec
n�1P
k=1

CknS
n�kT k.

Alors,

(S + T )n (S + T )� = SnS� + (S + T )�
n�1X
k=1

CknS
n�kT k + S�T n + T �Sn + T nT �

� S�Sn + (S + T )�
n�1X
k=1

CknS
n�kT k + S�T n + T �T n

= (S + T )�
 

nX
k=0

CknS
n�kT k

!
= (S + T )� (S + T )n .

Proposition 4.1.4 Soient S; T 2 L (H) deux opérateurs 2-power-hyponormaux, avec TS� =
S�T , et ST + TS = 0.

Alors, T + S et ST sont 2-power-hyponormaux.

Preuve. Comme

ST + TS = 0.

D�où

(S + T )2 = S2 + T 2.
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4.1. L�opérateur n-power-hyponormal

On a

(S + T )2 (S + T )� =
�
S2 + T 2

�
(S� + T �)

= S2S� + S2T � + T 2S� + T 2T �

= S2S� + T �S2 + S�T 2 + T 2T � (car TS� = S�T )

� S�S2 + T �S2 + S�T 2 + T �T 2

= (S + T )� (S + T )2 .

Maintenant,

comme ST + TS = 0, d�où (ST )2 = �S2T 2.
Nous avons,

(ST )2 (ST )� = �S2T 2 (�TS)�

� S2T 2S�T �

= S2S�T 2T �

� S�S2T �T 2

� S�T �S2T 2 (car TS� = S�T )

= � (ST )� (ST )2

= (ST )� (ST )2 .

Théorème 4.1.2 Soient T1; T2; :::::::; Tm 2 L (H) des opérateurs n-power-hyponormaux.

Alors, (T1 � T2 � :::::::� Tm) et (T1 
 T2 
 :::::::
 Tm) sont opérateurs n-power-hyponormaux.

Preuve. Nous avons

(T1 � T2 � ::::::� Tm)
n (T1 � T2 � ::::::� Tm)

� = (T n1 � T n2 � ::::::� T nm) (T
�
1 � T �2 � ::::::� T �m)

= T n1 T
�
1 � ::::::::::� T nmT

�
m

� T �1 T
n
1 � ::::::::::� T �mT

n
m

= (T �1 � T �2 � ::::::� T �m) (T
n
1 � T n2 � ::::::� T nm)

= (T1 � T2 � ::::::� Tm)
� (T1 � T2 � ::::::� Tm)

n .
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4.1. L�opérateur n-power-hyponormal

Alors, (T1 � T2 � ::::::� Tm) un opérateur n-power-hyponormal.

Dautre part,

pour x1; :::::::; xm 2 H
On a

(T1 
 T2 
 ::::::
 Tm)
n (T1 
 T2 
 ::::::
 Tm)

� (x1 
 ::::::
 xm)

= (T n1 
 T n2 
 ::::::
 T nm) (T
�
1 
 T �2 
 :::::::
 T �m) (x1 
 ::::::
 xm)

= T n1 T
�
1 x1 
 :::::::::
 T nmT

�
mxm

� T �1 T
n
1 x1 
 :::::::::
 T �mT

n
mxm

= (T �1 
 T �2 
 ::::::
 T �m) (T
n
1 
 T n2 ::::::
 T nm) (x1 
 ::::::
 xm)

= (T1 
 T2 
 ::::::
 Tm)
� (T1 
 T2 
 ::::::
 Tm)

n (x1 
 ::::::
 xm)

d�où

(T1 
 T2 
 ::::::
 Tm)
n (T1 
 T2 
 ::::::
 Tm)

� � (T1 
 T2 
 ::::::
 Tm)
� (T1 
 T2 
 ::::::
 Tm)

n :

Donc (T1 
 T2 
 ::::::
 Tm) un opérateur n-power-hyponormal.

Proposition 4.1.5 Soit T 2 L (H) un opérateur 3-power-hyponormal, avec T 2 = �T �2.

Alors, T est un opérateur 3-normal.

Preuve. Comme

T 3T � = TT 2T � = �TT �3

et

T �T 3 = T �T 2T = �T �3T .

T est 3-power-hyponormal, alors

T 3T � � T �T 3 ) �TT �3 � �T �3T

) TT �
3 � T �

3

T

)
�
TT �

3
��
�
�
T �

3

T
��

) T 3T � � T �T 3.

:
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4.1. L�opérateur n-power-hyponormal

Donc

T 3T � = T �T 3.

Proposition 4.1.6 Soit T 2 L (H) un opérateur 4-power-hyponormal, avec T est anti-

normal.

Alors, l�opérateur T est 4-normal.

Preuve. T est anti-normal d�où T 2 = T �
2
. Puisque

T 4T � = T 2T 2T � = T �
5

et

T �T 4 = T �T 2T 2 = T �
5

.

On trouve T 4T � = T �T 4.

Proposition 4.1.7 Soit T 2 L (H)un opérateur 2-power-hyponormal, avec T est idempo-

tent.

Alors, T est un opérateur hyponormal.

Preuve. Comme est 2-power-hyponormal, d�où

T 2T � � T �T 2.

Puisque T est idempotent d�où

T 2 = T .

Ce qui implique

TT � � T �T ,

c�est-à-dire T est hyponormal.

Proposition 4.1.8 Soit T 2 L (H) un opérateur 3-power-hyponormal, avec T est idempo-
tent.
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4.2. Etude des opérateurs de la forme T 2 � �T �2

Alors, T est un opérateur 2-power-hyponormal.

Preuve. Puisque est 3-power-hyponormal, alors

T 3T � � T �T 3.

Comme T est idempotent qui implique

T 2T � � T �T 2.

Donc T est un opérateur 2-power-hyponormal.

4.2 Etude des opérateurs de la forme T 2 � �T �2

Dans cette section, nous introduisons la nouvelle classe d�opérateurs pour lesquels T 2 �
�T �2 sur un espace de Hilbert complexe H .

Nous donnons quelques propriétés de base de ces opérateurs, et nous étudions la relation

entre cette la classe et quelques autres classes dé�nis sur H.

4.2.1 Quelques propriétés fondamentales

Proposition 4.2.1 Soit T = A+ iB 2 L (H) (décomposition cartésienne de T ).

Alors, T 2 � �T �2 si et seulement si A2 � B2.

Preuve. Nous avons

T 2 = (A+ iB)2

= A2 �B2 + i (AB +BA)

et

T �2 = A2 �B2 � i (AB +BA) .

Donc on trouve

T 2 + T �2 = 2
�
A2 �B2

�
,
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4.2. Etude des opérateurs de la forme T 2 � �T �2

et on a

T 2 � �T �2.

Ce que implique

A2 � B2.

Proposition 4.2.2 Soit T 2 L (H), avec T 2 est positif.

Alors,

T 2 � �T �2.

Preuve. Clair.

Proposition 4.2.3 Soient S; T 2 L (H) deux opérateurs sont unitairement équivalents.

Si

T 2 � �T �2.

Alors,

S2 � �S�2.

Preuve. Comme S et T sont unitairement équivalents, alors il existe un opérateur

unitaire U tel que

S = U�1TU .

Ce que implique

S� = U�T �
�
U�1

��
= U�T � (U�)�1 .

Donc, on trouve

S2 = U�1TUU�1TU
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4.2. Etude des opérateurs de la forme T 2 � �T �2

= U�1T 2U

et

�S�2 = �U�T � (U�)�1 U�T � (U�)�1

= �U�T �2 (U�)�1 .

Puisque U est unitaire d�où U�1 = U�, maintenant on utilise T 2 � �T �2 d�où

U�1T 2U � �U�T �2 (U�)�1 ,

donc

S2 � �S�2.

4.2.2 La somme et le produit de deux opérateurs

Dans ce pragraphe, nous étudions la somme de deux opérateurs et la somme directe et le

produit de tenseur.

Proposition 4.2.4 Si T 2 � �T �2 et S2 � �S�2 avec

TS = �ST .

Alors,

(T + S)2 � � (T + S)�2 .

Preuve. Comme TS = �ST d�où TS + ST = 0 ce implique que

(T + S)2 = T 2 + S2,

et

(T + S)�2 = T �2 + S�2.
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4.2. Etude des opérateurs de la forme T 2 � �T �2

Dautre part, nous avons

T 2 � �T �2,

et

S2 � �S�2,

implique que

T 2 + S2 � �
�
T �2 + S�2

�
.

On a (T + S)2 = T 2 + S2 d�où � (T + S)�2 = � (T �2 + S�2).

Donc on obtient (T + S)2 � � (T + S)�2.

Proposition 4.2.5 Si T 2 � �T �2et S2 � �S�2
.

Alors,

(T � S)2 � � (T � S)�
2

et

(T 
 S)2 � � (T 
 S)�
2

.

Preuve. Soit x = x1 � x2 dans H �H.

Alors, on a

(T � S)2 x = (T � S)2 (x1 � x2)

=
�
T 2 � S2

�
(x1 � x2)

= T 2x1 � S2x2

�
�
�T �2

�
x1 �

�
�S�2

�
x2

= �
�
T �

2 � S�
2
�
(x1 � x2)

= � (T � S)�
2

x.

D�où

(T � S)2 � � (T � S)�
2

.
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4.2. Etude des opérateurs de la forme T 2 � �T �2

Dautre part, on a

(T 
 S)2 x = (T 
 S)2 (x1 
 x2)

=
�
T 2 
 S2

�
(x1 
 x2)

= T 2x1 
 S2x2

�
�
�T �2

�
x1 


�
�S�2

�
x2

= �
�
T �

2 
 S�
2
�
(x1 
 x2)

= � (T 
 S)�
2

x.

Donc (T 
 S)2 � � (T 
 S)�
2

.

4.2.3 Relation entre la classe d�opérateur T 2 � �T �2 et quelques

classes des opérateurs

Proposition 4.2.6 Si T 2 L (H) est auto-adjoint avec T 2 � �T �2.

Alors, T est skew-normal.

Preuve. On a T 2 � �T �2 et T est auto-adjoint, d�où T 2 � 0, donc T 2 est positif.
Alors

T 2 =
�
T 2
��
= T �

2

c�est-à-dire T est skew-normal.

Proposition 4.2.7 Si T 2 L (H) est anti-hermitien, avec T 2 � �T �2.

Alors, T = 0.

Preuve. Soit T 2 L (H) est anti-hermitien, et supposons T = A + iB décomposition

cartésienne de T . Puisque T est anti-hermitien (i.e.; T = �T ) ce imlique que A = 0 donc
A2 = 0.

D�autre part, comme T 2 � �T �2et on utilise la proposition 4.2.1 on trouve B2 � 0 mais
B2 � 0 d�où B2 = 0 puisque B est hermitien donc B = 0 d�où on obtient T = 0

Proposition 4.2.8 Sioit T 2 L (H) est idempotent, avec T 2 � �T �2.
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4.2. Etude des opérateurs de la forme T 2 � �T �2

Alors, T + T � est positif.

Preuve. Comme T 2 � �T �2, et T est idempotent i.e.; T 2 = T .

Ce qui implique T �2 = T �.

Alors T 2 � �T �2imlique T � �T � d�où T + T � � 0 c�est-à-dire T + T � est positif.

Dans [32] l�auteur a introduit la classe des opérateurs "subpojection" dans L (H).

Dé�nition 4.2.1 On appelle un opérateur T 2 L (H) est subpojection.

Si

T 2 = T �.

On note par S (H) de tous les opérateurs subpojections

Proposition 4.2.9 Soit T 2 � �T �2avec T 2 S (H).

Alors, T + T � est positif.

Preuve. On a T 2 � �T �2et puisque T 2 S (H) d�où T 2 = T �.

Ce implique que T � � �T , donc T + T � � 0 c�est-à-dire T + T � est positif.

Proposition 4.2.10 Soit T 2 � �T �2avec T est projection orthogonale.

Alors, T est positif.

Preuve. Comme T 2 � �T �2et T est projection orthogonale (T 2 = T = T �) ce qui

implique que T � �T d�où T � 0 i.e.; T est positif.

70



Conclusion et Perspectives

Cette thèse s�incrit dans le domaine de la théorie des opérateurs. Les opérateurs qui m�a

particulièrement intéressé sont les opérateurs compacts et les opérateurs normaux.

On a commencé par quelques préliminaires sur les opérateurs normaux et les opérateurs

compacts, on a rappelé tous les outils nécessaires pour l�élaboration de ce travail.

L�objectif de second chapitre est de donner quelques conditions sur d�opérateurs non

normaux qui impliquent la normalité en utilisant le théorème est très important dans le

domaine de la théorie des opérateurs bornés ou non bornés dit théorème de Fuglede-Putnam.

Au troisième chapitre nous avons introduit quelques inégalités des valeurs singulières

pour les opérateurs compacts et normaux. On a montré l�inégalité suivante

1p
2
sj (A1 + iA2) � sj (A) � sj (jA1j+ jA2j) , pour j = 1; 2; ::::::

Pour A un opérateur normal compact sur un espace de Hilbert H séparable et complexe,

où A = A1+iA2 est la décomposition cartésienne de A, aussi on a prouvé l�inégalité suivante

p
2sj (A1 + iA2) � sj (A+ iA�) � 2sj (A1 + A2) , pour j = 1; 2; ::::::

À la �n de ce chapitre, nous avons donné une généralisation de ces inégalités.

Au dernier chapitre, on a présenté une nouvelle classe d�opérateur dite n-power-hyponormal

sur un espace de Hilbert H, on a donné quelques propiétés de base concernant cette classe.

Ainsi, nous avons introduit autre nouvelle classe d�opérateurs de la forme T 2 � �T �2 ,
on a donné donné quelques propiétés de ces opérateurs et on a étudié la relation entre cette

classe et quelques autres classes des opérateurs dé�nis sur H.

70



Conclusion et Perspectives

� Les perspectives de recherche dans ce travail sont nombreuses, nous citons quelques
unes.

1. On a le problème ouvert suivant. Soient N;M normaux et A;B bornés tels que

AN =MB. A-t-on AN� =M�B ?.

2. La somme d�opérateurs normaux a été étudié récemment. L�une des questions na-

turelles est de faire la même chose pour les opérateurs hyponormaux?.

3. Quelle est la caractérisation du spectre d�un opérateur n-power-hyponormal?.

4. Quel est le spectre de l�opérateur de la forme T 2 � �T �2?.
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