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Introduction

Dans ce mémoire, nous traitons 1'un des sujets les plus importants de I'analyse mathé-
matique et numérique, qui est la solution numérique de I'équation intégrale de Volterra
de type 1.

Le sujet de la résolution d’équations intégrales par des méthodes algébriques sont
tres complexe , c’est pourquoi nous avons résumé autant que possible dans ma présente
d’étude en nous limitant a I’équation de Volterra de premier type en utilisant des mé-
thodes numériques.

Dans le premier chapitre, nous avons traité un bref des concepts les plus importants
de I'analyse fonctionnelle. Quant au deuxiéme chapitre, nous avons traité des définitions,
des formes et de la classification de certaines équations intégratives avec un rappel de
I'existence et de 'unicité de la solution.

Dans le troisieme chapitre, nous avons traité de la solution numérique de 1'équation
intégrale de Volterra de premier type, en utilisant des méthodes numériques avec des

exemples illustratifs.



Chapitre 1

Rappels d’Analyse Fonctionnelle

1.1 Définitions préliminaires

1.1.1 Espaces vectoriels normés

Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. Une norme sur E est une application,
le plus souvent notée || - ||
1= B — Ry = [0, +o0]
Ayant les trois propriétés suivantes :
(@) ||z|]| > 0 pour tout x € E et ||z]| =0 <=z =0.
(b) [|[Az|| = |\ ||z||, Vo € E, VX €k, (Homogénéité)
© |lz+yll <zl + |yl ,Vz,y € E (Inégalité triangulaire)

— L'orsqu’un espace vectoriel £ est muni d’une norme et de la topologie associée a

cette norme, on dit que c’est un espace vectoriel normé, ou, plus simplement, un es-

pace normé voir [5]. Il estimmédiat de voir que sil’on pose, pour z = (z1,......... , T) €
k™ :

lzll, = |z1] +...... + ||

|zl = max{|z|+ ... + |z}

Alors |||, et |||, sont deux normes sur k"

Si p est un nombre reel vérifiant 1 < p < oo, on obtient une norme sur R" en posant :

n 1/p
zll, = <Z Iw’k\p>
k=1

2



1.1. Définitions préliminaires

Définition 1.2 (Espace L?(€2)) On note L*(Q) I'ensemble des fonctions de carré sommable c-a-d

[2Q) = {u: Q>R / (u(x))? < o0}

Q

Théoréme 1.1 (Inégalité de Cauchy — Schwartz) Siw et w sont des fonctions de L*(Q), alors :

1/2 1/2
/uwdv < (/ u2dv) (/ w2dv)
0 0 Q

1.1.2 Espaces de Banach et de Hilbert:

Définition 1.3 ( produit scalaire) :
Soit H un espace vectoriel réel, resp. Complexe. On appelle produit scalaire sur H toute forme
bilinéaire symétrique, resp. Hermitienne, qui est définie
positive.On notera (x,y) le produit scalaire des vecteurs x,y € H.Cela signifie que I'applica-
tion :
(.,.): Hx H—k=RouC
(z,y) = (z,9)

vérifie Pour tout x,y € Hona:
(x,y) = (y,x) sil'espace est réel

(x,y) = (y,x) si l'espace est complexe

pour tout x € H ,ona (x,x) > 0et (z,z) =0ssiz =0
Définition 1.4 L’espace des fonctions continues définit par :
C ([a,b]) ={f :[a,b] = R/f : continue}
muni de la norme

[flle = sup [f(z)], f € C(la,0])

z€[a,b]

est un espace vectoriel normeé.

Définition 1.5 Soit ( f,,), une suite des fonctions continueset f : [a,b] — Rtelleque || f, — f||., —
Oalors f € C ([a,b]), ie

Ve >0,dN €N, Vn> N, Vx € [a,b], |f.(z)— f(x)] <e



1.1. Définitions préliminaires

Définition 1.6 suite de cauchy
Soit ( f,) une suite d’éléments d'un espace normé C ([a,b], ||.||.,) , on dit que la suite (f,,) est

de Cauchy si, on a la relation suivante
vg>07 ElNéa Vp7qu87 ona pr_qu <e€

Définition 1.7 (I'espace complet) Un espace vectoriel normé C ([a,b],|.||,), est dit complet,
si toute suite de Cauchy (f,) d’éléments de C (|a,b]) est une suite convergente dans C ([a, b])
Autrement dit,

Ve >0,IN. € N, Vp,q > N, ona | f,— fJl <e

implique l'existence d’un élément f € C ([a, b)) tel que
fo— 1
Toute suite converge est une suite de cauchy mais l'inverse n’est pas vrai.

Théoreme 1.2 L'espace C ([a, b] , ||.|| ) est un espace complet pour la norme ||.|| .. Donc C ([a,b] , |.]|..)
est de Banach. Pour voir plus de détails, voir [4].
On appelle espace de Banach (E, ||.||) tout espace vectoriel normé et complet pour la distance

déduite de sa norme.

1.1.3 Les opérateurs

Proposition 1.1 Soit E un espace de Hilbert et A : E — E une application linéaire. Alors les

assertions suivantes sont équivalentes :

(a) A est continue.
(b) A est continue en 0.
(c) Il existe z € E tel que A est continue en z.

(d) II existe une constante ¢ > 0 telle que | Ap|| < ¢||¢|| pour tout ¢ € E.
Définition 1.8 (Qu’est-qu’un opérateur??) :

On appelle opérateur A sur £ une application linéaire continue de £ dans £. On note
L(E)l'ensemble des opérateurs sur E .

si A € L(E) , on définit sa norme opérateur par :
A = sup {[[A¢ll : ¢ € B, [[ol] <1}

4



1.1. Définitions préliminaires

Proposition 1.2 : voici quelques propriétés de la norme opérateur

1. Si A e L(FE), alors ||[(A)|| = 0si et seulement si A =0

2.SiA,Be L(F),alors A+ B e L(E)et| A+ B| < ||A]l + ||B]

3. SiacketAe L(F) ,alors aA € L(E) et ||aA| = |a.||A]

4. Si A,B € L(FE) ,alors AB € L(E) et ||AB|| < ||A].||B]| (AB désigne la composition
Ao B) voir [9].

Définition 1.9 (Opérateurs continus) Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur A dé-
fini sur un sous ensemble G C E dans F est dit continu au point x, de G si on a, la propriété
suivante

our toute suite x,, de G converge vers xg , la suite A(x,,) converge vers A(xy) ,c’est-a-dire
0 0

lim A(z,) = A(limx,) = A(zo)

n—00 n— 00

L’opérateur A est dit continu sur E, s'il est continu en chaque point de 'ensemble E. voir [12].

Définition 1.10 (opérateurs bornés) Un opérateur linéaire A défini sur E dans F est dit borné

s'il existe une constante positive C' > 0, telle que voir [12]].
[A@)[F < Cllzfle Yo ek (1.1)

Proposition 1.3 La plus petite des constantes C vérifiant la relation est appelée norme de A

notée || A|| et donnée par voir [12]].

Az F
4 = sup I2OIE oy a1 = sup Al
lel=o 12l jzj= Jall<1
Proposition 1.4 La norme ||A|| = sup ||A(x)||r sur la boule unité est toujours finie pour tout

opérateur continu. voir [12]].
Théoreme 1.3 Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.

Définition 1.11 A Un opérateur linéaire défini sur un espace normé E dans un espace normé F'
A est appelée un opérateur linéaire compact si pour tout un sous ensemble borné ) de E,l'image

A(Q) est relativement compact dans F'. voir [12].

Définition 1.12 (critere de compacité) A Un opérateur linéaire défini sur un espace normé E
dans un espace normé F
A est appelée un opérateur linéaire compact si et seulement si pour tout suite borné (y,,) dans

E le suite (Ayp,) dans F contient une sous suite convergente
(Ap,)- voir [12].



1.1. Définitions préliminaires

Définition 1.13 Un opérateur A dans un espace de hilbert est appelée un opérateur compact si
pour tout suite borné (x,,) dans H le suite

(Az,,) contient une sous suite convergente. voir [10].

Théoreme 1.4 Tout opérateurs compacts est bornée.

mais l'inverse est faux. voir [10].



Chapitre 2

Equations intégrales

2.1 Classification des équations intégrales

En mathématique, une équation intégrald]] est une équation dans laquelle I'inconnu;
généralement une fonction d’une ou plusieurs variables, s’apparait sous le signe intégral.
Cette définition générale tient compte de beaucoup de différentes formes spécifiques et
dans la pratique plusieurs types distincts surgissent. Pour cette raison, et afin de recouvrir
les grands axes de notre thématique sans s’impliquer dans des situations particuliérement
inadéquates, nous allons s’intéresser beaucoup plus aux équations intégrales linéaires de

la forme ,
/ Ko )o)dt = f(z) . a<z<b
et

b
o(x) —/ Kz, t)pt)dt = f(z) , a<z<b

Qui sont des exemples typiques. Dans ces équations la fonction ¢ est 'inconnue, la
fonction K (z,t) qui s’appelle noyau avec le terme libre f sont données. Sous une autre

forme simple en termes d’opérateurs, les équations précédentes s’écrivent successivement
Ap=1f et p—Ap=f

Une équation intégrale peut étre classée comme étant soit une équation intégrale li-
néaire ou bien comme une équation intégrale non linéaire. Il y a une similitude parfaite
avec la classification des équations différentielles ordinaires ou celle aussi des équations

aux dérivées partielles. Les équations intégrales les plus fréquemment utilisées sont les

!Le terme d’équation intégrale a été suggéré pour la premiére fois par du Bois-Reymond .ch . cerlle , vol
.103 (1888) , p .228



2.2. Equations intégrales de Fredholm

équations intégrales de Volterra (1860 —1940) et de Fredholm (1866 —1927). Qui constituent
donc les deux principales catégories. A ces deux catégories d’équations intégrales, nous
pouvons considérer encore deux autres types, a savoir les équations intéro-différentielles
et les équations intégrales singulieres.

La classification voir [16] des équations intégrales est centrée sur trois caractéristiques
de base décrirent leur structure globale, il est utile de les citer avant d’entrer dans les
détails.

1. Le type(espéce) d'une équation se rapport a la localisation de la fonction inconnue.
Pour les équations de premieére espéce, la fonction inconnue apparait uniquement
a l'intérieur du signe intégral, cependant pour les équations de seconde espece, la

fonction inconnue apparait également a l'extérieur du signe intégral.

2. La description historique Fredholm et Volterra concerne les bornes d’intégration.
Dans une équation de Fredholm, les bornes d’intégration sont fixées, dans 1’équation

de Volterra les bornes d’intégration sont indéfinies.

3. L'adjective singuliére est parfois employée d'une part, quand l'intégration est im-
propre, d’autre part si I'une des bornes d’intégration ou les deux sont infinies ou si
I'intégrant est non borné sur l'intervalle donné, évidement, une équation intégrale

peut étre singuliére les deux sens.

Dans chacun des éléments suivants, une classification de certaines des équations inté-

grales les plus importantes.

2.2 Equations intégrales de Fredholm

On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de second espéce une équation de

la forme ,
() — A / K (. )p(t)dt = f(z). @.1)

Ou ¢(x) est la fonction inconnu, K(x,t) et f(x) des fonctions données, x et t deux
variables réelles par courant l'intervalle [a, b] et A un facteur numérique.

La fonction K (z,t) est le noyau de 1’équation intégrale ; on suppose que le noyau
K (z,t) est défini dans le carré Q = {a <z < b,a <t < b} du plan (z,t) et continu dans ©,

b b
//|K(:B,t)|2dxdt<oo

ou bien présente



2.3. Equations intégrales de Volterra

Soit fini.
Si f(z) # 0l'équation (2.1) est dite non homogene, dans le cas contraire, I'équation
intégrale (2.1)) s’écrit
b
o(x) — )\/ K(z,t)p(t)dt =0 (2.2)
et on dit qu’elle est homogene.

Une équation intégrale de la forme

/mew@wzﬂm 2.3)

Ou la fonction inconnu ¢(z) n'intervient que sous le signe d’intégration, s’appelle
équation intégrale de Fredholm de premiére espece

Les bornes a et b dans les équations (2.1)), et peuvent étre aussi bien finies ou
qu’infinies.

On appelle solutions des équations intégrales (2.1), et toute fonction p(x)
talle qu’apres sa substitution dans 1’équation, celle-ci devient une identité en z € [a, b,
(voir [11]).

Quelquefois, I'’équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espece s’écrit sous

la forme )
o(x) = f(z) + )\/ K(z,t)pt)dt , a<zxz<b
et .
pp(o) = nf(@) 4+ [ Koot | a<a<b
Ou ;1 un parametre (peut étre défini une quantité physique) tel que A\ = 1. Donc

I’équation intégrale linéaire de Fredholm de troisiéme espéece est donné par :

b
pgla)ele) = pfla) + ) [ K(epltde  a<a <t

Ot g(z) une fonction préattribuée. Voir [15].

2.3 [Equations intégrales de Volterra
Une équation, a un inconnu ¢(z) de la forme

w@%=ﬂ@+k/%K@¢M@Mt (2.4)

Ou K(z,t), f(x) sont des fonctions connues et \ est parametre numérique, est appelée

équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce

9



2.3. Equations intégrales de Volterra

La fonction K (z,t) est le noyau de I'équation de Volterra.
Si f(xz)=0,l'équation (2.4) s’écrit

o(x) = )\/x K(z,t)p(t)dt (2.5)

et s’appelle équation homogene de Volterra de seconde espece.

Une équation, a un inconnu ¢(x), de la forme

/ " K (e, Op(t)dt = f(2) 2.6)

est appelée équation intégrale de Volterra de premiére espece.

On appelle solution de I’équation intégrale (2.4),(2.5) et (2.6) une fonction ¢(x) qui des
qu’elle est portée dans cette équation, la change en identité (en x). voir [11]].

Quelquefois, I'équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espece s’écrit sous la

forme .
wpl(x) = f(z) + / Ko tp)dt  a<z<b

Ot o Un parametre (peut étre défini une quantité physique) tel que Aix = 1.donc1’équa-

tion intégrale linéaire de Volterra de troisieme espece est donné par :

ng(@)o(x) = uf () + / CK(n0et)dt , a<z<b

Ot g(z) Une fonction préattribuée. voir [15].

1. On remarquera que 1’équation de Volterra est cas particulier de 'équation de Fred-
holm. En effet, dans I’équation de Volterra l'intégration peut étre effectuée par rap-

portatdet=aat=>».

2. Comme exemple d’équation de Volterra de premiere espéce nous avons 1'équation
d’Abel. voir [17].

Les équations intégrales de Volterra interviennent dans des problemes de physique ou
il existe une direction privilégiée de variation de la variable indépendante (par exemple,

du temps, de I'énergie, ...) voir [11]].

10



2.4. Equations intégrales du type convolution

2.4 Equations intégrales du type convolution

Sont des équations intégrales linéaires dont le noyau K (z,t) dépendant que de la dif-
férence des arguments c’est-a-dire K(z,t) = K(z — t) , donc 1’équation intégrale du type

convolution est de la forme suivante

y@w:ﬂ@+A[me—wmww

Cette classe d’équations voir [1]. comprend par exemple I’équation d”Abel généralisée.

2.5 Equations intégrales Volterra-Fredholm

Le formulaire standard de 1’équation intégrale Volterra Fredholm est donné par :

x b
ww:ﬂw+lhwmwmw+/mem@ﬁ

Ou K, (z,t) et Ky(z,t) sont les noyaux de 1’équation voir [2].

11



2.6. L’éxistence et 'unicité de la solution de I’équation intégrale

2.6 L’éxistence et 1'unicité de la solution de I’équation inté-

grale

2.6.1 Régle de leibniz pour différenciation les intégrales

soit f(z,t) et % sont continues dans un domaine = — ¢ plane inclue dans un rectangle

a <z <bty<t <t etsoit voir [2].

h(z)
Fla) = / o, )t 2.7)
9(z)
donc la differenciation de l'integrale ([2.13)) est existe et donnée par
;o dF dh(z) dg(x) /W) Of (z,t)

F@) = G = fe @) T2 = fag@) 0+ | TS a e

si g(x) = a et h(x) = bou a et b sont des constantes ,donc par la régle de leibniz

, dF YOf(x,t)

F (Z‘) = E = /a Tdt (29)

soit l'intégrale suivante
F(x) :/ K(x,t)u(t)dt
0

nous appliqouns la régle de leibniz ,on a

F'(z) = K(z,z)u(z) + /0“ %u(t)dt

2.6.2 Théoréeme d’existence et d’unicité (Méthode de Piccard)

Le principe de la méthode de Piccard voir [12]. est le principe des approximations
successives que 1’on utilise pour la démonstration de nombreux théorémes d’existence et
d’unicité des solutions des équations différentielles, fonctionnelles et intégrales.

Soit I’équation différentielle suivante
T = f(t,x) (2.10)
ou f(t,z) est une fonction continue de deux variables (¢, z) sur 'ensemble
D={(tz) e RxR, |t —tg| <a,|v —xo| <b} CU
et satisfait a la condition de Lipschitz en
[f(t,29) = f(t20)] < Llwg — 2| V(L 21), (8 2) € D

12



2.6. L’éxistence et 'unicité de la solution de I’équation intégrale

Alors, il existe une solution et une seule = = ¢(t) de I'équation (2.10) définie sur 1'in-

tervalle T" =]ty — d; tg + d[ avec d < a et satisfait a la condition

¢(to) = o (2.11)

soit z = p(t) une solution de I'équation (2.10) de sorte que 'on a la relation

e(t) = f(t, o)) (2.12)
et soit

la condition initiale a laquelle cette solution doit satisfaire.
Il est a remarquer que les deux relations (2.12) et (2.13) sont équivalentes a 1’équation

intégrale
o(t) = o+ / F(ryo())dr (2.14)

Pour la vérification de cette relation, supposons que I'identité est réalisée, portant
t = to dans nous aurons l'égalité et dérivons par rapport a ¢ nous obtenons la
relation (2.12).

Supposons maintenant que les relations et sont vérifiées, alors intégrant
(2.12) entre ¢, et t, nous obtenons la relation (2.14))

Existence de la solution :

La fonction f(t, z) étant continue dans 'ensemble D fermé et borné, alors il existe une

constante positive M telle que
f(ta)| <M, V(tz)eD (2.15)

Soit maintenant la suite de fonctions

définie par

wo(t) = xo; p;(t) = o +/t flryo_y(r))dr,i=1,2,......... (2.16)

13



2.6. L’éxistence et 'unicité de la solution de I’équation intégrale

— Montrons que toutes les fonctions ¢,(t) de la suite (2.16) sont définies et continues

sur le segment T',autrement dit
pi(t) € C(T,R), i=10,1,2,.....

— Montrons que les graphes de ces fonctions appartiennent a l’ensemble D , autrement
dit
{(t,p;(t),teT}CD,i=0,1,2,...
de la relations (2.16)) , on a pour i =1
t
o) =zo+ [ Fir.zo)dr
to

d’our il est clair de voir que la fonction ¢, (t) est définie et continue sur le segment
T =ty — a,to + af et, on a en vertu de (2.15)

t
m%—mg/fhmméMﬁ4d
to

d’oti, on remarque que le graphe de la fonction ¢, appartient a D si

[t —to] < b
0 =m
posons
b
d = mi — 2.17
min(a, M) (2.17)
on obtient

{tp(1),teTyC D

Autrement dit que le graphe de la fonction ¢, se trouve dans Dsit € T
Supposons que la relation est vraie pour i € N c’est-a-dire
(a) La fonction ¢;(t) € C (T, R) est une fonction définie et continue sur 7.

(b) Le graphe de la fonction ; appartient a D.
{(t,;(t),t €T} C D (2.18)
De la relation (2.16),on a pour i = 1
R N

il vient que la fonction ¢, (t) est bien définie et continue sur 7". De plus,

t
pi1(t) — 20| < / F(r 0,7 dr < M|t —to| < Md < b (2.19)
to
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2.6. L’éxistence et 'unicité de la solution de I’équation intégrale

tenant compte des relations (2.15) , 2.17) , (2.18) . on obtient

{(t,0;1(t)) . teT} CD

I est a noter que la convergence uniforme de la suite (2.16)) sur le segment 7" est équi-

valente a celle de la série des fonctions

©o(t) + [p1(t) — po ()] + ... + [<pi+1(t) — gpi(t)] + .. (2.20)
Voir que,
o)~ a0 < [ 15en(rldr < Me =t 2.21)
alors O

[02(t) = (D] < [ [f(7,01(7)) = F(7, 00()) | dT

Par récurrence, supposons que

Lt —to|’
7!

|S0i(t) - Sﬁi—l(t)‘ <ML (2.22)

alors, on obtient

i1 (t) — o) < |f(r, (7)) = f(T, 051 (1)) dr

finalement, on obtient

1+1

|01 (t) — ()| < M L S VteT ,i=0,1,2,...

i+ 1)

) di+l »
H%‘H - %H = max }%‘H(t) - %‘(t)‘ <ML i+ 1)!72 =0,1,2,.....
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2.6. L’éxistence et 'unicité de la solution de I’équation intégrale

Pour la série (2.20) , on a la série majorante

d2 2d3 ] di+1
Md+ ML— +ML*>*— + ...+ ML
(ol + Md+ MLop + ML A oot ML G 4
> o gitl
= |zo| + ML
‘ 0’ ; (+1)|
M K (Ld)
= ol 72

Donc la série (2.20) converge uniformément sur 7" vers une fonction ¢(¢) continue sur

T (en vertus du critere de Weistrauss) c’est-a-dire
lim [, — ]| = 0 2.23)
Démontrons que le graphe de la fonction ¢ appartient a D. Autrement dit
{(t, (), t €Ty CD

en effet,
t
o) =0+ [ frp(r)dr et
to
est obtenue en faisant tendre i vers oo dans la relation (2.19) , il vient

p(t) —mo| < b, VEET

d’ou
{(t,e(t),t €T} C D

Il reste maintenant a montrer que la fonction ¢(t) est solution de 1’équation (2.14) , on

/kﬂn%v»—ﬂnwﬂmh

to

< [Lﬂn%ﬁﬁ—ﬂﬂwﬂﬂm

IN

L | pi(1) = o(7)]dr

to

Ld ||p; — ¢

IN

En tenant compte de (2.23)) , on obtient

t

lim f(r,¢;(1))dT = / (f(r,p(r))dr ,t €T

1—00 to to
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2.6. L’éxistence et 'unicité de la solution de I’équation intégrale

Faisant tendre 7 vers oo dans I'expression (2.16) , on obtient

t

lim g, (1) = o0+ Jim [ f(ro(m)dr o0+ [ 1 p()ir

3—00 3
to

o(t) = 20 +/t f(ryo(r))dr, teT

Unicité de la solution :

Pour la démonstration de 1'unicité de la solution de I’équation différentielle, on doit

utiliser le lemme de (Gronwalle-Bellman) suivant.
Lemme 2.1 (Gronwalle-Bellman)

Soient x(t)et y(t) deux fonctions scalaires continues et positives sur [y, o[, avec
t
z(t) <c +/ x(r)y(r)dr, VYt € [tg,00[,c>0 (2.24)
to

alors, on a

z(t) < cexp /ty(T>dT ,Vt € [to, 00| (2.25)

to

Le lemme reste valable si on prend ¢ = 0.
en effet ,passant a la limite quand ¢ — 0 dans les expressions (2.24) et (2.25)

Sil'on considere l'intervalle [—o0, ty[ et 'inégalité
tO
x(t) < c+/ x(r)y(r)dr, Vt € [—oo,tg],c>0 (2.26)
t

au lieu de (2.24) on peut avoir I'inégalité

to
z(t) < cexp/ y(T)dr Yt € [—o0, to]
¢

au lieu(2.25),En effet, de (2.26)) , on obtient

—z(t)y(t)
c+ ftto x(T)y(T)dr

> —y(t)

d’ot par intégration, on obtient

Inc—1In [w/jox(f)y(f)m} > —/ttoy(T)dT
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2.6. L’éxistence et 'unicité de la solution de I’équation intégrale

en tenant compte de I'inégalité (2.26) , alors

t

z(t) <c+ /tZL'(T)y(T)dT < cexp/ y(T)dr

to to

Passons maintenant a l'unicité. Soient p(t) et 1 (¢) deux solutions avec la conditions
initiales
p(to) = mo et (to) = xo
alors pour t € [ty,ty + d],on a
t
o) - v < [ 1fr o) - o) dr
to
t
< L[ lotr) - o)l r
to

Posons la fonction
et la fonction

et la constante ¢ = 0
Applique le lemme de Gronwalle-Bellman a la relation au dessus, on ob-tient =(¢) = 0

sur 'intervalle [to, to + d] c’est a dire
p(t) =(t) ,Vt € [to,to + d]

et d'une maniere analogue, on traite la cas ot ¢ € [to, o + d] .
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Chapitre 3

Résolution numérique des équations

intégrales

3.1 Rappel intégration numérique

Le but de ce rappel est donner des méthodes permettant de calculer la valeur appro-

/ab f(z)dx

Sur le plan pratique, pour obtenir une approximation lorsque les primitives de f ne sont

chée d’intégrale :

pas calculables. Sur le plan théorique, de connaitre des méthodes permettant d’obtenir des
encadrements d’amplitude aussi petite que souhaitée. Lorsque la fonction f est de classe

C™ sur l'intervalle réel I = [a, b] on note
M =maz|f? ; z€lab],i=01,2,3,....... M

On subdivise l'intervalle [a, b] en n intervalles n € N* de méme longueur h = “=%que I'on
appelle le pas de la subdivision.et pour tout : = 0,1,2,3,........ ,n,on note r; = a + ih.
voir [13].

3.2 Meéthodes numériques et estimation d’erreur

la solution numérique voir [14] de I'’équation intégrale de volterra du premiere éspece

/035 K(z,t)y(t)dt = f(z) (3.1)
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3.2. Méthodes numériques et estimation d’erreur

peut etre accompli en convertissant par la différentiation un équation de second éspece

y(x) + /: %y(zﬁ)dt = /(@) (3.2)

3.2.1 Hypotheses et notations

dans I'analyse suivante,nous ferons les hypothéses suivantes :

(@ f(0)=0.
(b) K(z,z) # 0 pour toute = dans le domaine de l'intégration.

(c) K(z,t) et f(z) sont bornées et suffisamment lisses pour que les dérivés utilisés dans
’analyse suivante existent.c’est un résultat standard que dans ces conditions I'équa-
tion (3.1) a une solution unique et continue .en outre a K (z,t) et f(x) conditions qu
"ils soient suffisamment lisses la solution y(x) sera aussi suffisamment lisse, ce qui

découle immédiatement de la différenciation de (3.2).

pour résoudre (3.1) dans un intervalle [0, a] on le divise en intervalles plus petits de
largeur £ le iéme point de subdivision étant noté z; tel que z; = th ¢ = 0,1,2,...N et
Nh = a.

la solution approchées sera définie a ces points de maillage et notée Y;.

Théoreme 3.1 soit Yy(h), Yi(h), ... approximation obtenue par une méthode donnée utilisant la

taille de pas h .alors la méthode est dite convergente si et seulement si

max |Y;(h) —y(z;)| — 0

0<i<N

comme h — 0, N — oo ,tel que Nh = a.

Définition 3.1 une méthode est dite d’ordre p si p est le plus grand nombre pour lequel il existe
une constante finie C telle que

max [Y;(h) —y(z;)| < Ch”

0<i<N

pour toute 0 < h < a.

nous aurons également besoin de lemme suivant :

si
n—1

1€, < AZ |&;| + B, pour n=1,2,....

=0
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3.2. Méthodes numériques et estimation d’erreur

avec A >0,B>0

ensuite
€. S (B+ A&+ A" (3.3)
si A= hK etnh = xz,donc

[€al < (B + hE [g])e™ (34)
la preuve de ce lemme suite directement par induction .notre objectif principal est

I'investigation des propriétés de convergence de certains algorithmes courants.

3.2.2 Laméthode du point milieu

ici, nous remplacons K (z,t) par sa valeur au point central

h
t= Tiv1/2 = T4 + D) alors

n—1
h Z K(ﬂfn, 23z'+1/2)Y;+1/2 = f(iUn) (3.5)
i=0
f(@n) = K(zn, 9Ui+1/2)
Y, 10 = — —Y; 3.6
1z hK('Tnvxn—l/2) ; K(JJmﬂ?n—l/z) Tz (3.6

Théoréme 3.2 'approximation est convergente avec commander au moins deux.

Preuve. encore une fois ,a partir et

n—1 n—1 Tn
h Z K(xm $i+1/2)€i+1/2 =h Z K(l’m $i+1/2)y($i+1/2) - / K(l’m t)y(t)dt
i=0 i=0 0
n—1
K(2p, Tiy1/2)€iv172 + Z {K($n+1, Tip172) — K (20, $i+1/2)} €it1/2 =
i=0
1 Tn+1
K(ni1, xn+1/2)y(xn+1/2> T / K (1, t)y(t)dt +
n—1 ' 1 Tn
Z {K(2ni1, is1j2) — K (T, Tig1y2) F y(@ig1y2) — ﬁ/ {K(zny1,t) — K(xn, )} y(t)dt
i=0 0

pour touten = 1,2, ...

21



3.2. Méthodes numériques et estimation d’erreur

puisque la méthode du point milieu est une méthode de quadrature du second ordre,
le coté droit est O(h?) et encore une fois , nous pouvons trouver des constantes Ny, N, N3

telle que

n—1

|€nt1j2| < Ny Z |€iv1/2| + h2 Ny

=0
pour touten = 1,2, ...
avec ‘61/2| < h%Nj;

|€n+1/2‘ < (W*Ns + h* Ny N3) eMNien

ce qui prouve le théoréme.
si e(x) est la solution de

e(r) =

- /0 ' %e(i)dt _ m{f(oz(@«, Dy(@) + 2K (2, 2)y () +
K(z,2)y"(z) + K™ (2, 2)y(x) +
K™, )y (2) — KV (2, 0)(0) — K™(, 0)5/(0)) (37)

ensuite

€nt1j2 = h2e(xn+1/2) + O(h?)

3.2.3 La méthode des trapeézes

Divisons l'intervalle [a, b] en n parties égales [z, x1], [z1, Z2],.. .. ... , [Tn—1, ] et appli-

quons a chacune d’elle la formule des trapézes

LﬂmngéimWw:

b
/f(a?)dx:h(%—l—yl—i—yg—i— ----- +yn71+y2—n>

Cette formule est appelée formule des trapézes généralises.voir [6]

On a donc

n

(vi +yi-1)
=1

pour I'équations intégrales,en utilisant le schéma de quderature trapézoidal voir [?],nous

obtenons )
1 — 1 f(z)
n—1
2 K K ;
Y, = f@n) Ko zo) Yo—2 Z K, i) Y; ,pourn=1,2,.. (3.8)

 hK(zn,1,)  K(z,,1,) K(xy,x,)



3.2. Méthodes numériques et estimation d’erreur

la premiere valeur Y, peut étre obtenue exactement puisque

£(0)

y(0) = K(0.0)

Théoreme 3.3 la méthode d’approximation est convergente d’ordre au moins deux.
Preuve. la preuve de ce théoreme peut étre effectuée d'une maniére similaire aux deux cas
précédents,mais elle est plus fastidieuse et sera donc omise ici.
la preuve des noyaux de convolution a été donnée par Jones 1961 et une preuve détaillée pour

le cas général peut etre trouvé e Linz 1967. m

dans ce cas, nous constatons que les résultats ne peuvent plus étre représentés sous
la forme ci-dessus.il est évident d’apres les résultats numériques que l’approximation
montre quelques petites oscillations sur la vraie solution.Ce phénomene a été souligné
par Jones. qui a également suggéré une méthode pour lisser les résultats .

si nous introduisons 'erreur moyenne

1

=5 (€r41+€)

alors on peut montrer que
N, = I (z:) + O(R?)
ou 7 (x) est la solution de

1@ = = [ e+

R K @a)y@) + 2K @, 0y (@) +

K(z,2)y"(z) + K (2, 2)y(x) +
Kz, )y (z) — KM (2;0)y(0) — K'°(z,0)'(0) (3.9)

ce résultat fournit une justification rigoureuse de la méthode Jones quelque chose qui

est une suivante.étant donné la solution initial Yj, Y7, .....on forme

— 1
Yi= 5 (Yic1 + Yiga)

et
-~ 1,
Yi=5 (Vi+ Vi)
il est facile de montrer que si ¢, indique I'erreur dans Y}, alors

2

~ h !
€k = Ny + 7Y (zx) + O(h?)

c’est-a-direque les Y}, sont lisses a 1’ordre h?.
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3.2. Méthodes numériques et estimation d’erreur

3.24 Laméthode de quadrature Simpson

Soit {zg, z1, 22, ... .., x,} une partition de l'intervalle [a, b] ,ou n = 2m , m entier positif,

_ b=
eth—z—”‘f

Remarquons que :

b m T2;
/ flz)dz = Z f(z)dz
a =1 Y ¥2i—-2
En appliquant la formule de Simpson a chaque intervalle double [xq;_2, 25, ,i = 1,2,.....,m

L’équation nous donne :
b m To; m h
/a f(@)dz = 121 o f(a)dx = ; <§ (Y2i—2 + 4y2i—1 + y21)>

Ou encore :
b h m m—1
/ flz)dx = 3 <(3/0 + Yom) + 42 Y2i—2 + Z Z/2i>
@ i=1 i=1
Posons )
01 = Zy2i—2 , 09 = Zym‘
i=1 i=1
Nous obtenons :

b
[ H@s = 5 (o0 + ) + 451+ 02

Cette formule est appelée : formule de Simpson généralisée.voir [6].

générelement ,si N est paire, alors la régle de quadrature de Simpsons voir [7] peut etre

appliquée a chaque sous-intervalle

[$22‘7 $2i+1,$2z’+2] ;1=0,1,.... = — 1

donnant individuellement une approximation

g [F(22) + 4f (22041) + f(22012)]

la somme de ces & approximations donne la version composite de la régle de quadra-
2

ture de simpsons

S(h) = g[f(a) +4f(a+h)+2f(a+2h)+4f(a+3h)+ ...+ 2f(b—2h) +4f(b—h) + f(b)]

pour tout l'intervalle.

soit I'intervalle [a, b] fini et partitionné par N points également espacés

ro=a=0,zy=0>
i =x9+1th ;1 =0,1,2,3,..... N
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3.2. Méthodes numériques et estimation d’erreur

L’'approximation de I'équation (3.1) aux noeuds pairs x5, est donnée par

/0 K (o Oy(0)dt = F(22)

au lieu de cette équation,considérons 1’équation suivante

m—1

Z /gcm+2 K(Iva t)y(t)dt = f2m

=0 T2

en utilisant la régle de quadrature de simpson répétée, nous avons

3

h
3 (Koma1y21 + 4K om 214192141 + Kom 2142Y2142) = fom
1=0
et
~ Y2+ Y22
Yoi41 = —
2
ensuite nous avons
m—1
h +
Z 3 <K2m,2ly2l + 4K2m,2l+1% + K2m,2l+2y21+2) = fom
1=0
m—1 h m—1 h
g(K2m,2lyzl + 2 Ko 2141) Y21 + Z g(Qsz,zz—ﬂle + Kom21)y2 = fom
1=0 =1
h h
g(KQm,O + Kom1)yo + 5(2K2m,2m71 + Kom 2m)Y2m
2h T2
+? (Kom2i-1 + Koma + Kom 2141) Yo
=1
- f2m
Yo — fom — %(sz,o + Kom1)yo — % Zl’i}l(sz,zz_l + Kom ot + Kom21+1) Y2
2m —
%<2K2m,2m71 + Komom)
N
=1,2.3........ —
m ) ) b 2
pour l'intervalle entierl’erreur voir [7] de S(h) est la somme de toutes les Jerreurs
individuelles
b h5 % 1
eS(h) = [ fla)dn = S) = =35 3 FUE) 56, € loa s
a i=0
et nous concluons que
b—a
S(h) = ——=—h*f*(¢) ;¢€ab

pour plus d’informations, voir [8].
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3.3. Exemples numériques :

3.3 Exemples numériques :

Exemple 3.1 (from jones,1961)

/ cos(x — t)y(t)dt = sinx
0

solution exacte : y(z) = 1,tableau (3.1) contient les résultats par la méthode du point

milieu .I'erreur.de maniére assez surprenante,mais cela est prédit par 1’'équation d’erreur

(3.7) de (3.7) nous trouvons

h? 3

x |h=20,1 x h=20,5
0,45 | 0,99958 | 0,475 | 0,99990
0,95 | 0,99958 | 0,975 | 0,99990
1,45 | 0,99958 | 1,475 | 0,99990
1,95 | 0,99958 | 1,975 | 0,99990

TAB. 3.1 — exemplel par la méthode du point milieu

tableau (3.2)) contient les résultats par la méthode des trapezes .

les oscillations et 'effet de la méthode de lissage sont apparents

x | approx initiale | résultats lissés
0,1 1,00166 1,00083
0,2 1, 00000 1,00083
0,3 1,00166 1,00083
0,4 1, 00000 1,00083
0,5 1,00166 1,00083
0,6 1, 00000 1,00083

TAB. 3.2 — exemple 1 par la méthode des trapezes pour h=0,1

Exemple 3.2
/ cos(z — t)y(t)dt =1 — cosx
0
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3.3. Exemples numériques :

z |h=0,3|h=0,1
0,15 | 0,15057 | 0, 15006
0,45 | 0,45171 | 0,45019
0,75 | 0,75285 | 0, 75031
1,05 | 1,05398 | 1,05044
1,35 | 1,35512 | 1,35056
1,65 | 1,65626 | 1,65069
1,95 | 1,95740 | 1,95081

TAB. 3.3 — exemple 2 par méthode du point milieu
solution exacte : y(x) = =,les résultats, en utilisant la méthode point milieu sont
doonés dans le tableau (3.3)
Exemple 3.3 considérons I'équation intégrale de Volterra linéaire du premier type
/ e " ty(t)dt = x 0<z<1
0

solution exacte: y(z) =z +1

les résultats, en utilisant la méthode de quadrature Simpson sont donnés dans le ta-

bleau

x | approx pour h = 0,1 | approx pour h = 0,01 | solution exacte
0,0 1 1 1
0,2 1,199994521631 1,199999999971 1,2
0,4 1,399999431759 1, 399999999943 1,4
0,6 1, 599994623000 1, 599999999916 1,6
0,8 1,79998906759 1,799999999891 1,8
1,0 1,999994685149 1, 999999999868 2,0

TAB. 3.4 — exemple 3 par la méthode de quadrature Simpson pour h=0,1 et h=0,01 avec les

solutions exactes

Exemple 3.4 considérons I'équation intégrale de Volterra linéaire du premier type
/ (2 —t + 2)y(t)dt = (2* — x + 2)sin(x) + 1 — cos(x) 0<zx<1
0

solution exacte: y(z) =z +1
les résultats, en utilisant la méthode de quadrature Simpson sont doonés dans le ta-
bleau (3.5)
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3.3. Exemples numériques :

X

approx pour h = 0,1

approx pour h = 0,01

solution exacte

0,0

1

1

1

0,2

0, 986809392421

0, 980064730550

0, 980067000000

0,4

0,920543831922

0,921055872106

0, 921061000000

0,6

0, 831826452332

0, 825325913587

0, 825336000000

0,8

0,695157439617

0,696691310578

0, 696707000000

1,0

0,546117616973

0, 540280323213

0, 540302305868

TAB. 3.5 — exemple 4 par la méthode de quadrature Simpson pour h=0,1 et h=0,01 avec les

solutions exactes
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Conclusion

Nous avons montré que les approximations d’équations intégrales de volterra du pre-
mier type peuvent étre obtenues en utilisant certaines regles de quadrature numérique
simples, mais que de nombreuses méthodes de quadrature d’ordre supérieur conduisent
a des algorithmes instables, il est généralement raisonnablement de fournit également une
certaine estimation de I’erreur. la regle trapéze, fréquemment proposée dans la littérature,
est un peu moins satisfaisante en raison des oscillations dans les résultats. méme apres le
lissage. a tendance a étre moins précise que la méthode du point milieu, ce qui peut étre
vu en comparant les équations et le terme non homogene en est exactement
deux fois plus grand que le terme correspondant en (3.7).

D’aprés les résultats numériques obtenus a partir des exemples illustratifs nous concluons
que pour h suffisamment petit nous obtenons une bonne précision car en réduisant la lon-
gueur de la taille de pas l'erreur des moindres carrés sera réduite. la meme approche peut
étre utilisée pour résoudre d’autres problémes.le calcul de cette approche est simple et
exécuté efficacement a l'aide de codes informatiques symboliques sur n’importe quel or-

dinateur personnel.
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Abstrait

Dans cette these, nous avons traité 1'un des sujets les plus importants de I'analyse mathématique et
numeérique, qui est la solution numérique de 1'équation intégrale de Volterra de type 1.

Nous avons essayé, autant que possible, avec un effort trées modeste, de nous familiariser avec les
définitions, les théories et les propriétés les plus importantes de tous les chapitres de cette these.

Dans le premier chapitre, un rappel des concepts les plus importants de I'analyse fonctionnelle. Chapitre
deux : Classification des équations intégratives et de leurs formes générales, I'existence et I'unité de la
solution.

Enfin, le troisiéme chapitre, qui est le cceur et le cceur de notre sujet, nous avons traité de la résolution de
I'équation intégrale de Volterra, le premier type, en utilisant des méthodes numériques avec des
exemples illustratifs.

Nous voulions que cette these soit une matiere purement mathématique, ses applications étaient donc
purement mathématiques.

En conséquence, nous espérons avoir réussi, méme par un petit truc, au témoignage de chers étudiants -
étudiants du département de mathématiques de 1'Université Mohamed Boudiaf de M'Sila - Algérie - et de
tous ceux qui ont acces aux mathématiques et a la physique. Pareil.

Mots clés : Equation intégrale - Equations de Volterra - Méthode de trapéze - Intégrale numérique -
Classification des équations intégrales -

Abstract:

In this dissertation, we dealt with one of the most important topics of mathematical and numerical analysis,
which is the numerical solution to the integral equation of Volterra type 1.

We have tried, as much as possible, with a very modest effort to become familiar with the most important
definitions, the theories and properties of all chapters of this dissertation.

In the first chapter, a reminder of the most important concepts of functional analysis. Chapter Two:
Classification of integrative equations and their general forms, the existence and unity of the solution.

Finally, the third chapter, which is the core and heart of our topic, we dealt with solving the integral
equation of Volterra, the first type, using some numerical methods with illustrative examples.

We wanted this dissertation to be a purely mathematical subject, so its applications were purely
mathematical.

Accordingly, we hope that we have succeeded, even by a little thing, in the testimony of dear students -
students of the mathematics department at Mohamed Boudiaf University of M’Sila - Algeria - and everyone who
has access to mathematics and physics alike.

Key words: Integral Equation - Volterra Equations — Trapeze method - Numerical Integral - Classification of
integrative equations-
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