UNIVERSITE MOHAMED BOUDIAF DE M’SILA

st -shogmacees Faculté des Mathématiques et de I'Informatique

.............................

Département de Mathématiques

Présenté pour 'obtention du diplome de MASTER

Domaine : Mathématiques et de L’informatique
Filiere : Mathématiques

Option : Equation différentielle partielle

Présenté par
LACHACHE ALIA

Sujet

Inégalité anisotrope de Sobolev

Soutenu le :29/06/2022

Devant le jury :

Mr. Dahmane Bouafia M.C.A. Univ de M’sila Président
Mr. Rabah Mecheter M.C.B. Univ de M’sila Rapporteur
Mr. Dechoucha Noureddine M.A.A. Univ de M’sila Examinateur

Promotion : 2021/2022



Remerciements

Avant tout, j’adresse mes remerciements en premier lieu, a Dieu tout
puissant pour la volonté, le courage et la patience qu’il m’a donné durant

toutes ces longues années de formation.

Je tiens a remercier sincérement Mr : Rabah MECHETER, pour

avoir accepté de diriger ce mémoire, pour ses conseils.

Mes remerciements vont également aux membres du jury qui m’ont fait

[’honneur d’examiner ce travail.

Aussi mes remerciements a tous les enseignants de département de ma
thématiques et précisement, les enseignants de spécialité équations auzr dért

vées partielles et applications.

Enfin je ne voudrais pas oublier de remercier toute

personne qui m’a aidé a réaliser ce travail.

Meret



Dédicace

Je dédie ce modeste travail :
-A ma mére,
-A mes seeurs,
-A mes freres
-A toute la famille LACHACHE,
-A tous mes amis et toute ma famille de département
de Mathématiques,
-A toutes mes adorables que j’ai connu pendant

toute ma vie . ..

-Enfin,je vous demande de prier pour mon pere pour la

miséricorde,

LACHACHE ALIA



Table des matieres

Remerciements 1
Dédicace 2
Notation 4
1 Préliminaires et outils de base 10
1.1 Rappels et quelques définitions . . . . . . . ... ... oL 10
1.2 Espaces fonctionnels . . . . . .. ..o 11
1.2.1 Espaces de Lebesgue . . . . . . . . ... Lo 11

1.2.2  Inégalités principales . . . . . . . . ... L 12

1.3 Espaces de Sobolev . . . . . . . ... 13
1.4 Les injection de Sobolev : . . . . . . ... 16

1.5 Dualité . . . . . . . 17

2 Espaces anisotropes de Sobolev 20
2.1 Notations et définitions . . . . . . . . . . ... .. 20
2.1.1 Inégalité de Holder . . . . . . . .. ... oo 25

2.1.2  Inégalité de Minkowski . . . . . . . . .. ... .. 26

2.2 Injections anisotropes de Sobolev : . . . . . ... ..o 27

3 Inégalités anisotrope de Sobolev 29
3.1 Imégalité de Sobolev. . . . . . . . .. 29
3.2 Norme mélée . . . . . . . . 31
3.2.1 Normes meélées permutées . . . . . . . ... 32

3.3 Inégalités anisotrope de Sobolev . . . . . . .. ... oL 33
Abstract 43



Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la

suite.

X' Dual topologique de X.

RN Espace euclidien de dimension N, N un nombre naturel non nul
x Vecteur de RN, z = (z1, %9, ...,xn), 7, E R, 1 <i < N

dx Mesure de Lebesgue N-dimensionnelle

|E| ou mes (F) Mesure de Lebesgue d’'un ensemble E

Q partie ouverte de RY

(.,.) Crochet de dualité entre X et son dual

[ f(z) dx Intégrale de f sur E par rapport a la mesure de Lebesgue
supp u Support de la fonction u
Vu= Du = ((%”1, 887“2, o 8‘%) Gradient de u

|Vu| La norme euclidienne de Vu

fon— f  Dénote que la suite {f,} converge vers f.

LP(Q2) = {u : Q2 — R mesurable et (fQ ]u(az)|”)1/pdx < +oo tel que 1 < p < oo}

uh = [folu@Prda]"" = fule.

L>*(Q)  ={u:Q — R mesurable,IM > 0, |u(z)| < Mp.p.}surf)

|| u|| oo = inf{C : |u(z)| < C p.p sur Q}.

q ConjuguédeHélderdep:q:ﬁsip>1etq:oosip:1

D(Q) Espace des fonctions indéfiniment dérivables sur €2 a support compact dans €2

Wir(Q) = {ue 17(Q) | Vu e (LP(Q))N}.
WoP(Q) = du e WHP(Q), avec u=0 sur (9(2}.

p-p. Presque partout.
— Injection continue.
> Injection compacte.
L7(Q) =TI, L7(Q)
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WLP(Q) = {v e LPi(Q)|Dyw € LP(Q),Vi=1,...,N}.
Wo (@) ={vew T (@u=0 00}.

Di Un nombre réel supérieur ou égale a 1 pour tout i=1,..,N.
p-=min{p;,i=1,.... N} et p, =max{p;,i=1,....,N}.
1 1

D La moyenne harmonique de p;,i.e.,— = — i]\il —.

p N pi
0Q1=T  Frontiere de (.
Q =10,T[*9.
Q La fermeture de .

Ce(2)  espace des fonctions indéfiniment différentiables (de classe C*°(2)) a support compact .

p* = >p
N—p

C%*(Q))  espaces des fonctions Holdériennes a exposant o



Introduction générale

Dans sa forme classique, 1'inégalité de Sobolev fournit une estimation de la norme L4
d’une fonction u réguliere u € C5°(RY) (C5°(RY) espace des fonctions indéfiniment différen-
tiables (de classe C*°(€2)) & support compacte dans RY), en termes de norme L? du gradient

de u. Plus précisément, si 1 < p < N alors

N
lully < K |Daull, (1)
i=1
avec ¢ défini par
1 1 1
Lol 2)
q p
ou D; dénote I'opérateur différentiel partiel 8%2_, |||, désigne la norme dans I'espace LF(RY)

et la constante K dépend seulement de p et de N .

Notre but dans cette mémoire est de généraliser I'inégalité classique de Sobolev (1) au
cas anisotrope ou la fonction u et ses différentes dérivées partielles D;u appartiennent a
des espaces de Lebesgue différents LPi, ¢ = 1,..., N. Plus précisément, si p; > 1 et u une

fonction tel que
u€ LP(RY) et Dwue LP(RY), i=1,2,..,N.
L’inégalité de la forme

N
lullpe < &Y || Diul|ei, k  est une constante indépendante de u (3)

=1

avec ¢ défini par

11
g p N



TABLE DES MATIERES

Ou p la moyenne harmonique des p; définie par

1M1
,_727

1 Pi

L’inégalité (3) s’appelle inégalité anisotrope de Sobolev, parce que différentes normes de
LP* sont employées pour estimer des dérivées dans différentes directions.

Nous nous basons principalement sur les deux articles [1, 14]. Nous mettons en avant
des résultats importants, comme les espaces anisotropes de Sobolev. Nous nous permettons
d’omettre certaines preuves qui ne paraissent pas essentielles a la compréhension du sujet,
renvoyant par conséquent le lecteur aux articles cités plus haut.

Il est bien connu qu’aucune inégalité de type (1) n’est possible pour tout u € C5°(RY)
sauf si ¢ satisfait (2). Pour voir cela, observez que pour une donnée u € C5°(RY), la fonction

dilatée uy Définie par uy(x) = u(Az), (A > 0,z € RY) appartient aussi a Cg°(RY) et satisfait
lully < XY ullg,  [1Dsunll, < X9 Dyl

de sorte que si (1) est vraie on doit avoir, pour tout A > 0,
Sy [ Dyl
[[ullg

ceci n'est pas possible & moins que I'exposant de A soit zéro (—(%) + (%) —1=0),ie

A+ > K

— % Cette unicité de q s’étend comme nous le verrons, au cas anisotrope aussi.

Sl

1
q
Description de la Mémoire

Cette mémoire est constituée de trois chapitres :
Le chapitre 1 :

Ce premier chapitre est dédié a la présentation de préliminaires nécessaires pour la
bonne compréhension de la mémoire. Le lecteur y trouvera des résultats plus au moins
connus concernant les espaces de Lebesgue et de Sobolev usuels et quelques Inégalités
principales (Holder, Young), ainsi on aura un point de repére pour comprendre les résultats

qui peuvent étre généralisés au cas anisotrope et ceux qui ne le peuvent pas.

7
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Le chapitre 2 :

Dans ce chapitre on présente résultats concernant les espaces de Lebesgue et de Sobolev

anisotropes sont définis comme suit :

LPi(Q) = {u :Q — R mesurable et / | u(x) [Pi< oo}.
Q
On le munit de la norme suivante
=
ey = ([ Ju@)P)", piz1, Vi=1.N,

sip; =-+ooona:
| w || Loo()= sup essqgeq | u(x) | .

et

Wrd(Q) = {v e W (Q); 0w € L7 ()}

Wy (@) = W (@) Ny ()

dotés de la norme habituelle

N
ol 0 gy = 2 100l rice)-
=1

Nous supposerons sans perte de généralité que 1 < p; < py < ... < pn, alors :
1 1 X1 Np
—=—Y - et pf=—"—, pour p<N.
p N ;pi N—p

Nous avons 'injection de Sobolev suivante :
Wy Q) = L7(Q),¥r € [L,5]

De plus cette injection est compacte si r < p*.
Nous Rappelons aussi un résultat important concernant les espaces L?(RN ) qui sont

les inégalités Holder et Minkowski.
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Le chapitre 3 :

Ce troisieme chapitre est dédié a prouver le résultat principal dans cette mémoire , qui

est le théoréeme suivant
Théoreme 0.1. Soit p; > 1 pouri=1,....N . Si

1 1
p < N —= - =
P avec i

q

[l =

alors il existe une constante K telle que l'inégalité anisotrope de Sobolev
N
lully < K| Dl (4)
i=1
tient pour tous u € D(RY)

Sip > N linégalité (4) est vraie pour tout g > 1 et K dépend de on q et supp(u)



CHAPITRE 1

Préliminaires et outils de base

Ce chapitre est consacré a introduire les notions nécessaires et quelques outils d’ana-
lyse fonctionnelle (définitions, théorémes, résultats...) qui seront utilisés dans les différents

chapitres de ce mémoire, et qui sont en relation avec le probleme (P)

1.1 Rappels et quelques définitions

Dans tout ce qui suit €2 désignera un domaine borné de RN |N > 1, i.e.un ouvert connexe
et borné de RY. Sa frontiére sera désignée par I' ou 9 et son adhérence par € .
Soit u = wu(xy,...,xx) un fonction définie dans Q@ C RY. En supposant qu’il existe, on

appelle gradient de u au point x le vecteur

ou ou
87]}1(%))’ ey

Vau(z) = (

La norme euclidienne de Vu est notée par |Vu :

2
+ .+

ou

8xN

971/2
|Vu| = lau ]
81’1

Définition 1.1. (Espace des fonctions tests). L’espace D(§2) ou C5°(Q2) est l'ensemble

des fonctions ¢ : Q — R indéfiniment différentiables (de classe C>°(2)) et da support
compact dans 2.

D(Q) est un espace vectoriel et tout élément de cet espace s’appelle une fonction-test.

o supp o = {x € Q, p(x) # 0},
eD(Q) = C=(Q) N C,(9).

10



1.2. ESPACES FONCTIONNELS

Définition 1.2. (Espace séparable).On dit qu’un espace de Banach E est séparable s’il

existe un ensemble au plus dénombrable qui est dense dans E.

Définition 1.3. (Espaces Duals). Le dual topologique d’un espace vectoriel E sur le
corps K, (K = R ouC) est par définition, l’ensemble des formes linéaires continues de E,
c’est-a-dire des applications linéaires continues de E dans K . On note cet ensemble par
E' =1L(E,K).

E’" muni de la norme ||.|| définie par :

u(x)
Il = swp Ju@) = sup |u(e) = [u(@)
z€E,|lz]=1 z€E, |z <1 zeB zf20 || Z]]

Proposition 1.1.
1. By, C E; alors EY C EY,

2. (u, 2)pe < lulle|2] -

1.2 Espaces fonctionnels

1.2.1 Espaces de Lebesgue

Soit Q un ouvert de RY et p un nombre réel supérieur ou égale & 1. On définit I'espace

de Lebesgue LP(£2) par :
LP(Q)) = {u : Q2 — R mesurable et / | u(x) [P< oo}.
Q
On le munit de la norme suivante

1
P
lallny = llully = ([ lu@)P)’, =1

Quand p = 2, cette norme provient d’un produit scalaire. De plus si p = 400 on a :

L>(Q) = {u : Q — R,u mesurable et il existe une constante c telle que |u(z)| <c¢ pp sur Q}

11



1.2. ESPACES FONCTIONNELS

muni de la norme

ull oo = || Loo)= mf{c, lu(z)| <c¢ pp sur Q}

Remarque 1.1.

e Soit 1 < p < o0 ,on désigne par p' l’exposant de p

e Soit 1 <p<oo. Alorslespace dual de LP() est L ().

Théoréme 1.1. ([2]) Supposons que ) soit de classe C*.soit?
u€ W (Q)CcC(Q) avec 1<p< oo.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. u=0 surl.

2. u € WyP(Q).
1.2.2 Inégalités principales

+ 4 =1

Soit 1 < p < ¢ < oo deux réels et p I'exposant conjugué de p, i.e., ;

SRl

Lemme 1.1. ([10]) (Inégalité de Hélder) Si f € LF(Q), g€ Lp/(Q), alors f-g € L'(Q2)

et
19 @<l £ el 9
Si de plus | Q| < oo et f € LUQ), alors f € LP(Q) et

1_1
[ Flle) <l [# 7 [ fll o)

1. Rappelons que si p > Nalors u € WHP(Q) = u € C(Q)(voir corolaire 9,14 dans Brezis-Functional-
Analyse-EDP-2010 )

12



1.3. ESPACES DE SOBOLEV

En particulier

Li(Q) Cc LP(Q), V1<p<g<o
Lemme 1.2. ([10])Soient p; € [1,400] des exposants avec 1 < i < k tels que :
1/p=1/p1+ ...+ 1/px < 1. Alors, pour toutes fonctions f; € LPi(£2), nous avons
f=fi.fr € LP(Q) et l'inégalité de Holder généralisée

(WA v P [ | P

Lemme 1.3. ([10])(Inégalité de Young) Soient a et b deux réels positifs. Soit p > 1,

alors

/

PoobP /
ab < a——i——,, avec p S (1.1)
p P p—1

1.3 Espaces de Sobolev
Définition 1.4. L’espace de Sobolev WHP(Q) est défini par
Whe(Q) = {u € I7(Q) | Vu € (LP(Q)N }
Dans cette définition le gradient et entendue au sens des distributions.

Définition 1.5. Soit Q un ouvert de RY, et soit 1 < p < oo . Lespace de Sobolev? WHP(Q),

est défini par

dp
T

ou ,
83@ ’

pour u € WHP(Q),0n note g; = st p = 2,alors nous notons

HY(Q) = WH(Q).
L’espace WP (Q) est muni de la norme suivante :

HUHWLP(Q) = HUHWLP(Q) = HUHLP(Q) + HVUHLP(Q) )

2. Serguei Lvovitch Sobolev (1908-1989) est un mathématicien et physicien atomique russe de 1’époque
soviétique.
3. La dérivée au sens de distribution

13



1.3. ESPACES DE SOBOLEV

ou bien de la norme équivalente
1
[llyre = (ulle + [[Vull7,)? (1 < p < oo).

Lemme 1.4. L’espace W'P(Q) muni de la norme (1.3)est un espace de Banach pour

1 <p<+o0.

Démonstration.

Soit {u,} une suite de Cauchy dans l'espace WP(Q). Alors, la suite {Vu,} est de
Cauchy dans LP(2). Rappelons alors que l'espace LP(€2) est complet et de ce fait, il existe
des fonctions u et & telles que w, et Vu, convergent vers u, respectivement vers ¢ dans

L*(9). De plus, vu que LP(Q2) C L},.(2), on voit que
u, —u dans L, (Q) quand n — +oo

ou encore

u, —u dans D'(Q) quand n — +oo.

Donc, on a d’une part
Vu, = Vu dans D'(Q) quand n — +oo
et d’autre part
Vu, — ¢ dans D'(Q) quand n — +oo.
Maintenant, grace a la séparabilité de D(2), on voit que Vu = . Alors, le lemme en
découle. [
Proposition 1.2. .
1. L’espace WP est un espace de Banach pour 1 < p < oo.
2. L’espace WP est un espace séparable pour 1 < p < oo.

3. L’espace WP est un espace réflexif pour 1 < p < oo.

14



1.3. ESPACES DE SOBOLEV

Définition 1.6. Etant donné 1 < p < oo, on désigne par Wy ' (Q) la fermeture ('adhérence)
de D(Q) dans WH(Q) (WyP(Q) = D(Q)WV'"©@),

1, ; S
L’espace WyPest muni de la norme induite par WP

1
lullwer = (el + 1VullZ)? (sil <p < oo). (1.2)
La norme (1.2) est équivalente a la norme
fallya = Vel

on note HY(Q) = W, *(Q).

Remarque 1.2. Les espaces LP(Q)) sont caractérisés par des classes de fonctions identifiées

en dehors d’ensembles de mesure nulle.

On vérifié sans difficulté que 1'espace de Sobolev W1P(Q) est un espace fonctionnel muni
de la norme

[ ullwre@=[lwllp + 1l Vu - (1.3)

Définition 1.7. L’espace W, (Q) est défini par la fermeture de Uespace D(Q), relativement

a la norme (1.3). Autrement dit
WyP(Q) = {u c W'P(Q), avec u=0 sur 89}.
Cette espace muni d’une norme équivalente d la norme (1.3), donnée par
| u HWOLP(Q):H Vu || e @) -

Pour les résultats sur les espaces Wy () et W'P(Q) le lecteur pourra trouvé toutes les
démonstrations dans l'ouvrage de Adams [1].
Citons cependant, que dans la plupart des cas, les espaces Wy (Q) et W(Q) ne coin-

cident pas.

15



1.4. LES INJECTION DE SOBOLEYV :

Lemme 1.5. ([10])(Inégalité de Poincaré) Soit 1 < p < oo. Alors, il existe une

constante C' dépend de p telle que pour toute fonction u € D(Q) on a
| ulle@y< C | Vulze@) - (1.4)

De plus, par la densité de D(Q) dans Wy (Q), Uinégalité (1.4) reste vraie pour toute fonc-
tion u € Wy (Q).

Remarque 1.3. [ est évident que cette inégalité ne peut étre généralisée aux espaces de
Sobolev W'P(Q) . Pour s’en convaincre, il suffit de considérer les fonctions constantes sur

Q borné (ou de mesure finie).

1.4 Les injection de Sobolev :

Les injections de Sobolev sont treés utilisées lorsque nous étudions les EDP elliptiques.
Elles fournissent des inégalités entre les normes des espaces de Sobolev et les normes LP.
Ce résultat de compacité est un outil fort dans I’étude des EDP qui nous permet de passer

d’un espace de Sobolev a un espace de Lebesgue.

Théoréme 1.2. (/2])(Théoréme de compacité) Soit Q un ouvert borné de RY avec
N > 1 etl < p < oco.Toute partie bornée de Wy (Q) est relativement compact dans LP(S2).
Ceci revient a dire de toute suite bornée de Wol P(Q), on peut extraire une sous suite qui

converge dans LP().

Théoréme 1.3. (/2])(Injection continue).

Soit Qun ouvert borné de RN soit égal RY, avec N > 1 et 1 <p < 0.

N
¢ Sil1<p< N aors WyPQ) < LP*(Q) avec px = I LIS p.Et linjection
p
continue

i.e AC € R, (indépendant que de p,N et ) telle que

[ullzre < Cllullyyr-

16



1.5. DUALITE

e Sip>N alors WyP(Q) — CO’P%(Q).
Ou pour a > 0, C%*(Q) est l'injection des fonctions Holdériennes d’exposant o, défini

par
C**(Q) = {u € C(AR)/3k € Ry, [u(z) — u(y)| < K[|z — y||*,V(x,y) € 2}
e Sip=N alors WyP(Q)— LYQ)Vq € [1,+o0],

Théoréeme 1.4. (/2/)(Rellich-Kondrachov)
Soit Q un ouvert borné de RY, avec N >1 et 1 <p < o0
Sip < N alors Wy?(Q) —— LI(Q), Vg€ [1,p*.
Sip=N alors Wy*(Q) << LI(Q), Vg e [1,+o0].
Sip> N alors WyP(Q) == C%(Q), pour0 <y <1— N

p
toutes ces injections sont compactes.

1.5 Dualité

Nous allons dans ce paragraphe nous intéresser au dual d'un espace de Sobolev. Le dual
d’un espace de Banach existe toujours, nous nous proposons d’identifier ses éléments dans
le cas des espaces de Sobolev. Il est souvent commode de considérer les espaces de Sobolev
WhP(Q) comme le produit de copie des espaces fonctionnels LP(£2). Nous introduirons
pour cela un nouvel espace de fonctions, qui nous donnera notamment quelques nouveaux
résultats concernant les espaces de Sobolev WP(Q).

définissons 'opérateur linéaire P par

P Wr(Q) — (LP(Q))NH!
u > Pu:(u,%,%,...,%)

On remarque sans difficulté que pour toute fonction u € WH?(2), on a

= [lullwir@)
LP(9)

N ou
||Pu||Lp(Q)N+1 = ||u||Lp(Q) + Z Ox:
i=1 g

Autrement dit, P est un isomorphisme isométrique de W1P(Q) dans W C (LP(Q2))V+1,

On peut de plus montrer que

17



1.5. DUALITE

1. V1 <p<oo, LP(Q) est séparable.
2. V1<p<oo, LP(Q) est réflexif
3. Le produit d’espaces vectoriels séparable, respectivement réflexif, est encore un es-

pace séparable, resp. réflexif.

On peut donc conclure que W?(Q) = P~1(W), possede les mémes propriétés. Avant de
donner une caractérisation de 'espace dual d'un de I'espace de Sobolev WP(2), rappelons
deux principaux résultats d’analyse fonctionnelle bien connus, dont on trouvera les preuves

respectives par exemple dans I'ouvrage de Brezis [4].

Théoréme 1.5. ([10])(Hahn-Banach) Soient (E, ||||) un espace normé sur le corps K,
T :D(T) C E — K une application linéaire et bornée. Alors il existe un élément TecE
tel que

T(u) = T(u),Yu € D(T) et

Il = sup{|T(w)| :w € D(T) et |ju] =1}

Théoréme 1.6. ([10])(Théoréme de Représentation de Riesz) Soient 1 < p < o0,

T € (LP(Q)) et p le conjugué de p. Alors, il existe v € LP (Q) tel que pour toutu € LP(Q)

T(u) = /Qu(x)v(x)dx = (u,v) et “UHLP'(Q) = ||T||(LP(Q))'

Corollaire 1.1. Soit 1 < p < 0o Pour tout opérateur T € (LP(Q)N*Y) il existe un unique
v = (vg,v1,...,vn) € (LP(Q))NH! telle que pour toute fonction

u = (ug, Ut ..., uy) € (LP(Q))N+1
T

(u) = Z<ui7vi> et HU||Lp/(Q)N+1 = HTH(LP(Q)N-H)’
=0
Théoréme 1.7. Soit 1 < p < co,Pour tout opérateur T € (W'P(Q))', il existe un élément
v e (LP ()N telle que pour tout u € W'P(Q)
N Ou

T'(u) = (u,vo) + Z<%7Uz‘> et min HUHLP'(Q)NH = HTH(WLP(Q))/
i=1 Ui

18



1.5. DUALITE

ol le minimum (atteint) est pris sur tout les v € (L¥'(Q))N*1, pour qui vérifie la condition

précédente.
Démonstration.
Définissons
: W — R
Pu +— T*(Pu)="T(u)
Vu que P est un isomorphisme isométrique, T* € W' et | T*|lw = || T[] y1.0(qy - Par le théo-

réme de Hahn* -Banach ?, il existe une extension 7" de T* défini sur tout L¥ (Q)N+1, et par
le corollaire précédent, il existe un élément v € (L' (Q))V+! tel que si u = (ug, U1, ..., un) €

(LP'(Q))N+1, alors

Ainsi Vu € WHP(Q), on a

T(u) = T*(Pu) = f(Pu) = (u,vo) + Z;(gj;,m)

HT“(WLP(Q))’ = [[T"lw+ = [|Tlw" = ||UH(LP'(Q))N+1
O]

Théoréme 1.8 ([1]). Soient 1 < p < oo et p' = _B;. Le dual de Uespace Wy (Q) est

WL (Q).

4. Hans Hahn (1879-1934) est un mathématicien et philosophe autrichien
5. Stefan Banach (1892-1945) est un mathématicien polonais.
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CHAPITRE 2

Espaces anisotropes de Sobolev

On commence par rappeler la notion d’espaces de Sobolev anisotropes. Ces espaces ont
été introduits et étudiés par [12], [13], et [14]
2.1 Notations et définitions

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes. Soient {2 un domaine

ouvert dans RY, pq,...,pn, N nombres réels avec p; > 1, i=1,2,...N. On note

Du

T = (p1,P2s oo o) p- = min{p;, 1 i< N}, py =max{p, 1 <i <N} Du= 5
€

et p la moyenne harmonique des p; définie par

1
Pi.

>

Pi(Q)) par :

S
2|~

h

On définit I'espace de Lebesgue anisotrope

LPi(Q) = {u : Q2 — R mesurable et /ﬂ | u(z)

Pi < oo}.

On le munit de la norme suivante

sy = (] futa)

sip; =-+ooona:

1
pidx>“, pi>1, Vi=1,..,N.

| w || poo()= supesszeq | u(x) | .
Remarque 2.1. Notons que NN, LP(Q) = LP+(Q). Sip; = p pour tout i = 1,...,N,
Pespace LPi(Q)) coincide avec LP(2). De plus, on a
1/p .
Jallznie = Nl = [ JuPde) ™ si 1< p< o
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2.1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

et

[ullri (@) = l[ulloc = supessqealu(z)| si p=+oo
On introduit 'espace de Sobolev anisotrope
WhP(Q) = {v € LP(Q)|Div € LP(Q),Vi=1,...,N}-

muni de la norme

N
oz = 3 (Il + Dl 21)

i=1
’ . . 1 .
Nous définissons aussi WO’?(Q) comme suit

WA (Q) = {v eEWL T ( Q=0 sur aQ}

muni de la norme

N _ 1/pi
follypor = X ([ 1Dl do) (22)
i=1
Signalons que les deux normes || - [|yy1.7, [ - [|;;,1.7 sont équivalentes.
0

On peut aussi écrire cette définition des espaces de Sobolev anisotropes comme suit

Définition 2.1. (Espaces anisotropes de Sobolev) Soit un ouvert Q) de RY les espaces

de Sobolev anisotropes sont définis comme suit :
Whr(Q) = {v e WH(Q); 0w € L7(Q)}

et

Wy () = WHPH(Q) N Wy ()

dotés de la norme habituelle
N
g 0y = 3= 100l
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2.1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Lemme 2.1. [10] Soit W, 7( Q) la fermeture de D(Y), Uespace des fonctions indéfiniment

dérivables et a support compact, par rapport la norme ||.HW1,7;>(Q) . Alors
0

WoPH(Q) € WP (Q) € Wy (Q), i=1,..,N

PIRRED)

Démonstration. .

1. Montrons que || v ||, <C|w le 7 (g tel que C' est une constante strictement

s P (®)

positive

ollyor@ = ([ [90P dx)l
- (3 5; >’>dw>‘*
<o) S (o) )"
0’%(/ <ax,> w)”

IN

alors, grace a l'inégalité de Holder, on voit que

L

N p—
p- P P L 1 p- _
HUHWS,L(Q) < C; H/ |0;v] dx} (/Ql dx)~ tel que 5 + P 1
N Po_ 1
< C'Z K/ \8vpldx> pl] -
=1
11 N /p 1"
> (/ \8vp’dx> = C"ollya7
=1
d’ou lexistence d’une constante C'=C” ona, |wv ||W01,p_(9)§ Clw ng’?m)'
par conséquent
Wo'? () € Wy (Q).
2. Maintenant pour prouver l'autre inclusion on rappel que
Va>0, a<pB=a"<d’+1. (2.3)
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2.1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit u € T/Vol’p+ (Q), Alors pour tous i = 1,..., N on a p; < py, d’apres 'inégalité (2.3)

on voit que

< [Vul*t +1

donc, il existe une constante C' > 0 telle que

Q

Prde < /|Vu|p+dx+/1dx
Q 0

b+
< ollsne g + 10
< C.
Alors
i :
3 (/ | Dyul” d:zc) f<C, Yue W Q)
i—1 WO
Donc

WoP* (Q) € W7 (Q)

Lemme 2.2. [] existe une constante c¢; dépend de i, telle que
Vo € WoP' (), llelln@ < el Ditlliney, i=1,... N

Démonstration. .

Soient ¢ € D(2) et x € supp(yp), alors

() :/ Dip(x1, 29, .y i1, t, it 1, .., xy) di
— o0

posons &;(t) = (x1,Ta, ..., Ti—1,t, Tiy1, ..., Ty ), €t comme

supp(p) C [—a,a]” = R,, a € R},
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2.1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

on voit que :

alors

IN

[ 1Dsptalan

—a

o ()]

IN

/ |Dip(2;(t))|dt  (d’apres I'inégalité de Holder)

< o) ([ D))"

—a

ce qui donne

a pi
(@) < G | |Dip(aa(t))) dt
on integre sur R, on obtient que :
~ pi
)P de < C D; dx
o (z) @
R, Rq

ce qui implique

~ pi
/Q|go(x)|pi dr < oi/Q‘D,@ dr, Y € D(9).

Crace  la densité de D(Q) dans Wy (Q) il vient

[ 1e@)

Pi
dx, Yo € WP (Q)

Q

Donc,

el ey < ClIDsgl ri(), Vo € Wat'(9). (2.4)

Nous énoncons tout d’abord 'inégalité de Holder dans L?(]RN )
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2.1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

2.1.1 Inégalité de Holder

Rappelons un résultat important concernant les espaces L?(RN ), qui sera utile dans la

suite.

Lemme 2.3. (Inégalité de Hélder) Soit T = (p1,p2s - pn), € = (q1, G2, - qn) tels
que 1 <p; < +ooetl <q <400 pour touti=1,...,N.

Alors pour tout u € Lﬁ(RN), vE L7(RN) et 7 = (ry,ry,...,TN) avec

1 1 1
— = —+—, i1=1,..,N (2.5)
T pi G
on a
uv € an wl = < ulzlvlle )
L7 (®RY) and < 2.6
Démonstration.
Commencgons par le cas ou p; et ¢; sont finis pour tout ¢ = 1,2,..., N. Appliquant

I'inégalité de Holder usuelle sur la fonction uv avec % = p% + qil,nous obtenons

|uv]| L1 ey < |Jwll e @en) |Vl o ()

1

en tenant compte que % ==+ q% et utilisant de nouveau l'inégalité de Holder, on voit que

T op2
[lvlersaon |y gy S el @nllelzon o 1,
< Mellzos@en | g gy 110201 @01 [ gy
Il résulte par récurrence, que
1 1 1 .
luvllz < llullzlivllz - =—+— i=1..N
(3 K (]

Cas ou :
Il existe ip € {1,2,..., N} tel que p;, = +0 et ¢, fini.

On prend dans ce cas r;, = g;, et utilisons I'inégalité

ol o gy < Tl e o) 0] 0 i, -
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2.1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

le résultat en découle.

Cas ou : p;, = gq;, = +00.Dans ce cas, nous posons r;, = +00 et utilisons le fait que

vl +oo(azyy) < Wl Lo (i) V] 4o dasy )-

Donc, I'inégalité (2.6) est prouvée. L'itération de (2.6) meéne a la version suivante pour un
produit de k£ fonctions : [

%

Corollaire 2.1. ([9])Soit T = (r1,79, ...,rn) et p' = (pi, ph, ... piy) tel que 1 < r; < +o0 |

1 < ph <400 et

1 ko1
72277 ]:1a27 7N
i =Py

Alors
k

[[uw

i=1

P

k
i—1

-

2.1.2 Inégalité de Minkowski

Lemme 2.4. (Inégalité de Minkowski)

Soit r > 1, pour touts v € D(R),nous avons

H/:’O (e, )|z

+oo
< [ M@ gy o
Lr(dmz) —0o0

Démonstration.
Si r = +oo le résultat est évident. Supposons que v € D(R?) et 7 € [1, +oo[, comme

supp(v) C [—a,a]* avec a > 0, on peut écrire

+a
= |/ i, ey
L7 (dz2) —a

grice a la formule d’intégration de Riemann par rapport a z; sur 'intervalle [—a, a] on voit

- H/M (@, )|z

—00

L7 (dxz2)

ce

2a & 2
I =1 lim £Z|v(—a+k;a,.)|

n—+oo n, el

L"'(d(ﬂg)

26



2.2. INJECTIONS ANISOTROPES DE SOBOLEYV :

et comme v € D(R?),il découle du théoréme de convergence dominée de Lebesgue que

" 2
I = lim —aZ|v(—a+k—a,.)|
n—+oo (| N =1 n L7 (das)
pour que
2 2
I < lim —az |v(—a+k—a,.)|
n—-+oo n, p n L7 (dz2)

+a

= [ @ Mg 41
+oo

= [ sy e

2.2 Injections anisotropes de Sobolev :

1 1 1
Soit un ouvert de RY borné et régulier, = (p1, P2y ...y PN ) AVEC ) =5 >N p

Nous avons maintenant le Théoréme,concernant les injections anisotropes, suivant
Théoréme 2.1. ([7]) Soit
1
p

N
?:(plap% """ 7pN) Z

Alors :

1. Sip < N.On a,d’une part Wol’ﬁ(Q) — L%(Q)et d’autre par :

L7 q
Wy (Q) =>— LI(Q), Vqell, N—ﬁ['

2. Sip= N.on a

3. Sip>N.ona
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2.2. INJECTIONS ANISOTROPES DE SOBOLEYV :

ouW — 'Y désigne une injection continue de Wdans Y et W —— Y une injection compacte
de Wdans'Y .
Corollaire 2.2. ([11]) Soit 7= (p1,D2, ey N) tel que 1 < p; < . L’injection

WEP(Q) ey LP(Q), Vi=1,.n, N

est compacte.

p(N + 1
En effet, si p > N, le résultat est évident. Soit p; € ]1, ])(NH[ tel que p < N. Le

fait que
5(N + 1 Np N —p—Np 7D
N N-p N(N —p) (N —p)
montre que
p(N +1) Np
1 3 V - 1, 2, .. 7]\]'
N N—p
De sorte que l'injection
W7 (Q) o LP(Q)
est compacte pour tout 1 =1,...... ,N.
Remarque 2.2. En générale l'injection
W' () — L(2)
n'est pas toujours compacte pour tout p; > 1 et i = 1,..... ,N. En effet, nous prenons
l’exemple suivant
pr=p2=p3s=2, ps=100 et N =4
nous obtenons que
400 Np 400
p=—<N=4 et p'=——=— <p.=100.
P= 15 CPENG T o
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CHAPITRE 3

Inégalités anisotrope de Sobolev

Le but de ce chapitre est de généraliser I'inégalité classique de Sobolev au cas anisotrope
ou la fonction et ses différentes dérivées partielles appartiennent a des espaces de Lebesgue
différents. Nous nous basons principalement sur les deux articles [1, 14]. Nous mettons
en avant des résultats importants, comme les espaces anisotropes de Sobolev. Nous nous
permettons d’omettre certaines preuves qui ne paraissent pas essentielles a la compréhension

du sujet, renvoyant par conséquent le lecteur aux articles cités plus haut.

3.1 Inégalité de Sobolev

Sous sa forme classique, 1'inégalité de Sobolev fournit pour la fonction réguliére une
estimation d’une fonction réguliere u pour la norme de LP du gradient de la fonction wu.

Spécifiquement, si 1 <p < N, on a

N
luly < KX IDwll,  VYue WP (RY) (3.1)
i=1
avec ¢ défini par
1 1 1
S o= - 3.2
. TN (3.2)
ol D; dénote l'opérateur différentiel partiel 52, |- ||, désigne la norme dans I'espace LF(R™)

et la constante K dépend seulement de p et de N Dans sa forme classique, 'inégalité de
Sobolev fournit pour la fonction réguliere une estimation d’une fonction réguliere u pour la
norme LP du gradient de la fonction u. Spécifiquement, si 1 <p < N on a

Notre but, dans ce chapitre, est de généraliser 'inégalité de Sobolev au cas anisotrope

ou les diverses dérivées D;u appartiennent a espace des LP¢ différents, 1 = 1,..., N,p; > 1,
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3.1. INEGALITE DE SOBOLEV

i.e.

ue LP(RY) et Due LPi(RY), i=1,..,N.

Il est bien connu qu’aucune inégalité de type (3.1) n’est possible pour tout u € W'P(RY)
a moins que ¢ satisfasse (3.2). Pour le voir, on choisit dans (3.1) la dilatation uy = u(Azx),

A > 0 de la fonction v au lieu de w. Il vient, d’une part :

1/p
IDwsl, = ([, IDitura) o)
R
1/p
_ )\( / |Di(u()\x))|pd:v>
RN

en effectuant le changement de variable ¢t = Az, on peut écrire

IDiully = AP Diull, YA >0

Et d’autre part on a aussi, pour tout A > 0 :

1/q 1 1/q Ny
fuslly = ([, Ow)tda) " = ([ Slut@)pda) ™ = 3l

il résulte alors de (3.1), pour tout u # 0, que

N N
sz IDalls _y (vjg-vpy g iz HDiqu’ VA = 0
[[uallg [ullg

on a aussi, pour tout A > 0 :

St [1Dsullp N1

||u||q

|2

K

ceci n’est pas possible & moins que 'exposant de A soit zéro (—(%) + (%) —1=0), ie,

1

%. Cette contrainte sur ¢ se prolonge, car nous la verrons, au cas anisotrope

1
q p
également.
Pour traiter le cas anisotrope et voir a quelle condition, sur le réel ¢ > 1, on a

N
lully < K[| D

=1

o, YueLP(RY) et Due LP(RY), i=1,.,N.

on aura besoin de ce qui suit .
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3.2. NORME MELEE

3.2 Norme meélée

Soit u une fonction réelle mesurable sur RN et 7 = (p1,ps, ..., pn) € RN avec
1 < p; < 400 tel que pour tout + =1,..., V.

fjo? |U(ZL’1, ooy Ly ”'7xN) Pide; < 400 si 1< pi < 400,
€88 Sup,. cg [U(T1, ..., Ty, ..., TN)| < +00 i p; = 400,

Nous pouvons dong, calculer la norme de u(zq, x9, ..., z5) par rapport & x; dans LP*(R),puis
la norme du résultat par rapport a xs dans LP?(R), enfin on termine par la norme par rapport

a zy dans LPV(R), on obtient un nombre réel qu’on le note

LP2 (dzz)

s o e
LPN (doy)

ou

1/pi
_ (fj_oos |U(ZE1, vy Ly ...,[EN) pld$1> si 1 S pi < +00,

[l ot (i) = |
sup essyer|u(z1, ..oy iy o xy)| S pi = 400,

Par exemple si les nombres p; sont finis, alors
/ N / N
ol

Notons par L7 = L?(RN ) 'ensemble des fonctions mesurables définies de RY dans R,

p2/p1 ]pa/m

1/pN
dﬂ?z :|

+o00o
/ |u($17x27”'7mN)|pldxl

— 00

de

lullz =

telles que ||ul|;7 < oo. L’espace L7 est un espace de Banach (p; > 1) muni de la norme

| - |l voir par exemple [3]

Exemple 3.1. Soit p; fini pour tout i =1,2,3, on a

IN=2:
400 +00 p2/p1 1/p2
fllpm = | [ | [ utarwa)pda] ™ da)
2.N=3:
400 +00 +00 p2/p1 p3/p2 1/p3
e B A I A e [ R

St N =3 et p=+00, on obtient

d.’L’Q

p2/p1 1/p2
114l (1 o 00) = SUP €555 }

+o00
| e wa,wg) do
—00

/+Oo
—00
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3.2. NORME MELEE

Donnons deux résultats élémentaires au sujet de normes mélées, une inégalité concernant
I'effet, sur les normes mélées, de permuter I'ordre dans lequel les normes de LPi(RY) sont

évaluées.

3.2.1 Normes mélées permutées

La définition de ||u|l5 exige des normes successives de LP d’étre calculées dans l'ordre
de l'aspect des variables dans la forme de la fonction wu.
Cet ordre peut étre changé en permutant ’ordre des intégrales et les réels associés.

Soit o une permutation de I’ensemble {1,2,...,n} définie par :

or = (xcr(l)a To(2)5 xa(n)) et U? = (po(l)apcr@)a "'7p0(n))-

Si ou définie par cu(ou) = u(x) ,(i.e. ou(z) = u(c~'z)) donc ||oul|,7 s’appelée une norme

mélée permutée de la fonction u.

Exemple 3.2. pour N =2 et 0{1,2} = {2,1},donc

+oo +o0 p2/p1 1/p2
Hu”?:(m,pz) = {/_Oo / |U($17$2)|p1d$1] de}

—0o0

et

p1/p2 1/p;1

—+o00
/ |u(zy, )P dxs dx;
— 00

e = [/

Notez que [Jul|5 et |lu|,5contiennent les mémes normes de LP* qui sont associées a les

mémes variables ; seulement 'ordre de 1’évaluation de ces normes est changé.

Lemme 3.1. (Inégalité de permutation) Soit 7= (p1,P25 -, PN),  Di > 1,
i=1,2,..., N. Pour toute permutation o de l’ensemble {1,2,..., N} il existe deux permuta-
tions o* et o, de l'ensemble {1,2,..., N} telles que les composantes de U*? et de a*? sont

croissantes et décroissantes respectivement :

IA

Pou(l) S Pou@) < oo < Dou(N)

v

Pox(1) > Pox(2) - Zpa*(N)
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3.3. INEGALITES ANISOTROPE DE SOBOLEV

Alors pour toute permutation o de {1,2,..., N} et pour toute fonction u € D(RY) on a

lowullo, 3 < lloullog < llo"ulloz (3.3)

Démonstration.
Comme pour toute permutation o on peut la décomposée en produit de permutations
o; transforme deux éléments successifs et laisse les autres fixés. Donc la preuve réduite au

cas particulier : pour tout 1 < p; < po, on a

+oo +o0 p2/p1 1/p2 +00
[/ [/ |u|p1dx1] dwz} /

En effet, utilisant le lemme 2.4 (Inégalité de Minkowski) pour v = |u["* avec r = 2 et p,

+oo p1/p2 1/p1
/ |u|p2dx2} dml] (3.4)

—0o0

VAN

fini, il vient

+o0 »
< I .
LZ? (dxz2) /—oo |||U($1, )| ”LZ? (d332)dx1

“+o00
H/ |u(zy, ) [P dxy

par conséquent

1 1

. N .

S (e e, )™
—Oo

L1 (dzs) LP1 (dw2)

+o00
| e, g day

d’ou I'inégalité (3.4). Si p; fini et py = 400 , écrivant :

sup (/ |U($1,$2)|pldx1> < (/ | sup |u(zq, xQ)H”ldq;l) :
—00

T2 —00

nous obtenons

[tllpr,400) < lloufl (400 With o (p1, +00) = (+00,p1).
Si p1 = py = 400, le résultat est évident. [
3.3 Inégalités anisotrope de Sobolev

Soient p; > 1, ¢ > 1 et u une fonction tel que

u€ LP(RY) et Due LPF(RY), i=1,2,...,N.
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3.3. INEGALITES ANISOTROPE DE SOBOLEV

L’inégalité de la forme

N
lullpe < &Y || Diul|rei, k  est une constante indépendante de u (3.5)
i=1

S’appelle inégalité anisotrope, parce que différentes normes de LP# sont employées pour
estimer des dérivées dans différentes directions. Dans cette partie nous voulons voir a quelles
conditions sur les réels p; et ¢; 'inégalité (3.5) sera vraie, ensuite sur ces conditions nous la

prouveromns. COH]IHGHQOHS par

Lemme 3.2. Soit p la moyenne harmonique de p;,i.e. = %Zizl L 8%l existe une

=

constante k telle que, pour toute fonction u € D(RY), on a

N
ully < K Dsullrio)
i—1
Alors
1

— — avec p< N
N p

X
asTE N

Démonstration.
Soit A = (A1, Ag, ..., Ay) tel que 0 < \; < +o00 pour tout i = 1,..., N et u une fonction
appartient & D(RY) vérifiant I'inégalité (3.5). Introduisons la fonction wuy (la dilatation

anisotrope) définie par
un (11, Tg, .y Tn) = wW(ALTL, Ao, oo, AnTy),  V(21, 29, ..., xy5) € RY
On a, d'une part
Juallg :/ [u(A121, Aea, ..., Anay)|Pdr = ()\1>\2~-)\N)_1/ [u(ty, ta, ..., tn)|dt
RN RN
d’ou
-1
lurlly = (ArdeAn) e lullg (3.6)
et d’autre part

| Dysux Pidy

gz = )\fl/ |DiU(>\15L’1,>\2.T2,...,/\NIN)
7 RN

= )\fi()q/\z...)\N)_l /RN |DiU(t1»t2v ‘“7tN) Pt
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3.3. INEGALITES ANISOTROPE DE SOBOLEV

de sorte que

5
IDsusllp, = Ni(Ade..Ay)7

Diu

pi (3.7)
Soit t > 0,on peut choisir A de telle sorte que :
Ao Ay)p =71, =1, N

Ce qui donne
N

H )‘i()\l)\z---)\N);ii1 = ()\1)\2...)\N)1—va:1 Upi — 4=N

i=1

1
donc, en remarquant que p < N implique que >~ — > 1, on obtient

(2

/\1)\2.../\]\[ = tN/(Zizil 1/pi=1) et )\z = t_l . tN/Pi(Zf\]zl 1/171'—1)'

Soit maintenant uy € D(RY) et vérifie (3.5), en tenant compte de (3.6) et (3.7), on voit que

Zg\il HDiu”Lpi N HDZ'UAHLI%; ()\1)\2 ..... )\N)—l/q

K =YK
l[ullq ; ually, A(AiAe...Ay) /P

pour u # 0.

de (3.5),il vient que

iy 1Dl o S =N/ V/pi D)
[[ullg - t=

> NSl Upe s

K

par conséquent

ceci montre que

Théoréme 3.1. Soit p; > 1 pouri=1,....N . Si

1
p<N avec - =

1
q N

il =
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3.3. INEGALITES ANISOTROPE DE SOBOLEV

alors il existe une constante K telle que l'inégalité anisotrope de Sobolev

N
lull, < K [[1Dsul| o (3.8)
1=1

est valable pour tous u € D(RY)

Sip > N linégalité (3.8) est vraie pour tout ¢ > 1 et K dépend de q et supp(u)

Démonstration.
eCasotn:p< N.Soitue DRY) et s; >1, pour i=1,2,..,N.Comme la fonction

u a support compact dans RY, on peut donc écrire (pour s; > 1) :

sidt

z;
.
‘ :/ Dilu(z1, 2, ..., i1, t, Tiga, ., TN)

—00

|u(z1, g, ..., xN)

par conséquent

—+o00
sup |u(zy, T2, ..., xy)|* < / Dilu(xy, xo, ..., xN) [P dx;
z; €ER —00

intégrant l'inégalité précédente par rapport les n—1 composantes x1, Ta, ..., T;_1, Tit1, .., TN,

il obtient

Si

loilul™ | (roo 1,y < W Dilul* [l = | Diful* |2 ery  Vi=1,2,... N (3.9)

ou o; est une permutation de 'ensemble {1,2,..., N} défini par
oi(1) =1, o;i))=1, et (o;(j)=yJ, Vj#1,9)
de sorte que
oipp=11,..,1,p;, =400,1,...,1) = (+00, 1, ..., 1).
Posons maintenant
o =(1,1,...,400,1,1,..,1) = (vi = 1,0k =1, ...,0} = +o0, ..., vy = 1) (3.10)

—

tel que la composante d’ordre ¢ du vecteur v; égale a oo et les autres composantes prennent

la valeur 1.
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Comme

V! 1y = vl = +o0 > vfn@) =1>..> vf,i(N) =1

i

et grace au lemme 3.1, I'inégalité (3.9) devient

(s

w < loilul ([ croo .y < [ Diful* [l = sill[ul*~ Diull
il résulte alors de I'inégalité de Holder que

Hul*[ls < [1Dslul*[ly = sill[ul* " Diully < Kju

oDl (3.11)

(si=1)p

avec p; = pi/(pi — 1) et (p; = +oo if p;=1)

Soit s =81+ 89+ ... +syet 1/r=1/r;, = Eff:l,k# 1/vi, donc r = = et

N-1
Il =y, 7 = (7, em)
Ecrivant
N
||U||§/(N—1) = [Jul®[lyyv-1) = [[Ju]rT20FoN 5 = H |ul*
i=1 -
et utilisant le corollaire 2.1, on obtient
N N N ’
”UHi/(N—n = H || < H [ w avec 1/r; = Z 1/vy, (3.12)
i=1 7 =l k=1,k+i
De (3.11) et Iinégalité ci-dessus, il vient
al 1
s N Si—
On choisit s de telle sorte que
NN —-1) N(p: —1)
i=1 p; Pi\2ui=1 Di

ce choix est possible car la condition p < N montre que 7, z% > 1. Si p; = 1 nous obtenons

s; = 1 (est la preuve dans ce cas similaire a celle du cas p; > 1). si p; > 1 nous écrivons

N(N —1) . N
= (& Si:
N—l—ZiN:li p;(N_l_Zi]ili)

3

+ 1.
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s
N-1"

Posons ¢ = par conséquent

N

(si —1)p; = G g, Vi=1,.,N et > si=s (3.14)
N-—1 i=1

Dong, il résulte de (3.13) et (3.14) que :

N N
lully < KN T lls 1Dl = K™ flullg™ TT [ Dilly,

i=1 i=1
cela implique que
N ¥
N
fuly < & (TPl ) v e DY 3.15)
i=1
par conséquent,

N N
Q < KDl Vu € DERY)

i=1

N
HMMSK<HH&u

i=1

En fin, il reste de vérifier que
1 1
g p N

Utilisant (3.14), on voit que

Zsizzluq(l—)]=N+q<N—Z>:s=q(N—1),
=1 =1 i z:lpi
Donc,
N N
1 1 1 1
N—i—q(N— )qu—l avec —=-—) —
;Pi ( ) p N;pz
d’olt
1 1 1
—-=—-——— avec p<N
g p N
e Casou:p> N. RemarquerquepzNmontrequer\;lz%Sl.Posonsn:pi ﬁvzlz%,
donc on a
N1
o —=1 etb 1<m<p; i=1,.,N.
i=1 T

Fixons ¢ > 1 tel que :
T

>
1 7'2‘—1
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Prenant

1 Ti—l .
i = , =1,..,.N
“ N—1< p ) !

et en répétant le méme raisonnement comme celui de (3.11) avec
N
si=aiq(N—1) et s=> s,=q(N-1),
i=1

on montre que

] ! Dyul|x

w < Dl = sil|u

ot v donné par (3.10).Utilisant 'inégalité précédente et Holder, on voit que

7 < s </RN |u
T, —1
< s(f,, luvae) "Dl
supp(u)

T, —1

Si

[

Ti

ou

Ti T;
q_

¢ = (aig(N = 1) = 1) <q.

Ti—lz Ti—l

Il résulte de Holder de nouveau, en tenant compte que 7; < p; :

=1
Zl " ||Diullp;, K une constante dépend de supp(u).

[l

7 < Kllu

En répétant, de la méme maniére, le raisonnement de celui de (3.12) on prouve que

N
lully < TTlw™lls et s =q(N —1).
=1

En combinant les deux dernieres inégalités, on voit que

N
lully < K ully ™ TT |1 Do

i=1

pi

ou

St oS (V1) — 1) = s— .

i=1 Ti i=1

Par conséquent

v 5 _
||u|rq3K(Hqu ) Cves T m1 N
TA_

=1
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Maintenant, prenons ¢ € [1, +00| .quelconque. Posons

Ti
r =max4q, 1l + max > max
ISi<N 1 — 1) 7 1< — 1

de sorte que

N ~
HMhSK<HH&um)
=1

et, comme ¢ < r on peut déduire que

i=1

N ~
W%SKGHW%J,V%UﬁM.
Ceci acheéve la démonstration du Théoréme 3.1 . O]

Corollaire 3.1. (/8]) Soit Q un borné et régulier dans RY ouvert, u est une fonction
appartient a lespace NN, Wolvai(Q)

En utilisant (3.15) et la densité de Wy * () dans D(RN) ,on voit que

N N N
. < & (THDwl) . vue W@ (3.16)
=1 i=1
ol
1 1 1
;ZE_N avec a < N.

Si o > N, Uinégalité (3.16) est vraie pour tout s € [1,+o00o[ et la constante K dépend de
2.

Lemme 3.3. (Inégalité anisotrope de Sobolev/14])

Soit Qr = (0,T)Q un cube de RN avec des faces paralléles de coordonnées. Supposons

pi>1, i=1,..,N et uecny, Whri(Q). Alors

N 1
N
lull@ < K]I (||U||Lpi(Q) + ||Diu||LPi(Q)> : (3.17)
=1
ou s =p- = ]\J,V_ﬁﬁ st p < N avec p donné par % = % Zf\il p%_. La constante K dépend de N

et p;, En outre, si p > N , l'inégalité (3.17) est vrai pour tous s > 1, et K dépend de s et
Q).
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Abstract

The goal in this thesis is to generalize the classical Sobolev inequality (1) to the aniso-
tropic case where the function v and its different partial derivatives D;u belong to different

Lebesgue LPi) ¢ =1,..., N. More specifically, if p; > 1, ¢ > 1 and u a function such that
u€ LP(RY) et Due LPRY), i=1,2,..,N.
The inequality of form

N
lullee < kY ||Dsul|ri, k is a constant independent of u (3.18)
i=1

with ¢ defined by % = where p the harmonic mean of p; defined by

-
I
2=
]
=
[~

11
p N

The inequality (3.18) is called anisotropic Sobolev inequality.

keywords : anisotropic Sobolev space, mixed norm L space, Sobolev inequality.

Résumé

Le but dans cette mémoire est de généraliser I'inégalité classique de Sobolev (1) au cas
anisotrope ou la fonction u et ses différentes dérivées partielles D;u appartiennent a des
espaces de Lebesgue différents LPi, + = 1,..., N. Plus précisément, si p; > 1, ¢ > 1etu

une fonction tel que
ue€ LP(RY) et Dwue LPRY), i=1,2,..,N.
L’inégalité de la forme

N
lullce < &Y || Diullrri, k  est une constante indépendante de u (3.19)
i=1

avec ¢ défini par % =

1 1 N . z : 1 _ 1 N 1
TN Ou p la moyenne harmonique des p; définie par 5=V > o

L’inégalité (3.19) s’appelle inégalité anisotrope de Sobolev.

mots-clés : espace de Sobolev anisotrope, norme mixte LP espace, inégalité de Sobolev
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