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RESUME 
 
           Les structures discrètes en forme de barre ou poutre sont d’une application de 
grande importance dans de nombreux secteurs de l’industrie, telle que : la construction 
mécanique spatiale ou robotique, aérodynamique, le génie civil. La technique de calcul de 
ces structures a connu durant ces dernières années un développement considérable. La 
méthode des éléments finis est de nos jours un outil puissant, disponible à des coûts 
raisonnables, le temps de modélisation est désormais réduit, telle que la prise en main 
l’utilisation de l’ordinateur. Pour atteindre des calculs de ces structures moins coûteux et 
plus rapide, on à développer un programme en langage « PASCAL », qui permet la 
détermination des déplacements, les réactions dans les nœuds, et les forces axiales dans les 
éléments. Des exemples de vérification ont été faits, sous différentes charges et conditions 
aux limites. Les structures proposées nous a permet d’approfondir nos connaissances à 
l’application de la méthode des éléments finis dans l’analyse des structures discrètes. Ce 
programme développé donne des meilleurs résultats de calcul comparé au logiciel  « SAP 
2000 ».   
 

ABSTRACT 
 
 
The discrete structures bar or beam-shaped are of great importance application in many 
sectors of industry, such as: space mechanical engineering or robots, aerodynamic and civil 
engineering. The techniques of calculation of these structures experienced in the last few 
years a considerable development. The finite element method is nowadays a powerful tool, 
available at reasonable cost, and time of modeling reduced, with the use of computer. To 
reach calculation of these structures less expensively and more rapidly, we have developed 
a program in “PASCAL”, which allows the determination of displacements, the reactions 
in the nodes and the axial forces in the elements. Examples of tests were made, under 
various loads and boundary conditions. The suggested structures allowed us to look further 
into our knowledge with the application of the finite element method in the analysis of 
discrete structures. The developed program gives better computation results compared with 
software “SAP 2000”.   
 
 

 خلاصة
 

حيث البناءات .عرفت المنشات المكونة من روافد و عوارض تطبيقات جد هامة في عدد من القطاعات الصناعية
تقنية الحساب لهذه المنشات في تطور . ية و الأذرع الآلية، و الديناميكا الهوائية و الهندسة المدنيةالميكانيكية الفضائ

و طريقة العناصر المنتهية في أيامنا هذه تمثل أداة ذات قدرة كبيرة، متوفرة و غير . كبير خاصة خلال السنوات الأخيرة
، » باسكال«ولقد طورنا برنامجا كتب بلغة. حاسبات الالكترونيةمكلفة، في الثمن و الوقت، وهذا راجع للتطور المذهل لل

سمح لنا بحساب الازاحات و ردود كما . حيث سمح لنا هذا البرنامج باختصار الوقت و التكلفة في حساب هذه المنشات
تم أجراء عدة أمثلة للتحقق من مصداقية البرنامج من خلال تطبيقات . الأفعال في كل عقدة، و الاجهادات في كل عنصر

إن المنشات المختلفة المدروسة في هذا العمل تمكننا من التعمق في طريقة العناصر . مختلفة للحمولة وتنوع في المساند
في الأخير أجرينا مقارنة النتائج المحصل عليها بنتائج برنامج. طريقة تطبيقها في تحليل هذه المنشاتالمنتهية و                            

متطابقةجد  والتي كانت                                                                                           «SAP 2000»             
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iF                               Système des charges extérieures [ ]N  
σ                                Système des contraintes [ ]2/ mN  
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ijσ                               Tenseur de contrainte 

ijε                               Tenseur de déformation 
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ds                               Surface différentielle [ ]2m  
dv                               Volume différentiel  [ ]3m  
nr                                 Normale 

21 uetu                       Déplacements nodaux [ ]m   
( )xfi                            Fonctions de forme  

( )xfi
′                           Dérivée première de la fonction de forme  

U                                 Énergie de déformation [ ]mN.  

L
EA                              Rigidité axiale de la barre [ ]mN  

iT                                 Vecteur de contrainte  
[ ]F                               Vecteur de force 

)(mF                           Force de volume 
)( pf                            Force de surface 

[ ]K                               Matrice de rigidité [ ]mN.  

ijK                               Coefficients de la matrice de rigidité 
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{ }T                              Transposé d’un vecteur 
Π                                 Puissance virtuelle  
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YX,                            Coordonnées locales 
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








2

1

u
u

                           Vecteur des déplacements nodaux en coordonnées locales [ ]m  

θ                                 Angle d’inclinaison 
λ                                θCos  
µ                                θSin  

lL,                              Longueur [ ]m  

i
i q

UF
∂
∂

=                  Forces généralisées [ ]N  

iq                             Déplacements généralisées [ ]m  

ε
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)(),( xfxf ji
″″          Dérivées secondes des fonctions de forme 
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                     Vecteur force d’un élément poutre. 
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 7 

INTRODUCTION  GENERALE 
 

         Les structures discrètes sont des structures composées d’éléments barres ou d’éléments 

poutres assemblées par soudures ou rivetage en des points appelés «nœuds», et soumises à des 

forces extérieures, sous l’effet de ces forces, la structure peut se déformer et des contraintes 

internes dans chaque élément peuvent se manifester, ces structures sont caractérisées par un 

nombre finis de paramètres inconnus tel que les déplacements et les forces aux nœuds.  

         La méthode des éléments finis est une des nouvelles méthodes appliquées aux analyses 

des ces structures dans le domaine d’engineering. Notre travail consiste en l’utilisation de 

cette méthode pour analyse statique et dynamique de ces structures sous l’effet des excitations 

extérieures, et avec des différentes conditions aux limites.      

La méthode des éléments finis est actuellement reconnue comme étant une technique 

très puissante pour l’analyse des structures discrètes ou continues, dans le domaine 

d’engineering. Elle est utilisée aujourd’hui dans de nombreux secteurs de l’industrie tel que, 

la mécanique, le génie civil, l’aérospatial et la robotique. 

       Notre travail est consacré à l’utilisation de cette méthode pour l’analyse statique et 

dynamique des structures en treillis ou portiques sous l’effet des excitations extérieures avec 

des déférentes conditions aux limites. 

       La compréhension de cette méthode donne nécessité à l’élaboration de certaines  

connaissances scientifiques telles que : la théorie d’élasticité, la mécanique des milieux 

continus, la résistance des matériaux, la dynamique des structures, de plus  les notions de base 

de mathématique appliquée. 

      Si la structure présente un comportement trop complexe ou un système continu défini par 

un nombre infini de paramètres, il devient très difficile d’analyser ou de trouver la solution 

analytiquement. Cependant, la méthode des éléments finis pousse la possibilité de trouver la 

solution la plus parfaite possible, en remplaçant  le système continu par un système discret, 

caractérisé par un nombre fini de paramètres.  

       Les principales étapes de la méthode des éléments finis sont : 

             
1- La géométrie est décomposée en domaines de forme géométrique simple. Les 

éléments sont reliés entre eux en des points appelés (nœuds). Elémentairement  il  

peut être un élément barre ou  poutre.  
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 8 

2- Le champ de déplacements dans chaque élément est défini en fonction des 

déplacements   des nœuds de l’élément  ainsi que l’énergie de déformation et sa 

matrice de rigidité. 

3- La matrice de rigidité globale est construite à partir des matrices de rigidité 

élémentaires. 

4- Après la mise en place des conditions aux limites et des charges, on calcul les 

déplacements inconnus dans chaque nœud, les déformations et les contraintes 

dans chaque élément.            

 
       Ce mémoire est constitué de six chapitres, une introduction générale et une conclusion. 

Le premier chapitre est réservé aux rappels de la mécanique des milieux continus, tel que 

toutes les structures discrètes composées d’éléments continus. La théorie de la mécanique des 

milieux continus donc trouve de plus grand application dans ce domaine, et ce en utilisant les 

tenseurs de déformations et tenseurs de contraintes.    

      Le deuxième chapitre est consacré à la  théorie de la méthode des éléments finis, cette 

méthode repose sur les différentes formulations énergétiques et les principes de discrétisation.  

      Dans le troisième chapitre une description générale de cette méthode avec ces différentes 

étapes pour la détermination des matrices de rigidité d’une structure discrète en treillis. Dans 

ce chapitre on a cité deux exemples pour déterminer l’assemblage des matrices élémentaires 

et les principales étapes de construire l’équation de rigidité globale de toute la structure. 

   Le quatrième chapitre consiste à l’élaboration d’un programme de calcul des 

déplacements, des réactions dans chaque nœud et des forces axiales dans chaque élément en 

comparant les résultats de ces calculs avec les résultats du logiciel « SAP 2000 ».    

           Le cinquième chapitre comporte l’analyse dynamique du ces structures, cette analyse 

basée sur la détermination des matrices globales de masse et de rigidité de toute la structure, 

en basant sur la notion d’éléments finis     
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I.1 Introduction 

        Toutes les structures discrètes sont composées d’éléments continus. La théorie de la mécanique 

des milieux continus donc trouve de plus grand application dans ce domaine, et ce en utilisant les 

tenseurs de déformations et tenseurs de contraintes.    

 

I.2 Tenseur de contrainte de Cauchy  

I.2.1 Définition d’un tenseur de contrainte de Cauchy 

        Pour définir un tenseur de contrainte appliqué à l’intérieur d’un corps de volume V  entoure 

par une surface S  (fig.I.1), on considère un plan de coupe où nr  est le vecteur unitaire 

perpendiculaire à l’élément de surface.   

 

 

                                         S  

                                                         (1)                                 nr                (2) 

                                                               V                ds  

 
                                                  Fig.I.1  Corps de volume V,  facette ds et normale nr  

 

      Le principe de Cauchy repose sur le fait qu’iI existe sur toute la surface de coupe un champ de 

vecteurs de contraintes T
r

 de nature semblable aux tractions de surface, tel que l’ensemble des 

forces élémentaires dsT
r

 assure la transmission globale des forces s’exerçant d’un fragment à un 

autre ( fig.I.2). Les composantes de T
r

 sur nr  et le plan tangentiel à ds  sont respectivement les 

contraintes normales (σ ) et tangentielles (τ ). 

 

I.2.2 Types de forces sur un corps continu              

       Pour un corps continu, tridimensionnel on distingue trois types de forces s’exerçant sur ce corps 
  
I.2.2.1 Forces de volume 

       Ces forces sont appliquées  sur toute la masse du corps, Elles sont dues à des forces extérieurs 

telles que, le pesanteur, les forces magnétiques. Elles sont définies en fonction des forces 

volumiques que F
r

 ou forces massiques X
r

 comme suit : 

                                                   dmXdmFdvF
r

r
v

==
ρ                                                (1.1)     
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dsT
r

        

         Où dm  : L’unité de masse de l'élément 

               dv   : L’unité de volume de l’élément 
 

I.2.2.2 Forces de surface 

       Ces sont des forces qui s'exerçant sur la surface du milieu continu, on peut les mesurer par 

densité superficielle )( pf
r

,  telle que la force exercée sur un élément de surface d'aire ds  autour 

d'un point p  , soit :  

         dspf )(
r

                (Forces par unité de surface) 
 
I.2.2.3  Forces  intérieures  

      Sont les forces de contact qui expriment la cohésion de la matière, on peut les représenter par 

des forces de surface, est par le vecteur dsT
r

la surfaces de contact en un point intérieur M , pour un 

élément de surfaces donné en M  , d'aire ds  exercé par une partie du solide, limitée par ds  . 

 
I.2.3 Vecteur de contrainte  

      Le vecteur contrainte T
r

 est appliqué au point ( M ), qui aussi le point d’application du vecteur 

unitaire ( nr ), et qui est défini par :   

    

                                                 nM
ds

MFdnMT
ds

r
r

rr
).()(lim),(

0
σ==

→
                                                 (1.2) 

                                                                                               
                                                                                        nr    dsσ  
    nr  : Normale à la surface  ds                                

   T
r

: Vecteur contrainte                                    ds       M      dsτ  
                                                                                                                                                                              
                                                                     
 
 
 
                                                                                      Fig.I.2 forces internes d’un solide 
 
 
I.2.4 Contrainte normale et contrainte tangentielle  

       La projection du vecteur contrainte T
r

 de la facette S  sur le vecteur unitaire nr , est la contrainte 

normale ( nT
rr

.=σ ). Sa projection sur le plan de la facette S  est la contrainte tangentielle ou 

cisaillement (τ ). En conséquence le vecteur de contrainte devient :  

                                                         τσ
rrr

+= nT .                                                                   (1.3) 
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I.2.5 Contraintes principales   
 
      L’état de contrainte d’un corps cubique de dimensions unitaires, est  représentée par  le tenseur 

de contrainte ( ijσ ), appliquées d’une façon arbitraire sur chaque face respectivement par les 

vecteurs unitaire nr  (fig.I.4)   , de la même façon, il existe sur trois facettes orthogonales normales 

aux axes cartésiens  des vecteurs contraintes 21 ,TT
rr

et 3T
r

  

                           - une composante normale iiσ . 

                           - deux composantes tangentielles )( jiij ≠σ  

                                        
                                        3x  
   3x  

                    3T
r

                                                                                  33σ  

                                        3nr                            2T
r

                                          32σ   
                                                                                 31σ  
                                                                   2nr          2x                                          23σ     22σ      2x                                                                                                                           
                                                                                                   13σ                  21σ    
                                                                                               11σ         12σ  
                   1nr                                                                 
                                                 
        1x                             1T

r
            1x  

 
 
      Fig. I.3 Vecteurs contraintes sur trois facettes orthogonales               Fig.I.4 Tenseur de contrainte ijσ  
   
        En conséquence le vecteur contrainte T

r
 donné par                         

  
 
                                                                     jiji nT σ=                                                          (1.4)       

Dans le cas ou les  vecteurs  de contrainte T
r

 agissent dans la même direction avec les  vecteurs 

unitaires nr  , ces derniers deviennent :  

                                                              (1.5)                                 
                                                                  

        Où λ  sont des constantes et qui représentent physiquement les contraintes normales de chaque 

facette  du cube, qui peuvent être déterminé utilisant la relation :   

  

                                                                    0=− jiij nn λσ                                                         (1.6) 
 
       
 

jj nT λ=
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 A l'aide de la règle de substitution d'un indice attachée au symbole de kromecker donc : 
                                      

λσλσ −=− iijjiij nnn δ in  
    ( λσ −ij δ) 0=in  

 
                        Les solutions non triviales de ce système linéaire homogène en les cosinus directeur 

in  s'obtiennent en annulant le déterminant :  

Det [ ] 0=− ijij λδσ  
     Soit explicitement  

                                                          
λσσσ

σλσσ
σσλσ

−
−

−

333231

232221

131211

 = 0                                            (1.7) 

 
     Le développement du déterminant fournit l'équation caractéristique cubique suivante : 
                               
                                                             032

2
1

3 =+−+− III λλλ                                                   (1.8) 
 
     Dont les solutions de l’équation (1.8), sont les trois contraintes principales et les coefficients 

21 , II  et 3I les invariants de contraintes. 

                  

)det(

)(
2
1

3

2

1

ij

jiijjjii

ii

I

I

I

σ

σσσσ

σ

=

−=

=

 

 

I.2.6 Les équations d'équilibre pour un corps à l’état statique 

I.2.6.1 Équation d'équilibre des forces  
        
     On dit que un corps  de volume V  et de masse m  entoure par une surface S , soumise à des 

forces de surface de contrainte (T
r

), et des forces de volume ( F
r

), est en équilibre lorsque la somme 

des forces exerçant sur ce corps soient nuls.   

 
 
 
 
                                                                              F

r
 

        (V ) 
                                                          T

r
 

        S  
   

Fig. I.5 Equilibre des forces 
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∑
∑
∑

=

=

=

0

0

0

zF

yF

xF
 
Dans l’équilibre à l’état statique on a :         ∑ = 0

rr
F     c’est à dire   

 
 
 
 
Et en intégrant sur tout le volume et sur toute la surface, et vectoriellement ces forces deviennent :  
 
                                                               ∫ ∫ =+

V S

dsTdvF 0
rr

                                                             (1.9) 

En notation indicielle : 
 
 
 
                     Ou bien : 
 
En utilisant le théorème de l’intégral 

 
 
                                                               ∫ =∂+

V
ijji dvF 0)( σ                    

               C'est-à-dire :                            0=∂+ ijjiF σ                                                                 (1.10) 
 
       Donc l’équation fondamentale qui relie les variations spatiales des contraintes dans un corps en 

état d’équilibre statique est comme suite : 

 

                                                   0=+
∂

∂
i

j

ij F
x
σ

                   3,2,1, =ji                                          (1.11) 

      Explicitement : 

                             Pour 1=i                    
3

13

2

12

1

11
1

1
1 xxx

F
x

F
j

j

∂
∂

+
∂
∂

+
∂

∂
+=

∂

∂
+

σσσσ
 =0 

 Pour 2=i                   
3

23

2

22

1

21
2

2
2 xxx

F
x

F
j

j

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

+=
∂

∂
+

σσσσ
 =0 

  Pour 3=i                     
3

33

2

32

1

31
3

3
3 xxx

F
x

F
j

j

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

+=
∂

∂
+

σσσσ
 =0 

I.2.6.2 Equation d’équilibre des moments 
 
      De la  même façon que pour les moments à l’équilibre on a :  

                                                    Où     
FXM

M
rrr

rr

∧=

=∑ 0
  

 
 
 
 

∫ ∫

∫∫

∫ ∫

=∂+

=+

=+

V V
ijji

S
jij

V
i

V S
ii

dvdvF

dsndvF

dsTdvF

0

0

0

σ

σ
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1x

3x

                                                                                                            2x                                F
r

 
 
 
 X

r
 

En notation indicielle : 
                                    =iM Є ijk kj FX   

                                                                         
                                                                            
                                                                                                              Fig. I.6  Equilibre des moments 
 
Alors                                        ∫ ∫ =Λ+Λ

v s

dsTXdvFX 0
rrrr

 

 
                                          ∫

v

Є ijk +dvFX kj ∫
s

Є ijk 0=dsTX kj                                           (1.12) 

 
 
Avec Є ijk est le symbole de permutation :  

                                  Є ijk =  













−

+

ailleurs

montreunedaiguillesdessenslecontairekjisi

montreunedaiguillesdessensleaveckjisi

0

',,1

',,1

 

                                               
Et utilisant le théorème de l’intégral on a : 
                                                

  ∫
s

Є ∫=
s

kjijk dsTX  Є ∫=
v

ppkjijk dsnX σ Є dvX pkjijk σ  

                                                             = (∫ ∂
∂

v pX
Є dvX pkjijk )σ  

                                                    = ∫
v

Є dv
X

X
X
X

p

jk
j

p

j
pkijk )(

∂
+

∂

∂ σ
σ  

 
On peut écrire l'équation (1.12) comme suite :  

                                     ∫
v

Є ∫+
v

kjijk dvFX (Є +
∂

∂
pk

p

j
ijk X

X
σ Є 0) =

∂
dv

X
X

p

jk
jijk

σ
 

                                     ∫
v

Є ∫++
v

ppkkjijk dvFX )( ,σ Є 0, =dvX pkpjijk σ                              (1.13) 

         

      

       L’équation fondamentale qui relie les variations spatiales des contraintes dans un corps aux 

accélérations des éléments de volumes, dans le cas le corps en équilibre statique égale à zéro : 

                                                          0, =+ ppkkF σ   
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Alors l’équation (1.13) prend la forme : 
                                                                ∫

v

Є 0, =dvX pkpjijk σ                                                    (1.14) 

Tel que              =
∂

∂
=

p

j
pj X

X
X , δ jp                    kroneker δ







≠

=
=

pjsi
pjsi

jp 0
1

 

 
Alors l’équation (1.12) devienne : 
                                     
                                                             ∫

v

(Є ijk δ 0) =dvpkjp σ                                                      (1.15) 

Explicitement : 

     Pour 1=i        Є 01 =jkjk σ  
                                         = Є +kk 111 σ Є +kk 212 σ Є kk 313 σ  
                                   = Є +11111σ Є +12112 σ Є +13113σ Є +21121σ Є +22122 σ Є 23123σ                   
                                              + Є +31131σ Є +32132 σ Є 33133σ =0 
 
                      On peut trouver que                     2332 σσ =  
Pour 2=i                           3113 σσ =  
Pour 3=i                            2112 σσ =  
 
On peut conclure que le tenseur de contrainte est symétrique, c'est-à-dire : 
 

jiij σσ =     Quand   ji ≠  
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I.3 Tenseur de déformations  

I.3.1 Définition  

       Il existe plusieurs manières pour définir les déformations d'un solide, cette déformation peut 

être associée à la modification de la forme du corps sous l’action des forces extérieurs, ou bien par 

une variation locale de langueur dite déformation par unité de langueur appelée taux de 

déformation. En général pour deux points  mème voisins, peuvent se déplacer de quantités 

différentes, c'est ce qui génère la déformation. Donc pour étudier le comportement statique ou 

dynamique d'une structure discrète ou continu est important d’étudier leur  champ de déformation. 

 
I.3.2 Déformations unidimensionnelles 

         Pour le cas des déformations unidimensionnelles, on considère un fil extensible rectiligne dont 

sa longueur est supérieure à son diamètre, donc on peut considérer ce fil comme un milieu à une 

dimension dans le sens de la longueur. Prenons une origine O  , fixe dans l’espace, et étirons ce fil, 

du point M  quelconque du fil vient au point M ′   (fig.I.7) tel que: 

      

                                                             
uxMO

xOM
+=′

=
       et  uOMMO =−′  

         Après étirement un point Q , voisin de M  tel que xMQ ∆= , vient en Q′  et uxQM ∆+∆=′′ . 

      Dans l'étude de la déformation nous n'allons pas considérer les déplacements réels des points, 

mais leurs déplacements relatifs, la déformation du segment  MQ  est définir par :  

        La variation relative   
MQ

MQQM
initialelongueur

longueurdeonaugmentati −′′
==  

                                              
x
u

x
xux

MQ
MQQM

∆
∆

=
∆

∆−∆+∆
=

−′′                                            (2.1) 

                               
                                       x                x∆  
a)                              o                      M                         Q  Avant étirement 

                                                             u              uu ∆+    

b)                              o                                   M ′                 Q′   Après étirement 

                                                                           ux ∆+∆  

 
                                      Fig.I.7   Déplacement d’un point dans une déformation unidimensionnelle  
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x

u u

x

 
 La variation de u  en fonction de x  peut représenter de deux façons : 
                                                      -  homogène : (u) est une fonction linaire de (x). 

                                                      - non  homogène : (u) est une fonction non  linaire de (x). 

         

  
 
 

   
  
  
 
 
                                   Fig.I.8.a Déformation homogène                              Fig.I.8.b  Déformation non homogène 
                                                                       Fig.I.8 Variation de u  en fonction  

 

 La déformation où point M est la limite quand  0→∆x    

 

                                                                
dx
du

x
ue

u
=

∆
∆

=
→∆ 0

lim                                                           (2.2) 

 

I.3.3 Déformation bidimensionnelle  

        Pour  un élastique AB  (fig.I.8a), soumis à des forces extérieurs son changement de position se  

déplace aux extrémités en A′ et B′ , avec  un changement de forme,  si sa longueur BA ′′ est 

supérieure à AB  , pour un tronçon MQ  de l’élastique, de longueur initiale x∆  et finale ux ∆+∆ . 

        Donc on peut concéderai comme un milieu à deux dimensions prenons une origine fixe dans 

l'espace et étudions comment varient les coordonnées des divers points de la structure. 

      Un point ( )21 , xxM avant la déformation qui vient en ( )2211 , uxuxM ++′  après  la 

déformation (fig.I.8b)  

                                                        x∆  

 a)                              A′                                                                B′                        Avant étirement 

                                                             M            Q  

                                                              u               uu ∆+  

 b)                        A                                                                        B      Après étirement 
                                                         M ′                  Q′                               
                                                                        xu ∆+∆                                                              
                                                                          
                                                                            
                                                       Fig.1.9a changement de position et forme. 
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        Nous allons maintenant donner les caractéristiques  de la déformation de ce corps que l’on peut 

considérer comme un milieu à deux dimensions, prenons une origine fixe à l’espace et étudions 

comment varient les coordonnées des divers points de ce corps.   

 

 

 

 

                                          2x  

                                                                                                Q′                                                                                          
                                                                                                    
                                                                                                   iu∆  
 
                                                                     Q                 ix∆  
                                                             ix∆               M ′  
                                                                        iu  
                                                                   M  
                                                         ix                                                               1x            
 

Fig.1.9 b  Déformation bidimensionnelle 
        

          Le vecteur iu constitue le déplacement du point M pour préciser la déformation en ce point 

dans le cas d'une déformation bidimensionnelle on a quatre quantités : 

 

                                                  
1

1
11 x

u
e

∂
∂

=       
2

1
12 x

u
e

∂
∂

=         
1

2
21 x

u
e

∂
∂

=         
x
u

e
∂
∂

= 2
22  

       Ou, sous forme réduite : 

                                                       
j

i
ij x

ue
∂
∂

=   
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II. Théories des éléments finis  
     
II.1   Définition. 
 
        Aujourd’hui les techniques de calcul des structures  demandent une méthode très puissante afin 

de motive les besoins de l’industrie et de soutenir les progrès dans le domaine d’application des 

ordinateurs.    

       
       La méthode des élément finis est actuellement reconnue comme étant une technique  numérique 

très puissante pour la résolution des équations aux dérivées partielles avec des conditions aux 

limites bien déterminées. Cette  est une méthode numérique de résolution approchée des aux 

équations différentielles, et utilisée  pour l'analyse des structures dans de nombreux secteurs de 

l’industrie, mécanique, génie civil, l'électromagnétisme, aérospatial, construction navale,…etc.  

 
      En fait que la méthode des éléments finis est une technique récente à caractère pluridisciplinaire 

car elle met en œuvre    les connaissances de trois disciplines de base scientifique tel que : 

                         - la mécanique des structures (discrète ou continu) utilisant la théorie d’élasticité, 

                           plasticité, le R.D.M et les vibrations. 

                         - l’analyse numérique que la résolution des systèmes linéaires utilisant les méthodes   

                           d’approximation.                                                                                                                                                 

- l’informatique appliquée utilisant des  techniques de développement et de la 

      maintenance des grands logiciels d’informatique.                                                                             

   
       Si une structure à un comportement trop complexe qui est difficilement analyser, la méthode 

des éléments finis donne la possibilité de résolution à ces types des structures, et ce en considèrent  

des petits fragments de la structure appelé élément fini, puis obtenir la forme de la structure totale 

par l’assemblage des ces éléments.                                              

 

      Donc la méthode des éléments finis est une méthode mathématique d'intégration numérique des 

équations aux dérivées partielles,  mises sous forme variationnelle, pour laquelle  tous les problèmes 

de calcul de structures élastiques sont caractérisés par un système d'équations aux dérivées partielles 

qu'il est  souvent impossible de résoudre analytiquement par la théorie des  milieux continus. En 

conséquence, cette méthode remplace les problèmes continus par des problèmes discrétisées. 

       Les bases théoriques de la MEF  repose d’une part sur la formulation énergétique, de la 

mécanique des structures, utilisant des théorèmes énergétiques de l’élasticité, et d’autre part sur les 

méthodes d’approximation basées sur l’application des conditions d’équilibre et de compatibilité. 
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0=+∂ iijj Fσ

( )jiijij uu ∂+∂=
2
1

ε

   
     En résumé la MEF  résout un problème d'élasticité c'est :  

                -   déterminer le vecteur déplacement en tout point de la structure (3 inconnues)                                                         

     -   déterminer le tenseur des déformations en tout point de la structure (6 inconnues)                              

-  déterminer le tenseur des contraintes en tout point de la structure (6 inconnues) 

                                                                         
Et qui se traduisent par les 15 équations locales :  
 
                                                           Les 3 équations d'équilibre  ( équilibres statiques )    
 
 
                                                              Les 6 équations liant les déplacements aux     
                                                                                               déformations                
 
                                                                                            (équations cinématiques)               
 
 

          ( )klij f εσ =                             Les 6 équations traduisant   la loi de comportement du                                                  

                                                                matériau  utilisé (loi constitutive de Hooke isotrope) 
  
II.2 Classement d'éléments fini   

                                 - les éléments unidimensionnels : - barre, poutres  

                                 - les éléments bidimensionnels :   - élément plan, plaques, coques. 

                                 - les éléments tridimensionnels : - tores à sections triangulaire ou rectangulaire 

 
        Notre travail consiste  principalement, l'application de la méthode des éléments finis au calcul 

statique et dynamique des structures utilisant l’élément barre et l’élément poutre dans le régime 

linéaire géométriquement, et des matériaux isotropes homogènes physiquement. 

 
 
  Les démarches à suivre pour la résolution statique des problèmes utilisant la méthode des 

élément finis se résument essentiellement utilisant l’utilisant l’organigramme suivant :  
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Organigramme  de résolution statique par la MEF  

 
 

    Construction du modèle géométrique de la structure 
 
 

     Discrétisation du problème continu : MAILLAGE 
 
 
                      Choix des caractéristiques élémentaires expression  

                                             des déplacements de chaque point de l'élément  

                                                  en fonction du déplacement des  nœuds        

 
                                
 

Calcul au niveau élément de σε ,  et de 

    la rigidité de l'élément en fonction 

des déplacements nodaux 
 
 
  

Détermination de la rigidité globale de la  

             structure par assemblage 

      des éléments finis 
 
 
                                      Application des conditions aux limites en efforts et en 
                                                                  déplacements 
 
 

      Résolution du système obtenu  F=KU   déplacements 

                                                            nodaux 
 
 
                                      Détermination dans chaque élément les déformations, les 

                                          contraintes et les déplacements  en tous les points 
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II.3   les attributs d'un élément fini  

         Le découpage en éléments finis permet d'isoler un élément fini pour l'étudier et en établir les 

caractéristiques. 

 

II.3.1 Signalement d'un élément fini    

      Le signalement d'un élément fini comprend les points suivants :    
   
      Géométrie : 

                     Un élément fini peut être 1d, 2d ou 3d  sa forme est simple (fig. II.1)               

                              - segment d'une droite on de courbe (plan ou courbe)                             

                               - triangle ou quadrilatère  

                              - tétraèdre, prisme ou hexaèdre 

       Les frontières :  

                                Sont respectivement :    

                                                                 - les points( extrémités du segment ) 

                                                                 - des segments de droite ou de courbe. 

                                                                 - des faces planes ou courbes  

       Matériau: 

                       Le matériau de l'élément est défini par une loi de comportement (loi de Hooke             

isotrope et ses propriétés mécaniques E et γ etc.… 
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Barre, fil, triangle, quadrilatères   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tétraèdres, prisme   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Poutres, plaque mince et coque mince  
 
                                                                      Fig.II.1 Eléments finis divers 
 

II.3.2 les nœuds  

       Les nœuds définissent la géométrie et assurent la connexion des élément les uns aux autres , ils 

occupent des positions stratégiques comme les extrémités , les sommets , les milieux des arêtes et 

faces…etc.  
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KUF =

 

II.3.3 Forces nodales  

      A travers les nœuds transitent des forces associées aux degrés de liberté, Les unes sont les 

réactions internes ,les autres les forces F dues aux charges appliquées à l'élément (poids propre , 

charge uniforme, température …)    

II.3.4 Degrés de liberté  

       Pour tout élément fini, on doit faire le choix d'une ou plusieurs fonctions   ( en générale le 

champ des déplacement ), elle sont exprimées en fonction des valeurs particulières qu'elles prennent 

aux nœuds valeurs qui deviennent les inconnues nodaux  l'union ; par leurs degrés de liberté nodaux 

communs d  Puis d'un troisième, et ainsi de suite ; permet de reconstituer, pièce par pièce, la 

solution complète ( ASSEMBLAGE ) . 

       

II.3.5 Caractéristiques d'un élément fini 

      Le signalement précédent permet de construire les deux caractéristiques d'un élément fini qui 

sont :  

                          -  sa matrice de rigidité K  

                          -  son vecteur force  F    

Elles interviennent dans l'équation d'équilibre de l'élément fini, en relation forces –déplacement.     

 
                                                       (2.1)                    
 
II.4 Condition d'équilibre  

     Les forces agissant sur toute la structure ou sur chacun des éléments considérés comme un corps 

libre, doivent être en équilibre. 

         
II.5 Condition de compatibilité  

      Les déplacement de l'ensemble de la structure ou de chacun de ses élément doivent être 

compatible, en d'outres terme les déplacement des extrémités des élément qui son connectés à un 

même doivent être identiques. 

       On peut encor dire que si on effectue une section sur un élément, les déplacements de élément à 

gauche et à droite de set section doivent être égaux. 

  

II.6  Loi de  HOOKE   

       Le comportement de la structure doit satisfaire à la loi de HOOKE qui décrit le  rapport entre la 

charge et la déformation des matériaux. 
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      Dans toute l'étude qui suit, on considéra que la déformation est proportionnelle à la charge, ce 

qui se traduit par l'équation (2-1). 

        
II.7 Conditions aux limites  
       
       Les conditions aux limites  exigent que les conditions d'équilibre et de compatibilité en chacun 

des limites de la structure soient satisfaites. 

Exemple : les déplacements d’une extrémité encastrée doivent être nuls. 

en formulant des équation régissant le comportement de chaque élément indépendant par la loi de 

HOOKE, et en superposant toute ces équations on aboutit à une équation  globale pour tout la 

structure, qui lie les forces nodales aux déplacement nodaux , sous la forme :  

 
               { } [ ]{ }esgeneralistdeplacentstructureladerigiditeesgenéraliseforces .=     
       
      En mécanique des structures, les conditions aux limites usuelles sont de deux natures  

                                       -  cinématique sur uΓ  

                          -   statiques sur tΓ  

        Ou symboliquement  

                                                               uΓ + tΓ = Γ                                                               (2.2) 
Tel que :  

            Γ : Est la frontière du domaine  

            tΓ : Agissent des traction de bord après discrétisation, se traduisent en forces concentrées F 

            uΓ : correspond aux appuis   [ ]1  
 
Plus généralement, il y a deux classes de conditions aux limites. 
 
II.7.1 Conditions essentielles   

Qui touchent les déplacement (translations et rotations), elles interviennent  le plus souvent : 

                -  au niveau des appuis directement liés à la fondations.  

                -  dans les conditions de symétrie et d’antisymétrie. 

II.7.2Conditions naturelles                                                                           

       Qui touchent les forces c'est comme pour les poutres ; les charges agissent : 

                                              -  soit de façon concentrée sur un nœud 

                                               -  soit sur la frontière d'un élément fini  
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II.8 Méthode énergétique en élasticité  

      Pour effectuer un calcul de structure, il est nécessaire de connaître : 

                          -    L’expression des équations d’équilibre et les efforts appliqués. 

- Les conditions aux limites. 

- La loi de comportement.  
     
      Les différentes formulations énergétiques permettent de faire une synthèse de ces trois éléments 

constitutifs d’un problème de structure, et ainsi d’obtenir une formulation plus compacte et donc 

facile à discrétiser, ce sont ces formulations qui sont la base de la méthode des éléments finis. [ ]4  

 
II.8.1 Théorème des travaux virtuels  
 
          Considérons un état de contrainte )(Ωσ  statiquement admissible avec l’état de sollicitation 

)(Ωf  de la structure, donnons à la structure un état de déplacement virtuel arbitraire ()u    auquel 

correspond un état de déformation cinématiquement admissible )(Ωε .  

         Le théorème des travaux virtuels s’énonce comme suite : 

Le travail virtuel des forces extérieures est égal au travail de contraintes statiquement admissible 

avec les forces extérieures. [ ]11    

 
II.8.1.1 Théorème de puissance virtuelle 
          
         Soit le domaine Ω  à 3-D, tel que f  les forces de volume et F  les forces de surface 

on considère un corps élastique soumis à un système de forces externes et internes, donc l’énergie 

potentielle totale d’un tel corps de volume Ω  et de frontière Γ est donne par : 

                                                                WU −=Π                                                                 (2.3) 
U : L’énergie de déformation du système. 

:W  Le travail des forces volumiques et surfaciques. 
 

                                                                                                                   
FDsur

F
r

 

 
 

                         
u

du

Dsur
uf =

               Ω  

 
 
 
 
                                                               Fig.II.2 forces de volume et forces de surface  
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Les champs virtuels vérifiant : 
 

                                                 uDxxu ∈∀=0)(  

 
 
Sont dit cinématiquement admissible à zéro, noté { }0..AC   
 
 Les champs virtuels vérifiant : 
 

                                                 ud Dxuxu ∈∀=)(  

Sont dit cinématiquement admissible, noté AC.  
 
 
 
           Donc le cas d’un matériau linéaire élastique, l’énergie de déformation est défini par 
l’expression suivante : 
 

                                            { } { } ( )∫
Ω

=Ω= )(.
2
1

int xupdU T σε                                                         (2.4) 

          Tandis que le travail des forces volumiques et surfaciques est donné par : 
 

                                 { } { } { } { } ( )∫ ∫
Ω

=+Ω=
FD

ext
TT xupdsFudfuW )(..                                         (2.5) 

 
 
       On substituant les deux équations (2-4) et (2-5) dans l’équation (2-3), on obtient l’équation de 

l’énergie potentielle totale : 

 

                                  { } { } { } { } { } { }∫ ∫ ∫
Ω Ω

−Ω−Ω=Π
FD

TTT dsFudfud ...
2
1

σε                                 (2.6) 

        Pour que l’équilibre soit réalisé, il faut que la variation de l’énergie potentielle totale doive être 

minimale par rapport à l’ensemble des variations admissibles des déplacements, par conséquent le 

principe de minimisation de l’énergie potentielle est : 

 
                                             δ =Π δ ( ) =− WU δ −U δ 0=W                                                          (2.7) 
 
 
 
II.8.1.2 formulations P.P.V 
           
        Nous allons définir les différentes relations permettant d’écrire un problème complet 

d’élasticité isotherme statique. 
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 Loi de comportement :    
                                           σεσε MnotéM klijklij ==  

                                          εσεσ LnotéL klijklij ==                                               (2.8) 

       Les tenseurs L et M, ont des propriétés de symétrie, ainsi que dans le cas statique on a la 

somme des travaux extérieurs et intérieurs égale à zéro : 

 

                   { } { }( ) { } { } { } { }∫ ∫ ∫
Ω Ω

=+Ω+Ω−
FD

TTT dsFudfudtr 0...
2
1

σε                                          (2.9) 

En introduisant la loi de comportement dans l’écriture de P.P.V, on obtient : 
 

                    { } { }( ) { } { } { } { }∫ ∫ ∫
Ω Ω

+Ω=Ω
FD

TTT dsFudfudtr ...
2
1

σε                                           (2.10) 

          Donc il est possible de réécrire la puissance virtuelle des efforts extérieurs, qui dans ce cas est 

réduite à la puissance des efforts donnés : 

 
                  ( ) ( ) { } { } { } { }∫ ∫

Ω

+Ω==
FD

TT
donnésext dsFudfuxuPxuP ..)()(                                        (2. 11) 

          Alors tout problème d’élasticité isotherme en petite déformation peut s’écrire comme suite  
 

                                                














=

=
=

=
∂
∂

=+

Fd

ud

DsurFxF

Dsuruxu
L

t
ufdiv

)(

)(

0)( 2

2

εσ

ρσ

                                                      (2.12) 

Donc la puissance virtuelle des efforts donnés, donnée par la formule suivante :  
 

                                            ( ) { } { }{ }( ) Ω= ∫
Ω

dLtrxuP T
donn .)( εε                                                       (2.13)         

      
II.9 Energie potentielle  
 
           Energie de déformation par unité de masse, ou densité d’énergie de déformation, notée )(εω  

est une fonction telle que la loi de comportement s’écrive  8  : 

 

                                                                   
ε
ω

ρεσ
∂
∂

== L                                                       (2.14) 

Le tenseur des contraintes σ  dérive d’un potentiel )(εω  : 
                 
                                                                   ijij εσωρ ∂=∂.                                                      (2.15) 
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Déterminons maintenant l’énergie de déformation )(εω  : 
 

       ijklijklL εεωρ ∂=∂.  

                                                          ijklijklL εεεωρ
2
1)(. =                                                        (2.16) 

on appelle énergie potentielle la fonctionnelle suivante : 
 
                                                            )()()( uWuUu −=Π                                                          (2.17) 
 
Tel que δ ( ) 0)( =Π u , c’est le principe de puissance virtuelle (P.P.V). 
 
          Le champ de déplacement qui vérifie cette formulation δ ( ) 0)( =Π u , est un solution pour 

l’équation (2.11), cette formulation est très adaptée aux méthodes se discrétisation, elle est 

généralement le support pour la méthode des éléments finis [ ]4 . 

 

II.9.1 Énergie potentielle complémentaire )(σωc      
 
         L’énergie de déformation par unité de masse ou densité d’énergie de déformation, notée 

)(σωc , est une fonction tel que la loi de comportement s’écrive dans le cas isotherme. 

 

                                                                 
σ
ω

ρσε
∂
∂

== cM                                                  (2.18) 

 
          Le tenseur des contraintes σ  dérive d’un potentiel )(σωc .  
                       
         
                                                                   σσωρ ∂=∂ ... Mc  
 Ou bien                                                     ijklijklc M σσωρ ∂=∂.  

                                                                            
klijijklM σσ

2
1

=                                               (2.19) 

 
 
Et d’autre part nous avons la loi de comportement : 
 

                                                           klijkl
ij

c
ij M σ

σ
ω

ρε =
∂
∂

=                                                    (2.20) 

On multiple la loi de comportement par δ ijσ  qui est un champ statiquement admissible. 
 

                                            ∫
Ω

ijε δ ∫
Ω ∂

∂
=

ij

c
ij d σ

ω
ρωσ δ =ωσ dij δ CW                                             (2.21) 
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II.10 Principe de discrétisation 
  
        Les différentes formulations ont abouti à des formulations variationnelles compactes mais 

continues, le principe des éléments finis étant de résoudre un problème discrétisé. 

        
        Nous allons maintenant introduire une méthode de discrétisation dans les différentes 

formulations qu’on appelle méthode de GALLERKINE. 

           

          Cette méthode est adaptée à la formulation variationnelle du le principe de la puissance 

virtuelle. 

 
II.10.1 Objectif de la méthode de  GALLERKINE   
 
          On se donne n  fonction de base { })(xPi  appartenant au cinématiquement admissible à zéro 

et on cherche la solution de l’équation (2.4) comme une combinaison linéaire de ces fonctions. 

 

                                                       ∑
=

=
n

i
II xPQxU

1
)()(                                                             (2.22) 

* 
          Il suffit alors de faire varier i  de 1 à n ,  nous obtenons un système linéaire de n  équations à 

n  inconnues, ce système peut s’écrire sous forme matricielle :  

 

                                                                         [ ] [ ][ ]KQF .=                                                  (2.23) 
 
Où           [ ]K   Est la matrice de rigidité  ijK  

                [ ]Q   Est le vecteur des inconnues  

                [ ]F   Est le vecteur force. 
 
         La matrice [ ]K  est symétrique, donc nous sommes passé d’un problème continu à un 

problème discrétisé.  

         Peut être exprimé sous une forme intégrale équivalent par dualisation, c’est-à-dire 

multiplication par champ (2.13) arbitraire et intégration sur Ω , on obtient ainsi la forme faible de 

l’équation locale d’équilibre : 

 

                             { }{ } { }{ } { }{ } { }{ } dsundsuFdufdtr
T

D D
d

TTT

F u

∫ ∫ ∫∫
ΩΩ

++Ω=Ω ..... σεσ  
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{ }n.σ  Sont les réactions inconnues le long de la surface, ou de bord  ayant un déplacement imposé, 

aussi pour éliminer ces inconnues nous allons choisir un champ de déplacement virtuel admissible à 

zéro, donc il est possible de réécrire la puissance virtuelle de la forme suivante : 

      

                                       { } { } { }{ } { }{ }∫∫∫ +Ω=Ω
ΩΩ FD

TTT
dsuFdufdLtr ..)( εε  
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III.1 Introduction 

        Les structures discrètes sont souvent des structures en treillis constituées des éléments barres 

ou éléments poutres, assemblées par soudure au rivetage et soumises à des forces extérieurs. Sous 

l’effet de ces forces, la structure peut se déformer et des contraintes internes dans chaque élément 

peuvent se manifester, et des déformations en chaque nœud peuvent être déterminé. Pour l’élément 

barre seulement les forces axiales de l’élément sont considères, tandis que pour l’élément poutre, en 

plus du cette force, la force normale et les moments de flexion en chaque nœud sont pris en compte. 

  

 
III.2 Analyse des structures utilisant l’élément barre 

III.2.1 Définition 

        C’est l'élément le plus simple, il est composé de deux noeuds avant chacun 1.DDL 

l’interpolation des déplacements sur l'élément est linéaire, cet élément est utilisé pour traiter les 

problèmes de traction – compression dans une barre. 

III.2.2 Equation de rigidité pour un élément barre en coordonnées locales 

           Lorsque un élément barre avec une longueur l ,et un module d’élasticité E ,et une section A, 

cet élément barre charge axialement et transversalement suivant l’axe locale X ,les deux extrémités 

sont les deux point nodaux notés 1 et 2,et chaque point nodale est possède deux degrés de libertés, 

et deux forces une axiale et l’autre transversale correspondant respectivement deux déplacements 

vetu .   

                                                                           EA 
                           1,

1
uFx  2,

2
uFx  

                                                                   x  
                                                                             L 
 
                                             Fig. III.1 élément barre en coordonnées locales 

III.2.3 Fonction de déplacement  

           Pour un élément barre la fonction de déplacement est décrit sous forme polynomiale du    
ére1  Degré, qui est la fonction de déplacement cractréristique à cet 

                                                          ( ) xaaxu 21 +=                                                                      (3.1)     
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     Tel que 21 aeta des constantes sont déterminées par les conditions aux limites aux points 
nodaux 1 et 2. 
 
       Pour 0=x  : 
                                                          ( ) ( ) 110 auuxu ===  
       Pour lx =  : 
                                                          ( ) ( ) laauluxu 212 +===  

                                                            
l

uu
a 12

2
−

=  

 
        Après substitution des coefficients ia  dans l’équation (3-1), et après réarrangement on obtient la 
forme de  fonction de déplacement suivante :   
 
                                                          ( ) ( ) ( ) 2211 uxfuxfxu +=                                                        (3.2) 
                                                  

   

  Tel que 21 aeta des constantes sont déterminées par les conditions aux limites aux points 
nodaux 1 et 2. 
 
       Pour 0=x  : 
                                                          ( ) ( ) 110 auuxu ===  
       Pour lx =  : 
                                                          ( ) ( ) laauluxu 212 +===  

                                                             
l

uu
a 12

2
−

=  

 
        Après substitution des coefficients ia  dans l’équation (3-1), et après réarrangement on obtient la 
forme de  fonction de déplacement suivante :   
 
                                                          ( ) ( ) ( ) 2211 uxfuxfxu +=                                                        (3.2) 
 Avec 

( ) ( )
l
xxfet

l
xxf =−= 21 1  

 
 

III.2.4 Équation de rigidité d’un élément barre par la méthode énergétique 

       Pour un élément barre à section droite uniforme, la déformation est donnée par la relation 

suivante :      

                                                             ( ) ( )
x
u

x
xuxxu

x ∂
∂

=
∆

−∆+
=

→∆ 0
limε                                           (3.3) 
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       Tel que x∆ une longueur infinitisemale fournée par la présence de la force axiale de la barre, et 

la déformation axiale de cet élément barre est obtienne par la substitution de l’équation  (3.1)    et 

(3-2) dans l’équation (3-3) :       

                                                          
( ) 2

'
21

'
1

2

)( uxfuxf
a

+=

=

ε

ε
            (3.4) 

Et la force axiale de cet élément barre suivant les coordonnées locales est donnée par la relation 

suivante :                                                                    

                                                      
( ) ( )[ ]2

'
21

'
1 uxfuxfEA

x
uEAAEAS

+=
∂
∂

=== εσ
                                                      (3.5) 

 
Donc l’énergie de déformation d’un élément barre est donnée par la relation suivante [ ]3  : 

                                         ( )dxuxfuxfEAdx
EA
SU

LL

∫∫ +==
0

2
'

21
'

1
0

2

)()(
22

                                          (3.6) 

 
On passe maintenant à l’application du théorème de CASTIGLIANO : 

                                 

( )( )

20

'
2

'
210

'
1

'
2

2
2

20

'
2

'
110

'
1

'
1

'
10 2

'
21

'
1

1
1 )()()(

2
2

udxffEAudxffEA
u
UF

udxffEAudxffEA

dxxfuxfuxfEA
u
UF

LL

x

lL

L

x






+





=

∂
∂

=






+





=

+=
∂
∂

=

∫∫

∫∫

∫

 

        Où sous forme matricielle, l’équation  qui exprime la relation entre les charges nodales est les 

déplacements nodaux : 

                                             
















=









2

1

2221

1211

2

1

u
u

kk
kk

F
F

x

x                                                                    (3.7) 

Où symboliquement : 
                                                       { } [ ]{ }ukFx =                                                           (3.8) 

 
       Tel que [ ]k  est la matrice de rigidité, et les coefficients  de rigidité sont déterminent par la 

relation suivante :   

                                                        ( ) ( )dxxfxfEAk j

L

iij
'

0

'∫=                                                            (3.9) 

         Et pour 2121 àjetài == , et la matrice de rigidité ijk  est une matrice symétrique, et après 

substitution de l’équation (3-2) dans l’équation (3-9),l’équation de rigidité pour un élément barre 

orientée suivant les coordonnées locales prend la forme finale suivante :   
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















−

−
=









2

1

2

1

11
11

u
u

L
EA

F
F

x

x                                     (3.10) 

  
 III.2.5 Equation de rigidité d’un élément barre orienté arbitrairement   
                                                           2,

2
vFy        2,

2
uF

x
                                                                                                                                                                                                                                                                      

 
                                                                       2,

2
uFx  

 
                                              
                                                                                         y  
( ), yx  Sont les coordonnes locales                                 y                  x   
                           1,

1
uFx                    θ  

                                                                                                      x  
                                                        1,

1
uF

x
             1,

1
vFy  

                                                    
                                                            Fig. III.2 élément barre orienté arbitrairement  
 

  Au nœud  1                                   θθ sincos 111 vuu +=                                                            (3.11) 
  Au nœud  2                         θθ sincos 222 vuu +=                                             (3.12)                                       

     Par définition λ et µ  sont les cosinus directeurs de la barre tel que:                               

θµθλ sincos == et  

         L'angle θ  est défini comme étant l'angle mesuré à partir de l'axe des x  positifs jusqu'à  

la barre ij 
      j              j  
                        θ                             θ                 θ  
             i             x         i                    x        i                  x  
 
                                                                                       j  

Fig. III.3 mesure de l’angle θ  
 
 
Ecrivons ces deux équations (3-11) et (3-12)  sous forme matricielle : 
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v
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u
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µλ                                   (3.13) 
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           La définition de l’énergie  c’est un demi la multiplication de la force nodale par le 

déplacement correspondant :                         

                                     
( )






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







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
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+=

2
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21

2

1

21

2
1

2
1

u

u
F

F

uFuFU

T

X

X

XX

                                       (3.14) 

     On peut écrire l’équation de rigidité (3-10) pour une barre orientée suivant l’axe locale X   

comme suite :                          

                                    




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
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
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

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1
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L

EA
F
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X

X                                   (3.15) 

Après substitution des deux équations (3. 13) et (3.15) dans l’équation (3. 14) on obtient 
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v
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                       (3.16) 

 

 

       Pour obtenir l’équation de rigidité d’une barre orientée arbitrairement on utilisant la théorème 

de CASTIGLIANO   
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                    (3.17) 

Où symboliquement : 
                                                       { } [ ]{ }qKF =                                                                         (3.18) 
[ ]K  Est la matrice de rigidité d’un élément barre, qui on peut écrire sous forme simple : 

[ ] 







−

−
=

00

00

kk
kk

L
EAK  

  
 
Avec   

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


    L’analyse des structures discrètes par la M.E.F  Chapitre III                                       
                                                                                                                        

 40

                                                         [ ] 







= 2

2

0 µλµ
λµλ

k  

III.2.6 Transformation des coordonnées locales aux coordonnées globales 
         
        Les quatre déplacements nodaux dans un système de coordonnées locales, sont transformés en 

ceux de coordonnées globales par l’équation suivante : 
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                                              (3.19) 

        Cette équation  peut être sous forme symbolique : 
                                                                   { } [ ]{ }qTq =                                                                (3.20a) 
                                                                   { } [ ]{ }FTF =                                                              (3.20b) 
 
        Puisque la matrice de transfert [ ]T  de l’ordre 4x4, donc il faut augmenter l’ordre de la matrice 

de rigidité d’un élément barre au coordonnées locales de 2x2 à 4x4,  pour faciliter l’addition des 

matrices. Alors l’équation (3-10) devienne comme suite [ ]3  : 
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                                (3.21) 

 
Où bien : 
  { } [ ]{ }qKF =                                                      (3.22) 

 
En substituant l’équation (3-20a) et (3-20c) dans l’équation (3-22), on obtient : 
 

[ ]{ } [ ][ ]{ }qTKFT =  
Lorsque la matrice [ ]T  est orthogonale, alors [ ] [ ] 1−= TT T  , donc on peut déduire que : 

{ } [ ] [ ][ ]{ } [ ]{ }qKqTKTF == −1  
        On obtient maintenant la forme finale de la matrice de rigidité pour un élément barre dans le 

système de coordonnées globales :   

                                                          [ ] [ ] [ ] [ ]TKTK T=                                                      (3.23)
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( )ddltN

III.2.7  Analyse des structures utilisant l’élément poutre  

III.2.7.1 Equation d’un élément poutre en coordonnées locales 

III.2.7.1.1 Déplacement nodal et forces  

       Le problème que nous sommes proposes d'étudier est les flexion d'une poutre, chaque nœud 

possède deux degrés de liberté, un déplacement  v  normal à la poutre et une rotation θ   auteur de 

l'axe y, et un moment de flexion M et une force de cisaillement y correspondant respectivement aux 

deux degrés de liberté θ  et  v. 
                                            vy,  

                             11,θM                                                                    22 ,θM  

                1,
1

uFx                                                                                          2,
2

uFX               ux,  

 

                                            1,
1

vFy                                                2,
2

vFy  

                            
Fig. III.4  élément poutre en coordonnées locales. 

 

Le nombre total de degrés de liberté d'un élément est égal ou produit du nombre de nœud par le 

nombre de degré de liberté. 

Donc :                                   
                                                = 2x2=4 
  
       Le nombre de DDL de l'élément étant connu on peut déterminer le vecteur de déplacement 

nodal { }u  et le vecteur de charge nodal { }F   la matrice de rigidité  [ ]K  pour cet élément est défini 

par l'équation:  

                                          
                                        { } [ ]{ }ukF =  
Avec :          

                             F =




















2
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1

1

M
y
M
y

    et    u = 




















2

2

1

1

θ

θ
v

v

                                                   (3.24) 

 
        Chaque vecteur étant  composé de quatre termes, matrice [ ]K  est une matrice carrée d'ordre 

quatre par quatre. 
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( )

( ) 2
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θ

2
4322

2
4

2
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32 LaLaa
x
v

LaLaLaavv

++==
∂
∂

=

+++==

θθ

     

III.2.7.1.2 Fonction de déplacement 

         Pour un élément de poutre, l'équation d'équilibre est donnée par la formule suivante [ ]3  : 

                                        o
x
v

=
∂
∂

4

4

                                               (3.25) 
         Et le comportement de la poutre est  décrit par une fonction polynomiale du 3   degré, qui est 

la fonction de déplacement et la solution de cette équation : 
                                                                                                         (3.26)         
 
                                                                                                    (3.27)                      
          

          Les ia  sont les coefficients de déplacement, le vecteur de coefficient de déplacement  

{ }ia Peut être obtenu on utilisant les conditions aux limites aux points nodaux. 

Les équations des déplacements aux  nœuds peuvent être écrites sous la forme matricielle suivante : 
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
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         Ainsi pour l'élément de poutre de la figure (III.4) ou les cordonnés des nœuds sont O et  L on 

aura :  

         Au nœud ( )1     x = 0 :       

  11 avv ==  

                            2
2

4321 32 axaxaa
x
v

=/+/+==
∂
∂

= θθ  
     
 
         Au nœud (2)      x = L :   
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    En exprimant   (3.26) et  (3.27) sous forme matricielle on aura : 
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  Ou bien :  

  { } [ ]{ }aAxq =)(  
         La forme inverse de cette équation donne les expressions des constantes ia  et après 

substitution des coefficients ( ia ) dans l’équation et après réarrangement, on obtient la forme finale 

de la fonction de déplacement                              
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                    (3.28) 

 
On peut avoir les fonctions de forme qui sont : 
 
 
 
                                                    
                              (3.29) 
 
 
 
 
On passe maintenant à l’application du théorème de CASTIGLIANO       

                
i

i q
UF

∂
∂

=                                                 (3.30) 
         : Les forces généralisée 
 
         : Les déplacements nodales généralisées 
 
Pour un élément poutre à section droite uniforme, l’énergie de déformation est donnée par : 
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                           dx
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== ∫∫                        (3.31) 

On combinant les  deux équations (3-30) et (3-31) on aura : 
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On dérive l’équation de déplacement (3-28) :  
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On peut calculer maintenant les forces et les moments en fonction des déplacements.  
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                       (3.32) 

24231211 θθ iiiii kvkkvkF +++=  
Avec :                                        ( ) ( )dxxfxfEIk j

l

iij .//
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// += ∫                                                  (3.34)                                           
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     Les ( ) ( )xfetxf ji
////  : sont les dérivées secondes des fonctions de forme exprimées dans les 

équations (3-29). 

        Après toutes les procédures de dérivation et de substitution, on aboutit à l’équation de rigidité 

en coordonnées locales : 
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               (3.35a) 

      
   Ou symboliquement :              

                                                            { } [ ] { }qKF =                                                              (3.35b) 

   [ ]K  Est la matrice de rigidité d’une poutre en coordonnées locales. 
III.2.7.2 Equation de rigidité d’un élément poutre en coordonnées globales 
     La figure (III.5) représente un élément poutre qui occupe une position n’est  pas horizontale  un 

tel élément est soumis à une force axiale,  une force de cisaillement et un moment de flexion cet 

élément doit posséder trois degrés de liberté en chaque nœud, deux composantes de déplacement u 

et  v dans les directions x et y et un angle de rotation θ [ ]3  : 
              - aux degrés de liberté   u et v correspondant respectivement deux forces   yX FetF   

              - au degré de liberté θ  correspond un moment M. 
          Cet élément est orienté arbitrairement d’un angle θ  avec l’axe x , et pour obtenir la matrice 

de rigidité(6x6) pour un élément poutre, il faut combiner en premier la matrice de rigidité   

un élément barre et la matrice de rigidité (4x4) pour un élément poutre toujours dans le cas des 

coordonnées locales. 

                                                                  2,
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vFy  
                                                                             22 ,θM  
 
 2,
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                                                                                                      vy,  

 
 
 
 

           1,
1

uFx                                                                                                                                            ux,  
 

                                     11,θM  
 

                                                        1,
1

vFy  
 
 

Fig. III.5  élément poutre orienté arbitrairement 
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En suite on transforme cette matrice (6x6) des coordonnées locales aux coordonnées globales. 
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      Cette matrice de rigidité est composée de quatre sous-matrices, dont deux sont des sous-

matrices  ZERO, et les deux restes sont des matrices non nulles, qui se trouvent sur la diagonale  

l’une est associée au comportement axial et l’autre est associée au comportement de flexion.  

III.2.8 Transformation des coordonnées locales aux coordonnées globales 

        Dans le cas  des flexions des poutres, un élément poutre est soumis un effort axial, dont l’axe 

longitudinal est confondu avec l’axe x, l’axe x  est orienté par un angle θ  avec l’axe de 

coordonnées globales,   cette angle est mesuré dans le sens anti-horaire, et la barre (    ) c’est le 

symbole qui exprime les grandeurs en coordonnées locales.   
                                                                                                   2,

2
uF

x
  

                                                                                                 
                                                                                                22 ,θM  
 
                                                                                                2,

2
vF

y
 

 
 
                                                                                          2,

2
vFy  

 
                        11,θM                                                             22 ,θM  
                                                                                                                  2,

2
uFx  

                        1,
1

uFx                        1,
1

vF
y

 

 
                                                                                                                                y  
                                                                                                                                             x                
                                                                                                                    y  
                             1,

1
uFx                                                                                                          x  

                                               11,θM     1,
1

vFy  
 
                                     Fig.III.6 transformation  des coordonnées locales en  coordonnées globales. 
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  Les six forces nodales et moments de flexion dans un système de coordonnées locales sont 

transformés en coordonnées globales, par l’équation suivante : 
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                        (3.36)     

Tel que µλ et  sont les cosinus et sinus directeurs :            

                                    
θµ
θλ

sin
cos

=
=  

 
 L’équation (3-36) peut être sous forme symbolique :                                             

                                             { } [ ]{ }FTF =                                        (3.37) 

On peut aussi transformer les six degrés de libertés du système de coordonnées locales au système 

de coordonnées globales :  

{ } [ ]{ }qTq =  
La transposée de la matrice de transformation [ ]T  est la même avec sa matrice inverse :   
 

[ ] [ ]TTT =−1  

On peut écrire l’équation (3-37) sous la forme inverse : 
 

{ } [ ] { } [ ] { }FTFTF T== −1  

On substituant cette équation dans équation force-deplacement (3-35b), on obtient : 

{ } [ ]{ }
[ ]{ } [ ][ ]{ }qTKFT

qKF

=

=
 

Comme la matrice [ ]T  est orthogonale, on peut alors déduire que : 

                                                           { } [ ] [ ][ ]{ }qTKTF T=                                        (3.38)  
 

Après toutes les substitutions pour la matrice [ ]K  et la matrice de transformation [ ]T  dans 

l’équation (3-38), on obtient la forme finale de l’équation de rigidité pour un élément poutre dans  

système de coordonnées globales. 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


    L’analyse des structures discrètes par la M.E.F  Chapitre III                                       
                                                                                                                        

 48

 

             







































−−

+





 −−−−






 +−

+





 +−−−

−

+





 −

+

=































466266

121261212

1261212

466

1212

12

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2

2
2

2
2

2
2

2

2

2

2

1

1

1

λµλµ

λµλµλλµλµ

µλµλµµλ

λµ

λµλµ

µλ

LLLL

L
R

L
R

LL
R

L
R

L
R

LL
R

L
R

LL

L
R

L
R

L
R

L
EI

M

F
F
M

F
F

y

x

y

x

         (3.39) 

  
III.2.9 Détermination de la force axiale  

        La force axiale dans un élément poutre ou barre orientée arbitrairement dans le plan d’un 

angleθ  avec l’horizontal est donnée par l’équation (3-17) 
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       El la force axiale défini comme suite : 
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       Ou bien sous forme matricielle : 
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−
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nnn vv

uu

L
EAS µλ                                      (3.40)         

             
 

III.2.10 Méthode d’assemblage  

         Dans les deux cas de élément poutre ou élément barre, et aprés la formulation des équations de 

rigidité de tous les éléments on passe à la formulation de l’équation de rigidité globale de la 

srtucture.  

         La procedure consiste à superposer tous les éléments agissnt aux neouds et par conséquent 

l’assemblage des vecteurs forces généraliseés, des matrices de rigidité et des vectures déplacements 
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généraliseés de tous les éléments de la structure, pour éclaircir la procédure d’assemblage on 

considère un partie de la structure representé sur la (figure.3.7 )                                                                                                             

              
 
                                                  2                    5                     4 
 
                                                                                3  
                                                    1                                        6 
 
                                                                                4     
 
                                                  1                    2                     3 
                                    
                                            Fig.III.7 représentation de les nœuds et les éléments 
 
 
          

 

 

 La première étape consiste à éliminer les conditions aux limites existantes aux nœuds, et essayer de 

faire apparaître tous les degrés de liberté et les composantes des forces existantes aussi aux nœuds 

comme représentés sur la (figure.3.8)   

 
                                          2,

2
vFy                                           4,

4
vFy  

 
                                 2,

2
uFx                                                               4,

4
uFx  

                        
 
 
 
 
 
 
 
                                 1,

1
uFx                                                                 3,

3
uFx  

                              
                                                1,

1
vFy                                              1,

1
vFy  

                                   
                                           Fig.III.8  Forces et déplacements de quatre nœuds. 
         
      
  Après la formulation de l’équation de rigidité de chaque élément, on effectue l’assemblage tel que 
les déplacements nodaux pour chaque élément sont les mêmes que les déplacements aux points 
communs.   
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         Les forces aux nœuds pour chaque élément doivent être en équilibre avec les forces de chaque 

nœud commun. 

Alors la superposition des efforts se traduit par les équations suivantes : 
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L’assemblage est lié essentiellement à la numérotation de la structure et la manière de la 

numérotation joue un rôle très important sur la grandeur de largeur de la bande de la structure. 

 

III.2.11 Elimination directe de la bande de matrice. 

 
            Pour les structures à deux dimensions, la matrice de rigidité est généralement la forme de la 

bande matrice si les points nodaux sont bien numérote, tel que la largeur de la bande de la matrice 

de rigidité peut être plus étroites. Et donc les problèmes de stockage peuvent être réduites, par le 

stockage des coefficients dans la bande de l’ordinateur, et les équations peuvent être résolues en 

utilisant la méthode d’élimination directe au lieux des itérations, la largeur de la bande pour une 

structure assemblée d’éléments finis peut être trouvé par l’équation générale suivante : 

 
                                               (3.41) ( )[ ] 112 +−+= nmnL                                                        

  : La différence maximale entre deux nœuds d’un même élément fini.m 

            n   : Nombre de degrés de liberté pour chaque nœud.  
 
      Exemple de numérotations.  

III.2.11.1      Numérotation verticale : 
 

                                                         3                      6                     9                     12 
 
 
                                                       2                      5                      8                      11 

 
 

                                                         1                      4                      7                      10   
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        Dans cet exemple tel que la numérotation des points nodaux est verticale, la largeur de la 

bande de la matrice pour une structure à deux dimensions, c’est -à- dire chaque nœud possède deux 

degrés de liberté égale : 

 
4=m2            =n                                         alors                     

 
             ( )[ ] 19112242 =+−+×=L III.2.11.2 Numérotation horizontale.         

 
 

                                                   9                       10                     11                        12 
 
 

                                                                                                                                                                
                                                  5                          6                         7                       8 

 
                                                   
                                                   1                     2                      3                           4 
                                                  
       

      Dans cet exemple tel que la numérotation des points nodaux est horizontale, la largeur de la 

bande de la matrice pour une structure à deux dimensions, c’est -à- dire chaque nœud possède deux 

degrés de liberté égale : 

 
5=m 2           =n                                          alors     

 
( )[ ] 23112252 =+−+×=L                                                       

 
    

 

Donc la largeur de la bande est minimale dans le premier système de numérotation  c-à-d la 

numérotation verticale. 
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X X X X   X X X X               
X X X X   X X X X               
X X X X X X   X X X X             
X X X X X X   X X X X             

  X X X X     X X             
  X X X X     X X             

X X     X X X X   X X X X         
X X     X X X X   X X X X         
X X X X   X X X X X X   X X X X       
X X X X   X X X X X X   X X X X       

  X X X X   X X X X     X X       
  X X X X   X X X X     X X       
      X X     X X X X   X X X X   
      X X     X X X X   X X X X   
      X X X X   X X X X X X   X X X X 
      X X X X   X X X X X X   X X X X 
        X X X X   X X X X     X X 
        X X X X   X X X X     X X 
            X X     X X X X   
            X X     X X X X   
            X X X X   X X X X X X 
            X X X X   X X X X X X 
              X X X X   X X X X 
              X X X X   X X X X 
  
                          

Tableau 1   .Bande d’une matrice à deux dimensions 
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 IV.1 Introduction 
 
        Tout d’abord, la plupart des problèmes simples ont été résolus, et on se trouve 

désormais confronté à des problèmes de plus en plus compliqués quand le nombre des 

éléments important.  Le nombre réduit des nœuds implique l’utilisation de la méthode des 

éléments finis d’une manière simple et direct, par contre, si le nombre devient important 

l’application présente une certaine difficulté, ce qui nous oblige d’élaborer une méthode de 

travail, pour numériser le problème posé comme étape intermédiaire vers la solution 

rapprochée, par un programme en langage  «PASCAL ». 

     Ce langage de programmation est utilisé suite à [ ]16  : 

                     - bien lire et comprendre l’énoncé du problème à résoudre 

                     - bonne précision des résultats  

                     - souplesse d’analyse du problème 

          - une puissance et une rapidité considérables 

                     - une résolution numérique de plus en plus efficace  
  

IV.2 Problème posé      

 Notre structure présente un nombre important des éléments (66 éléments pour la 

structure barre et 41 éléments pour la structure poutre), ce nombre pose la  difficilement de 

trouver la matrice de rigidité globale, et chaque augmentation de nombre des éléments en 

proche a l’impossibilité de trouver la solution analytiquement, qui ce exige la numérisation du 

problème vers la solution la plus parfaite possible. 

 
IV.3 L’identification des charges   

 Les charges appliquées peuvent être concentrées ou réparties, ces derniers se 

décomposent suivant à une formule mathématique, tel que le travail équivalent  effectue par 

les charges concentrées aux nœuds  égal au travail produit par la charge répartie. 

Si on considère un élément poutre, le travail effectue pour les charges concentrées aux nœuds 

est de la forme suivante : 

                                          [ ]




















=

2

2

1

1

21 212
1

θ

θ
v

v

MFMFw yy                                                     (4.1) 

Et d’autre part, le travail effectue par la charge répartie est obtenue comme suite : 
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                                           ∫=
l

dxxvxpw
0

).().(
2
1                                                                    (4.2) 

On substituant la fonction de déplacement (3.28) dans l’équation (4.2) on obtient : 
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Ou bien sous forme générale : 
 

                                                ∫=
l

ii dxxfxpF
0

).().(                                                                (4.3) 

  De notre travail les charges sont concentrées aux nœuds, le programme permet le 

changement d’application de ces chargements, dont le choix a été fait pour élément poutre 

sous forme symétrique pour avoir des résultats symétriques (pour vérifier la symétrie des 

déplacements, réactions et les efforts axiaux), et pour l’élément barre comme la forme donnée 

à fin de valider les résultats obtenus par le programme ceux du logiciel « SAP 2000». 

 

IV.4 Conditions aux limites  

          Notre travail consiste de faire une variation des conditions aux limites pour une même 

structure pour élément barre ou poutre de but d’établir les meilleurs choix aux conditions qui 

minimisent les contraintes dans les éléments.   

       
 Translation suivant X Translation suivant Y Rotation 
 

 
 
 

 
            
              Nul  

              
 
           Nul 

              
 
            Nul 

 
 

  
 

 
 
            Existe  

 
 
           Nul 

 
 
           Existe            
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IV.5 définitions des paramètres  
            
            La structure métallique plane simplement supportée à ces extrémités, ces 

caractéristiques géométriques de section carrée 20244.0 mS = , de longueur treillis mL 85.2=  

et de hauteur  mH 5.4=  , les propriétés mécaniques du matériau sont données par module de 

«YOUNG» 29 /10.200 mNE =  et de densité 3.04.7849 mKg=ρ  
 
IV.6 Organigramme du programme 
    

    Pour mieux comprendre les différentes étapes de fonctionnement de ce programme, la  

Figure suivante  montre l’organigramme de ce programme.   
 
 
 
 
 
 

Début 
 
 
 
 

                    
Introduction de nombre des nœuds 

 
 
 
 
 
                                 Introduction des caractéristiques physiques 

 
et géométriques 

 
 
 
 
 
                                                              A 
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A 
 
  
 
 

Calcule de la matrice de rigidité globale 

de  la structure 
 
 
 
  
                             

Introduction des conditions aux limites 
 
 
 
 
  
                              

Introduction des charges nodales 
 
 
 
 
 
                                 Résolution du système par la méthode de 
                                                    GAUSS JORDAN 
 
 
 
 

Impression des résultats déplacement nodaux, 

les réactions dans les nœuds et les forces axiales 

dans les éléments. 
 
 
 

Fin 
 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


Chapitre IV Exemples d’application et comparaison des résultats 

 59 

 
 

a -   Structure 1   élément barre (premier cas de conditions aux limites)  
 
 

 
 

 b - Structure 1   élément barre (deuxième cas de conditions aux limites) 
 
 

 
C - Structure 1   élément barre (troisième cas de conditions aux limites) 

 
 

Fig. 4.1 : Structure № 1 (élément barre) 
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a -   Structure 2  élément barre (premier cas de conditions aux limites) 

 

 
 
 

b - Structure 2 élément barre (deuxième cas de conditions aux limites) 
 

 
C - Structure 2  élément barre (troisième cas de conditions aux limites) 

 
 
 
 

Fig.4.2 : Structure № 2 (élément barre) 
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a -   Structure 1   élément poutre (premier cas de conditions aux limites) 
 

 

 
 
 

b -   Structure 1 élément poutre  (deuxième cas de conditions aux limites) 
 
 
 
 

 
C -   Structure 1  élément poutre (troisième cas de conditions aux limites) 

 
 
 

Fig45.3 :Structure № 1 (élément poutre) 
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a -   Structure 2 élément poutre (premier cas de conditions aux limites) 
 

 
 
 

 
b -   Structure 2   élément poutre (deuxième cas de conditions aux limites) 

 
 
 
 

 
                C -   Structure 2 élément poutre  (troisième cas de conditions aux limites) 
 
 
 

Fig.4.4 : Structure № 2 (élément poutre) 
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IV.8  COMPARAISONS DES DEPLACEMENTS. 
 

 
 
 

Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Barre S1 
Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

1 
1

1

v
u

 0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0        % 
0        % 

0         % 
0         % 

2 
2

2

v
u

 0,001572 
-0,000051 

0,001536 
-0,00012 

0,001592 
-0,000051 

0,001565 
-0,000012 

1,25    % 
0         % 

1,85    % 
0         % 

3 
3

3

v
u

 0,000029 
-0,001113 

-3,76 E -7 
-0,001292 

0,000029 
-0,001127 

1,17E -15 
-0,001321 

0         % 
1,24    % 

0         %  
2,19    % 

4 
4

4

v
u

 0,001552 
-0,001101 

0,001488 
-0,001414 

0,001572 
-0,001115 

0,001515 
-0,001445 

1,27    % 
1,25    % 

1,78    % 
2,14    % 

5           
5

5

v
u

 0,000103 
-0,002117 

0,000048 
-0,002529 

0,000104 
-0,002145 

0,000049 
-0,002579 

0,96    % 
1,3      % 

2,04    % 
1,93    % 

6 
6

6

v
u

 0,001479 
-0,002135 

0,001391 
-0,00265 

0,001498 
-0,002163 

0,001415 
-0,002703 

1,26    % 
1,29    % 

1,69    % 
1,96    % 

7 
7

7

v
u

 0,000218 
-0,002992 

0,000145 
-0,003566 

0,000220 
-0,003032 

0,000149 
-0,003635 

0,90    % 
1,31    % 

2,68    % 
1,89    % 

8 
 8

8

v
u

 0,001366 
-0,002987 

0,001263 
-0,003643 

0,001384 
-0,003026 

0,001285 
-0,003713 

1,30    % 
1,28    % 

1,71    % 
1,88    % 

9 
9

9

v
u

 0,000364 
-0,00368 

0,000274 
-0,004396 

0,000368 
-0,00372 

0,000280 
-0,004479 

1,08    % 
1,07    % 

2,14    % 
1,85    % 

10 
10

10

v
u

 0,001223 
-0,003697 

0,001103 
-0,004473 

0,001238 
-0,003746 

0,001122 
-0,004557 

1,21    % 
1,30    % 

1,69    % 
1,84    % 

11 
11

11

v
u

 0,000531 
-0,004156 

0,000433 
-0,00495 

0,000538 
-0,004211 

0,000442 
-0,005041 

1,30    % 
1,30    % 

2,03    % 
1,8      % 

12 
12

12

v
u

 0,001058 
-0,004151 

0,000931 
-0,004981 

0,001071 
-0,004205 

0,000947 
-0,005073 

1,21    % 
1,28    %  

1,68    % 
1,81    % 

13 
13

13

v
u

 0,000712 
-0,004391 

0,000605 
-0,00524 

0,000720 
-0,004449 

0,000617 
-0,005335 

1,11    % 
1,30    % 

1,94    % 
1,78    % 

14 
14

14

v
u

 0 ,00088 
-0,004408 

0,000747 
-0,005271 

0,000891 
-0,004466 

0,000760 
-0,005367 

1,23    % 
1,29    % 

1,71    %  
1 ,78   % 

15 
15

15

v
u

 0,000895 
-0,004381 

0,00079 
-0,005221 

0,000907 
-0,004439 

0,000805 
-0,005315 

1,32    % 
1,30    % 

1,86    % 
1,76    % 

16 
16

16

v
u

 0,000698 
-0,004376 

0,000567 
-0,005207 

0,000707 
-0,004433 

0,000578 
-0,005300 

1,27    % 
1,28    % 

1,9      % 
1,75    % 
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Tableau  2 :   Comparaisons des déplacements de  l’élément barre pour la première                               
                              et deuxième structure (premier cas de conditions aux limites)  
 
 
 
 
 
 
 

Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Barre S1 
Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

17 
17

17

v
u

 0,000107 
-0,004122 

0,000969 
-0,00493 

0,000108 
-0,004176 

0,000098 
-0,005018 

0,92   % 
1,29   %  

1,12   % 
1,75   % 

18 
18

18

v
u

 0,000523 
-0,004139 

0,000394 
-0,004916 

0,000529 
-0,004193 

0,000401 
-0,005004 

1,13   % 
1,28   % 

1,74   % 
1,75   % 

19 
19

19

v
u

 0,001237 
-0,003632 

0,001143 
-0,004344 

0,001252 
-0,003680 

0,001163 
-0,004421 

1,19   % 
1,30   % 

1,71   % 
1,74   % 

20 
20

20

v
u

 0,000362 
-0,003626 

0,000244 
-0,004285 

0,000366 
-0,003674 

0,000249 
-0,004361 

1,09   % 
1,30   % 

2        % 
1,74   % 

21 
21

21

v
u

 0,001376 
-0,00293 

0,001293 
-0,003523 

0,001394 
-0,002968 

0,001315 
-0,003585 

1,29   % 
1,28   % 

1,67   % 
1,72   % 

22          
22

22

v
u

 0,000224 
-0,002946 

0,000117 
-0,003464 

0,000227 
-0,002985 

0,000121 
-0,003525 

1,32   % 
1,30   % 

3,3     % 
1,73   % 

23 
23

23

v
u

 0,001483 
-0,002056 

0,001419 
-0,002468 

0,001502 
-0,002082 

0,001443 
-0,002511 

1,26   % 
1,24   % 

1,66   % 
1,71   % 

24 
24

24

v
u

 0 ,00012 
-0,002054 

0,000033 
-0,002364 

0,000122 
-0,002081 

0,000036 
-0,002404 

1,63   % 
1,29   % 

8,33   %      
1,66   % 

25 
 25

25

v
u

 0,001545 
-0,001068 

0,001503 
-0,00126 

0,001565 
-0,001082 

0,001529 
-0,001282 

1,27   % 
1,29   % 

1,7     % 
1,71   % 

26 
26

26

v
u

 0,000056 
-0,001061 

0,000008 
-0,001157 

0,000057 
-0,001075 

0,000006 
-0,001176 

1,75   % 
1,30   % 

0        % 
1,61   % 

27 
27

27

v
u

  
 

0,00157 
0 
 

0,001545 
0 

0,00159 
0 

0,001571 
0 

1,25   % 
0        % 

1,65   % 
0        % 

28 
28

28

v
u

 0,000039 
-0,000043 

0,000009 
0 

0,000039 
-0,000043 

0,000006 
0 

0        % 
0        % 

0        % 
0        % 
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COMPARAISONS DES REACTIONS. 

 
 
Tableau  3 :   Comparaisons des réactions  de  l’élément barre pour la première                                                   
                              et deuxième structure (premier cas de conditions aux limites)  
 
 
 
COMPARAISONS DES FORCES AXIALES. 
 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Elément 

 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2 
1 5457,78 -13190,04 5605,63 -13461,53 2,63  % 2,01  %   
2 -4975,4 -65,35 -4975,4 -2 E-6 0       % 0       %  
3 9167,55 15587,56 9298,91 15934,22 1,41  %  2,17  % 
4 -6506,31 -8307,74 -6635,31 -8525,64 1,94  %  2,55  % 
5 3416,98 -13418,75 3550,02 -13461,53 3,74  % 0,31  % 
6 -1187,28 8366,42 -1301,97 8525,64 8,80  % 1,86  % 
7 -12702,10 15858,02 -12900,4 15934,22 1,53  %  0,47 % 
8 8215,83 -16864,59 8176,44 -17051,28 0,48  % 1,09  % 
9 -7749,72     -13368,59 -7757,78 -13461,53 0,10  % 0,69  % 
10 12447,59 16898,99 12676,45 17051,28 1,80  % 0,89  % 
11 1942,43 9969,61 1978,41 10015,79 1,81  % 0,46  % 
12 -19755,50 -22247,75 -19949,1 -22410,25 0,97  % 0,72  % 
13 5410,81 -8422,06 5415,96 -8461,53 0,09  % 0,45  % 
14 -4607,02 22276,29 -4599,83 22410,25 0,15  % 0,59  % 
15 19326,44 9950,80 19512,43 10015,79 0,95  % 0,64  % 
16 -644,13 -27610,08 -659,75 -27769,23 2,36  % 0,57  % 
17 -25111,77 -8418,98 -25289,25 -8461,53 0,70 % 0,50  % 
18 5381,74 27630,45 5380,77 27769,23 0,01  % 0,49  % 
19 -4633,59      4099,99 -4635,02 4097,37 0,03  % 0,06  % 
20 24711,91 -29831,62 24890,23 -29961,53 0,71  % 0,43  % 
21 1852,77 -3461,54 1864,70 -3461,53 0,63  %   0,00  % 
22 -28905,22 29844,07 -29068,23 29961,5 0,56  % 0,39  % 
23 2441,18 4076,46 2427,80 4097,37 0,55  % 0,51  % 
24 -1683,58 -32028,41 -1669 ,57 -32153,84 0,83  % 0,39  % 
25 28500,36 -3460,64 28662,53 -3461,53 0,56  % 0,02  % 
26 -628,89 32032,91 -639,61 32153,84 1,67  % 0,37  % 
27 -31112,82 -1773,84 -31259 ,93 -1821,05 0,47  % 2,59  % 
28 2433,55 -31084,79 2426 ,67 -31179,48 0,28  % 0,30  % 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Noeuds 

 
Réactions 

(N) 
Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

1 

1

1

y

x

R

R
 

6,395E -10 
13462 

4,26 E-10 
13483,54 

4,887E -6 
13461 

2,007E-6 
13461 

0         % 
0,007  % 

0         % 
0,16    % 

27 
27yR  11538 11516,46 11538 11538 0         % 0,18    % 
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Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Elément 

 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2  
29 -1677,61 1479,19 -1670,69 1538,46 0,41    % 3,85  % 
30 30708,84 31081,35 30855,44 31179,48 0,47    %  0,31  % 
31 1850,08 -1797,40 1861,05 -1821,05 0,58    % 1,29  % 
32 -31738,67 -30116,41 -31869,08 -30205,12 0,40    % 0,29  % 
33 -510,40 1498,00 -532,20 1538,46 4,09    %    2,62  % 
34 1266,87 30105,02 1288,84 30205,12 1,70    % 0,33  % 
35 31334,42 -7646,77 31464,24 -7739,48 0,41    % 1,19  % 
36 -628,03 -26007,58 -638,53 -26064,10 1,64    % 0,21  % 
37 -30781,56 6455,95 -30894,29 6538,46 0,36    % 1,26  % 
38 -518,15 25988,22 -533,02 26064,10 2,78    % 0,29  % 
39 1273,13 -7670,82 1288,03 -7739,48 1,15    % 0,88  % 
40 30378,09 -21874,20 30490,32 -21923,07 0,36    % 0,22  % 
41 1847,68 6456,43 1858,42 6538,46 0,57    % 1,25  % 
42 -28244,62 21847,11 -28338,95 21923,07 0,33    % 0,34  % 
43 -3458,18 -13524,71 -3487,82 -13657,90 0,84    % 0,97  % 
44 4221,48 -14598,81 4251,65 -14615,38 0,70    % 0,11  % 
45 27836,74 11414,52 27930,27 11538,46 0,33    % 1,07  % 
46 -614,60 14562,28 -624,29 14615,38 1,55    % 0,36  % 
47 -24110,37 -13524,42 -24184,63 -13657,90 0,30    % 0,97  % 
48 -3489,05 -7309,76 -3512,68 -7307,69 0,67    % 0,02  % 
49 4204,42 11407,30 4226,79 11538,46 0,52    % 1,13  % 
50 23727,94 7275,17 23802,54 7307,69 0,31    % 0,44  % 
51 1770,32 -13536,73 1778,11 -13657,90 0,43    % 0,88  % 
52 -18479,46 -22,22 -18553,79 -2,8 E-8 0,40    % 0       % 
53 -6295,93 -29,18 -6331,52 0 0,56    % 0       % 
54 7287,00  7326,37  0,53    %  
55 17950,48  18003,08  0,29    %  
56 -169,54  -170,70  0,67    %  
57 -10773,77  -10803,50  0,27    %  
58 -7088,44  -7124,31  0,50    %  
59 6502,74  6533,59  0,47    %  
60 11085,47  11119,57  0,30    %  
61 -776,11  -783,73  0,97    %  
62 -4297,19  -4308,24  0,25    %  
63 -5571,38  -5605,90  0,61    %  
64 8012,11  8052  0,49    %  
65 2991,04  2999,44  0,28    %   
66 4719,76  4735,97  0,34    %  
 
Tableau  4 :   Comparaisons des forces axiales  de  l’élément barre pour la première                               
                              et deuxième structure (premier cas de conditions aux limites)  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


Chapitre IV Exemples d’application et comparaison des résultats 

 67 

COMPARAISONS DES DEPLACEMENTS. 
 

Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Barre S1 
Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

1 
1

1

v
u

 
0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0       % 
0       %    

0       % 
0       % 

2 
2

2

v
u

 
0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0       % 
0       % 

0       % 
0       % 

3 
3

3

v
u

 
-0,000146 
-0,000223 

-0,000164 
-0,000357 

-0,000147 
-0,000226 

-0,000166 
-0,000364 

0,68  %   
1,32  % 

1,20  % 
1,92  % 

4 
4

4

v
u

 
0,000145 
-0,00022 

0,000103 
-0,000509 

0,000146 
-0,000223 

0,000104 
-0,000520 

0,68  % 
1,34  % 

0,96  % 
2,11  % 

5           
5

5

v
u

 
-0,000227 
-0,000579 

-0,000267 
-0,000998 

-0,000229 
-0,000587 

-0,000271 
-0,001017 

0,87  % 
1,36  % 

1,47  % 
1,86  % 

6 
6

6

v
u

 
0,000229 
-0,000595 

0,000144 
-0,001151 

0,000232 
-0,000604 

0,000145 
-0,001173 

1,29  % 
1,49  % 

0,68  % 
1,87  % 

7 
7

7

v
u

 
-0,000255 
-0,000989 

-0,000308 
-0,001616 

-0,000258 
-0,001000 

-0,000312 
-0,001646 

1,16  % 
1,10  % 

1,28  % 
1,82  % 

8 
 8

8

v
u

 
0,000259 
-0,000984 

0,000142 
-0,001724 

0,000262 
-0,000997 

0,000143 
-0,001756 

1,14  % 
1,30  % 

0,69  % 
1,82  % 

9 
9

9

v
u

 
-0,000238 
-0,001386 

-0,000306 
-0,002186 

-0,000241 
-0,001405 

-0,000310 
-0,002225 

1,24  % 
1,35  % 

1,29  % 
1,75  % 

10 
10

10

v
u

 
0,000245 
-0,001402 

0,000096 
-0,002294 

0,000248 
-0,001422 

0,000096  
-0,002335 

1,20  % 
1,40  % 

0       % 
1,75  % 

11 
11

11

v
u

 
-0,000186 
-0,001725 

-0,00026 
-0,002624 

-0,000188 
-0,001749 

-0,000263 
-0,002669 

1,06  % 
1,37  % 

1,14  % 
1,68  % 

12 
12

12

v
u

 
0,000196 
-0,001719 

0,000025 
-0,002686 

0,000198 
-0,001743 

0,000024 
-0,002733 

1,01  % 
1,37  % 

4,16  % 
1,71  %  

13 
13

13

v
u

 
-0,000108 
-0,001961 

-0,000188 
-0,002925 

-0,000109 
-0,001988 

-0,000190 
-0,002975 

0,91  % 
1,35  % 

1,05  % 
1,68  % 

14 
14

14

v
u

 
0,00012 

-0,001978 
-0,000071 
-0,002988 

0,000121 
-0,002005 

0,000073 
-0,003039 

0,82  % 
1,34  % 

2,73  % 
1,67  % 

15 
15

15

v
u

 
-0,000013 
-0,002074 

-0,000092 
-0,00303 

-0,000013 
-0,002102 

-0,000093 
-0,003081 

0       %  
1,33  % 

1,07  % 
1,65  % 

16 
16

16

v
u

 
0,000027 
-0,002068 

-0,000175 
-0,003047 

0,000027 
-0,002096 

-0,000178 
-0,003099 

0       % 
1,33  % 

1,68  % 
1,67  % 
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Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Barre S1 
Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

17 
17

17

v
u

 
0 ,00009 

-0,002039 
0,000012 
-0,002958 

0,000091 
-0,002067 

0,000012 
-0,003007 

1,09 % 
1,35 % 

0      %  
1,62 % 

18 
18

18

v
u

 
-0,000074 
-0,002056 

-0,000286 
-0,002975 

-0,000075 
-0,002084 

-0,000291 
-0,003025 

1,33 % 
1,34 % 

1,71 % 
1,65 % 

19 
19

19

v
u

 
0,000192 
-0,001861 

0,000123 
-0,002671 

0,000195 
-0,001887 

0,000124 
-0,002715 

1,53 % 
1,37 % 

0,80 % 
1,62 % 

20 
20

20

v
u

 
-0,000174 
-0,001856 

-0,000385 
-0,002643 

-0,000176 
-0,001881 

-0,000392 
-0,002687 

1,13 % 
1,32 % 

1,78 % 
1,63 % 

21 
21

21

v
u

 
0,000284 
-0,00154 

0,000222 
-0,002212 

0,000288 
-0,00156 

0,000225 
-0,002249 

1,38 % 
1,28 % 

1,33 % 
1,64 % 

22          
22

22

v
u

 
-0,000264 
-0,001556 

-0,000474 
-0,002185 

-0,000267 
-0,001577 

-0,000481 
-0,002221 

1,12 % 
1,33 % 

1,45 % 
1,62 % 

23 
23

23

v
u

 
0,000357 
-0,001098 

0,00031 
-0,001567 

0,000361 
-0,001113 

0,000314 
-0,001593 

1,10 % 
1,34 % 

1,27 % 
1,63 % 

24 
24

24

v
u

 
-0,000333 
-0,001096 

-0,000533 
-0,001494 

-0,000337 
-0,001111 

-0,000541 
-0,001518 

1,18 % 
1,35 % 

1,47 % 
1,58 % 

25 
 25

25

v
u

 
0 ,000399 
-0,000576 

0,000369 
-0,000802 

0,000404 
-0,000584 

0,000374 
-0,000815 

1,23 % 
1,36 % 

1,33 % 
1,59 % 

26 
26

26

v
u

 
-0,000377 
-0,000571 

-0,000562 
-0,000729 

-0,000381 
-0,000579 

-0,000571 
-0,000741 

1,04 % 
1,38 % 

1,57 % 
1,61 % 

27 
27

27

v
u

  
0,000416 

0 
0,000399 

0 
0,000421 

0 
0,000404 

0 
1,18 % 
0      %  

1,23 % 
0      % 

28 
28

28

v
u

 
-0,000388 
-0,000029 

-0,000562 
0 

-0,000393 
-0,000029 

-0,000571 
0 

1,27 % 
0      % 

1,57 % 
0      % 

 
Tableau  5 :   Comparaisons des déplacements de  l’élément barre pour la première                               
                              et deuxième structure (deuxième cas de conditions aux limites) 
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COMPARAISONS DES REACTIONS. 
Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  

Noeuds 
 

Réactions 
(N) 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

1 

1

1

y

x

R

R
 

30628 
8515 

28500 
66,7 

30671,147 
8512,501 

28563,171 
0 

0,14   % 
0,02   % 

0,22  % 
0       % 

2 

2

2

y

x

R

R
 

-30628 
8672 

-28500 
16866,9 

-30671,147 
8674,316 

-28563,17 
16930,74 

0,14   % 
0,02   % 

0,22  % 
0,37  % 

27 
27yR  7813 8066,41 7813,181 8069,25 0,002 % 0,03  % 

   
Tableau  6 :   Comparaisons des réactions de  l’élément barre pour la première                                                   
                              et deuxième structure (deuxième cas de conditions aux limites)  
 
 
COMPARAISONS DES FORCES AXIALES. 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Eléments 

 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2 
1 0 0 0 0 0       % 0       % 
2 -25259,88 -28500,00 -25280,21 -28563,17 0,08  % 0,22  % 
3 -10031,41 19824,30 -10076,12 20040,68 0,44  % 1,07  % 
4 10220,03 17888,23 10267,66 17840,36 0,46  % 0,26  % 
5 25159,42 -16731,81 25177,73 -16930,74 0,07  % 1,17  % 
6 304,56 -17829,96 309,47 -17840,36 1,58  % 0,05  % 
7 -14094,25 19886,12 -14096,75 20040,68 0,01  % 0,77  % 
8 -10606,26 7166,17 -10633,97 7117,55 0,26  % 0,68  % 
9 9684,33 -16809,99 9709,80 -16930,74 0,26  % 0,71  % 
10 14586,51 -7119,81 14591,23 -7117,55 0,03  % 0,03  % 
11 -1793,75 14024,62 -1802,68 14122,25 0,49  % 0,69  % 
12 -4847,63 -402,04 -4847,94 -438,58 0,006% 8,33  % 
13 -7559,65 -11840,19 -7575,99 -11930,74 0,21  % 0,75  % 
14 6832,27 441,52 6849,36 438,58 0,24  % 0,67  % 
15 5236,43 14003,85 5236,73 14122,25 0,005% 0,83  % 
16 618,66 -7948,54 628,64 -7994,72 1,58  % 0,57  % 
17 2875,06 -11841,08 2879,72 -11930,74 0,16  % 0,75  % 
18 -7570,56 7979,85 -7593,48 7994,72 0,30  % 0,18  % 
19 6809,34 8152,97 6831,87 8203,82 0,32  % 0,61  % 
20 -2468,28 -12354,02 -2472,22 -12384,20 0,15  % 0,24  % 
21 -1848,38 -6883,00 -1859,19 -6930,74 0,58  % 0,68  % 
22 9005,21 12377,43 9013,05 12384,20 0,08  % 0,05  % 
23 -4623,26 8129,52 -4631,17 8203,82 0,17  % 0,90  % 
24 3867,91 -16734,84 3875,75 -16773,67 0,20  % 0,23  % 
25 -8601,55 -6882,20 -8608,86 -6930,74 0,08  % 0,70  % 
26 628,13 16750,30 638,63 16773,67 1,64  % 0,13  % 
27 13554,68 2279,19 13564,98 2285,40 0,07  % 0,27  % 
28 -4616,77 -17975,23 -4631,70 -17996,48 0,32  % 0,11  % 
29 3860,44 -1924,35 3875,22 -1930,74 0,38  % 0,05  % 
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Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Eléments 

 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2 
30 -13150,50 17982,75 -13160,23 17996,48 0,07  % 0,07  % 
31 -1849,96 2255,64 -1860,89 2285,40 0,58  %  1,30  % 
32 16521,49 -19190,86 16533,32 -19219,29 0,07  % 0,14  % 
33 -1672,62 -1923,00 -1672,51 -1930,74 0,006% 0,40  % 
34 916,24 19190,43 915,98 19219,29 0,02  % 0,15  % 
35 -16117,29 -3594,73 -16128,54 -3633,02 0,06  % 1,05  % 
36 628,05 -17266,04 638,55 -17275,43 1,64  % 0,10  % 
37 17905,54 3034,38 17917,94 3069,25 0,06  % 1,13  % 
38 -1664,98 17257,65 -1671,83 17275,43 0,40  % 0,10  % 
39 909,86 -3617,78 916,67 -3633,02 0,74  % 0,41  % 
40 -17502,00 -15316,68 -17513,89 -15331,57 0,06  % 0,09  % 
41 -1847,92 3035,04 -1858,69 3069,25 0,57  % 1,11  % 
42 17709,47 15300,55 17772,17 15331,57 0,35  % 0,20  % 
43 1275,48 -9471,55 1283,43 -9551,45 0,61  % 0,83  % 
44 -2038,06 -10225,32 -2046,48 -10221,05 0,41  % 0,04  % 
45 -17301,98 7992,11 -17313,43 8069,25 0,06  % 0,95  % 
46 616,00 10199,81 625,80 10221,05 1,56  % 0,20  % 
47 15917,62 -9472,70 15928,09 -9551,45 0,06  % 0,82  % 
48 1303,92 -5119,90 1305,73 -5110,52 0,13  % 0,18  % 
49 -2023,43 7990,42 -2024,18 8069,25 0,03  %  0,97  % 
50 -15532,99 5095,68 -15543,68 5110,52 0,06  % 0,29  % 
51 -1778,39 -9481,43 -1786,62 -9551,45 0,46  % 0,73  % 
52 12620,37 -15,57 12630,47 0 0,07  % 0       % 
53 4124,81 -20,50 4138,98 0 0,34  % 0       % 
54 -5092,07  -5109,36  0,33  %  
55 -12104,05  -12111,27  0,05  %  
56 216,05  218,76  1,23  %  
57 7298,53  7301,47  0,04  %  
58 4836,93  4850,41  0,27  %  
59 -4387,81  -4397,93  0,23  %  
60 -7537,53  -7543,57  0,08  %  
61 509,09  512,33  0,63  %  
62 2918,81  2919,70  0,03  %  
63 3776,93  3791,48  0,38  %  
64 -5442,16  -5456,86  0,26  %  
65 -2027,71  -2028,64  0,04  %  
66 -3199,70  -3203,12  0,10  %  
 
Tableau  7 :   Comparaisons des forces axiales  de  l’élément barre pour la première                               
                              et deuxième structure (deuxième cas de conditions aux limites)  
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COMPARAISONS DES DEPLACEMENTS. 
 

Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Barre S1 
Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

1 
1

1

v
u

 
0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0      % 
0      % 

0      % 
0      % 

2 
2

2

v
u

 
0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0      % 
0      % 

0      % 
0      % 

3 
3

3

v
u

 
-0,0001 

-0,000167 
-0,00012 
-0,000278 

-0,000101 
-0,000169 

-0,000122 
-0,000284 

0,99 % 
1,18 % 

1,63 % 
2,11 % 

4 
4

4

v
u

 
0,000098 
-0,000164 

0,000072 
-0,0004 

0,000098 
-0,000166 

0,000072 
-0,000408 

0      % 
1,20 % 

0      % 
1,96 % 

5           
5

5

v
u

 
-0,000148 
-0,000416 

-0,000192 
-0,000769 

-0,000150 
-0,000422 

-0,000194 
-0,000784 

1,33 % 
1,42 % 

1,03 % 
1,91 % 

6 
6

6

v
u

 
0,000147 
-0,000432 

0,000094 
-0,000891 

0,000149 
-0,000438 

0,000094 
-0,000909 

1,34 % 
1,36 % 

0      % 
1,98 % 

7 
7

7

v
u

 
-0,000157 
-0,000685 

-0,000213 
-0,001214 

-0,000158 
-0,000694 

-0,000216 
-0,001237 

0,63 % 
1,29 % 

1,38 % 
1,85 % 

8 
 8

8

v
u

 
0,000156 
-0,000679 

0,000085 
-0,001291 

0,000157 
-0,000688 

0,000085 
-0,001315 

0,63 % 
1,30 % 

0      %  
1,82 % 

9 
9

9

v
u

 
-0,000133 
-0,000921 

-0,000204 
-0,001602 

-0,000134 
-0,000934 

-0,000207 
-0,001631 

0,74 % 
1,39 % 

1,44 % 
1,77 % 

10 
10

10

v
u

 
0,000133 
-0,000938 

0,000045 
-0,001679 

0,000134 
-0,000951 

0,000045 
-0,001710 

0,74 % 
1,36 % 

0      %  
1,81 % 

11 
11

11

v
u

 
-0,000087 
-0,0011 

-0,000164 
-0,001864 

-0,000088 
-0,001115 

-0,000166 
-0,001898 

1,13 % 
1,34 % 

1,20 % 
1,79 % 

12 
12

12

v
u

 
0,000087 
-0,001094 

-
0,0000077 
-0,001896 

0,000088 
-0,001109 

-0,000008 
-0,001930 

1,13 % 
1,35 % 

3,75 % 
1,76 % 

13 
13

13

v
u

 
-0,000028 
-0,001189 

-0,000111 
-0,002014 

-0,000028 
-0,001205 

-0,000112 
-0,002050 

0      %  
1,32 % 

1,78 % 
1,75 % 

14 
14

14

v
u

 
0,000029 
-0,001205 

-0,000073 
-0,002046 

0,0000289 
-0,001222 

-0,000007 
-0,002083 

0,34 % 
1,39 % 

4,28 % 
1,77 % 

15 
15

15

v
u

 
0,000036 
-0,001186 

-0,000045 
-0,002005 

0,000036 
-0,001202 

-0,000045 
-0,002042 

0      %   
1,33 % 

0      %  
1,81 % 

16 
16

16

v
u

 
-0,000034 
-0,00118 

-0,000134 
-0,001992 

-0,000034 
-0,001196 

-0,000136 
-0,002028 

0      %  
1,33 % 

1,47 % 
1,77 % 

17 
17

17

v
u

 
0,000094 
-0,001083 

0,000016 
-0,001875 

0,000095 
-0,001098 

0,0000155 
-0,001909 

1,05 % 
1,36 % 

3,25 % 
1,78 % 
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Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Barre S1 
Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

18 
18

18

v
u

 
-0,000092 
-0,001099 

-0,000189 
-0,001862 

-0,000093 
-0,001115 

-0,000191 
-0,001896 

1,07 %  
1,43 % 

1,04 % 
1,79 % 

19 
19

19

v
u

 
0,000139 
-0,0009 

0,000071 
-0,0016 

0,000140 
-0,000913 

0,000071 
-0,001630 

0,7   % 
1,42 % 

0      % 
1,84 % 

20 
20

20

v
u

 
-0,000136 
-0,000894 

-0,00022 
-0,001542 

-0,000137 
-0,000907 

-0,000223 
-0,001570 

0,7   % 
1,43 % 

1,34 % 
1,78 % 

21 
21

21

v
u

 
0,00016 

-0,000654 
0,000102 
-0,00124 

0,000161 
-0,000663 

0,000103 
-0,001264 

0,62 % 
1,35 % 

0,97 % 
1,89 % 

22          
22

22

v
u

 
-0,000157 
-0,00067 

-0,000228 
-0,001182 

-0,000159 
-0,000679 

-0,000231 
-0,001204 

1,25 % 
1,32 % 

1,29 % 
1,82 % 

23 
23

23

v
u

 
0,000149 
-0,000385 

0,00011 
-0,000796 

0,000150 
-0,000390 

0,000111 
-0,000811 

0,66 % 
1,28 % 

0,90 % 
1,84 % 

24 
24

24

v
u

 
-0,000145 
-0,000382 

-0,000194 
-0,000692 

-0,000146 
-0,000387 

-0,000196 
-0,000706 

0,68 % 
1,29 % 

1,02 % 
1,98 % 

25 
 25

25

v
u

 
0,000095 
-0,000145 

0,000076 
-0,000349 

0,000096 
-0,000147 

0,000076 
-0,000357 

1,04 % 
1,36 % 

0      % 
2,24 % 

26 
26

26

v
u

 
-0,000093 
-0,000145 

-0,000118 
-0,000246 

-0,000094 
-0,000147 

-0,000119 
-0,000251 

1,06 % 
1,36 % 

0,84 % 
1,99 % 

27 
27

27

v
u

  
0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0      % 
0      % 

0      % 
0      % 

28 
28

28

v
u

 
0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0      % 
0      % 

0      % 
0      % 

 
 
Tableau  8 :   Comparaisons des déplacements  de  l’élément barre pour la première                               
                              et deuxième structure (troisième cas de conditions aux limites)  
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COMPARAISONS DES REACTIONS. 
 
 

 
Tableau  9 :   Comparaisons des réactions  de  l’élément barre pour la première                                                   
                              et deuxième structure (troisième cas de conditions aux limites)  
 
 
COMPARAISONS DES FORCES AXIALES. 
 

               Progr Sap 2000             Progr  Développé       % d’erreur  
Elément 
          

La force axiale 
 E barre S1 

La force axiale 
 E barre S2 

La force axiale 
 E barre S1 

La force axiale 
 E barre S2 

Erreur 
    S1 

 Erreur 
    S2 

1 0 0 0 0 0      %  0       % 
2 -17328,98 -20868,08 -17345,54 -20931,69 0,09 % 0,30  % 
3 -7974,25 15831,13 -8009,40 16004,80 0,43 % 1,08  % 
4 8105,16 12430,43 8143,24 12406,05 0,46 % 0,19  % 
5 16927,34 -13360,57 16941,50 -13521,16 0,08 % 1,18  % 
6 344,52 -12347,02 349,58 -12368,29 1,44 % 0,17  % 
7 -8408,39 15876,49 -8410,02 16004,80 0,01 % 0,80  % 
8 -8534,11 3870,22 -8557,04 3842,65 0,26 % 0,71  % 
9 7574,88 -13424,90 7595,60 -13521,16 0,27 % 0,71  % 
10 8588,57 -3797,84 8592,00 -3804,89 0,03 % 0,18  %  
11 -1760,98 10017,36 -1769,67 10086,37 0,49 % 0,68  % 
12 -1402,49 -1538,89 -1402,72 -1554,08 0,01 % 0,97  % 
13 -5490,21 -8457,16 -5500,87 -8521,16 0,19 % 0,75  % 
14 4721,97 1604,17 4733,35 1591,84 0,24 % 0,77  % 
15 1481,11 9996,04 1480,95 10086,37 0,01 % 0,89  % 
16 652,85 -6925,69 662,91 -6950,81 1,51 % 0,36  % 
17 4078,77 -8457,76 4082,30 -8521,16 0,08 % 0,74  % 
18 -5500,63 6982,84 -5518,03 6988,57 0,31 % 0,08  % 
19 4699,16 4145,27 4716,18 4167,94 0,36 % 0,54  %  
20 -3982,50 -9171,59 -3985,70 -9180,88 0,08 % 0,10  %  
21 -1814,40 -3499,72 -1825,14 -3521,16 0,58 % 0,60  %  
22 7967,61 9220,83 7973,18 9218,64 0,06 % 0,02  %  

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Noeuds 

 
Réactions 

(N) 
Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

1 

1

1

y

x

R

R
 

21597 
6769 

20868,08 
52,99 

21631 
6766,50 

20931,697 
0 

0,15 % 
0,03 % 

0,3   % 
0      % 

2 

2

2

y

x

R

R
 

-21265 
6877 

-20904,76 
13469,11 

-21298 
6879,56 

-20969,458 
13521,161 

0,15 % 
0,03 % 

0,3    % 
0,38  % 

27 

27

27

y

x

R

R
 

-20081 
5715 

-20377,88 
11431,92 

-20111 
5715,66 

-20440,797 
11478,838 

0,14 % 
0,01 % 

0,3    % 
0,4    % 

28 

28

28

y

x

R

R
 

19749 
5639 

20414,57 
45,98 

19779,25 
5638,26 

20478,559 
0 

0,15 % 
0,01 % 

0,31  % 
0       % 
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23 -2553,42 4121,79 -2555,78 4167,94 0,09 % 1,10  % 
24 1757,72 -11392,81 1760,01 -11410,95 0,13 % 0,15  % 
25 -7874,40 -3498,91 -7879,84 -3521,16 0,06 % 0,63  % 
26 662,14 11434,10 672,72 11448,71 1,57 % 0,12  % 
27 10275,75 -1728,52 10282,64 -1750,47 0,06 % 1,25  %  
28 -2546,92 -10473,59 -25563,10 -10474,35 0,36 % 0,007% 
29 1750,25 1458,94 1759,48 1478.83 0,52 % 1,34  % 
30 -10182,02 10506,95 -10188,74 10512,12 0,06 % 0,04  % 
31 -1815,95 -1752,08 -1826,83 -1750,47 0,59 % 0,09  % 
32 11001,22 -9529,61 11008,49 -9537,76 0,06 % 0,08  % 
33 397,25 1459,75 402,90 1478,83 1,40 % 1,29  % 
34 -1193,93 9555,02 -1199,72 9575,52 0,48 % 0,21  % 
35 -10907,50 -7602,40 -10914,58 -7668,90 0,06 % 0,86  % 
36 662,14 -5445,22 672,73 -5434,49 1,57 % 0,19  % 
37 10144,02 6417,72 10150,72 6478,83 0,06 % 0,94  % 
38 404,75 5462,68 403,42 5472,25 0,32 % 0,17  % 
39 -1200,46 -7625,82 -1199,20 -7668,90 0,10 % 0,56  % 
40 -10050,80 -1336,09 -10057,37 -1331,23 0,06 % 0,36  % 
41 -1814,42 6417,83 -1825,16 6478,83 0,58 % 0,94  % 
42 7706,16 1345,67 7711,51 1368,99 0,06 % 1,70  %   
43 3346,06 -13477,47 3359,62 -13587,33 0,40 % 0,80 % 
44 -4147,49 5913,89 -4161,43 5938,69 0,33 % 0,41 % 
45 -7609,92 11379,38 -7614,93 11478,83 0,06 % 0,86 % 
46 652,92 -5912,85 662,99 -5900,93 1,51 % 0,20 % 
47 3675,63 -13489,89 3678,24 -13587,33 0,07 % 0,71 % 
48 3369,55 13184,40 3376,65 13208,62 0,21 % 0,18 % 
49 -4138,00 11344,46 -4144,40 11478,83 0,15 % 1,17 % 
50 -3596,89 -13186,48 -3599,89 -13170,86 0,08 % 0,11 % 
51 -1761,20 -13434,93 -1770,13 -13587,33 0,50 % 1,12 % 
52 -1878,22 20414,57 -1877,77 20478,55 0,02 % 0,31 % 
53 6219,03 0 6239,68 0 0,33 % 0      % 
54 -7177,05  -7199,79  0,31 %  
55 2057,75  2059,05  0,06 %  
56 346,89  352,18  1,50 %  
57 -9353,45  -9359,26  0,06 %  
58 6766,71  6782,92  0,23 %  
59 -6642,36  -6656,56  0,21 %  
60 8955,40  8959,21  0,04 %  
61 -13,01  -14,67  11,3 %  
62 -16477,61  -16491,77  0,08 %  
63 6643,24  6673,93  0,45 %  
64 -6733,75  -6765,54  0,46 %  
65 16193,87  16208,35  0,08 %  
66 0  0  0%  
 
Tableau  10 :   Comparaisons des forces axiales  de  l’élément barre pour la première                               
                              et deuxième structure (troisième cas de conditions aux limites)  
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COMPARAISONS DES DEPLACEMENTS  (ELEMENT  POUTRE). 
 

Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
1 

1

1

1

θ
v
u

 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0      % 
0      % 
0      %     

0      % 
0      % 
0      % 

2 

2

2

2

θ
v
u

 
0,000727 
-0,000057 
0,000191 

0,000673 
-0,000135 
0,000235 

0,000735 
-0,000057 
0,000192 

0,000681 
-0,000136 
0,000235 

 

1,08 % 
0      % 
0,52 % 

1,17 % 
0,73 % 
0      % 

3 

3

3

3

θ
v
u

 
0,000031 
-0,000591 
0,000199 

-0,103 E-6 
-0,000785 
0,000264 

0,000031 
-0,000598 
0,000202 

-1,11 E-7 
-0,000794 
0,000268 

0      % 
1,17 % 
1,48 % 

0      % 
1,13 % 
0,74 % 

4 

4

4

4

θ
v
u

 
0,000704 
-0,000576 
0,000184 

0,000619 
-0,00092 
0,000226 

0,000712 
-0,000583 
0,000185 

0,000626 
-0,000931 
0,000229 

1,12 % 
1,2   % 
0,54 % 

1,11 % 
1,18 % 
1,31 % 

5 

5

5

5

θ
v
u

 
0,000115 
-0,001054 
0,000124 

0,000054 
-0,001503 
0,000168 

0,000116 
-0,001067 
0,000125 

0,000054 
0,001521 
0,00017 

0,86 % 
1,21 % 
0,8   %  

0      %  
1,18 % 
1,17 % 

6 

6

6

6

θ
v
u

 
0,000624 
-0,001089 
0,000126 

0,00051 
-0,001639 
0,000155 

0,000632 
-0,001102 
0,000127 

0,000516 
-0,001658 
0,000157 

1,26 % 
1,17 % 
0,78 % 

1,16 % 
1,14 % 
1,27 % 

7 

7

7

7

θ
v
u

 
0,000235 
-0,001363 
0,000069 

0,000163 
-0,001934 
0,000089 

0,000238 
-0,001380 
0,000070 

0,000165 
-0,001957 
0,00009 

1,26 % 
1,23 % 
1,42 % 

1,21 % 
1,17 % 
1,11 % 

8 

8

8

8

θ
v
u

 
0,000509 
-0,001352 
0,000069 

0,000383 
-0,00198 
0,000077 

0,000514 
-0,001368 
0,000069 

0,000387 
-0,002 

0,000077 

0,97 % 
1,16 % 
0      %  

1,03 % 
0,1   %  
0      % 

9 

9

9

9

θ
v
u

 
0,000374 
-0,001465 
-5,89 E-9 

0,000291 
-0,002113 
2,77 E-6 

0,000378 
-0,001483 
4,04 E-10 

0,000294 
-0,002138 
2,82 E-6 

1,05 % 
1,21 % 
0      % 

1,02 % 
1,16 % 
1,77 % 

10 

10

10

10

θ
v
u

 
0,000374 
-0,001499 
-5,34 E-9 

0,000237 
-0,002158 
-0,000016 

0,000379 
-0,001517 
3,06 E-10 

0,00024 
-0,002184 
-0,000016 

1,31 % 
1,18 % 
0      %  

1,25 % 
1,19 % 
0      %  

11 

11

11

11

θ
v
u

 
0,000513 
-0,001364 
-0,000068 

0,000436 
-0,001958 
-0,000091 

0,000519 
-0,001380 
-0,000069 

0,000441 
-0,001981 
-0,000091 

1,15 % 
1,15 % 
1,44 % 

1,13 % 
1,16 % 
0      %  
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12 

12

12

12

θ
v
u

 
0,00024 

-0,001352 
-0,000068 

0,00011 
-0,001913 
-0,000102 

0,000243 
-0,001369 
-0,000069 

0,000111 
-0,001936 
-0,000103 

1,23 % 
1,24 % 
1,44 % 

0,9   % 
1,18 % 
0,97 % 

13 

13

13

13

θ
v
u

 
0,000634 
-0,001056 
-0,000128 

0,000564 
-0,00155 
-0,000168 

0,000641 
-0,001068 
-0,000129 

0,00057 
-0,00156 
-0,000169 

1,09 % 
1,12 % 
0,77 % 

1,05 % 
0,64 % 
0,59 % 

14 

14

14

14

θ
v
u

 
0,000124 
-0,00109 
-0,000128 

4,34 E-7 
-0,001505 
-0,000187 

0,000125 
-0,001103 
-0,000128 

4,08 E-7 
-0,001523 
-0,00019 

0,8   % 
1,17 % 
0      % 

0      % 
1,18 % 
1,57 % 

15 

15

15

15

θ
v
u

 
0,000718 
-0,000593 
-0,000176 

0,000673 
-0,000855 
-0,000245 

0,000726 
-0,0006 

-0,000178 

0,000681 
-0,000865 
-0,000248 

1,1   % 
1,16 % 
1,12 % 

1,17 % 
1,15 % 
1,2   %  

16 

16

16

16

θ
v
u

 
0,000044 
-0,000578 
-0,000174 

-0,000054 
-0,00072 
-0,00024 

0,000044 
-0,000584 
-0,000176 

-0,000055 
-0,000728 
-0,000243 

0      %  
1,02 % 
1,13 % 

1,81 % 
1,09 % 
1,23 % 

17 

17

17

17

θ
v
u

 
0,00075 

0 
-0,000191 

0,000728 
0 

-0,000239 

0,000758 
0 

-0,000193 

0,000736 
0 

-0,000241 

1,05 % 
0      %  
1,03 % 

1,08 % 
0      %  
0,82 % 

18 

18

18

18

θ
v
u

 
0,000021 
-0,000057 
-0,000168 

-0,000055 
-3,22 E-7 
-0,000213 

 

0,000021 
-0,000057 
0,00017 

-0,000055 
-3,53 E-7 
-0,000215 

0      %  
0      % 
1,17 % 

0      % 
0      % 
0,93 % 

 
 
Tableau  11 :   Comparaisons des déplacements de  l’élément poutre pour la première                               
                              et deuxième structure (premier cas de conditions aux limites)  
 
 
 
COMPARAISONS DES REACTIONS. 
 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Noeuds 

 
Réactions 

(N) 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
1 

1

1

y

x

R

R
 

1rM  

2,07 E-12 
15022,41 
-511,01 

-7,44 E-11 
15019,89 
-453,44 

2,07 E-7 
15024,19 
551,75 

1,00 E-6 
15021,5 
-490,36 

0      % 
0,01 % 
7,38 % 
 

0        % 
0,01   % 
7,52   % 
 

27 
27yR  

 
14977,59 14980,11 14975,80 14978,84 0,01 % 

 
0,008 % 
 

 
 
Tableau 12 :   Comparaisons des réactions de  l’élément poutre pour la première                                                   
                              et deuxième structure (premier cas de conditions aux limites)  
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COMPARAISONS DES FORCES AXIALES. 
 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Eléments 

 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2 
1 -6226,60 -14825,46 -6219,52 -14810,09 0,11   % 0,10  % 
2 5404,85 -17,85 5396,65 -19,14 0,15   % 6,73  % 
3 -10218,35 17495,01 -10211,96 17472,55 0,06   % 0,12  % 
4 7385,69 -9368,68 7378,81 -9357,63 0,06   % 0,11  % 
5 -3925,42 -14909,34 -3919,80 -14902,45 0,14   % 0,04  % 
6 1664,31 9427,92 1657,57 9422,06 0,40   % 0,06  % 
7 14492,09 17634,17 14484,28 17624,50 0,05   % 0,05  % 
8 -9524,71 -18879,40 -9525,55 -18869,68 0,008 % 0,05  % 
9 8222,71 -14905,75 8221,53 -14897,55 0,01   % 0,05  % 
10 -13793,53 18912,70 -13784,35 18905,71 0,06   % 0,03  % 
11 -3768,76 5909,52 -3765,39 5908,99 0,08   % 0,008% 
12 20906,04 -22087,16 20898,75 -22080,93 0,03   % 0,02  % 
13 -3742,45 -4992,44 -3742,86 -4992,05 0,01   % 0,007% 
14 2195,00 22106,02 2196,06 22101,39 0,04   % 0,02  % 
15 -20079,36 5865,86 -20072,53 5861,08 0,03   % 0,08  % 
16 1269,02 -25248,47 1266,75 -25241,61 0,17   % 0,02  % 
17 24073,41 -4989,99 24067,23 -4988,88 0,02   % 0,02  % 
18 -3711,76 25251,27 -3711,59 25244,65 0,004 % 0,02  % 
19 2204,11 -5835,34 2203,83 -5828,11 0,01   % 0,12  % 
20 -23267,71 -22128,47 -23261,53 -22125,66 0,02   % 0,01  % 
21 -3704,57 4924,78 -3702,46 4918,34 0,05   % 0,13  % 
22 24087,46 22115,35 24082,39 22111,45 0,02   % 0,01  % 
23 2177,92 -5881,95 2175,55 -5879,38 0,10   % 0,02  % 
24 -3684,30 -18959,40 -3681,90 -18956,15 0,06   % 0,01  % 
25 -23282,43 4931,36 -23277,46 4926,07 0,02   % 0,10  % 
26 1271,06 18930,54 1269,03 18924,90 0,15   % 0,02  % 
27 20949,31 -17582,67 20945,50 -17568,23 0,01   % 0,08  % 
28 2168,07 -9508,15 2167,01 -9508,98 0,04   % 0,008% 
29 -3721,12 14817,01 -3720,01 14801,56 0,02   % 0,10  % 
30 -20119,49 9463,63 -20115,79 9460,68 0,01   % 0,03  % 
31 -3779,91 -17606,98 -3777,78 -17594,74 0,05   % 0,06  % 
32 14560,04 -28,70 14557,53 -31,06 0,01   % 7,59  % 
33 8195,64 -35,43 8192,15 -38,31 0,04   % 7,51  % 
34 -9474,67  -9471,08  0,03   %  
35 -13876,21  -13873,81  0,01   %  
36 1713,55  1711,61  0,11   %  
37 5499,57  5499,07  0,009 %  
38 7423,37  7420,04  0,04   %  
39 -10252,38  -10249,17  0,03   %  
40 -3984,19  -3983,45  0,01   %  
41 -6285,15  -6283,47  0,02   %  
 
Tableau 13 :   Comparaisons des forces axiales de  l’élément poutre  pour la première                               
                              et deuxième structure (premier cas de conditions aux limites)  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


Chapitre IV Exemples d’application et comparaison des résultats 

 78 

COMPARAISONS DES DEPLACEMENTS  (ELEMENT  POUTRE). 
 

Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
1 

1

1

1

θ
v
u

 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0       % 
0       % 
0       % 

0      % 
0      % 
0      % 

2 

2

2

2

θ
v
u

 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0       % 
0       % 
0       % 

0      % 
0      % 
0      % 

3 

3

3

3

θ
v
u

 
-0,000093 
-0,000207 
0,000076 

-0,000106 
-0,000346 
0,000136 

-0,000094 
-0,000209 
0,000077 

-0,000107 
-0,000349 
0,000138 

1,06  % 
0,95  % 
1,29  % 

0,93 % 
0,85 % 
1,44 % 

4 

4

4

4

θ
v
u

 
0,000092 
-0,000202 
0,00008 

0,000039 
-0,000513 
0,000164 

0,000093 
-0,000204 
0,00008 

0,000039 
-0,000519 
0,000166 

1,07  % 
0,98  % 
0       % 

0      %  
1,15 % 
1,2   % 

5 

5

5

5

θ
v
u

 
-0,000113 
-0,000466 
0,000072 

-0,000144 
-0,000908 
0,000125 

-0,000114 
-0,000471 
0,000073 

-0,000145 
-0,000919 
0,000127 

0,87  % 
1,06  % 
1,36  % 

0,68 % 
1,19 % 
1,57 % 

6 

6

6

6

θ
v
u

 
0,000117 
-0,000499 
0,000071 

9,11 E-6 
-0,001077 
0,000106 

0,000118 
-0,000504 
0,000072 

9,3 E-6 
-0,001089 
0,000107 

0,84  % 
0,99  % 
1,38  % 

0      % 
1,1   % 
0,93 % 

7 

7

7

7

θ
v
u

 
-0,00008 
-0,000685 
0,000052 

-0,000114 
-0,001285 
0,000074 

-0,000081 
-0,000693 
0,000052 

-0,000115 
-0,0013 

0,000074 

1,23  % 
1,15  % 
0       % 

0,86 % 
1,15 % 
0      %  

8 

8

8

8

θ
v
u

 
0,000089 
-0,000674 
0,000052 

-0,000052 
-0,001363 
0,000064 

0,00009 
-0,000682 
0,000053 

-0,000052 
-0,001379 
0,000065 

1,11  % 
1,17  % 
1,88  % 

0      % 
1,16 % 
1,53 % 

9 

9

9

9

θ
v
u

 
-0,000013 
-0,0008 

0,000016 

-0,000053 
-0,001493 
0,000014 

-0,000013 
-0,000809 
0,000015 

-0,000053 
-0,00151 
0,000014 

0       % 
1,11  % 
3,25  % 

0      % 
1,12 % 
0      %  

10 

10

10

10

θ
v
u

 
0,000027 
-0,000834 
0,000016 

-0,000145 
-0,001571 
3,22 E-6 

0,000027 
-0,000844 
0,000015 

-0,000146 
-0,00159 
3,11 E-6 

0       % 
1,18  % 
0       % 

0,68 % 
1,19 % 
0      %  

11 

11

11

11

θ
v
u

 
0,00007 

-0,000792 
-0,000028 

0,00004 
-0,001434 
-0,000058 

0,00007 
-0,000802 
-0,000028 

0,00004 
-0,001451 
-0,000058 

0       % 
1,24  % 
0       % 

0      % 
1,17 % 
0      % 
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12 

12

12

12

θ
v
u

 
-0,000052 
-0,000781 
-0,000028 

-0,000233 
-0,001422 
-0,000069 

-0,000052 
-0,000790 
-0,000028 

-0,000235 
-0,001439 
-0,000069 

0      % 
1,13 % 
0      % 

0,85 % 
1,18 % 
0      % 

13 

13

13

13

θ
v
u

 
0,000151 
-0,000638 
-0,00007 

0,000128 
-0,001173 
-0,000121 

0,000152 
-0,000646 
-0,00007 

0,000129 
-0,001187 
-0,000122 

0,65 % 
1,23 % 
0      % 

0,77 % 
1,17 % 
0,81 % 

14 

14

14

14

θ
v
u

 
-0,000128 
-0,000672 
-0,00007 

-0,000315 
-0,001161 
-0,000139 

-0,000129 
-0,000680 
-0,00007 

-0,000319 
-0,001175 
-0,00014 

0,77 % 
1,17 % 
0      % 

1,25 % 
1,19 % 
0,71 % 

15 

15

15

15

θ
v
u

 
0,000211 
-0,000369 
-0,000106 

0,00021 
-0,000658 
-0,000187 

0,000213 
-0,000373 
-0,000107 

0,000212 
-0,000666 
-0,00019 

0,93 % 
1,07 % 
0,93 % 

0,94 % 
1,2   % 
1,57 % 

16 

16

16

16

θ
v
u

 
-0,000184 
-0,000356 
-0,000106 

-0,000357 
-0,000556 
-0,000186 

-0,000185 
-0,000360 
-0,000107 

-0,000361 
-0,000562 
-0,000189 

0,54 % 
1,11 % 
1,07 % 

1,1   %  
1,06 % 
1,58 % 

17 

17

17

17

θ
v
u

 
0,000233 

0 
-0,000117 

0,000252 
0 

-0,000185 

0,000236 
0 

-0,000118 

0,000254 
0 

-0,000187 

1,27 % 
0      %  
0,84 % 

0,78 % 
0      %  
1,06 % 

18  

18

18

18

θ
v
u

 
-0,0002 

-0,000041 
-0,0001 

-0,000357 
-2,39 E-7 
-0,000165 

-0,000202 
-0,000041 
-0,000101 

-0,000361 
-2,62 E-7 
-0,000166 

0,99 % 
0      %  
0,99 % 

1,1   %  
0      % 
0,6   % 

 
Tableau 14 :   Comparaisons des déplacements de  l’élément poutre  pour la première                            
                              et deuxième structure (deuxième cas de conditions aux limites) 
 
COMPARAISONS DES REACTIONS. 
 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Noeuds 

 
Réactions 

(N) 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
1 

1

1

y

x

R

R
 

1r
M  

22225,85 
9540,74 
-101,07 

18374,98 
71,97 

-147,61 

22222,74 
9541,25 
109,23 

18371,12 
78,08 

-159,63 

0,01   % 
0,005 % 
7,47   % 

0,02   % 
7,82   % 
7,52   % 

2 

2

2

y

x

R

R
 

2r
M  

-22225,85 
9854,63 
-96,93 

-18374,98 
18572,14 
-250,68 

-22222,74 
9854,18 
104,61 

 

-18371,12 
18566,68 
-271,16 

0,01   % 
0,004 % 
7,34   % 

0,02   % 
0,02   % 
7,55   % 

27 
27yR  10604,64 11355,89 10604,55 11355,22 0        % 0,005 % 

 
Tableau  15 :   Comparaisons des réactions de  l’élément poutre  pour la première                               
                              et deuxième structure (deuxième cas de conditions aux limites)  
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COMPARAISONS DES FORCES AXIALES. 
 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Eléments 

 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2 
1 0 0 0 0 0        % 0        % 
2 -16210,86 -18374,98 -16209,78 -18371,12 0,006 % 0,02   % 
3 -11238,67 21829,78 -11234,51 21810,11 0,03   % 0,09   % 
4 11615,91 6689,33 11611,19 6695,43 0,04   % 0,09   % 
5 16009,95 -18420,36 16009,24 -18402,01 0,004 % 0,09   % 
6 609,13 -6624,23 608,21 -6624,71 0,15   % 0,007 % 
7 -3353,42 21880,05 -3354,12 21865,42 0,02   % 0,06   % 
8 -12368,14 -5108,03 -12365,31 -5100,19 0,02   % 0,15   % 
9 10524,26 -18514,62 10521,83 -18504,77 0,02   % 0,05   % 
10 4337,95 5153,17 4338,25 5150,76 0,006 % 0,04   % 
11 -3587,52 10167,61 -3585,87 10163,36 0,04   % 0,04   % 
12 5657,22 -10609,89 5656,64 -10606,55 0,01   %  0,03   % 
13 -6278,81 -8584,28 -6278,22 -8580,11 0,009 % 0,04   % 
14 4824,13 10640,32 4823,40 10639,54 0,01   % 0,007 % 
15 -4879,65 10123,65 -4879,05 10115,11 0,01   % 0,08   % 
16 1237,45 -16065,71 1235,59 -16061,06 0,15   % 0,02   % 
17 11621,83 -8584,67 11620,95 -8580,21 0,007 % 0,05   % 
18 -6300,10 16080,00 -6298,20 16076,58 0,03   % 0,02   % 
19 4777,28 -1577,77 4775,45 -1574,33 0,03   % 0,21   % 
20 -10808,08 -15239,91 -10807,32 -15238,65 0,007 % 0,008 % 
21 -3697,51 1330,74 -3695,50 1327,75 0,05   % 0,22   % 
22 14400,21 15238,31 14399,30 15236,92 0,006 % 0,009 % 
23 -404,29 -1624,17 -405,08 -1625,37 0,19   % 0,07   % 
24 -1104,21 -14365,13 -1103,40 -14362,76 0,07   % 0,01   % 
25 -13594,07 1336,17 -13593,24 1334,19 0,006 % 0,14   % 
26 1260,58 14347,85 1258,62 14344,05 0,15   % 0,02   % 
27 14022,11 -13326,42 14021,28 -13315,87 0,005 % 0,07   % 
28 -399,12 -7207,74 -398,61 -7208,75 0,12   % 0,01   % 
29 -1126,26 11227,65 -1126,77 11216,07 0,04   % 0,10   % 
30 -13206,98 7174,11 -13206,23 7172,25 0,005 % 0,02   % 
31 -3724,76 -13346,96 -3722,79 -13338,35 0,05   % 0,06   % 
32 10451,16 -21,72 10450,39 -23,50 0,007 % 7,57   % 
33 5533,66 -26,31 5531,81 -28,43 0,03   %  7,45   % 
34 -6974,09  -6972,00  0,02   %   
35 -9681,41  -9680,85  0,005 %  
36 1397,81  1396,25  0,11   %   
37 3869,88  3870,02  0,003 %  
38 5301,74  5299,94  0,03   %  
39 -7213,88  -7212,51  0,01   %  
40 -2845,21  -2844,96  0,008 %  
41 -4487,94  -4487,14  0,01   %  
 
Tableau  16 :   Comparaisons des forces axiales de  l’élément  poutre pour la première                               
                              et deuxième structure (deuxième cas de conditions aux limites)  
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COMPARAISONS DES DEPLACEMENTS  (ELEMENT  POUTRE). 
 

Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
1 

1

1

1

θ
v
u

 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0       % 
0       % 
0       % 

0      % 
0      % 
0      % 

2 

2

2

2

θ
v
u

 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0       % 
0       % 
0       % 

0      % 
0      % 
0      % 

3 

3

3

3

θ
v
u

 
-0,000066 
-0,000156 
0,000055 

-0,000086 
-0,000273 
0,000109 

0,000066 
-0,000158 
0,000056 

-0,000087 
-0,000276 
0,00011 

0       % 
1,26  % 
1,78  % 

1,48 % 
1,08 % 
0,9   %  

4 

4

4

4

θ
v
u

 
0,000062 
-0,00015 
0,000059 

0,000032 
-0,000405 
0,000131 

0,000062 
-0,000151 
0,00006 

0,000032 
-0,000409 
0,000133 

0       % 
0,66  % 
1,66  % 

0      % 
0,97 % 
1,5   % 

5 

5

5

5

θ
v
u

 
-0,000074 
-0,000337 
0,000047 

-0,000119 
-0,00072 
0,000097 

-0,000075 
-0,000340 
0,000047 

-0,00012 
-0,000728 
0,0000987 

1,33  % 
0,88  % 
0       % 

0,83 % 
1,09 % 
1,72 % 

6 

6

6

6

θ
v
u

 
0,000072 
-0,000369 
0,000046 

0,000011 
-0,000853 
0,000079 

0,000072 
-0,000373 
0,000046 

0,0000109 
-0,000862 
0,0000801 

0       % 
1,07  % 
0       %  

0,91 % 
1,04 % 
1,37 % 

7 

7

7

7

θ
v
u

 
-0,000046 
-0,000472 
0,000028 

-0,000099 
-0,000992 
0,000052 

-0,000046 
-0,000477 
0,000028 

-0,0001 
-0,001 

0,000053 

0       % 
1,04  % 
0       %  

1      %  
0,8   % 
1,88 % 

8 

8

8

8

θ
v
u

 
0,000045 
-0,00046 
0,000028 

-0,000028 
-0,001034 
0,000044 

0,000045 
-0,000465 
0,000028 

-0,000028 
0,001046 
0,000044 

0       % 
1,07  % 
0       % 

0      % 
1,14 % 
0      % 

9 

9

9

9

θ
v
u

 
2,19 E-20 
-0,000516 
-4,92 E-20 

-0,000062 
-0,001125 
6,43 E-6 

8,05 E-17 
-0,000522 
5,23 E-17 

-0,000062 
-0,001138 
6,54 E-6 

0       % 
1,014% 
0       % 

0      % 
1,14 % 
0      % 

10 

10

10

10

θ
v
u

 
-4,68 E-20 
-0,000549 
-2,92 E-20 

-0,000083 
-0,001167 
9,71 E-6 

-5,92 E-17 
-0,000555 
3,87 E-17 

 

-0,000083 
-0,00118 
9,82 E-6 

0       % 
1,08  % 
0       % 

0      % 
1,1   % 
0      % 

11 

11

11

11

θ
v
u

 
0,000046 
-0,000472 
-0,000028 

8 E-06 
-0,001039 
-0,000046 

0,000046 
-0,000477 
-0,000028 

8,07 E-06 
-0,001051 
-0,000047 

0       % 
1,04  % 
0       % 

0      % 
1,14 % 
2,12 % 
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12 

12

12

12

θ
v
u

 
-0,000045 
-0,00046 
-0,000028 

-0,000119 
-0,000991 
-0,000055 

-0,000045 
-0,000465 
0,000028 

-0,00012 
-0,001 

-0,000056 

0       % 
1,07  % 
0       % 

0,83 % 
0,9   % 
1,78 % 

13 

13

13

13

θ
v
u

 
0,000074 
-0,000337 
-0,000047 

0,000027 
-0,000818 
-0,000081 

0,000075 
-0,000340 
-0,000047 

0,0000268 
-0,000827 
-0,000081 

1,33  % 
0,88   % 
0        % 

0,74 % 
1,08 % 
0      % 

14 

14

14

14

θ
v
u

 
-0,000072 
-0,000369 
-0,000046 

-0,000135 
-0,00077 
-0,000096 

-0,000072 
-0,000373 
-0,000046 

-0,000136 
-0,000778 
-0,000097 

0        % 
1,07   % 
0        % 

0,73 % 
1,02 % 
1,62 % 

15 

15

15

15

θ
v
u

 
0,000066 
-0,000156 
-0,000055 

0,000041 
-0,000428 
-0,000127 

0,000066 
-0,000158 
-0,000056 

0,000041 
-0,000432 
-0,000129 

0        % 
1,26   % 
1,78   % 

0      %  
0,92 % 
1,55 % 

16 

16

16

16

θ
v
u

 
-0,000062 
-0,00015 
-0,000059 

-0,000095 
-0,00029 
-0,000119 

-0,000062 
-0,000151 
-0,000060 

-0,000096 
-0,000293 
-0,000121 

0        % 
0,66   % 
1,66   % 

1,65 % 
1,02 % 
1,65 % 

17 

17

17

17

θ
v
u

 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0    % 
0    % 
0    %  

0    % 
0    % 
0    % 

18 

18

18

18

θ
v
u

 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0    % 
0    % 
0    % 

0    % 
0    % 
0    % 

 
Tableau 17 :   Comparaisons des déplacements de  l’élément poutre  pour la première                               
                              et deuxième structure (troisième cas de conditions aux limites)  
 
 
 
 
 
COMPARAISONS DES REACTIONS. 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Noeuds 

 
Réactions 

(N) 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
1 

1

1

y

x

R

R
 

1r
M  

16119,77 
7390,04 
-76,42 

14967,7 
56,4 

-116,26 

16117,11 
7390,53 
-82,23 

14962,28 
61,17 
-125,7 

0,01   % 
0,006 % 
7,06   % 

0,03  % 
7,79  % 
7,5    % 

2 

2

2

y

x

R

R
 

2r
M  

-15480,73 
7609,96 
-72,45 

-14739,6 
14584,27 
-196,73 

-15478,08 
7609,46 
-78,18 

-14734,2 
14579,58 
-212,75 

0,01   % 
0,006 % 
7,32   % 

0,03  % 
0,03  % 
7,52  % 
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17 

27

27

y

x

R

R
 

17rM  

-16119,77 
7390,04 
76,42 

-16783,48 
15302,39 
214,23 

-16117,11 
7390,53 
82,61 

-16777,16 
15297,54 

231,9 

0,01   % 
0,006 % 
7,49   % 

0,03  % 
0,03  % 
7,61  % 

18 

28

28

y

x

R

R
 

18rM                

15480,73 
7609,96 
72,45 

16555,37 
56,95 

120,58 

15478,08 
7609,46 
78,18 

16549,075 
61,69 

130,26 
 

0,01   % 
0,006 % 
7,32   % 

0,003% 
7,68  % 
7,43  % 

 
Tableau  18 :   Comparaisons des réactions de  l’élément poutre  pour la première                               
                              et deuxième structure (troisième cas de conditions aux limites)  
 
 
COMPARAISONS DES FORCES AXIALES. 
 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Eléments 

 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2 
1 0 0 0 0 0         % 0       % 
2 -11460,65 -14967,70 -11459,50 -14962,28 0,01    % 0,03  % 
3 -8704,85 17143,39 -8701,69 17127,59 0,03    % 0,09  % 
4 8971,05 5562,58 8967,34 5565,19 0,04    % 0,04  % 
5 10680,29 -14463,65 10679,54 -14448,74 0,00    % 0,10  % 
6 685,99 -5739,03 685,04 -5737,14 0,13    % 0,03   % 
7 -1393,68 17174,64 -1394,07 17161,99 0,02    % 0,07   % 
8 -9808,71 -3697,91 -9806,31 -3694,69 0,02    % 0,08   % 
9 7893,15 -14542,13 7891,14 -14534,20 0,02    % 0,05   % 
10 1777,77 3502,49 1777,80 3501,97 0,001  % 0,01   % 
11 -3523,96 5464,88 -3522,32 5462,96 0,04    % 0,03   % 
12 4836,36 -6666,01 4836,10 -6665,36 0,005  % 0,009 % 
13 -3724,18 -4614,14 -3724,15 -4612,18 0,0008% 0,04   % 
14 2190,54 6455,63 2190,34 6456,49 0,009  % 0,01   % 
15 -4655,35 5420,38 -4655,04 5414,10 0,006  % 0,11   % 
16 1302,52 -9587,42 1300,65 -9585,22 0,14    % 0,02   % 
17 8017,97 -4614,13 8017,47 -4611,81 0,006  % 0,05   % 
18 -3743,45 9360,99 -3742,09 9358,94 0,03    % 0,02   % 
19 2145,28 -6281,41 2143,98 -6275,77 0,06    % 0,08   % 
20 -7802,71 -6227,10 -7802,30 -6227,94 0,005  % 0,01   % 
21 -3628,07 5300,52 -3626,10 5295,27 0,05    % 0,09   % 
22 8017,97 5984,57 8017,47 5984,20 0,006  % 0,006 % 
23 2145,28 -6324,99 2143,98 -6323,60 0,06    % 0,02   % 
24 -3743,45 -2919,30 -3742,09 -2818,92 0,03    % 1.91   % 
25 -7802,71 5311,82 -7802,30 5308,29 0,005  % 0,06   % 
26 1302,52 2562,22 1300,65 2559,49 0,14    % 0,10   % 
27 4836,36 -18042,45 4836,10 -18031,09 0,005  % 0,06   % 
28 2190,51 6879,79 2190,34 6877,87 0,007  % 0,02   % 
29 -3724,18 15159,60 -3724,15 15142,32 0,0008% 0,11   % 
30 -4655,35 -7159,16 -4655,04 -7161,68 0,006  % 0,03   % 
31 -3523,96 -17977,96 -3522,32 -17960,48 0,04    % 0,09   % 
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Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Eléments 

 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2 
32 -1393,68 16555,37 -1394,07 16549,07 0,02    % 0,03   % 
33 7893,15 0 7891,14 0 0,02    % 0        % 
34 -9808,71  -9806,31  0,02    %   
35 1777,77  1777,80  0,001  %  
36 685,99  685,04  0,13    %  
37 -11460,65  -11459,50  0,01    %  
38 8971,05  8967,34  0,04    %  
39 8704,85  -8701,69  0,03    %  
40 10680,29  10679,54  0,007  %  
41 0  0  0         %  
 
 
Tableau  19 :   Comparaisons des forces axiales de  l’élément  poutre pour la première                               
                              et deuxième structure (troisième cas de conditions aux limites)  
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IV.10  Les déformations des structures 
 

 

 
 

a- structure №1 exemple 1 

 
 
 

b - structure №1 exemple 2 
 
 

 
C - structure №1 exemple 3 

 
Fig.4.5 : Déformation de la structure № 1 (élément barre) 
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a- structure №2 exemple 1 

 
 

b- structure №2  exemple 2 

 
 
 
 

C - structure №2  exemple 3 
 

Fig.4.6. : Déformation de la structure № 2 (élément barre) 
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a- structure №1 exemple 1 
 

 
 
 
 

b - structure №1  exemple 2 
 

 
 
                                                            

C - structure № 1  exemple 3 
 

Fig.4.7 : Déformation de la structure № 1 (élément poutre) 
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a - structure № 2  exemple 1 
 
 

 
 
 
 

b - structure № 2  exemple 2 
 
 

 
 
 

C - structure № 2  exemple 3 
 

Fig.4.8:Déformation de la structure № 2 (élément poutre) 
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IV.11 Les digrammes des  forces axiales 
 

 
a- structure №1 exemple 

1

 b - structure №1 exemple 2 

 
                                              C - structure №1 exemple 3 
 
                                                                   Valeur positive 
   
                                                                   Valeur négative 

 
Fig.IV.9 : les forces axiales pour la structure № 1 (élément barre) 
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a - structure № 2 exemple 1 
 
 
 

 
 
 

b - structure №2 exemple 2 
 
 

 
 
                                                       C - structure № 2 exemple 3 
 

Fig.IV.10 : les forces axiales pour la structure № 2 (élément barre) 
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a- structure №1 exemple 1 
  
 

 
 
 

b - structure №1 exemple 2 
 
 
 

 
 

C - structure №1 exemple 3 
 

Fig.IV.11 : les forces axiales pour la structure № 1 (élément poutre) 
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a - structure № 2  exemple 1 
 
 
 

 
 
 
 

b - structure №2  exemple 2 
 
 

 
                               

 
C - structure № 2  exemple 3 

                                                                
                                                                   Valeur positive 
   
                                                                   Valeur négative 
 

Fig.IV.12 : les forces axiales pour la structure № 2 (élément poutre) 
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IV.9  Discussion des résultats 

 

La méthode des éléments finis est une technique très puissante pour l’analyse des 

structures discrètes, puisqu’elle repose essentiellement sur les calculs numériques. Elle permet 

la détermination des déplacements à n’importe quel nœud de la structure. L’objet essentiel du 

calcul de ces déplacements est de déterminer les forces axiales, ainsi que les contraintes dans 

n’importe quel élément de la structure.  

 

Suite aux résultats obtenus par le programme développé, on arrive à tirer les 

constatations suivantes : 

1- En premier lieu, on peut dire que ce programme développé donne des résultats 

identiques lorsqu’on utilise l’élément barre ou l’élément poutre. 

2- Ce programme développé permet de calculer les déplacements dans chaque nœud, et 

de voir ainsi la déformation de la structure. 

3- Ce programme développé donne les forces axiales dans chaque élément, ce qui permet 

de déterminer les contraintes maximales et minimales dans chaque structure suivant 

les conditions aux limites définis dans chaque cas comme illustré dans le tableau 

suivant : 

Structures Valeur de la 
contrainte maximale  Numéro d’élément 

1ère structure élément barre (Exemple 1) 31869,08 32 
1ère structure élément barre (Exemple 2) 25280,21 02 
1ère structure élément barre (Exemple 3) 17345,54 02 
2ème structure élément barre (Exemple 1) 31179,48 30 
2ème structure élément barre (Exemple 2) 28563,17 02 
2ème structure élément barre (Exemple 3) 20931,69 02 
1ère structure élément poutre (Exemple 1) 24082,39 22 
1ère structure élément poutre (Exemple 2) 16209,78 02 
1ère structure élément poutre (Exemple 3) 11459,50 02 
2ème structure élément poutre (Exemple 1) 25244,65 18 
2ème structure élément poutre (Exemple 2) 21865,42 07 
2ème structure élément poutre (Exemple 3) 17960,48 31 
 

4- Ce programme permet le choix des meilleures conditions aux limites pour une 

structure dont les contraintes sont minimales, en prenant cette structure sous les 

mêmes excitations extérieurs (i.e : structure N°1, structure N°2) et en variant ces 

conditions (1er, 2ème et 3ème cas).  
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Enfin, on peut dire que le programme développé à prouver son efficacité dans les calculs des 
structures discrètes en utilisant la méthode des éléments finis.   
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V. Vibration des structures 

V.1     Introduction : 

              Les phénomènes vibratoires jouent un rôle important dans la plupart des domaines de la 

mécanique. Malgré leur grande diversité, ils sont régis, en tout cas dans le domaine linéaire, par les 

mêmes lois de comportement et peuvent être étudiés au moyen du même outil mathématique. [ ]30   

     

V.2 Vibration élémentaire linéaire de la mécanique 

       On désigne sous le nom vibration élémentaire un système mécanique à un degré de liberté dont 

le comportement en fonction du temps est traduit par une équation différentielle du second ordre, 

linéaire et à coefficient constants. Un système mécanique possède un seul degré de liberté quand sa 

configuration peut être, à chaque instant, caractérisée par une seule variable. Plus généralement, un 

système possède n  degrés de liberté si le nombre minimum de variables permettant de définir sa 

configuration est égale à n . Le système est linéaire quand il peut être décrit au moyen d’équations 

différentielles linéaires. [ ]30  

La vibration mécanique élémentaire comprend les éléments représentés par la figure (V.1) 

 
Fig. V.1  Vibration élémentaire linéaire de la mécanique 

 

- une masse m  indéformable, 

- un ressort sans masse qui fournit une force élastique proportionnelle et opposée au 

déplacement  X(t), le coefficient de proportionnalité k  est appelé rigidité du ressort ; 

- un amortisseur qui fournit une force de freinage, proportionnelle et opposée à la vitesse )(tX& , 

le coefficient de proportionnalité c  est appelé constante d’amortissement ou, plus 

simplement, résistance du système.   

V.3  Equation du mouvement  et régimes vibratoires 

 Si une force extérieure )(tF  agit sur la masse, la loi de Newton s’         
                                             

                                                    )()()()( tFtKXtXCtXM =++ &&&                                                   (5.1) 
Dans laquelle : 
                       M   : matrice masse  

)(tF 
m 

X(t) k 

c 
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                       C   : matrice d'amortissement  

                       K   : matrice de rigidité  

                       X (t): vecteur déplacement généralisé 

                       F (t): la force d'excitation généralisée  de la structure 
 

- Le régime libre correspond à la solution générale de l’équation différentielle sans second 

membre, soit pour 0)( =tF . 

- Le régime forcé correspond à la solution complète avec second membre. Il dépend donc 

essentiellement de la nature de )(tF  : force harmonique, périodique, aléatoire, etc.  

V.4 Vibration libre conservative  

           Pour une vibration libre on supposons que le système n’est soumis à aucune force extérieure 

et que l’amortissement est nul ( [ ] 0,0)( == CtF ). Dans notre analyse dynamique des structures 

discrètes, les fréquences propres, en particulier, ne sont que peu influencées par les amortissements. 

Il en va autrement dans l’analyse de ces structures dans le régime forcé, les amortissements jouent 

un rôle essentiel. 

Dans la vibration libre, l’équation de mouvement devient 
 

[ ] [ ] 0=+ XKXM &&  
V.5 Dynamique des poutres  
 
         Le mouvement d'une section droite A de poutre peut toujours être considéré comme la 

composition de trois mouvements simple :  

           - Le mouvement axial : (ou longitudinal) qui consiste en une translations de A  parallèlement 

                à l'axe principal OX  tangent en O  à la ligne moyenne de la poutre.  

           - Le mouvement de flexion : (ou transversal) qui consiste en une translation  de A  

                perpendiculaire à OX  (flèche). 

            - Le mouvement de torsion : qui consiste en une rotation de A autour de son axe de torsion. 
     
                                                                                   Y 
 (A)                 
       
                                                                                                                     X 
                                                                                 0 
 
 
 
                          
                                                         Fig.V.1 Section droite et ligne moyenne       
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V.6 Vibrations longitudinales d'une poutre  

V.6.1 Équations du mouvement  

         Concéderons une poutre d'axe OX dont la section A peut être fonction de l'abscisse X 

proposons –nous d'établir l'équation aux dérivées partielles vérifiée par le déplacement longitudinal 

U(x, t) de la section d'abscisse X pendant la vibration longitudinale de la poutre.  

Le mouvement est défini par :  

                u  : Déplacement axial 

               N  : Force axiale agissant sur le plan de section droite 

               A : Aire de la section droite 

               E  : Module de Young 

               ρ  : La masse volumique. 
 
La dilatation étant égale à xu ∂∂ / , la force et le déplacement sont reliés par :  
                                                                  

                                                         
x
uEAN

∂
∂

−=                                                                           (5.2) 

Ecrivons l'équation fondamentale de la dynamique pour l'élément de poutre de masse ρAdx (masse 

volumique)   compris entre les sections d'abscisses  x  et  x+ dx  

                                                                                                                  dx  
  
                                          L   
                                                                                                             N

r
−         dx

x
NN

∂
∂

+
r

r        

                                                                      x                                                                            
 
 
                                                                                                                     AA ′  
   
                                                Fig.V.2  élément  poutre 
 
 
         L’équation et loi de HOOKE s’écrivent pour une tranche élémentaire (A- 'A ) d’épaisseur dx  :  
                         










∂
∂

===

∂
∂

=
∂
∂

++−

x
uEAEAAN

t
uAdxdx

x
NNN

xx εσ

ρ 2

2

 

Éliminant N  entre les deux, on obtient l’équation du mouvement : 

                                                                    
ρ
ECavec

t
u

Cx
u

=
∂
∂

=
∂
∂ 2

2

2

22

2 1  

on utilisant les conditions aux limites, comme montre la figure (5.2)     
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        Extrémité 0=x     encastrée 

       Extrémité  lx =     libre 
 

Tel que                              
ρ
EC =   l’accélération de propagation longitudinale  

 

Donc l’équation devienne comme suite : 

                                                                  01
2

2

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

t
u

Ct
u                                                           (5.3) 

     C’est une équation différentielle de second degré et la solution de cette équation de la forme 

suivante : 

                                                               )().(),( tTxUtxU =                                                           (5.4)            
 
Après substitution de l’équation ( 5.4) dans l’équation (5.3) on obtient : 
 

                                                  0)().(1)().( 2 =′′− xUtT
C

xUtT&&        valable ∀  le temps t 

                                                   cste
xU
xU

CtT
tT

=−=
′′

= 2
2 )(

)(1
)(
)(

ω
&&

                                                   (5.5) 

 
Alors nous avons deux équations différentielles ordinaires : 
 







−=

−=′′

)()(
)()(

2

22

tTtT
xUCxU

ω

ω
&&

 

A partir de la iéme2  équation la solution de la forme suivante : 

 
                                               xcbxcaxU .cos.sin)( ωω +=                                                     (5.6) 

On utilisons les conditions intiales : 
 

aEAC
x
UEANN

bUU

x

.)0(

)0(

0
0

0

ω=







∂
∂

==

==

=

 

       On substituant les valeurs de a et b  dans l’équation ( 5.6) on obtient : 
 

xcNxcEAcU
x
UEAxN

xcN
EAc

xcUxU

..cos..sin.)(

..sin11..cos)(

00

00

ωωω

ω
ω

ω

+−=
∂
∂

=

+=
 

 
 
         L’équation générale devienne sous forme matricielle comme suite : 
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





















−
=









0

0

..cos..sin

..sin11..cos
)(
)(

N
U

xcxcEAc

xc
EAc

xc
xN
xU

ωωω

ω
ω

ω                               (5.7) 

 

V.7 Vibration longitidunale d’une barre 
V.7.1 Equation de mouvement 

V.7.1.1 Vibration libre 
 
       D’après la loi de Hooke, la force et le déplacement sont reliés par l’equation de l’equilibre 

suivante :           

  soint                                                           

2

2

2

2

t
U

E
A

x
UA

x

t
UA

dx
dN

∂
∂

=







∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

ρ

ρ
 

            
L’énergie potentielle : 
                                      

                                                      dx
x
UEAd

L 2

02
1.

2
1

∫∫ 







∂
∂

=Ω=
Ω

σεγ                                             (5.8) 

L’énergie cinétique : 
 

                                                   dx
t
UAd

t
UT

l 2

0
2

22

2

2

2
1

2
1

∫∫ 







∂
∂

=Ω







∂
∂

=
Ω

ρρ                                 (5.9) 

 
Les conditions aux limites sont : 

 
    - déplacement imposé nul aux extrémités : 

                                                         U (0, t) = 0             U ( l  , t) = 0 
    - effort imposé nul aux extrémités : 

                                                       0),0( =
∂
∂ t

x
U           0),( =

∂
∂ tl

x
U  

 
On effectue une séparation des variables : 
                                                         
                                                            )().()( xTxMxU =  
L’équilibre devient : 
 
     On a égalité de deux fonctions de variables indépendantes, les deux fonctions sont donc égales à 

une constante, cette constante est choisie négative pour assurer la stabilité de la solution en 

 temps [ ]12 . 
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                                                      2

2

2

2

22

2 11
Cdt

Td
Cdx

Md
M

ω
−==   

Ce qui donne : 
 

                            











=+

=





+

0

0

2
2

2

2

2

2

T
dt

Td

M
Cdx

Md

ω

ω

              








+=

+=

tDtCtT
c
xB

c
xAxM

ωω

ωω

cos.sin.)(

cos.sin.)(
          

 
 
         Les constantes A, B, C et D sont calculées à partir des conditions initiales et des conditions 

aux limites. 

La vibration linaire de l’élément barre décrite par un système  d'équation différentielle ordinaire  de 

la forme suivante :  

                                                                         )(tFKXXM =+&&  

 

 

                
1xF             1u                                                 L                                     

2xF                2u  

 

         X 

 

 

                  
21
ALm ρ

=                                                                                              
22
ALm ρ

=  

 
 
 Fig.V.3 : Force axial pour un élément barre avec des masses suspendues aux extrémités  
 
       La figure (5.3) montre un élément barre de longueur  L,  de module d’élasticité E, de section  A 

et de masse volumique ρ .  

La plus simple façon de prendre en considération l’effet de la force d’inertie est de divise la masse 

totale  ALρ  (un demi de cette masse aux deux extrémités) [ ]3 . 

 
Donc l’équation forces – déplacements d’un élément barre devienne comme suite   

                                               
































−

−
=



















−

−

2

1

2

1

11

11

2

2

2

1

u

u

L
EA

uALF

uALF

x

x

&&

&&

ρ

ρ

                                        (5.10) 
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Le signe (-) montre que les forces d’inerties réagit dans un sens opposé a la direction des forces 

d’élasticité 
21 xx FetF [ ]3  

Ou bien sous la forme suivante : 
 
                                               

                                                 
















+

















−

−
=













2

1

2

1

10
01

211
11

2

1

u
uAL

u
u

L
EA

F

F

x

x

&&

&&ρ                  (5.11) 

 
Le déplacement est sinusoïdal de la forme : 
 
 
                                                       tau .sin ω=                                                                            (5.12) 
                                     

  On substituant l’équation (5.12) dans l’équation (5.11) en obtient : 

 

                                   
























−








−

−
=













2

12

10
01

211
11

2

1

u
uAL

L
EA

F

F

X

X ρ
ω                                     (5.13) 

V.8    Détermination de la matrice masse : 

          L’équation de mouvement peut être obtenus par l’utilisation de l’équation de LAGRANGE    

                                                               I
ii

F
qq

T
dt
d

=
∂
∂

+
∂
∂ γ)(
&

                                                        (5.14) 

tel que : 

                                                                      
2

ii qmT
&&

=                                                                 (5.15) 

En remplaçant T  dans l’équation  (5.14) et en supposant l’absence de l’énergie potentielle U  on 

obtient : 

                                                                      iii Fqm =&&                                                                 (5.16) 

Se qui traduit exactement la première loi de NEWTON [ ]3 .  On  substituant l’équation de 

déplacement (3.2) pour un élément barre dans l’équation de l’énergie potentielle (5.8) et dans 

l’équation de l’énergie cinétique (5.9), et en calculant les forces a partir de l’équation (5 .14) on 

obtient :  
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x

{ } { } { } { }

{ }{ } { }{ }

[ ] [ ]








+





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
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γ

 

De la même manière on calcul         [ ] [ ]








+








=
2

1
2221

2

1
22212 u

u
kk

u
u

mmFx &&

&&
                             (5.17) 

Ou sous forme générale :                   ∫=
l

jiij dxxfxfAm
0

)()(ρ                                                   (5.18)  

                                                            dxxfxfEAk j

l

iij )()(
0

′′= ∫                                                  (5.19) 

La matrice de rigidité et la matrice masse pour un élément barre peuvent directement être obtenues 

par la substitution des équations de formes dans les équations (5.18) et (5.19) respectivement puis 

on procède à l’intégration. 

Les équations de mouvement résultantes sont de la forme :  

V.9 Vibration de flexion d’un élément poutre  

            Nous étudions les vibrations planes, parallèlement au plan (xoy) avec ox suivant la ligne 

moyenne de la poutre. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                        
                                           Fig.V.4    Vibration de flexion d’un élément poutre 

x
v

∂
∂
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M−

dx
x∂
Τ∂
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PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 
 

Analyse dynamique des structures discrètes Chapitre V 

 104

 
        Tel que les notations suivantes : 
      
  ),( txv              : Flèche de la section A d’abscisse x à l’instant t 

  
x
v

∂
∂

=θ            : Angle de A par rapport à oy 

 EI                    : Rigidité de flexion dans le plan (xoy) 

  ),( txTT y=     : Effort tranchant 

  :),( txMM z= Moment fléchissant 

  ρ                    : Masse volumique du matériau 

 2
xAiI =            : Moment quadratique de flexion de A et xi (rayon d’inertie) 

 
 
        Les équations d’équilibre d’une tranche AA ′− , d’épaisseur dx , s’écrivent comme suite : 

                          - pour les forces parallèles à oy  : 

                                                             2

2

t
VA

x
T

∂
∂

=
∂
∂

ρ                                                                   (5.20) 

                          - pour les moments autour de :oz  

      

2

2

.
t

I
x

MT
∂
∂

=
∂

∂
+

θ
ρ  

 
         La loi de comportement en flexion 

                                       

2

2

..
dx

VdEI
dx
dEIM ==

θ             Avec       
dx
dV

=θ  

 

2

2

x
V

EI
M

∂
∂

=  

 
        On peut écrire l’équation de mouvement (4.8) sous la forme suivante : 
   

                                                22

4

4

4

2

2

.
tx

VI
x
VEI

t
VA

∂∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

ρρ                                                    (5.21)        

 

        On peut résoudre cette équation analytiquement, tel que le couple inertiel 







∂∂

∂
− 22

4

..
tx

VdxIρ est 

négligeable devant le couple dx
x

MT 







∂
∂

+ , l’équation s’écrit alors : 

                                                     04

4

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

x
VEI

t
VAρ                                                               (5.22) 
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        La forme de flexion comme suite :  

 

                                                         )().(),( tgxftxV =                                                             (5.23) 

        En posant l’équation (5.11) dans l’équation (5.10) on obtient :      
 

                                                               2
)4(

ω
ρ

−=−=
f

f
A

EI
g
g&&                                    (5.24) 

        On peut écrire aussi : 

0
4
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
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
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        Alors                          





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x
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l
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ωβωα
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         Les constantes detcba ;, se déterminent au moyen des conditions aux limites. 

∀ Le temps t    
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          Ou sous forme matricielle : 
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




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













=





















d
c
b
a

l
EI

l
EI

l
EI

l
EI
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T
M

V

3

3

3

3

2

2

2

2
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0101

)0(
)0(

)0(
)0(

λλ

λλ

λλ

θ                          (5.25) 
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  On peut tirer les constantes detcba ,, tel que : 

                                                                              
0...sin

0

4
2

=










===

l
EI
s

cba

ωρ  

        Donc                                                            nl
EI
s ....

4
2

π
ωρ

=  

        La pulsation ω est l’un des nombres de la suite : 

         
s

EI
l

nn .2

2
2

ρ
π

ω =  

        On peut alors prendre 1=d  et écrire la solution harmonique de rang n  

                              ( )tt
l
xntxV nn ωβωαπ sincossin),( +=  

        Et la solution générale s’écrit comme suite : 

∑
∞

=

=
1

),(),(
n

n txVtxV  

        Les constantes nα et nβ  se déterminent au moyen des conditions initiales (de Cauchy) c’est-à-

dire a partir des fonctions )(xϕ et )(xψ . 

 

















∂
∂

=

=

=0

)(

)0,()(

tt
Vx

xVx

ψ

ϕ
 

         

On a alors                           
∫

∫

=

=

l

n
n

l

n

dxx
l

nx
l

dxx
l

nx
l

0

0

.sin).(2

.sin).(2

π
ψ

ω
β

π
ϕα

  

 
L’énergie cinétique d’un élément poutre en vibration de flexion est : 
 

                                                       ∫=
l

dxxvAT
0

2)(
2

&
ρ                                                                  (5.26) 

      
et l’expression de l’énergie potentielle d’un élément poutre est : 

                                                         ∫ ′′=
L

dxxvEIU
0

2)(
2

                                                              (5.27) 

Où  )(xv ′′  indique la dérivée seconde par rapport a  x  
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En remplaçant la fonction de déplacement (3.28) dans l’expression (5.26) et dans l’expression 

(5.27), et on dérivant par la méthode de LAGRANGE (5.14), on obtient : 

                                                          [ ]{ } [ ]{ } { })(tFqkqm =+&&                                                        (5.28) 

 

Où les masses et les termes de rigidité sont obtenus de même manière que celles des équations 

(5.18) et (5.19) respectivement : 

                                                          
( ) ( ) dxxfxfEIk

dxxfxfAm

j

L

iij

L

jiij

′′′′=

=

∫

∫

0

0

)()(ρ

                                                    (5.29) 

 Les équations de mouvement résultantes sont de la forme explicite suivante : 
  



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















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

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
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

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
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
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







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

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


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









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−−−

−

−
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
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




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


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
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
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2
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2
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4
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θρ

θ

θ
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&&

&&
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v
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v

LL

LLLL

LL

LLLL

L
EI
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y

y

     (5.30) 

 
V.10 Détermination des modes propres 
 
L’équation de mouvement pour une vibration libre d’une poutre est                                                     

 
               

(5.31) 
Le déplacement est sinusoïdal de la forme :                                                                                            

 
                                                                     (5.32)taxq ωsin)( =                                                         

  
On substituant l’équation (5.32) dans  l’équation (5.31) en obtient : 

 
(5.33)                      

  
                  [ ] 1−m Pré multiplions cette équation (5.33) par  

(5.34) 

 
On appelle noyau du système le produit 
  

[ ] [ ][ ] 1−= mkA                                                              
     
 On recherche donc, pour le vecteur de déplacement, une solution du type 

[ ]{ } [ ]{ } 0=+ qkqm &&

[ ] [ ][ ] { }0)(2 =− xqmk ω

[ ][ ] [ ][ ][ ] 0)(.121 =− −− xqmmmk ω
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Il vient, par introduction dans (5.34) 

 
                                                      [ ] [ ][ ] 0)cos(2 =−− ϕωω tQIA                                                        

En adoptant la convention d’écriture 
      

 
 

  )cos( ϕω −t On obtient, après simplification par  
 
                                                              [ ] [ ][ ] 0=− QIA λ   
 
Il s’agit d’un système d’équations homogènes qui n’admet de solutions non toutes nulles si son 

déterminant est nul 

                                                                   [ ] [ ] 0=− IA λ                                                             (5.35) 
 
Après développement 
 

                                             0

)(

)(
)(

21

22221

11211

=

−

−
−

λ

λ
λ

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

                                           (5.36) 

 
 
Les scalaires 2ωλ =  sont ainsi les valeurs propres de la matrice noyau [ ]A . Et cette équation 

appelée équation aux pulsations propres du système oscillant, ou l’équation caractéristique, est de la 

forme   

                                       0......... 1
2

2
1

1 =+++++ −
−−

nn
nnn aaaa λλλλ                                           (5.37) 

En classant ces solutions par ordre croissant on peut écrire 
 
                                                np λλλλ <<<<< ............21  
Soit, en revenant aux pulsations propres 
                                                np ωωωω <<<<< ...........21  
A chaque des pulsations propres pω  correspond une solution particulière du système différentiel 
 
                                                         )cos( ϕω −= tQq ppp                                                            (5.38) 
 
Le vecteur )(tqp  représente le mouvement du système lié à la pulsation propre pω , on l’appelle 
mode propre de rang p . Le vecteur )(tQP  donne les amplitudes de )(tqp , on l’appelle forme de 
range  p . [ ]30  

)cos()( ϕω −= tQtq

2ωλ =
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Organigramme du programme 

 
 

Début 
 
 
                                                      Introduction de nombres des nœuds  
 
 
 
 Introduction des caractéristiques physiques 
                                                               et géométriques  
 
 
 
       Calcul des matrices de rigidité et de masse 
                                                     globales de la structures  
 
 
                                                   Introduction des conditions aux limites 
 
  
 
 
 
 
                                      Calcul des modes propres (Résolution du système 
                                               par la méthode de Gauss Jordan)  
 
 
                                                     Détermination des déplacements  
                                                      nodaux pour chaque fréquence 
 
 
 
        Fin 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Calcul des fréquences propres 
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V.10 Les modes de vibration 

                                                                    

                                                                            
                                                         

 
 
 

                                                                     
 
 

  
 
 

                                                                 
 
 

                                                                      
 
 

                                                                 
 
 

                                                               
 
 
 

  

Fréquence =2
1ω1,706905 E+03 

Période      1T  = 0,152081  
 

Fréquence =2
2ω9,775739 E+03 

Période       2T= 0 ,063548 
 

Fréquence =2
3ω2,217738 E+04 

Période       3T= 0,042191 
 

Fréquence =2
4ω6,903070 E+04 

Période       4T=0,023914 
 

Fréquence =2
5ω9,995410 E+04 

Période       5T=0,019874 
 

Fréquence =2
6ω1,631277 E+05 

Période       6T=0,015557 
 

Fréquence =2
7ω2,529596 E+05 

Période       7T=0,012493 
 

Fréquence =2
8ω2,867951 E+05 

Période       8T=0,011733 
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Fréquence =2
1ω3,658419 E+03 

Période      1T  = 0,103880  

Fréquence =2
2ω1,320250 E+04 

Période       2T= 0 ,054683 
 

Fréquence =2
3ω2,672817 E+04 

Période       3T= 0,038432 
 

Fréquence =2
4ω8,223311 E+04 

Période       4T=0,021911 
 

Fréquence =2
5ω1,173742 E+05 

Période       5T=0,018340 
 

Fréquence =2
6ω1,735477 E+05 

Période       6T=0,015082 
 

Fréquence =2
7ω2,972118 E+05 

Période       7T=0,011552 
 

Fréquence =2
8ω3,178641 E+05 

Période       8T=0,011144 
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Fréquence =2
1ω6,508523 E+03 

Période      1T  = 0,077882  
 

Fréquence =2
2ω3,402269 E+04 

Période       2T= 0 ,034064 
 

Fréquence =2
3ω5,365914 E+04 

Période       3T= 0,027124 
 

Fréquence =2
4ω9,335310 E+04 

Période       4T=0,020564 
 

Fréquence =2
5ω1,866403 E+05 

Période       5T=0,014544 
 

Fréquence =2
6ω2,106835 E+05 

Période       6T=0,013689 
 

Fréquence =2
7ω3,120120 E+05 

Période       7T=0,011248 
 

Fréquence =2
8ω4,587392 E+05 

Période       8T=0,009277 
 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 
 

Analyse dynamique des structures discrètes Chapitre V 

 113

                                                                     
 

                                                                      
 
 

                                                                        
 
 
 

                      
 
 

                           
                      

                                                                

                                                                
 
 
 
 
 
 

Fréquence =2
1ω5,67764 E+02 

Période       263691,01 =T   

Fréquence =2
2ω8,372982 E+03 

Période       2T=0,068666 
 

Fréquence =2
3ω2,733959 E+04 

Période       3T=0,038 
 

Fréquence =2
4ω9,129707 E+04 

Période       4T=0,020795 
 

Fréquence =2
5ω2,119931 E+05 

Période       5T=0,013646 
 

Fréquence =2
6ω2,657338 E+05 

Période       6T=0,012189 

 
Fréquence =2

1ω5,67764 E+02 
Période       263691,01 =T   
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Fréquence =2
2ω1,790634 E+04 

Période       2T=0,046954 
 

Fréquence =2
3ω3,450430 E+04 

Période       3T=0,033825 
 

Fréquence =2
4ω1,065857 E+05 

Période       4T=0,019246 
 

Fréquence =2
5ω2,813679 E+05 

Période       5T=0,011845 
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Tableau .5.1 les quatre premières fréquences de la première structure (élément poutre)  

Fréquence =2
1ω2,905398 E+04 

Période       036862,01 =T   

Fréquence =2
2ω1,242561 E+05 

Période       2T= 0,17825 
 

Fréquence =2
3ω1,409813 E+05 

Période       3T=0,016734 
 

Fréquence =2
4ω3,051221 E+05 

Période       4T=0,011375 
 

Fréquence =2
5ω5,354137 E+05 

Période       5T=0,008587 
 

Fréquence =2
6ω5,385230 E+05 

Période       6T=0,008562 
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Tab
lea

u 
.5.2 
les 

quat
re 

pre
miè
res 

fréquences de la première structure (élément barre)  
 

Dis
cus

sion 
des 
rés

ulta
ts 
 
 

          Le programme de calcul à l’état dynamique  donne les fréquences propres et les modes 

propres. 

Pour les modes propres nous signalons que les basse fréquences  du  premier mode sont : pour 

l’exemple (a) est de 23.83HZ, l’exemple (b) est de 170.47HZ, et l’exemple (c) est de 23.83HZ. Il 

est à noter que la plus importante fréquence de vibration est celle de l’exemple (b) (encastrement 

des deux cotés). Ce qui veut dire que cette structure subit plus de vibration. 

 

        L’analyse d’une vibration libre par la méthode des éléments finis pour une structure en élément 

poutre a été effectuée par l’obtention des modes propres de la structure. Les résultats obtenus sous 

l’effet de changement des conditions aux limites par notre programme de calcul permettent de 

choisir la meilleure structure possible.  

 
 

 
Structures 

Fréquence de 1er 
 mode 

   (HZ) 

Fréquence de 
2ème  mode 

   (HZ) 

Fréquence de 3ème 
mode 

   (HZ) 

Fréquence de 4ème 
mode 

   (HZ) 

(a) 23,83 91,51 165,36 302,19 

(b) 170,47 352,54 375,52 552,45 

( c) 23,83 133,83 185,77 326,51 

 
Structures 

Fréquence de 1er 
 mode 

   (HZ) 

Fréquence de 
2ème  mode 

   (HZ) 

Fréquence de 3ème 
mode 

   (HZ) 

Fréquence de 4ème 
mode 

   (HZ) 

(a) 41,31 98,87 148,92 262,73 

(b) 80,67 184,45 231,64 305,53 

( c) 60,48 114,90 163,48 286,76 
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 IV.1 Introduction 
 
        Tout d’abord, la plupart des problèmes simples ont été résolus, et on se trouve 

désormais confronté à des problèmes de plus en plus compliqués quand le nombre des 

éléments important.  Le nombre réduit des nœuds implique l’utilisation de la méthode des 

éléments finis d’une manière simple et direct, par contre, si le nombre devient important 

l’application présente une certaine difficulté, ce qui nous oblige d’élaborer une méthode de 

travail, pour numériser le problème posé comme étape intermédiaire vers la solution 

rapprochée, par un programme en langage  «PASCAL ». 

     Ce langage de programmation est utilisé suite à [ ]16  : 

                     - bien lire et comprendre l’énoncé du problème à résoudre 

                     - bonne précision des résultats  

                     - souplesse d’analyse du problème 

          - une puissance et une rapidité considérables 

                     - une résolution numérique de plus en plus efficace  
  

IV.2 Problème posé      

 Notre structure présente un nombre important des éléments (66 éléments pour la 

structure barre et 41 éléments pour la structure poutre), ce nombre pose la  difficilement de 

trouver la matrice de rigidité globale, et chaque augmentation de nombre des éléments en 

proche a l’impossibilité de trouver la solution analytiquement, qui ce exige la numérisation du 

problème vers la solution la plus parfaite possible. 

 
IV.3 L’identification des charges   

 Les charges appliquées peuvent être concentrées ou réparties, ces derniers se 

décomposent suivant à une formule mathématique, tel que le travail équivalent  effectue par 

les charges concentrées aux nœuds  égal au travail produit par la charge répartie. 

Si on considère un élément poutre, le travail effectue pour les charges concentrées aux nœuds 

est de la forme suivante : 

                                          [ ]




















=

2

2

1

1

21 212
1

θ

θ
v

v

MFMFw yy                                                     (4.1) 

Et d’autre part, le travail effectue par la charge répartie est obtenue comme suite : 
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                                           ∫=
l

dxxvxpw
0

).().(
2
1                                                                    (4.2) 

On substituant la fonction de déplacement (3.28) dans l’équation (4.2) on obtient : 

 

                                               

dxxfxpM

dxxfxpF

dxxfxpM

dxxfxpF

l

l

y

l

l

y

).().(

).().(

).().(

).().(

4
0

2

0
3

0
21

0
1

2

1

∫

∫

∫

∫

=

=

=

=

               

 
Ou bien sous forme générale : 
 

                                                ∫=
l

ii dxxfxpF
0

).().(                                                                (4.3) 

  De notre travail les charges sont concentrées aux nœuds, le programme permet le 

changement d’application de ces chargements, dont le choix a été fait pour élément poutre 

sous forme symétrique pour avoir des résultats symétriques (pour vérifier la symétrie des 

déplacements, réactions et les efforts axiaux), et pour l’élément barre comme la forme donnée 

à fin de valider les résultats obtenus par le programme ceux du logiciel « SAP 2000». 

 

IV.4 Conditions aux limites  

          Notre travail consiste de faire une variation des conditions aux limites pour une même 

structure pour élément barre ou poutre de but d’établir les meilleurs choix aux conditions qui 

minimisent les contraintes dans les éléments.   

       
 Translation suivant X Translation suivant Y Rotation 
 

 
 
 

 
            
              Nul  

              
 
           Nul 

              
 
            Nul 

 
 

  
 

 
 
            Existe  

 
 
           Nul 

 
 
           Existe            
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IV.5 définitions des paramètres  
            
            La structure métallique plane simplement supportée à ces extrémités, ces 

caractéristiques géométriques de section carrée 20244.0 mS = , de longueur treillis mL 85.2=  

et de hauteur  mH 5.4=  , les propriétés mécaniques du matériau sont données par module de 

«YOUNG» 29 /10.200 mNE =  et de densité 3.04.7849 mKg=ρ  
 
IV.6 Organigramme du programme 
    

    Pour mieux comprendre les différentes étapes de fonctionnement de ce programme, la  

Figure suivante  montre l’organigramme de ce programme.   
 
 
 
 
 
 

Début 
 
 
 
 

                    
Introduction de nombre des nœuds 

 
 
 
 
 
                                 Introduction des caractéristiques physiques 

 
et géométriques 

 
 
 
 
 
                                                              A 
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A 
 
  
 
 

Calcule de la matrice de rigidité globale 

de  la structure 
 
 
 
  
                             

Introduction des conditions aux limites 
 
 
 
 
  
                              

Introduction des charges nodales 
 
 
 
 
 
                                 Résolution du système par la méthode de 
                                                    GAUSS JORDAN 
 
 
 
 

Impression des résultats déplacement nodaux, 

les réactions dans les nœuds et les forces axiales 

dans les éléments. 
 
 
 

Fin 
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a -   Structure 1   élément barre (premier cas de conditions aux limites)  
 
 

 
 

 b - Structure 1   élément barre (deuxième cas de conditions aux limites) 
 
 

 
C - Structure 1   élément barre (troisième cas de conditions aux limites) 

 
 

Fig. 4.1 : Structure № 1 (élément barre) 
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a -   Structure 2  élément barre (premier cas de conditions aux limites) 

 

 
 
 

b - Structure 2 élément barre (deuxième cas de conditions aux limites) 
 

 
C - Structure 2  élément barre (troisième cas de conditions aux limites) 

 
 
 
 

Fig.4.2 : Structure № 2 (élément barre) 
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a -   Structure 1   élément poutre (premier cas de conditions aux limites) 
 

 

 
 
 

b -   Structure 1 élément poutre  (deuxième cas de conditions aux limites) 
 
 
 
 

 
C -   Structure 1  élément poutre (troisième cas de conditions aux limites) 

 
 
 

Fig45.3 :Structure № 1 (élément poutre) 
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a -   Structure 2 élément poutre (premier cas de conditions aux limites) 
 

 
 
 

 
b -   Structure 2   élément poutre (deuxième cas de conditions aux limites) 

 
 
 
 

 
                C -   Structure 2 élément poutre  (troisième cas de conditions aux limites) 
 
 
 

Fig.4.4 : Structure № 2 (élément poutre) 
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IV.8  COMPARAISONS DES DEPLACEMENTS. 
 

 
 
 

Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Barre S1 
Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

1 
1

1

v
u

 0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0        % 
0        % 

0         % 
0         % 

2 
2

2

v
u

 0,001572 
-0,000051 

0,001536 
-0,00012 

0,001592 
-0,000051 

0,001565 
-0,000012 

1,25    % 
0         % 

1,85    % 
0         % 

3 
3

3

v
u

 0,000029 
-0,001113 

-3,76 E -7 
-0,001292 

0,000029 
-0,001127 

1,17E -15 
-0,001321 

0         % 
1,24    % 

0         %  
2,19    % 

4 
4

4

v
u

 0,001552 
-0,001101 

0,001488 
-0,001414 

0,001572 
-0,001115 

0,001515 
-0,001445 

1,27    % 
1,25    % 

1,78    % 
2,14    % 

5           
5

5

v
u

 0,000103 
-0,002117 

0,000048 
-0,002529 

0,000104 
-0,002145 

0,000049 
-0,002579 

0,96    % 
1,3      % 

2,04    % 
1,93    % 

6 
6

6

v
u

 0,001479 
-0,002135 

0,001391 
-0,00265 

0,001498 
-0,002163 

0,001415 
-0,002703 

1,26    % 
1,29    % 

1,69    % 
1,96    % 

7 
7

7

v
u

 0,000218 
-0,002992 

0,000145 
-0,003566 

0,000220 
-0,003032 

0,000149 
-0,003635 

0,90    % 
1,31    % 

2,68    % 
1,89    % 

8 
 8

8

v
u

 0,001366 
-0,002987 

0,001263 
-0,003643 

0,001384 
-0,003026 

0,001285 
-0,003713 

1,30    % 
1,28    % 

1,71    % 
1,88    % 

9 
9

9

v
u

 0,000364 
-0,00368 

0,000274 
-0,004396 

0,000368 
-0,00372 

0,000280 
-0,004479 

1,08    % 
1,07    % 

2,14    % 
1,85    % 

10 
10

10

v
u

 0,001223 
-0,003697 

0,001103 
-0,004473 

0,001238 
-0,003746 

0,001122 
-0,004557 

1,21    % 
1,30    % 

1,69    % 
1,84    % 

11 
11

11

v
u

 0,000531 
-0,004156 

0,000433 
-0,00495 

0,000538 
-0,004211 

0,000442 
-0,005041 

1,30    % 
1,30    % 

2,03    % 
1,8      % 

12 
12

12

v
u

 0,001058 
-0,004151 

0,000931 
-0,004981 

0,001071 
-0,004205 

0,000947 
-0,005073 

1,21    % 
1,28    %  

1,68    % 
1,81    % 

13 
13

13

v
u

 0,000712 
-0,004391 

0,000605 
-0,00524 

0,000720 
-0,004449 

0,000617 
-0,005335 

1,11    % 
1,30    % 

1,94    % 
1,78    % 

14 
14

14

v
u

 0 ,00088 
-0,004408 

0,000747 
-0,005271 

0,000891 
-0,004466 

0,000760 
-0,005367 

1,23    % 
1,29    % 

1,71    %  
1 ,78   % 

15 
15

15

v
u

 0,000895 
-0,004381 

0,00079 
-0,005221 

0,000907 
-0,004439 

0,000805 
-0,005315 

1,32    % 
1,30    % 

1,86    % 
1,76    % 

16 
16

16

v
u

 0,000698 
-0,004376 

0,000567 
-0,005207 

0,000707 
-0,004433 

0,000578 
-0,005300 

1,27    % 
1,28    % 

1,9      % 
1,75    % 
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Tableau  2 :   Comparaisons des déplacements de  l’élément barre pour la première                               
                              et deuxième structure (premier cas de conditions aux limites)  
 
 
 
 
 
 
 

Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Barre S1 
Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

17 
17

17

v
u

 0,000107 
-0,004122 

0,000969 
-0,00493 

0,000108 
-0,004176 

0,000098 
-0,005018 

0,92   % 
1,29   %  

1,12   % 
1,75   % 

18 
18

18

v
u

 0,000523 
-0,004139 

0,000394 
-0,004916 

0,000529 
-0,004193 

0,000401 
-0,005004 

1,13   % 
1,28   % 

1,74   % 
1,75   % 

19 
19

19

v
u

 0,001237 
-0,003632 

0,001143 
-0,004344 

0,001252 
-0,003680 

0,001163 
-0,004421 

1,19   % 
1,30   % 

1,71   % 
1,74   % 

20 
20

20

v
u

 0,000362 
-0,003626 

0,000244 
-0,004285 

0,000366 
-0,003674 

0,000249 
-0,004361 

1,09   % 
1,30   % 

2        % 
1,74   % 

21 
21

21

v
u

 0,001376 
-0,00293 

0,001293 
-0,003523 

0,001394 
-0,002968 

0,001315 
-0,003585 

1,29   % 
1,28   % 

1,67   % 
1,72   % 

22          
22

22

v
u

 0,000224 
-0,002946 

0,000117 
-0,003464 

0,000227 
-0,002985 

0,000121 
-0,003525 

1,32   % 
1,30   % 

3,3     % 
1,73   % 

23 
23

23

v
u

 0,001483 
-0,002056 

0,001419 
-0,002468 

0,001502 
-0,002082 

0,001443 
-0,002511 

1,26   % 
1,24   % 

1,66   % 
1,71   % 

24 
24

24

v
u

 0 ,00012 
-0,002054 

0,000033 
-0,002364 

0,000122 
-0,002081 

0,000036 
-0,002404 

1,63   % 
1,29   % 

8,33   %      
1,66   % 

25 
 25

25

v
u

 0,001545 
-0,001068 

0,001503 
-0,00126 

0,001565 
-0,001082 

0,001529 
-0,001282 

1,27   % 
1,29   % 

1,7     % 
1,71   % 

26 
26

26

v
u

 0,000056 
-0,001061 

0,000008 
-0,001157 

0,000057 
-0,001075 

0,000006 
-0,001176 

1,75   % 
1,30   % 

0        % 
1,61   % 

27 
27

27

v
u

  
 

0,00157 
0 
 

0,001545 
0 

0,00159 
0 

0,001571 
0 

1,25   % 
0        % 

1,65   % 
0        % 

28 
28

28

v
u

 0,000039 
-0,000043 

0,000009 
0 

0,000039 
-0,000043 

0,000006 
0 

0        % 
0        % 

0        % 
0        % 
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COMPARAISONS DES REACTIONS. 

 
 
Tableau  3 :   Comparaisons des réactions  de  l’élément barre pour la première                                                   
                              et deuxième structure (premier cas de conditions aux limites)  
 
 
 
COMPARAISONS DES FORCES AXIALES. 
 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Elément 

 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2 
1 5457,78 -13190,04 5605,63 -13461,53 2,63  % 2,01  %   
2 -4975,4 -65,35 -4975,4 -2 E-6 0       % 0       %  
3 9167,55 15587,56 9298,91 15934,22 1,41  %  2,17  % 
4 -6506,31 -8307,74 -6635,31 -8525,64 1,94  %  2,55  % 
5 3416,98 -13418,75 3550,02 -13461,53 3,74  % 0,31  % 
6 -1187,28 8366,42 -1301,97 8525,64 8,80  % 1,86  % 
7 -12702,10 15858,02 -12900,4 15934,22 1,53  %  0,47 % 
8 8215,83 -16864,59 8176,44 -17051,28 0,48  % 1,09  % 
9 -7749,72     -13368,59 -7757,78 -13461,53 0,10  % 0,69  % 
10 12447,59 16898,99 12676,45 17051,28 1,80  % 0,89  % 
11 1942,43 9969,61 1978,41 10015,79 1,81  % 0,46  % 
12 -19755,50 -22247,75 -19949,1 -22410,25 0,97  % 0,72  % 
13 5410,81 -8422,06 5415,96 -8461,53 0,09  % 0,45  % 
14 -4607,02 22276,29 -4599,83 22410,25 0,15  % 0,59  % 
15 19326,44 9950,80 19512,43 10015,79 0,95  % 0,64  % 
16 -644,13 -27610,08 -659,75 -27769,23 2,36  % 0,57  % 
17 -25111,77 -8418,98 -25289,25 -8461,53 0,70 % 0,50  % 
18 5381,74 27630,45 5380,77 27769,23 0,01  % 0,49  % 
19 -4633,59      4099,99 -4635,02 4097,37 0,03  % 0,06  % 
20 24711,91 -29831,62 24890,23 -29961,53 0,71  % 0,43  % 
21 1852,77 -3461,54 1864,70 -3461,53 0,63  %   0,00  % 
22 -28905,22 29844,07 -29068,23 29961,5 0,56  % 0,39  % 
23 2441,18 4076,46 2427,80 4097,37 0,55  % 0,51  % 
24 -1683,58 -32028,41 -1669 ,57 -32153,84 0,83  % 0,39  % 
25 28500,36 -3460,64 28662,53 -3461,53 0,56  % 0,02  % 
26 -628,89 32032,91 -639,61 32153,84 1,67  % 0,37  % 
27 -31112,82 -1773,84 -31259 ,93 -1821,05 0,47  % 2,59  % 
28 2433,55 -31084,79 2426 ,67 -31179,48 0,28  % 0,30  % 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Noeuds 

 
Réactions 

(N) 
Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

1 

1

1

y

x

R

R
 

6,395E -10 
13462 

4,26 E-10 
13483,54 

4,887E -6 
13461 

2,007E-6 
13461 

0         % 
0,007  % 

0         % 
0,16    % 

27 
27yR  11538 11516,46 11538 11538 0         % 0,18    % 
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Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Elément 

 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2  
29 -1677,61 1479,19 -1670,69 1538,46 0,41    % 3,85  % 
30 30708,84 31081,35 30855,44 31179,48 0,47    %  0,31  % 
31 1850,08 -1797,40 1861,05 -1821,05 0,58    % 1,29  % 
32 -31738,67 -30116,41 -31869,08 -30205,12 0,40    % 0,29  % 
33 -510,40 1498,00 -532,20 1538,46 4,09    %    2,62  % 
34 1266,87 30105,02 1288,84 30205,12 1,70    % 0,33  % 
35 31334,42 -7646,77 31464,24 -7739,48 0,41    % 1,19  % 
36 -628,03 -26007,58 -638,53 -26064,10 1,64    % 0,21  % 
37 -30781,56 6455,95 -30894,29 6538,46 0,36    % 1,26  % 
38 -518,15 25988,22 -533,02 26064,10 2,78    % 0,29  % 
39 1273,13 -7670,82 1288,03 -7739,48 1,15    % 0,88  % 
40 30378,09 -21874,20 30490,32 -21923,07 0,36    % 0,22  % 
41 1847,68 6456,43 1858,42 6538,46 0,57    % 1,25  % 
42 -28244,62 21847,11 -28338,95 21923,07 0,33    % 0,34  % 
43 -3458,18 -13524,71 -3487,82 -13657,90 0,84    % 0,97  % 
44 4221,48 -14598,81 4251,65 -14615,38 0,70    % 0,11  % 
45 27836,74 11414,52 27930,27 11538,46 0,33    % 1,07  % 
46 -614,60 14562,28 -624,29 14615,38 1,55    % 0,36  % 
47 -24110,37 -13524,42 -24184,63 -13657,90 0,30    % 0,97  % 
48 -3489,05 -7309,76 -3512,68 -7307,69 0,67    % 0,02  % 
49 4204,42 11407,30 4226,79 11538,46 0,52    % 1,13  % 
50 23727,94 7275,17 23802,54 7307,69 0,31    % 0,44  % 
51 1770,32 -13536,73 1778,11 -13657,90 0,43    % 0,88  % 
52 -18479,46 -22,22 -18553,79 -2,8 E-8 0,40    % 0       % 
53 -6295,93 -29,18 -6331,52 0 0,56    % 0       % 
54 7287,00  7326,37  0,53    %  
55 17950,48  18003,08  0,29    %  
56 -169,54  -170,70  0,67    %  
57 -10773,77  -10803,50  0,27    %  
58 -7088,44  -7124,31  0,50    %  
59 6502,74  6533,59  0,47    %  
60 11085,47  11119,57  0,30    %  
61 -776,11  -783,73  0,97    %  
62 -4297,19  -4308,24  0,25    %  
63 -5571,38  -5605,90  0,61    %  
64 8012,11  8052  0,49    %  
65 2991,04  2999,44  0,28    %   
66 4719,76  4735,97  0,34    %  
 
Tableau  4 :   Comparaisons des forces axiales  de  l’élément barre pour la première                               
                              et deuxième structure (premier cas de conditions aux limites)  
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COMPARAISONS DES DEPLACEMENTS. 
 

Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Barre S1 
Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

1 
1

1

v
u

 
0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0       % 
0       %    

0       % 
0       % 

2 
2

2

v
u

 
0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0       % 
0       % 

0       % 
0       % 

3 
3

3

v
u

 
-0,000146 
-0,000223 

-0,000164 
-0,000357 

-0,000147 
-0,000226 

-0,000166 
-0,000364 

0,68  %   
1,32  % 

1,20  % 
1,92  % 

4 
4

4

v
u

 
0,000145 
-0,00022 

0,000103 
-0,000509 

0,000146 
-0,000223 

0,000104 
-0,000520 

0,68  % 
1,34  % 

0,96  % 
2,11  % 

5           
5

5

v
u

 
-0,000227 
-0,000579 

-0,000267 
-0,000998 

-0,000229 
-0,000587 

-0,000271 
-0,001017 

0,87  % 
1,36  % 

1,47  % 
1,86  % 

6 
6

6

v
u

 
0,000229 
-0,000595 

0,000144 
-0,001151 

0,000232 
-0,000604 

0,000145 
-0,001173 

1,29  % 
1,49  % 

0,68  % 
1,87  % 

7 
7

7

v
u

 
-0,000255 
-0,000989 

-0,000308 
-0,001616 

-0,000258 
-0,001000 

-0,000312 
-0,001646 

1,16  % 
1,10  % 

1,28  % 
1,82  % 

8 
 8

8

v
u

 
0,000259 
-0,000984 

0,000142 
-0,001724 

0,000262 
-0,000997 

0,000143 
-0,001756 

1,14  % 
1,30  % 

0,69  % 
1,82  % 

9 
9

9

v
u

 
-0,000238 
-0,001386 

-0,000306 
-0,002186 

-0,000241 
-0,001405 

-0,000310 
-0,002225 

1,24  % 
1,35  % 

1,29  % 
1,75  % 

10 
10

10

v
u

 
0,000245 
-0,001402 

0,000096 
-0,002294 

0,000248 
-0,001422 

0,000096  
-0,002335 

1,20  % 
1,40  % 

0       % 
1,75  % 

11 
11

11

v
u

 
-0,000186 
-0,001725 

-0,00026 
-0,002624 

-0,000188 
-0,001749 

-0,000263 
-0,002669 

1,06  % 
1,37  % 

1,14  % 
1,68  % 

12 
12

12

v
u

 
0,000196 
-0,001719 

0,000025 
-0,002686 

0,000198 
-0,001743 

0,000024 
-0,002733 

1,01  % 
1,37  % 

4,16  % 
1,71  %  

13 
13

13

v
u

 
-0,000108 
-0,001961 

-0,000188 
-0,002925 

-0,000109 
-0,001988 

-0,000190 
-0,002975 

0,91  % 
1,35  % 

1,05  % 
1,68  % 

14 
14

14

v
u

 
0,00012 

-0,001978 
-0,000071 
-0,002988 

0,000121 
-0,002005 

0,000073 
-0,003039 

0,82  % 
1,34  % 

2,73  % 
1,67  % 

15 
15

15

v
u

 
-0,000013 
-0,002074 

-0,000092 
-0,00303 

-0,000013 
-0,002102 

-0,000093 
-0,003081 

0       %  
1,33  % 

1,07  % 
1,65  % 

16 
16

16

v
u

 
0,000027 
-0,002068 

-0,000175 
-0,003047 

0,000027 
-0,002096 

-0,000178 
-0,003099 

0       % 
1,33  % 

1,68  % 
1,67  % 
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Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Barre S1 
Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

17 
17

17

v
u

 
0 ,00009 

-0,002039 
0,000012 
-0,002958 

0,000091 
-0,002067 

0,000012 
-0,003007 

1,09 % 
1,35 % 

0      %  
1,62 % 

18 
18

18

v
u

 
-0,000074 
-0,002056 

-0,000286 
-0,002975 

-0,000075 
-0,002084 

-0,000291 
-0,003025 

1,33 % 
1,34 % 

1,71 % 
1,65 % 

19 
19

19

v
u

 
0,000192 
-0,001861 

0,000123 
-0,002671 

0,000195 
-0,001887 

0,000124 
-0,002715 

1,53 % 
1,37 % 

0,80 % 
1,62 % 

20 
20

20

v
u

 
-0,000174 
-0,001856 

-0,000385 
-0,002643 

-0,000176 
-0,001881 

-0,000392 
-0,002687 

1,13 % 
1,32 % 

1,78 % 
1,63 % 

21 
21

21

v
u

 
0,000284 
-0,00154 

0,000222 
-0,002212 

0,000288 
-0,00156 

0,000225 
-0,002249 

1,38 % 
1,28 % 

1,33 % 
1,64 % 

22          
22

22

v
u

 
-0,000264 
-0,001556 

-0,000474 
-0,002185 

-0,000267 
-0,001577 

-0,000481 
-0,002221 

1,12 % 
1,33 % 

1,45 % 
1,62 % 

23 
23

23

v
u

 
0,000357 
-0,001098 

0,00031 
-0,001567 

0,000361 
-0,001113 

0,000314 
-0,001593 

1,10 % 
1,34 % 

1,27 % 
1,63 % 

24 
24

24

v
u

 
-0,000333 
-0,001096 

-0,000533 
-0,001494 

-0,000337 
-0,001111 

-0,000541 
-0,001518 

1,18 % 
1,35 % 

1,47 % 
1,58 % 

25 
 25

25

v
u

 
0 ,000399 
-0,000576 

0,000369 
-0,000802 

0,000404 
-0,000584 

0,000374 
-0,000815 

1,23 % 
1,36 % 

1,33 % 
1,59 % 

26 
26

26

v
u

 
-0,000377 
-0,000571 

-0,000562 
-0,000729 

-0,000381 
-0,000579 

-0,000571 
-0,000741 

1,04 % 
1,38 % 

1,57 % 
1,61 % 

27 
27

27

v
u

  
0,000416 

0 
0,000399 

0 
0,000421 

0 
0,000404 

0 
1,18 % 
0      %  

1,23 % 
0      % 

28 
28

28

v
u

 
-0,000388 
-0,000029 

-0,000562 
0 

-0,000393 
-0,000029 

-0,000571 
0 

1,27 % 
0      % 

1,57 % 
0      % 

 
Tableau  5 :   Comparaisons des déplacements de  l’élément barre pour la première                               
                              et deuxième structure (deuxième cas de conditions aux limites) 
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COMPARAISONS DES REACTIONS. 
Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  

Noeuds 
 

Réactions 
(N) 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

1 

1

1

y

x

R

R
 

30628 
8515 

28500 
66,7 

30671,147 
8512,501 

28563,171 
0 

0,14   % 
0,02   % 

0,22  % 
0       % 

2 

2

2

y

x

R

R
 

-30628 
8672 

-28500 
16866,9 

-30671,147 
8674,316 

-28563,17 
16930,74 

0,14   % 
0,02   % 

0,22  % 
0,37  % 

27 
27yR  7813 8066,41 7813,181 8069,25 0,002 % 0,03  % 

   
Tableau  6 :   Comparaisons des réactions de  l’élément barre pour la première                                                   
                              et deuxième structure (deuxième cas de conditions aux limites)  
 
 
COMPARAISONS DES FORCES AXIALES. 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Eléments 

 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2 
1 0 0 0 0 0       % 0       % 
2 -25259,88 -28500,00 -25280,21 -28563,17 0,08  % 0,22  % 
3 -10031,41 19824,30 -10076,12 20040,68 0,44  % 1,07  % 
4 10220,03 17888,23 10267,66 17840,36 0,46  % 0,26  % 
5 25159,42 -16731,81 25177,73 -16930,74 0,07  % 1,17  % 
6 304,56 -17829,96 309,47 -17840,36 1,58  % 0,05  % 
7 -14094,25 19886,12 -14096,75 20040,68 0,01  % 0,77  % 
8 -10606,26 7166,17 -10633,97 7117,55 0,26  % 0,68  % 
9 9684,33 -16809,99 9709,80 -16930,74 0,26  % 0,71  % 
10 14586,51 -7119,81 14591,23 -7117,55 0,03  % 0,03  % 
11 -1793,75 14024,62 -1802,68 14122,25 0,49  % 0,69  % 
12 -4847,63 -402,04 -4847,94 -438,58 0,006% 8,33  % 
13 -7559,65 -11840,19 -7575,99 -11930,74 0,21  % 0,75  % 
14 6832,27 441,52 6849,36 438,58 0,24  % 0,67  % 
15 5236,43 14003,85 5236,73 14122,25 0,005% 0,83  % 
16 618,66 -7948,54 628,64 -7994,72 1,58  % 0,57  % 
17 2875,06 -11841,08 2879,72 -11930,74 0,16  % 0,75  % 
18 -7570,56 7979,85 -7593,48 7994,72 0,30  % 0,18  % 
19 6809,34 8152,97 6831,87 8203,82 0,32  % 0,61  % 
20 -2468,28 -12354,02 -2472,22 -12384,20 0,15  % 0,24  % 
21 -1848,38 -6883,00 -1859,19 -6930,74 0,58  % 0,68  % 
22 9005,21 12377,43 9013,05 12384,20 0,08  % 0,05  % 
23 -4623,26 8129,52 -4631,17 8203,82 0,17  % 0,90  % 
24 3867,91 -16734,84 3875,75 -16773,67 0,20  % 0,23  % 
25 -8601,55 -6882,20 -8608,86 -6930,74 0,08  % 0,70  % 
26 628,13 16750,30 638,63 16773,67 1,64  % 0,13  % 
27 13554,68 2279,19 13564,98 2285,40 0,07  % 0,27  % 
28 -4616,77 -17975,23 -4631,70 -17996,48 0,32  % 0,11  % 
29 3860,44 -1924,35 3875,22 -1930,74 0,38  % 0,05  % 
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Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Eléments 

 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
La force axiale 

E barre S1 
La force axiale 

E barre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2 
30 -13150,50 17982,75 -13160,23 17996,48 0,07  % 0,07  % 
31 -1849,96 2255,64 -1860,89 2285,40 0,58  %  1,30  % 
32 16521,49 -19190,86 16533,32 -19219,29 0,07  % 0,14  % 
33 -1672,62 -1923,00 -1672,51 -1930,74 0,006% 0,40  % 
34 916,24 19190,43 915,98 19219,29 0,02  % 0,15  % 
35 -16117,29 -3594,73 -16128,54 -3633,02 0,06  % 1,05  % 
36 628,05 -17266,04 638,55 -17275,43 1,64  % 0,10  % 
37 17905,54 3034,38 17917,94 3069,25 0,06  % 1,13  % 
38 -1664,98 17257,65 -1671,83 17275,43 0,40  % 0,10  % 
39 909,86 -3617,78 916,67 -3633,02 0,74  % 0,41  % 
40 -17502,00 -15316,68 -17513,89 -15331,57 0,06  % 0,09  % 
41 -1847,92 3035,04 -1858,69 3069,25 0,57  % 1,11  % 
42 17709,47 15300,55 17772,17 15331,57 0,35  % 0,20  % 
43 1275,48 -9471,55 1283,43 -9551,45 0,61  % 0,83  % 
44 -2038,06 -10225,32 -2046,48 -10221,05 0,41  % 0,04  % 
45 -17301,98 7992,11 -17313,43 8069,25 0,06  % 0,95  % 
46 616,00 10199,81 625,80 10221,05 1,56  % 0,20  % 
47 15917,62 -9472,70 15928,09 -9551,45 0,06  % 0,82  % 
48 1303,92 -5119,90 1305,73 -5110,52 0,13  % 0,18  % 
49 -2023,43 7990,42 -2024,18 8069,25 0,03  %  0,97  % 
50 -15532,99 5095,68 -15543,68 5110,52 0,06  % 0,29  % 
51 -1778,39 -9481,43 -1786,62 -9551,45 0,46  % 0,73  % 
52 12620,37 -15,57 12630,47 0 0,07  % 0       % 
53 4124,81 -20,50 4138,98 0 0,34  % 0       % 
54 -5092,07  -5109,36  0,33  %  
55 -12104,05  -12111,27  0,05  %  
56 216,05  218,76  1,23  %  
57 7298,53  7301,47  0,04  %  
58 4836,93  4850,41  0,27  %  
59 -4387,81  -4397,93  0,23  %  
60 -7537,53  -7543,57  0,08  %  
61 509,09  512,33  0,63  %  
62 2918,81  2919,70  0,03  %  
63 3776,93  3791,48  0,38  %  
64 -5442,16  -5456,86  0,26  %  
65 -2027,71  -2028,64  0,04  %  
66 -3199,70  -3203,12  0,10  %  
 
Tableau  7 :   Comparaisons des forces axiales  de  l’élément barre pour la première                               
                              et deuxième structure (deuxième cas de conditions aux limites)  
 
 
 
 
 
 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


Chapitre IV Exemples d’application et comparaison des résultats 

 71 

COMPARAISONS DES DEPLACEMENTS. 
 

Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Barre S1 
Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

1 
1

1

v
u

 
0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0      % 
0      % 

0      % 
0      % 

2 
2

2

v
u

 
0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0      % 
0      % 

0      % 
0      % 

3 
3

3

v
u

 
-0,0001 

-0,000167 
-0,00012 
-0,000278 

-0,000101 
-0,000169 

-0,000122 
-0,000284 

0,99 % 
1,18 % 

1,63 % 
2,11 % 

4 
4

4

v
u

 
0,000098 
-0,000164 

0,000072 
-0,0004 

0,000098 
-0,000166 

0,000072 
-0,000408 

0      % 
1,20 % 

0      % 
1,96 % 

5           
5

5

v
u

 
-0,000148 
-0,000416 

-0,000192 
-0,000769 

-0,000150 
-0,000422 

-0,000194 
-0,000784 

1,33 % 
1,42 % 

1,03 % 
1,91 % 

6 
6

6

v
u

 
0,000147 
-0,000432 

0,000094 
-0,000891 

0,000149 
-0,000438 

0,000094 
-0,000909 

1,34 % 
1,36 % 

0      % 
1,98 % 

7 
7

7

v
u

 
-0,000157 
-0,000685 

-0,000213 
-0,001214 

-0,000158 
-0,000694 

-0,000216 
-0,001237 

0,63 % 
1,29 % 

1,38 % 
1,85 % 

8 
 8

8

v
u

 
0,000156 
-0,000679 

0,000085 
-0,001291 

0,000157 
-0,000688 

0,000085 
-0,001315 

0,63 % 
1,30 % 

0      %  
1,82 % 

9 
9

9

v
u

 
-0,000133 
-0,000921 

-0,000204 
-0,001602 

-0,000134 
-0,000934 

-0,000207 
-0,001631 

0,74 % 
1,39 % 

1,44 % 
1,77 % 

10 
10

10

v
u

 
0,000133 
-0,000938 

0,000045 
-0,001679 

0,000134 
-0,000951 

0,000045 
-0,001710 

0,74 % 
1,36 % 

0      %  
1,81 % 

11 
11

11

v
u

 
-0,000087 
-0,0011 

-0,000164 
-0,001864 

-0,000088 
-0,001115 

-0,000166 
-0,001898 

1,13 % 
1,34 % 

1,20 % 
1,79 % 

12 
12

12

v
u

 
0,000087 
-0,001094 

-
0,0000077 
-0,001896 

0,000088 
-0,001109 

-0,000008 
-0,001930 

1,13 % 
1,35 % 

3,75 % 
1,76 % 

13 
13

13

v
u

 
-0,000028 
-0,001189 

-0,000111 
-0,002014 

-0,000028 
-0,001205 

-0,000112 
-0,002050 

0      %  
1,32 % 

1,78 % 
1,75 % 

14 
14

14

v
u

 
0,000029 
-0,001205 

-0,000073 
-0,002046 

0,0000289 
-0,001222 

-0,000007 
-0,002083 

0,34 % 
1,39 % 

4,28 % 
1,77 % 

15 
15

15

v
u

 
0,000036 
-0,001186 

-0,000045 
-0,002005 

0,000036 
-0,001202 

-0,000045 
-0,002042 

0      %   
1,33 % 

0      %  
1,81 % 

16 
16

16

v
u

 
-0,000034 
-0,00118 

-0,000134 
-0,001992 

-0,000034 
-0,001196 

-0,000136 
-0,002028 

0      %  
1,33 % 

1,47 % 
1,77 % 

17 
17

17

v
u

 
0,000094 
-0,001083 

0,000016 
-0,001875 

0,000095 
-0,001098 

0,0000155 
-0,001909 

1,05 % 
1,36 % 

3,25 % 
1,78 % 
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Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Barre S1 
Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

18 
18

18

v
u

 
-0,000092 
-0,001099 

-0,000189 
-0,001862 

-0,000093 
-0,001115 

-0,000191 
-0,001896 

1,07 %  
1,43 % 

1,04 % 
1,79 % 

19 
19

19

v
u

 
0,000139 
-0,0009 

0,000071 
-0,0016 

0,000140 
-0,000913 

0,000071 
-0,001630 

0,7   % 
1,42 % 

0      % 
1,84 % 

20 
20

20

v
u

 
-0,000136 
-0,000894 

-0,00022 
-0,001542 

-0,000137 
-0,000907 

-0,000223 
-0,001570 

0,7   % 
1,43 % 

1,34 % 
1,78 % 

21 
21

21

v
u

 
0,00016 

-0,000654 
0,000102 
-0,00124 

0,000161 
-0,000663 

0,000103 
-0,001264 

0,62 % 
1,35 % 

0,97 % 
1,89 % 

22          
22

22

v
u

 
-0,000157 
-0,00067 

-0,000228 
-0,001182 

-0,000159 
-0,000679 

-0,000231 
-0,001204 

1,25 % 
1,32 % 

1,29 % 
1,82 % 

23 
23

23

v
u

 
0,000149 
-0,000385 

0,00011 
-0,000796 

0,000150 
-0,000390 

0,000111 
-0,000811 

0,66 % 
1,28 % 

0,90 % 
1,84 % 

24 
24

24

v
u

 
-0,000145 
-0,000382 

-0,000194 
-0,000692 

-0,000146 
-0,000387 

-0,000196 
-0,000706 

0,68 % 
1,29 % 

1,02 % 
1,98 % 

25 
 25

25

v
u

 
0,000095 
-0,000145 

0,000076 
-0,000349 

0,000096 
-0,000147 

0,000076 
-0,000357 

1,04 % 
1,36 % 

0      % 
2,24 % 

26 
26

26

v
u

 
-0,000093 
-0,000145 

-0,000118 
-0,000246 

-0,000094 
-0,000147 

-0,000119 
-0,000251 

1,06 % 
1,36 % 

0,84 % 
1,99 % 

27 
27

27

v
u

  
0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0      % 
0      % 

0      % 
0      % 

28 
28

28

v
u

 
0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0      % 
0      % 

0      % 
0      % 

 
 
Tableau  8 :   Comparaisons des déplacements  de  l’élément barre pour la première                               
                              et deuxième structure (troisième cas de conditions aux limites)  
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COMPARAISONS DES REACTIONS. 
 
 

 
Tableau  9 :   Comparaisons des réactions  de  l’élément barre pour la première                                                   
                              et deuxième structure (troisième cas de conditions aux limites)  
 
 
COMPARAISONS DES FORCES AXIALES. 
 

               Progr Sap 2000             Progr  Développé       % d’erreur  
Elément 
          

La force axiale 
 E barre S1 

La force axiale 
 E barre S2 

La force axiale 
 E barre S1 

La force axiale 
 E barre S2 

Erreur 
    S1 

 Erreur 
    S2 

1 0 0 0 0 0      %  0       % 
2 -17328,98 -20868,08 -17345,54 -20931,69 0,09 % 0,30  % 
3 -7974,25 15831,13 -8009,40 16004,80 0,43 % 1,08  % 
4 8105,16 12430,43 8143,24 12406,05 0,46 % 0,19  % 
5 16927,34 -13360,57 16941,50 -13521,16 0,08 % 1,18  % 
6 344,52 -12347,02 349,58 -12368,29 1,44 % 0,17  % 
7 -8408,39 15876,49 -8410,02 16004,80 0,01 % 0,80  % 
8 -8534,11 3870,22 -8557,04 3842,65 0,26 % 0,71  % 
9 7574,88 -13424,90 7595,60 -13521,16 0,27 % 0,71  % 
10 8588,57 -3797,84 8592,00 -3804,89 0,03 % 0,18  %  
11 -1760,98 10017,36 -1769,67 10086,37 0,49 % 0,68  % 
12 -1402,49 -1538,89 -1402,72 -1554,08 0,01 % 0,97  % 
13 -5490,21 -8457,16 -5500,87 -8521,16 0,19 % 0,75  % 
14 4721,97 1604,17 4733,35 1591,84 0,24 % 0,77  % 
15 1481,11 9996,04 1480,95 10086,37 0,01 % 0,89  % 
16 652,85 -6925,69 662,91 -6950,81 1,51 % 0,36  % 
17 4078,77 -8457,76 4082,30 -8521,16 0,08 % 0,74  % 
18 -5500,63 6982,84 -5518,03 6988,57 0,31 % 0,08  % 
19 4699,16 4145,27 4716,18 4167,94 0,36 % 0,54  %  
20 -3982,50 -9171,59 -3985,70 -9180,88 0,08 % 0,10  %  
21 -1814,40 -3499,72 -1825,14 -3521,16 0,58 % 0,60  %  
22 7967,61 9220,83 7973,18 9218,64 0,06 % 0,02  %  

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Noeuds 

 
Réactions 

(N) 
Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

Elément 
Barre S1 

Elément 
Barre S2 

1 

1

1

y

x

R

R
 

21597 
6769 

20868,08 
52,99 

21631 
6766,50 

20931,697 
0 

0,15 % 
0,03 % 

0,3   % 
0      % 

2 

2

2

y

x

R

R
 

-21265 
6877 

-20904,76 
13469,11 

-21298 
6879,56 

-20969,458 
13521,161 

0,15 % 
0,03 % 

0,3    % 
0,38  % 

27 

27

27

y

x

R

R
 

-20081 
5715 

-20377,88 
11431,92 

-20111 
5715,66 

-20440,797 
11478,838 

0,14 % 
0,01 % 

0,3    % 
0,4    % 

28 

28

28

y

x

R

R
 

19749 
5639 

20414,57 
45,98 

19779,25 
5638,26 

20478,559 
0 

0,15 % 
0,01 % 

0,31  % 
0       % 
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23 -2553,42 4121,79 -2555,78 4167,94 0,09 % 1,10  % 
24 1757,72 -11392,81 1760,01 -11410,95 0,13 % 0,15  % 
25 -7874,40 -3498,91 -7879,84 -3521,16 0,06 % 0,63  % 
26 662,14 11434,10 672,72 11448,71 1,57 % 0,12  % 
27 10275,75 -1728,52 10282,64 -1750,47 0,06 % 1,25  %  
28 -2546,92 -10473,59 -25563,10 -10474,35 0,36 % 0,007% 
29 1750,25 1458,94 1759,48 1478.83 0,52 % 1,34  % 
30 -10182,02 10506,95 -10188,74 10512,12 0,06 % 0,04  % 
31 -1815,95 -1752,08 -1826,83 -1750,47 0,59 % 0,09  % 
32 11001,22 -9529,61 11008,49 -9537,76 0,06 % 0,08  % 
33 397,25 1459,75 402,90 1478,83 1,40 % 1,29  % 
34 -1193,93 9555,02 -1199,72 9575,52 0,48 % 0,21  % 
35 -10907,50 -7602,40 -10914,58 -7668,90 0,06 % 0,86  % 
36 662,14 -5445,22 672,73 -5434,49 1,57 % 0,19  % 
37 10144,02 6417,72 10150,72 6478,83 0,06 % 0,94  % 
38 404,75 5462,68 403,42 5472,25 0,32 % 0,17  % 
39 -1200,46 -7625,82 -1199,20 -7668,90 0,10 % 0,56  % 
40 -10050,80 -1336,09 -10057,37 -1331,23 0,06 % 0,36  % 
41 -1814,42 6417,83 -1825,16 6478,83 0,58 % 0,94  % 
42 7706,16 1345,67 7711,51 1368,99 0,06 % 1,70  %   
43 3346,06 -13477,47 3359,62 -13587,33 0,40 % 0,80 % 
44 -4147,49 5913,89 -4161,43 5938,69 0,33 % 0,41 % 
45 -7609,92 11379,38 -7614,93 11478,83 0,06 % 0,86 % 
46 652,92 -5912,85 662,99 -5900,93 1,51 % 0,20 % 
47 3675,63 -13489,89 3678,24 -13587,33 0,07 % 0,71 % 
48 3369,55 13184,40 3376,65 13208,62 0,21 % 0,18 % 
49 -4138,00 11344,46 -4144,40 11478,83 0,15 % 1,17 % 
50 -3596,89 -13186,48 -3599,89 -13170,86 0,08 % 0,11 % 
51 -1761,20 -13434,93 -1770,13 -13587,33 0,50 % 1,12 % 
52 -1878,22 20414,57 -1877,77 20478,55 0,02 % 0,31 % 
53 6219,03 0 6239,68 0 0,33 % 0      % 
54 -7177,05  -7199,79  0,31 %  
55 2057,75  2059,05  0,06 %  
56 346,89  352,18  1,50 %  
57 -9353,45  -9359,26  0,06 %  
58 6766,71  6782,92  0,23 %  
59 -6642,36  -6656,56  0,21 %  
60 8955,40  8959,21  0,04 %  
61 -13,01  -14,67  11,3 %  
62 -16477,61  -16491,77  0,08 %  
63 6643,24  6673,93  0,45 %  
64 -6733,75  -6765,54  0,46 %  
65 16193,87  16208,35  0,08 %  
66 0  0  0%  
 
Tableau  10 :   Comparaisons des forces axiales  de  l’élément barre pour la première                               
                              et deuxième structure (troisième cas de conditions aux limites)  
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COMPARAISONS DES DEPLACEMENTS  (ELEMENT  POUTRE). 
 

Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
1 

1

1

1

θ
v
u

 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0      % 
0      % 
0      %     

0      % 
0      % 
0      % 

2 

2

2

2

θ
v
u

 
0,000727 
-0,000057 
0,000191 

0,000673 
-0,000135 
0,000235 

0,000735 
-0,000057 
0,000192 

0,000681 
-0,000136 
0,000235 

 

1,08 % 
0      % 
0,52 % 

1,17 % 
0,73 % 
0      % 

3 

3

3

3

θ
v
u

 
0,000031 
-0,000591 
0,000199 

-0,103 E-6 
-0,000785 
0,000264 

0,000031 
-0,000598 
0,000202 

-1,11 E-7 
-0,000794 
0,000268 

0      % 
1,17 % 
1,48 % 

0      % 
1,13 % 
0,74 % 

4 

4

4

4

θ
v
u

 
0,000704 
-0,000576 
0,000184 

0,000619 
-0,00092 
0,000226 

0,000712 
-0,000583 
0,000185 

0,000626 
-0,000931 
0,000229 

1,12 % 
1,2   % 
0,54 % 

1,11 % 
1,18 % 
1,31 % 

5 

5

5

5

θ
v
u

 
0,000115 
-0,001054 
0,000124 

0,000054 
-0,001503 
0,000168 

0,000116 
-0,001067 
0,000125 

0,000054 
0,001521 
0,00017 

0,86 % 
1,21 % 
0,8   %  

0      %  
1,18 % 
1,17 % 

6 

6

6

6

θ
v
u

 
0,000624 
-0,001089 
0,000126 

0,00051 
-0,001639 
0,000155 

0,000632 
-0,001102 
0,000127 

0,000516 
-0,001658 
0,000157 

1,26 % 
1,17 % 
0,78 % 

1,16 % 
1,14 % 
1,27 % 

7 

7

7

7

θ
v
u

 
0,000235 
-0,001363 
0,000069 

0,000163 
-0,001934 
0,000089 

0,000238 
-0,001380 
0,000070 

0,000165 
-0,001957 
0,00009 

1,26 % 
1,23 % 
1,42 % 

1,21 % 
1,17 % 
1,11 % 

8 

8

8

8

θ
v
u

 
0,000509 
-0,001352 
0,000069 

0,000383 
-0,00198 
0,000077 

0,000514 
-0,001368 
0,000069 

0,000387 
-0,002 

0,000077 

0,97 % 
1,16 % 
0      %  

1,03 % 
0,1   %  
0      % 

9 

9

9

9

θ
v
u

 
0,000374 
-0,001465 
-5,89 E-9 

0,000291 
-0,002113 
2,77 E-6 

0,000378 
-0,001483 
4,04 E-10 

0,000294 
-0,002138 
2,82 E-6 

1,05 % 
1,21 % 
0      % 

1,02 % 
1,16 % 
1,77 % 

10 

10

10

10

θ
v
u

 
0,000374 
-0,001499 
-5,34 E-9 

0,000237 
-0,002158 
-0,000016 

0,000379 
-0,001517 
3,06 E-10 

0,00024 
-0,002184 
-0,000016 

1,31 % 
1,18 % 
0      %  

1,25 % 
1,19 % 
0      %  

11 

11

11

11

θ
v
u

 
0,000513 
-0,001364 
-0,000068 

0,000436 
-0,001958 
-0,000091 

0,000519 
-0,001380 
-0,000069 

0,000441 
-0,001981 
-0,000091 

1,15 % 
1,15 % 
1,44 % 

1,13 % 
1,16 % 
0      %  
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12 

12

12

12

θ
v
u

 
0,00024 

-0,001352 
-0,000068 

0,00011 
-0,001913 
-0,000102 

0,000243 
-0,001369 
-0,000069 

0,000111 
-0,001936 
-0,000103 

1,23 % 
1,24 % 
1,44 % 

0,9   % 
1,18 % 
0,97 % 

13 

13

13

13

θ
v
u

 
0,000634 
-0,001056 
-0,000128 

0,000564 
-0,00155 
-0,000168 

0,000641 
-0,001068 
-0,000129 

0,00057 
-0,00156 
-0,000169 

1,09 % 
1,12 % 
0,77 % 

1,05 % 
0,64 % 
0,59 % 

14 

14

14

14

θ
v
u

 
0,000124 
-0,00109 
-0,000128 

4,34 E-7 
-0,001505 
-0,000187 

0,000125 
-0,001103 
-0,000128 

4,08 E-7 
-0,001523 
-0,00019 

0,8   % 
1,17 % 
0      % 

0      % 
1,18 % 
1,57 % 

15 

15

15

15

θ
v
u

 
0,000718 
-0,000593 
-0,000176 

0,000673 
-0,000855 
-0,000245 

0,000726 
-0,0006 

-0,000178 

0,000681 
-0,000865 
-0,000248 

1,1   % 
1,16 % 
1,12 % 

1,17 % 
1,15 % 
1,2   %  

16 

16

16

16

θ
v
u

 
0,000044 
-0,000578 
-0,000174 

-0,000054 
-0,00072 
-0,00024 

0,000044 
-0,000584 
-0,000176 

-0,000055 
-0,000728 
-0,000243 

0      %  
1,02 % 
1,13 % 

1,81 % 
1,09 % 
1,23 % 

17 

17

17

17

θ
v
u

 
0,00075 

0 
-0,000191 

0,000728 
0 

-0,000239 

0,000758 
0 

-0,000193 

0,000736 
0 

-0,000241 

1,05 % 
0      %  
1,03 % 

1,08 % 
0      %  
0,82 % 

18 

18

18

18

θ
v
u

 
0,000021 
-0,000057 
-0,000168 

-0,000055 
-3,22 E-7 
-0,000213 

 

0,000021 
-0,000057 
0,00017 

-0,000055 
-3,53 E-7 
-0,000215 

0      %  
0      % 
1,17 % 

0      % 
0      % 
0,93 % 

 
 
Tableau  11 :   Comparaisons des déplacements de  l’élément poutre pour la première                               
                              et deuxième structure (premier cas de conditions aux limites)  
 
 
 
COMPARAISONS DES REACTIONS. 
 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Noeuds 

 
Réactions 

(N) 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
1 

1

1

y

x

R

R
 

1rM  

2,07 E-12 
15022,41 
-511,01 

-7,44 E-11 
15019,89 
-453,44 

2,07 E-7 
15024,19 
551,75 

1,00 E-6 
15021,5 
-490,36 

0      % 
0,01 % 
7,38 % 
 

0        % 
0,01   % 
7,52   % 
 

27 
27yR  

 
14977,59 14980,11 14975,80 14978,84 0,01 % 

 
0,008 % 
 

 
 
Tableau 12 :   Comparaisons des réactions de  l’élément poutre pour la première                                                   
                              et deuxième structure (premier cas de conditions aux limites)  
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COMPARAISONS DES FORCES AXIALES. 
 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Eléments 

 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2 
1 -6226,60 -14825,46 -6219,52 -14810,09 0,11   % 0,10  % 
2 5404,85 -17,85 5396,65 -19,14 0,15   % 6,73  % 
3 -10218,35 17495,01 -10211,96 17472,55 0,06   % 0,12  % 
4 7385,69 -9368,68 7378,81 -9357,63 0,06   % 0,11  % 
5 -3925,42 -14909,34 -3919,80 -14902,45 0,14   % 0,04  % 
6 1664,31 9427,92 1657,57 9422,06 0,40   % 0,06  % 
7 14492,09 17634,17 14484,28 17624,50 0,05   % 0,05  % 
8 -9524,71 -18879,40 -9525,55 -18869,68 0,008 % 0,05  % 
9 8222,71 -14905,75 8221,53 -14897,55 0,01   % 0,05  % 
10 -13793,53 18912,70 -13784,35 18905,71 0,06   % 0,03  % 
11 -3768,76 5909,52 -3765,39 5908,99 0,08   % 0,008% 
12 20906,04 -22087,16 20898,75 -22080,93 0,03   % 0,02  % 
13 -3742,45 -4992,44 -3742,86 -4992,05 0,01   % 0,007% 
14 2195,00 22106,02 2196,06 22101,39 0,04   % 0,02  % 
15 -20079,36 5865,86 -20072,53 5861,08 0,03   % 0,08  % 
16 1269,02 -25248,47 1266,75 -25241,61 0,17   % 0,02  % 
17 24073,41 -4989,99 24067,23 -4988,88 0,02   % 0,02  % 
18 -3711,76 25251,27 -3711,59 25244,65 0,004 % 0,02  % 
19 2204,11 -5835,34 2203,83 -5828,11 0,01   % 0,12  % 
20 -23267,71 -22128,47 -23261,53 -22125,66 0,02   % 0,01  % 
21 -3704,57 4924,78 -3702,46 4918,34 0,05   % 0,13  % 
22 24087,46 22115,35 24082,39 22111,45 0,02   % 0,01  % 
23 2177,92 -5881,95 2175,55 -5879,38 0,10   % 0,02  % 
24 -3684,30 -18959,40 -3681,90 -18956,15 0,06   % 0,01  % 
25 -23282,43 4931,36 -23277,46 4926,07 0,02   % 0,10  % 
26 1271,06 18930,54 1269,03 18924,90 0,15   % 0,02  % 
27 20949,31 -17582,67 20945,50 -17568,23 0,01   % 0,08  % 
28 2168,07 -9508,15 2167,01 -9508,98 0,04   % 0,008% 
29 -3721,12 14817,01 -3720,01 14801,56 0,02   % 0,10  % 
30 -20119,49 9463,63 -20115,79 9460,68 0,01   % 0,03  % 
31 -3779,91 -17606,98 -3777,78 -17594,74 0,05   % 0,06  % 
32 14560,04 -28,70 14557,53 -31,06 0,01   % 7,59  % 
33 8195,64 -35,43 8192,15 -38,31 0,04   % 7,51  % 
34 -9474,67  -9471,08  0,03   %  
35 -13876,21  -13873,81  0,01   %  
36 1713,55  1711,61  0,11   %  
37 5499,57  5499,07  0,009 %  
38 7423,37  7420,04  0,04   %  
39 -10252,38  -10249,17  0,03   %  
40 -3984,19  -3983,45  0,01   %  
41 -6285,15  -6283,47  0,02   %  
 
Tableau 13 :   Comparaisons des forces axiales de  l’élément poutre  pour la première                               
                              et deuxième structure (premier cas de conditions aux limites)  
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COMPARAISONS DES DEPLACEMENTS  (ELEMENT  POUTRE). 
 

Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
1 

1

1

1

θ
v
u

 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0       % 
0       % 
0       % 

0      % 
0      % 
0      % 

2 

2

2

2

θ
v
u

 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0       % 
0       % 
0       % 

0      % 
0      % 
0      % 

3 

3

3

3

θ
v
u

 
-0,000093 
-0,000207 
0,000076 

-0,000106 
-0,000346 
0,000136 

-0,000094 
-0,000209 
0,000077 

-0,000107 
-0,000349 
0,000138 

1,06  % 
0,95  % 
1,29  % 

0,93 % 
0,85 % 
1,44 % 

4 

4

4

4

θ
v
u

 
0,000092 
-0,000202 
0,00008 

0,000039 
-0,000513 
0,000164 

0,000093 
-0,000204 
0,00008 

0,000039 
-0,000519 
0,000166 

1,07  % 
0,98  % 
0       % 

0      %  
1,15 % 
1,2   % 

5 

5

5

5

θ
v
u

 
-0,000113 
-0,000466 
0,000072 

-0,000144 
-0,000908 
0,000125 

-0,000114 
-0,000471 
0,000073 

-0,000145 
-0,000919 
0,000127 

0,87  % 
1,06  % 
1,36  % 

0,68 % 
1,19 % 
1,57 % 

6 

6

6

6

θ
v
u

 
0,000117 
-0,000499 
0,000071 

9,11 E-6 
-0,001077 
0,000106 

0,000118 
-0,000504 
0,000072 

9,3 E-6 
-0,001089 
0,000107 

0,84  % 
0,99  % 
1,38  % 

0      % 
1,1   % 
0,93 % 

7 

7

7

7

θ
v
u

 
-0,00008 
-0,000685 
0,000052 

-0,000114 
-0,001285 
0,000074 

-0,000081 
-0,000693 
0,000052 

-0,000115 
-0,0013 

0,000074 

1,23  % 
1,15  % 
0       % 

0,86 % 
1,15 % 
0      %  

8 

8

8

8

θ
v
u

 
0,000089 
-0,000674 
0,000052 

-0,000052 
-0,001363 
0,000064 

0,00009 
-0,000682 
0,000053 

-0,000052 
-0,001379 
0,000065 

1,11  % 
1,17  % 
1,88  % 

0      % 
1,16 % 
1,53 % 

9 

9

9

9

θ
v
u

 
-0,000013 
-0,0008 

0,000016 

-0,000053 
-0,001493 
0,000014 

-0,000013 
-0,000809 
0,000015 

-0,000053 
-0,00151 
0,000014 

0       % 
1,11  % 
3,25  % 

0      % 
1,12 % 
0      %  

10 

10

10

10

θ
v
u

 
0,000027 
-0,000834 
0,000016 

-0,000145 
-0,001571 
3,22 E-6 

0,000027 
-0,000844 
0,000015 

-0,000146 
-0,00159 
3,11 E-6 

0       % 
1,18  % 
0       % 

0,68 % 
1,19 % 
0      %  

11 

11

11

11

θ
v
u

 
0,00007 

-0,000792 
-0,000028 

0,00004 
-0,001434 
-0,000058 

0,00007 
-0,000802 
-0,000028 

0,00004 
-0,001451 
-0,000058 

0       % 
1,24  % 
0       % 

0      % 
1,17 % 
0      % 
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12 

12

12

12

θ
v
u

 
-0,000052 
-0,000781 
-0,000028 

-0,000233 
-0,001422 
-0,000069 

-0,000052 
-0,000790 
-0,000028 

-0,000235 
-0,001439 
-0,000069 

0      % 
1,13 % 
0      % 

0,85 % 
1,18 % 
0      % 

13 

13

13

13

θ
v
u

 
0,000151 
-0,000638 
-0,00007 

0,000128 
-0,001173 
-0,000121 

0,000152 
-0,000646 
-0,00007 

0,000129 
-0,001187 
-0,000122 

0,65 % 
1,23 % 
0      % 

0,77 % 
1,17 % 
0,81 % 

14 

14

14

14

θ
v
u

 
-0,000128 
-0,000672 
-0,00007 

-0,000315 
-0,001161 
-0,000139 

-0,000129 
-0,000680 
-0,00007 

-0,000319 
-0,001175 
-0,00014 

0,77 % 
1,17 % 
0      % 

1,25 % 
1,19 % 
0,71 % 

15 

15

15

15

θ
v
u

 
0,000211 
-0,000369 
-0,000106 

0,00021 
-0,000658 
-0,000187 

0,000213 
-0,000373 
-0,000107 

0,000212 
-0,000666 
-0,00019 

0,93 % 
1,07 % 
0,93 % 

0,94 % 
1,2   % 
1,57 % 

16 

16

16

16

θ
v
u

 
-0,000184 
-0,000356 
-0,000106 

-0,000357 
-0,000556 
-0,000186 

-0,000185 
-0,000360 
-0,000107 

-0,000361 
-0,000562 
-0,000189 

0,54 % 
1,11 % 
1,07 % 

1,1   %  
1,06 % 
1,58 % 

17 

17

17

17

θ
v
u

 
0,000233 

0 
-0,000117 

0,000252 
0 

-0,000185 

0,000236 
0 

-0,000118 

0,000254 
0 

-0,000187 

1,27 % 
0      %  
0,84 % 

0,78 % 
0      %  
1,06 % 

18  

18

18

18

θ
v
u

 
-0,0002 

-0,000041 
-0,0001 

-0,000357 
-2,39 E-7 
-0,000165 

-0,000202 
-0,000041 
-0,000101 

-0,000361 
-2,62 E-7 
-0,000166 

0,99 % 
0      %  
0,99 % 

1,1   %  
0      % 
0,6   % 

 
Tableau 14 :   Comparaisons des déplacements de  l’élément poutre  pour la première                            
                              et deuxième structure (deuxième cas de conditions aux limites) 
 
COMPARAISONS DES REACTIONS. 
 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Noeuds 

 
Réactions 

(N) 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
1 

1

1

y

x

R

R
 

1r
M  

22225,85 
9540,74 
-101,07 

18374,98 
71,97 

-147,61 

22222,74 
9541,25 
109,23 

18371,12 
78,08 

-159,63 

0,01   % 
0,005 % 
7,47   % 

0,02   % 
7,82   % 
7,52   % 

2 

2

2

y

x

R

R
 

2r
M  

-22225,85 
9854,63 
-96,93 

-18374,98 
18572,14 
-250,68 

-22222,74 
9854,18 
104,61 

 

-18371,12 
18566,68 
-271,16 

0,01   % 
0,004 % 
7,34   % 

0,02   % 
0,02   % 
7,55   % 

27 
27yR  10604,64 11355,89 10604,55 11355,22 0        % 0,005 % 

 
Tableau  15 :   Comparaisons des réactions de  l’élément poutre  pour la première                               
                              et deuxième structure (deuxième cas de conditions aux limites)  
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COMPARAISONS DES FORCES AXIALES. 
 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Eléments 

 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2 
1 0 0 0 0 0        % 0        % 
2 -16210,86 -18374,98 -16209,78 -18371,12 0,006 % 0,02   % 
3 -11238,67 21829,78 -11234,51 21810,11 0,03   % 0,09   % 
4 11615,91 6689,33 11611,19 6695,43 0,04   % 0,09   % 
5 16009,95 -18420,36 16009,24 -18402,01 0,004 % 0,09   % 
6 609,13 -6624,23 608,21 -6624,71 0,15   % 0,007 % 
7 -3353,42 21880,05 -3354,12 21865,42 0,02   % 0,06   % 
8 -12368,14 -5108,03 -12365,31 -5100,19 0,02   % 0,15   % 
9 10524,26 -18514,62 10521,83 -18504,77 0,02   % 0,05   % 
10 4337,95 5153,17 4338,25 5150,76 0,006 % 0,04   % 
11 -3587,52 10167,61 -3585,87 10163,36 0,04   % 0,04   % 
12 5657,22 -10609,89 5656,64 -10606,55 0,01   %  0,03   % 
13 -6278,81 -8584,28 -6278,22 -8580,11 0,009 % 0,04   % 
14 4824,13 10640,32 4823,40 10639,54 0,01   % 0,007 % 
15 -4879,65 10123,65 -4879,05 10115,11 0,01   % 0,08   % 
16 1237,45 -16065,71 1235,59 -16061,06 0,15   % 0,02   % 
17 11621,83 -8584,67 11620,95 -8580,21 0,007 % 0,05   % 
18 -6300,10 16080,00 -6298,20 16076,58 0,03   % 0,02   % 
19 4777,28 -1577,77 4775,45 -1574,33 0,03   % 0,21   % 
20 -10808,08 -15239,91 -10807,32 -15238,65 0,007 % 0,008 % 
21 -3697,51 1330,74 -3695,50 1327,75 0,05   % 0,22   % 
22 14400,21 15238,31 14399,30 15236,92 0,006 % 0,009 % 
23 -404,29 -1624,17 -405,08 -1625,37 0,19   % 0,07   % 
24 -1104,21 -14365,13 -1103,40 -14362,76 0,07   % 0,01   % 
25 -13594,07 1336,17 -13593,24 1334,19 0,006 % 0,14   % 
26 1260,58 14347,85 1258,62 14344,05 0,15   % 0,02   % 
27 14022,11 -13326,42 14021,28 -13315,87 0,005 % 0,07   % 
28 -399,12 -7207,74 -398,61 -7208,75 0,12   % 0,01   % 
29 -1126,26 11227,65 -1126,77 11216,07 0,04   % 0,10   % 
30 -13206,98 7174,11 -13206,23 7172,25 0,005 % 0,02   % 
31 -3724,76 -13346,96 -3722,79 -13338,35 0,05   % 0,06   % 
32 10451,16 -21,72 10450,39 -23,50 0,007 % 7,57   % 
33 5533,66 -26,31 5531,81 -28,43 0,03   %  7,45   % 
34 -6974,09  -6972,00  0,02   %   
35 -9681,41  -9680,85  0,005 %  
36 1397,81  1396,25  0,11   %   
37 3869,88  3870,02  0,003 %  
38 5301,74  5299,94  0,03   %  
39 -7213,88  -7212,51  0,01   %  
40 -2845,21  -2844,96  0,008 %  
41 -4487,94  -4487,14  0,01   %  
 
Tableau  16 :   Comparaisons des forces axiales de  l’élément  poutre pour la première                               
                              et deuxième structure (deuxième cas de conditions aux limites)  
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COMPARAISONS DES DEPLACEMENTS  (ELEMENT  POUTRE). 
 

Pro   Sap 2000 Pro     Développé % Erreur 
Noeuds Déplacements Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
1 

1

1

1

θ
v
u

 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0       % 
0       % 
0       % 

0      % 
0      % 
0      % 

2 

2

2

2

θ
v
u

 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0       % 
0       % 
0       % 

0      % 
0      % 
0      % 

3 

3

3

3

θ
v
u

 
-0,000066 
-0,000156 
0,000055 

-0,000086 
-0,000273 
0,000109 

0,000066 
-0,000158 
0,000056 

-0,000087 
-0,000276 
0,00011 

0       % 
1,26  % 
1,78  % 

1,48 % 
1,08 % 
0,9   %  

4 

4

4

4

θ
v
u

 
0,000062 
-0,00015 
0,000059 

0,000032 
-0,000405 
0,000131 

0,000062 
-0,000151 
0,00006 

0,000032 
-0,000409 
0,000133 

0       % 
0,66  % 
1,66  % 

0      % 
0,97 % 
1,5   % 

5 

5

5

5

θ
v
u

 
-0,000074 
-0,000337 
0,000047 

-0,000119 
-0,00072 
0,000097 

-0,000075 
-0,000340 
0,000047 

-0,00012 
-0,000728 
0,0000987 

1,33  % 
0,88  % 
0       % 

0,83 % 
1,09 % 
1,72 % 

6 

6

6

6

θ
v
u

 
0,000072 
-0,000369 
0,000046 

0,000011 
-0,000853 
0,000079 

0,000072 
-0,000373 
0,000046 

0,0000109 
-0,000862 
0,0000801 

0       % 
1,07  % 
0       %  

0,91 % 
1,04 % 
1,37 % 

7 

7

7

7

θ
v
u

 
-0,000046 
-0,000472 
0,000028 

-0,000099 
-0,000992 
0,000052 

-0,000046 
-0,000477 
0,000028 

-0,0001 
-0,001 

0,000053 

0       % 
1,04  % 
0       %  

1      %  
0,8   % 
1,88 % 

8 

8

8

8

θ
v
u

 
0,000045 
-0,00046 
0,000028 

-0,000028 
-0,001034 
0,000044 

0,000045 
-0,000465 
0,000028 

-0,000028 
0,001046 
0,000044 

0       % 
1,07  % 
0       % 

0      % 
1,14 % 
0      % 

9 

9

9

9

θ
v
u

 
2,19 E-20 
-0,000516 
-4,92 E-20 

-0,000062 
-0,001125 
6,43 E-6 

8,05 E-17 
-0,000522 
5,23 E-17 

-0,000062 
-0,001138 
6,54 E-6 

0       % 
1,014% 
0       % 

0      % 
1,14 % 
0      % 

10 

10

10

10

θ
v
u

 
-4,68 E-20 
-0,000549 
-2,92 E-20 

-0,000083 
-0,001167 
9,71 E-6 

-5,92 E-17 
-0,000555 
3,87 E-17 

 

-0,000083 
-0,00118 
9,82 E-6 

0       % 
1,08  % 
0       % 

0      % 
1,1   % 
0      % 

11 

11

11

11

θ
v
u

 
0,000046 
-0,000472 
-0,000028 

8 E-06 
-0,001039 
-0,000046 

0,000046 
-0,000477 
-0,000028 

8,07 E-06 
-0,001051 
-0,000047 

0       % 
1,04  % 
0       % 

0      % 
1,14 % 
2,12 % 
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12 

12

12

12

θ
v
u

 
-0,000045 
-0,00046 
-0,000028 

-0,000119 
-0,000991 
-0,000055 

-0,000045 
-0,000465 
0,000028 

-0,00012 
-0,001 

-0,000056 

0       % 
1,07  % 
0       % 

0,83 % 
0,9   % 
1,78 % 

13 

13

13

13

θ
v
u

 
0,000074 
-0,000337 
-0,000047 

0,000027 
-0,000818 
-0,000081 

0,000075 
-0,000340 
-0,000047 

0,0000268 
-0,000827 
-0,000081 

1,33  % 
0,88   % 
0        % 

0,74 % 
1,08 % 
0      % 

14 

14

14

14

θ
v
u

 
-0,000072 
-0,000369 
-0,000046 

-0,000135 
-0,00077 
-0,000096 

-0,000072 
-0,000373 
-0,000046 

-0,000136 
-0,000778 
-0,000097 

0        % 
1,07   % 
0        % 

0,73 % 
1,02 % 
1,62 % 

15 

15

15

15

θ
v
u

 
0,000066 
-0,000156 
-0,000055 

0,000041 
-0,000428 
-0,000127 

0,000066 
-0,000158 
-0,000056 

0,000041 
-0,000432 
-0,000129 

0        % 
1,26   % 
1,78   % 

0      %  
0,92 % 
1,55 % 

16 

16

16

16

θ
v
u

 
-0,000062 
-0,00015 
-0,000059 

-0,000095 
-0,00029 
-0,000119 

-0,000062 
-0,000151 
-0,000060 

-0,000096 
-0,000293 
-0,000121 

0        % 
0,66   % 
1,66   % 

1,65 % 
1,02 % 
1,65 % 

17 

17

17

17

θ
v
u

 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0    % 
0    % 
0    %  

0    % 
0    % 
0    % 

18 

18

18

18

θ
v
u

 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0    % 
0    % 
0    % 

0    % 
0    % 
0    % 

 
Tableau 17 :   Comparaisons des déplacements de  l’élément poutre  pour la première                               
                              et deuxième structure (troisième cas de conditions aux limites)  
 
 
 
 
 
COMPARAISONS DES REACTIONS. 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Noeuds 

 
Réactions 

(N) 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
Elément 

Poutre S1 
Elément 

Poutre S2 
1 

1

1

y

x

R

R
 

1r
M  

16119,77 
7390,04 
-76,42 

14967,7 
56,4 

-116,26 

16117,11 
7390,53 
-82,23 

14962,28 
61,17 
-125,7 

0,01   % 
0,006 % 
7,06   % 

0,03  % 
7,79  % 
7,5    % 

2 

2

2

y

x

R

R
 

2r
M  

-15480,73 
7609,96 
-72,45 

-14739,6 
14584,27 
-196,73 

-15478,08 
7609,46 
-78,18 

-14734,2 
14579,58 
-212,75 

0,01   % 
0,006 % 
7,32   % 

0,03  % 
0,03  % 
7,52  % 
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17 

27

27

y

x

R

R
 

17rM  

-16119,77 
7390,04 
76,42 

-16783,48 
15302,39 
214,23 

-16117,11 
7390,53 
82,61 

-16777,16 
15297,54 

231,9 

0,01   % 
0,006 % 
7,49   % 

0,03  % 
0,03  % 
7,61  % 

18 

28

28

y

x

R

R
 

18rM                

15480,73 
7609,96 
72,45 

16555,37 
56,95 

120,58 

15478,08 
7609,46 
78,18 

16549,075 
61,69 

130,26 
 

0,01   % 
0,006 % 
7,32   % 

0,003% 
7,68  % 
7,43  % 

 
Tableau  18 :   Comparaisons des réactions de  l’élément poutre  pour la première                               
                              et deuxième structure (troisième cas de conditions aux limites)  
 
 
COMPARAISONS DES FORCES AXIALES. 
 

Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Eléments 

 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2 
1 0 0 0 0 0         % 0       % 
2 -11460,65 -14967,70 -11459,50 -14962,28 0,01    % 0,03  % 
3 -8704,85 17143,39 -8701,69 17127,59 0,03    % 0,09  % 
4 8971,05 5562,58 8967,34 5565,19 0,04    % 0,04  % 
5 10680,29 -14463,65 10679,54 -14448,74 0,00    % 0,10  % 
6 685,99 -5739,03 685,04 -5737,14 0,13    % 0,03   % 
7 -1393,68 17174,64 -1394,07 17161,99 0,02    % 0,07   % 
8 -9808,71 -3697,91 -9806,31 -3694,69 0,02    % 0,08   % 
9 7893,15 -14542,13 7891,14 -14534,20 0,02    % 0,05   % 
10 1777,77 3502,49 1777,80 3501,97 0,001  % 0,01   % 
11 -3523,96 5464,88 -3522,32 5462,96 0,04    % 0,03   % 
12 4836,36 -6666,01 4836,10 -6665,36 0,005  % 0,009 % 
13 -3724,18 -4614,14 -3724,15 -4612,18 0,0008% 0,04   % 
14 2190,54 6455,63 2190,34 6456,49 0,009  % 0,01   % 
15 -4655,35 5420,38 -4655,04 5414,10 0,006  % 0,11   % 
16 1302,52 -9587,42 1300,65 -9585,22 0,14    % 0,02   % 
17 8017,97 -4614,13 8017,47 -4611,81 0,006  % 0,05   % 
18 -3743,45 9360,99 -3742,09 9358,94 0,03    % 0,02   % 
19 2145,28 -6281,41 2143,98 -6275,77 0,06    % 0,08   % 
20 -7802,71 -6227,10 -7802,30 -6227,94 0,005  % 0,01   % 
21 -3628,07 5300,52 -3626,10 5295,27 0,05    % 0,09   % 
22 8017,97 5984,57 8017,47 5984,20 0,006  % 0,006 % 
23 2145,28 -6324,99 2143,98 -6323,60 0,06    % 0,02   % 
24 -3743,45 -2919,30 -3742,09 -2818,92 0,03    % 1.91   % 
25 -7802,71 5311,82 -7802,30 5308,29 0,005  % 0,06   % 
26 1302,52 2562,22 1300,65 2559,49 0,14    % 0,10   % 
27 4836,36 -18042,45 4836,10 -18031,09 0,005  % 0,06   % 
28 2190,51 6879,79 2190,34 6877,87 0,007  % 0,02   % 
29 -3724,18 15159,60 -3724,15 15142,32 0,0008% 0,11   % 
30 -4655,35 -7159,16 -4655,04 -7161,68 0,006  % 0,03   % 
31 -3523,96 -17977,96 -3522,32 -17960,48 0,04    % 0,09   % 
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Progr Sap 2000 Progr  Développé % d’erreur  
Eléments 

 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
La force axiale 

E Poutre S1 
La force axiale 

E Poutre S2 
Erreur 

S1 
Erreur 

S2 
32 -1393,68 16555,37 -1394,07 16549,07 0,02    % 0,03   % 
33 7893,15 0 7891,14 0 0,02    % 0        % 
34 -9808,71  -9806,31  0,02    %   
35 1777,77  1777,80  0,001  %  
36 685,99  685,04  0,13    %  
37 -11460,65  -11459,50  0,01    %  
38 8971,05  8967,34  0,04    %  
39 8704,85  -8701,69  0,03    %  
40 10680,29  10679,54  0,007  %  
41 0  0  0         %  
 
 
Tableau  19 :   Comparaisons des forces axiales de  l’élément  poutre pour la première                               
                              et deuxième structure (troisième cas de conditions aux limites)  
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IV.10  Les déformations des structures 
 

 

 
 

a- structure №1 exemple 1 

 
 
 

b - structure №1 exemple 2 
 
 

 
C - structure №1 exemple 3 

 
Fig.4.5 : Déformation de la structure № 1 (élément barre) 
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a- structure №2 exemple 1 

 
 

b- structure №2  exemple 2 

 
 
 
 

C - structure №2  exemple 3 
 

Fig.4.6. : Déformation de la structure № 2 (élément barre) 
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a- structure №1 exemple 1 
 

 
 
 
 

b - structure №1  exemple 2 
 

 
 
                                                            

C - structure № 1  exemple 3 
 

Fig.4.7 : Déformation de la structure № 1 (élément poutre) 
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a - structure № 2  exemple 1 
 
 

 
 
 
 

b - structure № 2  exemple 2 
 
 

 
 
 

C - structure № 2  exemple 3 
 

Fig.4.8:Déformation de la structure № 2 (élément poutre) 
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IV.11 Les digrammes des  forces axiales 
 

 
a- structure №1 exemple 

1

 b - structure №1 exemple 2 

 
                                              C - structure №1 exemple 3 
 
                                                                   Valeur positive 
   
                                                                   Valeur négative 

 
Fig.IV.9 : les forces axiales pour la structure № 1 (élément barre) 
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a - structure № 2 exemple 1 
 
 
 

 
 
 

b - structure №2 exemple 2 
 
 

 
 
                                                       C - structure № 2 exemple 3 
 

Fig.IV.10 : les forces axiales pour la structure № 2 (élément barre) 
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a- structure №1 exemple 1 
  
 

 
 
 

b - structure №1 exemple 2 
 
 
 

 
 

C - structure №1 exemple 3 
 

Fig.IV.11 : les forces axiales pour la structure № 1 (élément poutre) 
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a - structure № 2  exemple 1 
 
 
 

 
 
 
 

b - structure №2  exemple 2 
 
 

 
                               

 
C - structure № 2  exemple 3 

                                                                
                                                                   Valeur positive 
   
                                                                   Valeur négative 
 

Fig.IV.12 : les forces axiales pour la structure № 2 (élément poutre) 
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IV.9  Discussion des résultats 

 

La méthode des éléments finis est une technique très puissante pour l’analyse des 

structures discrètes, puisqu’elle repose essentiellement sur les calculs numériques. Elle permet 

la détermination des déplacements à n’importe quel nœud de la structure. L’objet essentiel du 

calcul de ces déplacements est de déterminer les forces axiales, ainsi que les contraintes dans 

n’importe quel élément de la structure.  

 

Suite aux résultats obtenus par le programme développé, on arrive à tirer les 

constatations suivantes : 

1- En premier lieu, on peut dire que ce programme développé donne des résultats 

identiques lorsqu’on utilise l’élément barre ou l’élément poutre. 

2- Ce programme développé permet de calculer les déplacements dans chaque nœud, et 

de voir ainsi la déformation de la structure. 

3- Ce programme développé donne les forces axiales dans chaque élément, ce qui permet 

de déterminer les contraintes maximales et minimales dans chaque structure suivant 

les conditions aux limites définis dans chaque cas comme illustré dans le tableau 

suivant : 

Structures Valeur de la 
contrainte maximale  Numéro d’élément 

1ère structure élément barre (Exemple 1) 31869,08 32 
1ère structure élément barre (Exemple 2) 25280,21 02 
1ère structure élément barre (Exemple 3) 17345,54 02 
2ème structure élément barre (Exemple 1) 31179,48 30 
2ème structure élément barre (Exemple 2) 28563,17 02 
2ème structure élément barre (Exemple 3) 20931,69 02 
1ère structure élément poutre (Exemple 1) 24082,39 22 
1ère structure élément poutre (Exemple 2) 16209,78 02 
1ère structure élément poutre (Exemple 3) 11459,50 02 
2ème structure élément poutre (Exemple 1) 25244,65 18 
2ème structure élément poutre (Exemple 2) 21865,42 07 
2ème structure élément poutre (Exemple 3) 17960,48 31 
 

4- Ce programme permet le choix des meilleures conditions aux limites pour une 

structure dont les contraintes sont minimales, en prenant cette structure sous les 

mêmes excitations extérieurs (i.e : structure N°1, structure N°2) et en variant ces 

conditions (1er, 2ème et 3ème cas).  
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Enfin, on peut dire que le programme développé à prouver son efficacité dans les calculs des 
structures discrètes en utilisant la méthode des éléments finis.   
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