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Notation
K Corps des scalaires (K = R ou C).

e élément neutre ou distingué, on prend 0 si X est normé.

(X; d) Espace métrique.

(X; k:k) Espace vectoriel normé.

Lp Espaces de Lebesgue.

C(K) L�espace des fonctions continues de K dans R.

`p(X); (resp. `np (X)) Espace des suites (resp. �nies) absolument p-sommables.

`p;w(X); (resp. `np;w(X)) L�espace des suites (resp. �nies) faiblement p-sommables.

h:; :i Produit scalaire.

L(X; Y ) L�espace des applications linéaires de X dans Y .

L(X; Y ) L�espace des opérateurs linéaires continues de X dans Y .

X� Espace dual (topologique) de X.

p� L�exposant conjugué de p, i.e., 1
p
+ 1

p� = 1.

iX Injection canonique.

`1(X) Espace des suites bornées de X dans R.

BX La boule d�unité fermée de l�espace X : BX := fx 2 X; kxk � 1g.

T : X ,! Y T est isométrie.

�(X;X�) Topologie faible dé�nie sur X.

�(X�; X) Topologie �-faible dé�nie sur X�.

�p(X; Y ) L�espace des opérateurs linéaires p-sommable de X dans Y .
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Introduction

Ce mémoire s�inscrit dans le cadre de la théorie des opérateurs multilinéaires Lipschitziens.

Il porte essentiellement sur les résultat de l�article de � Lipschitz p-summing multilinear

operators�de J. C. Angulo-López et M. Fernández-Unzueta. L�idée de base est de transforer

la dé�nition des applications Lipschiziennes sommants aux opérateurs multilinéaires.

Le mémoire s�articule autour de trois chapitres.

Dans le premier chapitre; on rappelle les résultats que on a besoin dans la suite de ce

mémoire. Commençons par donner la dé�nition d�un espace de Banach ainsi que de Hilbert

et quelques propriétés relatives à ces deux types d�espaces. On donne la dé�nition des

opérateurs linéaires et quelques propriétés. Ensuite, on étudie les opérateurs multilinéaires.

Quelques notions et propriétés serons exposées; telles que: l�opérateur adjoint, le produit

tensoriel, l�opérateur linéairisé et en�n le produit tensoriel. On termine ce chapitre par

mettre l�accent sur les application Lipschitziennes.

Le deuxième chapitre sera consacré à étudier les opérateurs sommants, version linéaire,

multilinéaire et en�n Lipschitzienne. Tout d�abord on fait un rappel sur les espaces de

suites, puis on introduit la dé�nition des opérateurs linéaire sommant. Ensuite, on exposera

la dé�nition des opérateurs multilinaires sommant avec quelques types d�opérateurs célèbres.

Finalement, on termine ce chapitre par les opérateurs Lipschitziennes sommant.

Le troisième chapitre sera consacré à étudier l�article �Lipschitz p-summing multilinear

operators�. On va faire une étude détaillé sur ce nouvel type d�opérateurs.
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Chapter 1

Généralité sur les opérateurs

multilinéaires et applications

lipschitziennes

1.1 Introduction

Dans ce chapitre on va présenter les dé�nitions et notions qu�on a besoin dans le suite.

On commence par les espaces vectoriels puis les espaces de Banach et Hilbert. Ensuite, on

va donner la dé�nition d�un opérateur linéaire ainsi que l�espace des opérateurs linéaires

et l�espace dual. Les opérateurs multilinéares et les application Lipschitziennes sont aussi

présentés dans à la �n de ce chapitre.

1.2 Espace vectoriel

Un espace vectoriel est un ensemble formé des vecteurs, de sorte que l�on puisse additionner

(et soustraire) deux vecteurs x , y pour en former troisième x + y (ou x � y) et aussi a�n

que l�on puisse multiplier chaque vecteur x par un scalaire � pour obtenir un vecteur�x.
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1.2. Espace vectoriel

Dé�nition 1.1 (Espace vectoriel). Soit K un corps commutative ( K = R ou K = C) et

soit E un ensemble muni de deux lois de composition, l�une interne et notée additivement

(+) : E� E �! E

(x; y) �! x+ y

l�autre externe et notée multiplicativement

(�) : K� E �! E

(�; x) �! � � y

On dit que (E ; + ; �) est un espace vectoriel sur K si :

(E , +) est un groupe commutative ,c�est-à-dire :

- 8 x , y 2 E : x+ y = y + x (commutatif).

- 9% 2 E , 8 x 2 E : x+ % = %+ x = x (élément neutre).

- 8 x 2 E , 9x0 2 E , : x+ x0 = x0 + x = % (élément symétrique).

- 8 x , y , z 2 E : (x+ y) + z = x+ (y + z) (associative).

pour x , y 2 E et � , � 2 K

- � � (x+ y) = � � x+ � � y
- x � (�+ �) = x � �+ x � �
- (� � �) � x = � � (� � x)
Exemple 1.2.

Pour E = R2 un ensemble muni de addition et de la multiplication par un scalaire dé�nie

par :

- (x1; x2) + (y1; y2) = (x1 + y1; x2 + y2)

- � � (x1; x2) = (� � x1; � � x2)
est un R-espace vectoriel

Pour E = R2 � (0; 0) n�est pas un R-espace vectoriel car : si � = 0 alors

�(x1; x2) = �(0; 0) = (0; 0) =2 R2 � (0; 0):

2



1.2. Espace vectoriel

Dé�nition 1.3 (sous-espace vectoriel). Soit (E;+; �) est un espace vectoriel sur K et F une
partie de E non vide; on dit que F est sous-espace vectoriel de E si :

% 2 F (% est l�élément neutre de E )
8� 2 K , 8x , y 2 F

x+ y 2 F et �x 2 F

Exemple 1.4. Pour E = R2:

1. F = f(x; y) 2 R2 : 3x� 2yg est un sous-espace vectoriel de E
2. F = f(x; y) 2 R2 : x = 1g n�est pas un sous-espace vectoriel de E car: (0; 0) =2 F tq (0; 0)
l�élément neutre de R2:

Proposition 1.5. F est sous-espace vectoriel de E ssi

8� 2 K;8x; y 2 F : �x+ y 2 F

Dé�nition 1. 6 (Norme). Soit X un espace vectoriel sur K = R ( ou C ) , Une application

:

k � k: X �! R+

est une norme si, et seulement si les propriétés suivantes sont véri�ées : 8� 2 K;8x; y 2 X
1. k x k= 0, x = 0 , (dé�ni) ;

2. k �x k=j � jk x k (homogénéité) ;
3. k x+ y k�k x k + k y k (inégalité triangulaire).
Si on supprime le (1), on dit que k � k est une semi-norme.

Dé�nition 1.7 (Espace normé). Soit X un espace vectoriel ; on dit que câ est un espace

vectoriel normé (un espace normé) s�il est muni d�une norme.

Exemple 1.8.

1. Pour X = R avec la norme usuelle

k x k=j x j;8x 2 R (valeur absolue):

2. Pour X = Rn. Si x est dans X, on pose x = (x1; :::; xn), on a :

3



1.3. Espace de Banach

- k x k1=
nP
i=1

j xi j.

- k x k2=
r

nP
i=1

j xi j2:
- k x k1= sup

1�i�n
j x j.

Dé�nitin 1.9 (Equivalence des normes). Soit k � k et k � k0 deux normes sur un espace
vectoriel X ; k � k et k � k0 sont équivalentes (k � kwk � k0) si :

9� > 0; � > 0 : � k � k�k � k0� � k � k :

Exemple 1.10 Les trois normes k � k1; k � k2 et k � k1 de Rn sont équivalentes.

Proposition 1.11 Si la dimension de l�espace vectoriel normé X �nie ( dim(X) � 1 );

alors toutes les normes dans X sont équivalentes.

1.3 Espace de Banach

Depuis leur création par Banach en 1922, les espaces normés jouent un rôle central en analyse

fonctionnelle. Les espaces de Banach sont des espaces normés complets. La complétude

permet de prouver la convergence d�une suite ou d�une série sans connaitre sa limite.

Dé�nition 1.12 (Suite de Cauchy). Soit (xn)n2N une suite dans un espace vectoriel normé

(X; k � k) ; on dit que la suite (xn)n2N est une suite de Cauchy si :

8" � 0;9� 2 N;8n;m � �; k xn � xm k� ":

Proposition 1.13 Toute suite convergente est de Cauchy.

Dé�nition 1.14 (Espace complet). Un espace normé (X; k � k) sera dit complet si toute
suite de Cauchy d�éléments de X est convergente dans X.

Proposition 1.15. Tout espace vectoriel sur R normé de dimension �nie est complet.

Exemple 1.16.
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1.3. Espace de Banach

1. (R; j � j) est un espace complet;
2. (Q; j � j) n�est pas un espace complet.

Dé�nition 1.17 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach tout espace normé

complet.

Proposition 1.18. Tout espace Banach X est fermé.

Exemple 1.19.

(1) (`p; k � kp); (c0; k � k1) sont des espaces de Banach;
(2) (c0; k � k1) n�est pas espaces de Banach.

Espace de Hilbert

L�espace de Hilbert a été introduit par David Hilbert en 1909 pour développer l�analyse

fonctionnelle abstraite. On note en général par H.

Dé�ntion 1.20 (Produit scalaire). Soit H un espace vectoriel sur K. On appelle produit

scalaire sur H toute application:

< �; � >: H �H ) K

véri�ant : 8x , x0 , y 2 H et 8� 2 K
I) pour K = R :

1. < x; y >=< y;x > (symétrique);

2. < x+ �x0; y >=< x; y > +� < x0; y > (bilinéaire);

3. < x;x >� 0 et < x;x >= 0 =) x = 0 (dé�ie-positive).

II) pour K = C :

1. < x; y >= < y;x > (antisymétrique);

2. < x+ �x0; y >=< x; y > +� < x0; y > (hermitiène);

3. < x;x >� 0 et < x;x >= 0 =) x = 0 (dé�ie-positive).

Dé�nition 1.21 (Espace préhilbertien).

5



1.4. Espace des opérateurs linéaires

Un espace préhilbertien réel est un couple (H;< �; � >) ou H est un R-espace vectoriel

et < �; � > un produit scalaire sur H. Si de plus, H est un R-espace vectoriel de dimension

�nie, (H;< �; � >) est un espace euclidien.

Théorème 1.22. Soit (H;< �; � >) un espace préhilbertien , alors

8x; y2H:j< x;y >j�k x kk y k :

Corollaire 1.23. Soit (H;< �; � >) un espace préhilbertien , alors

k x k=
p
j< x; y >;

est une norme sur H:

Proposition 1.24 (Loi de parallélograme). Soit (H;< �; � >) un espace préhilbertien , alors

k x+ y k2 + k x� y k2= 2(k x k2 + k y k2):

Dé�nition 1.25 (Espace Hilbert). Un espace Hilbert est un espace préhilbertien et

complet.

Exemple 1.26. L�espace de suites

`2(N) =

(
x = (xn)n 2 N :

X
n�0

x2n <1
)

est un espace Hilbert avec

< x; y >=
X
n�0

xnyn:

1.4 Espace des opérateurs linéaires

Dé�nition 1.27 (Application). On appelle application d�un ensemble X dans un ensemble

Y , toute correspondance f entre les éléments de X et ceux de Y qui à tout élément x 2 X
fait correspondre un unique élément y 2 Y noté f(x). Une correspondance entre X et Y

6



1.4. Espace des opérateurs linéaires

est représentée par: f : X �! Y: Une application f entre X et Y est aussi représentée par

f X �! Y

x �! f(x)

Une correspondance f entre deux ensembles non vides est une application si et seulement si

8x; y 2 X : x = y ) f (x) = f (y) :

Exemple 1.28. L�application idX : X 7�! X telle que 8x 2 X ; idX(x) = x est appelée

application identité sur X.

Dé�nition 1.29. (Application linéaire). Soient X et Y des K-espaces vectoriels. On dit

que l�application

T : X 7�! Y

est linéaire si, pour tout x et tout y dans X, et pour tout � dans K :

T (�x+ y) = �T (x) + T (y):

On note L (X; Y ) l�ensemble des applications linéaires.

Dé�nition 1.30 (Application linéaire continue). Soit (X; k � kX) et (Y ; k � kX) deux espaces
normés et soit T : X 7�! Y une application linéaire. Alors T est continue (borné) si et

seulement sâil existe une constante C � 0 telle que

k T (x) kY� C k x kX ;8x 2 X: (1.4.1)

On note B (X; Y ) l�espace des applications linéaires continues. On dé�nit une norme
des opérateurs sur B (X;Y ) par

k T k= sup
kxk X�1

k T (x) k Y= sup
kxk X=1

k T (x) k Y :

on a également :

k T k= inf fC : C véri�ant in (1.4.1)g

Espace dual

7



1.4. Espace des opérateurs linéaires

Dé�nition 1.31. Une forme linéaire sur X est une application linéaire de X dans K.

L�ensemble des formes linéaires sur X, avec l�addition dé�nie par :

1. (T + T 0)(x) = T (x) + T 0(x) et la multiplication par les scalaires dé�nie par :

2. (�T )(x) = �T (x), est un espace vectoriel sur K, appelé l�espace vectoriel dual de X

et noté X�.

Si x est un vecteur de X et T une forme linéaire sur X, on utilise parfois la notation

< T; x >, (crochet de dualité).

Dé�nition 1.32. (L�espace dual). Soit X est espace normé alors

- X� = B(X; K) est un Banach .
- X� = le dual de X

- X� = fu : X �! K linéaire et bornéeg : Soit x� 2 X� alors

x�(x) =< x�; x >

le crochet de dualité; x 2 X

k x� k= sup
kxk=1

j x�(x) j= sup
kxk=1

j< x�; x >j :

Dé�nition 1.33. Le dual de `p = (`p)� = `q telle que 1
p
+ 1

q
= 1:

Espace ré�exif

Dé�nition 1.34. (Bidual et espace rélexif ). Le dual de X� appelé bidual de X est noté

par X��:

L�injection canonique
i : X �! X��

x �! i(x)

i(x)(x�) =< x�; x > est une isométrie (k i(x) k=k x k); si l�isometrie canonique est surjectif
(i.e X � X��) on dira que X est un espace rélexif.

Exemple 1.35. Tout espace de Hilbert est espace rélexif. Les espace `p sont des espaces

rélexif, telle que : 1 < p <1.
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1.5. Opérateur multilinéaire

1.5 Opérateur multilinéaire

Dé�nition 1.36 (Opérateur multilinéaire). Soient X1; :::; Xm et Y des espaces de Banach.

Une application

T : X1 � :::� Xm �! Y

est dite opérateur (ou application) multilinéaire (ou m-linéaire) si

T (x1; x2; :::; �xk + �yk; :::; xm) = �T (x1; x2; :::; xk; :::; xm) + �T (x1; x2; :::; yk; :::; xm)

pour tout xi; yi 2 Xi; 1 � k � m;�; � 2 K (c-a-d) T est linéaire pour chaque variable.
- Y = K , T est dit forme multilinéaire.

- m = 2 , T est dit bilinéaire (ou 2-linéaire).

On note par L( X1; :::; Xm; Y ) l�ensemble des opérateurs multilinéaires de X1 � :::� Xm

dans Y .

Exemple 1.37.

- L�application

T : R� R �! R

(x; y) �! xy

est une application bilinéaire.

- L�application

T : R� R �! R

(x; y) �! xy + 1

n�est pas une application bilinéaire car

8x; x0; y 2 X;8�; � 2 K : T (�x+ �x0; y) 6= �T (x; y) + T (x0; y)

et mème chose pour y.

Espace des opérateurs multilinéaires

Proposition 1.38 (Multilinéaire borné). Pour T 2 L( X1; :::; Xm; Y ), les a¢ rmations

suivantes sont équivalentes

1. L�opérateur T est continue.

2. L�opérateur T est continue en (0; :::; 0).

9



1.5. Opérateur multilinéaire

3. Il existe une constante C � 0 telle que :

k T (x1; :::; xm) k� C k x1 k :::: k xm k;8(x1; :::; xm) 2 X1 � :::� Xm

Dans ce cas, on dit que T est borné et on pose

k T k= sup
kxkk�1

k T (x1; :::; xm) k

ou

k T k� inf f C : C véri�ant l�inégalitég :

Il est facile de voir qu�elle dé�nit une norme sur L( X1; :::; Xm; Y ). L�espace des appli-

cations m-linéaires continues (ou bornées) de X1 � ::: � Xm dans Y est un espace de

Banach.

Linéarisation des opérateurs multilinéaires

Proposition 1.39. Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach et Y espace normé. L�opérateur

T 2L( X1; :::; Xm; Y ) ssi T est séprément continue.

Corollaire 1.40. Soient X1; :::; Xm des espaces de dimension �nie et Y espace norm ,

alors les applications

T 2 L( X1; :::; Xm; Y )

est continue.

Idéaux d�opérateur multilinéaire

Dé�nition 1.41. (Opérateur de rang �ni ). Soient X1; :::; Xm; Y des espaces normés,

T 2L( X1; :::; Xm; Y ) est de rang �ni , s�il existe n 2 N ; 'ij 2 Xj ; 8i = 1; n , j = 1;m

T (x1; ::::; xm) =
nX
i=1

'1i (x
1)� :::::::� 'mi (x

m)yi

L�espace des opérateurs m-linéaires de rang �ni sera noté Lf (X1; : : : ; Xm;Y ).

Dé�nition 1.42 (Idéal des opérateurs m-linéaires). Un idéal des opérateurs multilinéaires

(ou multi-idéal) M est une classe d�opérateurs multilinéaires bornés tels que pour tout

X1; : : : ; Xm et Y des espaces de Banach on a:

10



1.6. Espace des applications lipschitziennes

-M(X1; : : : ; Xm;Y ) est un sous-espace vectoriel de L(X1; : : : ; Xm;Y ) et Lf �M:

- (Propriété d�idéal). si T 2 M(X1; : : : ; Xm;Y ), uj 2L(Ej; Xj); (1 � j � m) et v 2L(Y; F )
, alors

v � T � (u1; : : : ; um)e 2M(E1; : : : ; Em;F ):

où

(v � T � (u1; : : : ; um)) (e1; : : : ; em) = v � T � (u1(e1); : : : ; um(em));8ei 2 Ei; i = 1; : : : ;m:

- De plus, si k:kM :M! R+ satisfait.

-(M(X1; : : : ; Xm;Y ); k:kM) est un espace normé (resp. de Banach);
- kIKm : Km �! K; (�1; : : : ; �m) 7�! �1 � : : :� �mkM = 1;

- kv � T � (u1; : : : ; um)kM � kvk kTkM ku1k : : : kumk ; alors (M; k:kM) s�appelle idéal normé
(resp. de Banach) des opérateurs multilinéaires.

Exemple 1.43. Les espaces L(X1; : : : ; Xm;Y ) et Lf (X1; : : : ; Xm;Y ) sont des idéal multil-

inéaires.

1.6 Espace des applications lipschitziennes

Dé�nition 1.44 (Distance). On appelle distance (ou métrique) sur un ensemble X tout

application d : X �X ! R+ qui satisfait les propriétés suivantes:

1. 8x; y 2 X : d(x; y) = 0() x = y (séparation);

2. 8x; y 2 X : d(x; y) = d(y; x) (symétrie);

3. 8x; y; z 2 X : d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) (inégalité triangulaire).

Proposituion 1.45

1. 8x; y; z 2 X : jd(x; z)� d(z; y)j � d(x; y) (seconde inégalité triangulaire).

2. 8x1; : : : ; xn 2 X : d(x1; xn) �
n�1X
i=1

d(xi; xi+1) (inégalité triangulaire généralisée).

Dé�nition 1.46 (Espace métrique). Un espace métrique est un couple (X; d) oú l�ensemble

X est muni de la distance d.
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1.6. Espace des applications lipschitziennes

Exemple 1.47.

- Soit (R; j:j) l�ensemble des nombres réels, muni de la distance usuelle

d(x; y) = jx� yj ;8x; y 2 R;

est un espace métrique.

- Soit X un ensemble arbitraire. On le munit de la distance suivante

d(x; y) =

8<: 0 ; x = 0;

1 ; x 6= 0:

On obtient évidement un espace métrique. Cet espace est appelé espace de points isolés ou

l�espace métrique discret.

- Sur l�espace Rn, on peut dé�nir plusieurs distances faisant intervenir les distances entre

les composantes. Soient x = (x1; : : : ; xn); y = (y1; : : : ; yn) 2 Rn. On dé�nit trois distances:

1. d1(x; y) =
nX
i=1

jxi � yij.

2. d2(x; y) =

s
nX
i=1

jxi � yij2 (distance euclidienne).

3. d1(x; y) = max
1�i�n

jxi � yij.
Les opérateurs lipschitziens

Maintenant, rappelons brièvement quelques notations et terminologies de base. Nous con-

sidérons toujours des espaces métriques avec un point distingué (espaces métriques pointés)

que nous notons 0. Soit X un espace métrique pointé. On note X# l�espace de Banach de

toutes les fonctions de Lipschitz f : X ! R qui s�annulent en 0 sous la norme de Lipschitz

donnée par

Lip (f) = sup

�
jf (x)� f (y)j

d (x; y)
: x; y 2 X; x 6= y

�
:

On note F (X) l�espace de Banach libre sur X, i.e., F (X) est le compliment de l�espace

AE =

(
nX
i=1

�i�(xi;yi); (�i)
n
i=1 � R; (xi)

n
i=1 ; (yi)

n
i=1 � X

)
;

avec la norme

kmkF(X) = inf
(

nX
i=1

j�ij d (xi; yi) : m =
nX
i=1

�i�(xi;yi)

)
;

12



1.6. Espace des applications lipschitziennes

où la fonction �(x;y) : X# ! R est dé�nie par

�(x;y) (f) = f (x)� f (y) :

Nous avons

F (X)� = X#:

Soit X un espace métrique et E un espace de Banach, on note Lip0 (X;E) l�espace de

Banach de toutes les fonctions de Lipschitz T : X ! E telle que T (0) = 0. Notons que

pour tout T 2 Lip0 (X;E) ; il existe un unique opérateur linéaire bT : F (X) �! E tel que

bT � �X = T

et



bT


 = Lip (T ) ; i.e., le diagramme suivant commute

X
T�! E

�X # % bT
F (X)

où �X est dé�nie par

h�X (x) ; fi =


�(x;0); f

�
= f (x) for f 2 X#:

13



Chapter 2

Opérateurs sommant

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à étudier les opérateurs sommant. Commençons par les opérateurs

linéaires sommant avec une présentation de leurs propriétés fondamentales. Ensuite, on

généralise la notion de sommabilité sur la catégorie des opérateurs muntilinéaires. Certaines

caractérisation et propriétés serons présentées.

2.2 Espace de suites

Soit 1 � p � 1: On dé�nit les espaces de suites scalaires suivantes

`p =

(
(an)n : k(an)nkp = (

X
n

janjp)
1
p

)

`1 =

�
(an)n : k(an)nk1 = sup

n
janj <1

�
c0 =

n
(an)n 2 `1 : lim

n
j(an)nj = 0

o
Soit maintenant X un espace de Banach. Soit 1 � p � 1. On note `np (X) l�espace de
Banach des suites �nies (xi)1�i�n dans X muni de la norme



(xi)1�i�n

`np (X) = ( nX
i=1

kxikp)
1
p ;
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2.2. Espace de suites

et `n !
p (X) l�espace de Banach des suites �nies (xi)1�i�n dans X muni de la norme

k(xn)k`n !
p (X) = sup

x�2BX�
(

nX
i=1

jhxi; x�ijp)
1
p ;

où X� est le dual (topologique) de X. La boule unité fermée de X est notée BX (si p =1
on prend le sup).

Dé�nition 2.1. (Suite fortement p-sommable) Soit 1 � p � 1: Une suite (xn)n de X est

dite fortement p-sommable si

(
X
n

kxnkp)
1
p <1

On note `p(X) l�espace de Banach de toutes les suites fortement p-sommable dans X avec

la norme suivante

k(xn)nkp = (
X
n

kxnkp)
1
p :

Dé�nition 2.2. (Suite faiblement p-sommable) Une suite (xn)n de X est dite faiblement

p-sommable si

(
X
n

jx� (xn)jp)
1
p <1;

pour tout x� 2 X�: On note `wp (X) l�espace de Banach de toutes les suites faiblement

p-sommable dans X avec la norme suivante

k(xn)nkp;w = sup
x�2BX�

(
X
n

jhxi; x�ijp)
1
p :

Dé�nition 2.3 (L�espace c0(X)). On note c0(X) l�espace de Banach de suites bornées telle

que

lim kxnk = 0:

Proposition 2.4.

(a) `p(X) et `wp (X) sont des espace de Banach.

(b) Si p = +1. On a : `1(X) = `w1(X).

(c) Pour tout espace de Banach X

`p(X) � `wp (X):

(c) Si dimX < +1: On a :

`p(X) = `wp (X); 1 � p � +1:
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2.3. Opérateurs linéaires sommants

(d) `wp (X) = B (`p� ; X) isométriqument pour 1 < p � +1 et `w1 (X) = B (c0; X) :

2.3 Opérateurs linéaires sommants

La dé�nition d�un opérateur linéaire p-sommant introduite par Grothendieck pour p = 1;

et généralisée pour tout p par Pietcsh en 67. Soient X; Y deux espaces de Banach et

u 2 B (X;Y ). On dira que u est p-sommant pour p 2 ]0;1[ ; s�il existe une constante
C > 0; telle que pour tout x1; :::; xn 2 X

(

nX
i=1

ku (xi)kp)
1
p � C sup

x�2BX?
(

nX
i=1

jx� (xi)jp)
1
p :

On note �p (X;Y ) l�idéal de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y muni

de la norme

�p(u) = inffC véri�ant ()g:

Remarque 2.5. L�opérateur u est p-sommant s�il transforme toute suite faiblement p-

sommable en une suite fortement p-sommable; si p =1, c�est simplement la continuité.

Exemple 2.6. Soient K un espace compact, � une mesure positive sur K et 1 � p <1:

(a) L�opérateur de multiplication dé�ni par

u' : C(K) �! Lp(�)

f 7�! f:'

avec ' 2 Lp(�); est p-sommant et �p(u) = k'kp :
(b) L�injection canonique

Jp : C(K) �! Lp(�)

f 7�! f

est p-sommante et �p(Jp) = �(K)
1
p :

2.4 Caracterisation des opérateurs linéaires p-sommants

Théorème domination de Pietsch. Soient p 2 ]0;1[ et u : X �! Y un opérateur

linéaire p-sommant et. Alors, il existe une probabilité de radon � sur (BX? ; � (X?; X))
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2.4. Caracterisation des opérateurs linéaires p-sommants

telle que

8x 2 X : ku (x)k � �p (u) (

Z
BX?

jx� (x)jp d� (x�))
1
p :

Inversement, s�il existe une probabilité de radon � sur (BX? ; � (X?; X)) et C > 0 telle que

cette formule est véri�ée, alors u est p-sommant et �p (u) � C:

La factorisation proprement dite de Pietsch est

X
u! Y

iX # " ~u
iX (X)

kp! S

\ \
C (K)

Jp! Lp (�)

où ~u est un opérateur linéaire borné, kp est la restriction de Jp; K = BX� et S est la

fermeture de kp � iX (X) dans Lp (�). Dans ce cas,

�p (u) = k~uk :

Remarque 2.7 (Cas particulier). Si p = 2; l�opérateur ~u peut s�étendre à L2 (�) tout entier,

c�est à dire u se factorise par un espace de Hilbert. En e¤et, soit P la projection de L2 (�)

sur S, donc

�u := ~u � P et u = �uJ2iX : X
J2iX! L2 (�)

�u! Y;

avec la remarque que J2iX est 2-sommant.

Théorème 2.8 (Théorème d�inclusion). Si 1 � p � q <1; alors

�p (X;Y ) � �q (X;Y ) :

De plus, on a �q (u) � �p (u) pour tout u 2 �p (X;Y ) :

Théorème 2.9 (Le théorème de Grothendieck). Si X = L1 et Y = L2, alors tout opérateur

borné de X dans Y est 1-sommant. i.e.,

B (L1;L2) = �1 (L1;L2)
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2.5. Opérateur linéaire fortement p-sommant

avec �1 (u) � kG kuk ; kG est la constante universelle de Grothendieck.

Théorème 2.10 (Le petit théorème de Grothendieck). Soit 1 � p � 2: Si X = L1 et

Y = Lp, alors tout opérateur borné de X dans Y est 2-sommant. i.e.,

B (L1;Lp) = �1 (L1;Lp)

avec �2 (u) � kG kuk.

2.5 Opérateur linéaire fortement p-sommant

Pietch a montré en 1967 que l�identité de `1 dans `2 est 2-sommant, mais l�opérateur adjoint

n�est pas 2-sommant pour cela le concept fortement p-sommant a été introduit par cohen

comme une caractérisation des conjugués des opérateurs p�-sommants.

Dé�nition 2.11. Soit u un opérateur continue entre deux espaces de Banach X et Y .

L�opérateur u est opérateur linéaire fortement p-sommant (1 < p � 1) s�il existe une
constante positive C telle que pour tout n 2 N; (xi)1�i�n � X et (y�i )1�i�n � Y �;on a

nX
i=1

jhu(xi); y�i ij � C(
nX
i=1

kxikp)
1
p sup
y2BY

k(y�i (y))1�i�nk`n
p�

Dp(X; Y ) est un espace des opérateurs linéaire fortement p-sommant de X dans Y . Pour

p = 1; l�espace D1(X; Y ) coïncide avec B(X; Y );et Dp(X; Y ) est un espace de Banach muni
de la norme

dp(u) = inf fC; véri�ant l�inégalité ()g

Théorème 2.12. Soit 1 < p � 1 et X; Y deux espaces de Banach

(1) Dp(X;Y ) est un espace normé.
(2) Si u 2 Dp(X;Y ); alors u est continue et kuk � dp(u):

Proposition 2.13. Soit R 2 B (Y ;Z) et S 2 B (E;X) :Si u 2 Dp(X;Y ),alors R � u � S est
fortement p-sommant et

dp(R � u � S) � kRk dp(u) kSk :
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2.6. Opérateurs multilinéaires sommants

Théorème de factorisation de Pietsch

Théorème 2.14. Soient 1 < p � 1 et u 2 B(X;Y ) est fortement p-sommant si et
seulement s�il existe une probabilité de radon � sur (BY �� ; �(Y ��; Y �)) telle que 8x 2 X;

8y� 2 Y �; on a:

jhu(x); y�ij � dp(u) kxk
�Z

BY ��

jy��(y�)jp
�
d�(y��)

� 1
p�

Théorème 2.15. Soit X,Y deux espace de Banach et 1
p
+ 1

p� = 1:Alors,

(1) Soit 1 � p <1:L0opérateur u est p-sommant de X dans Y si et seulement si l�opérateur

adjoiut u� est fortement p�-sommant de Y � dans X� et dp�(u�) = �p(u)

u 2 �p(X; Y ) () u� 2 Dp�(Y �; X�)

(2) Soit 1 � p < 1:L�opérateur u est fortement p-sommant de X dans Y si et seulement

si l�opérateur adjoiut u� est p�-sommant de Y � dans X� et �p�(u
�) = dp(u)

u 2 Dp(X; Y ) () u� 2 �p�(Y �; X�):

2.6 Opérateurs multilinéaires sommants

La généralisation des opérateurs multilinéaires p-sommants a été commencé en 1983 par

Pietsch. Il a introduit deux dé�nitions: opérateurs multilinéaires absolument p-sommants

et p-dominés. Quelques autres propriétés des opérateurs linéaires p-sommants restent vraies

dans le cas multilinéaire.

2.6.1 Opérateurs multilinéaires absolument p-sommants

Un opérateur m-linéaire T : X1 � :::�Xm �! Y est absolument p-sommant (1 � p < 1)
s�il existe C > 0 telle que pour tous xj1; :::; x

j
n 2 Xj (j = 1; :::;m),

(

nX
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

p) 1p � C
mY
j=1




�xji�ni=1


`n !
p (Xj)

:
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2.6. Opérateurs multilinéaires sommants

On note Lmp (X1; :::; Xm;Y ) l�espace de Banach des opérateurs m-linéaires absolument p-

sommants muni de la norme kTkp = inf fC : C véri�e ()g : L�espace �mp (X1; :::; Xm;Y ) est

un multi-idéal de Banach.

La dé�nition suivante est une version généralisée de la précédente.

2.6.2 Opératurs multilinéaires absolument (p; p1; :::; pm)-sommants.

Soient p1; :::; pm 2 ]0;1] avec 1p �
1
p1
+:::+ 1

pm
: Un opérateurm-linéaire T : X1�:::�Xm �!

Y est absolument (p; p1; :::; pm)-sommant s�il existe une constante positive C telle que pour

tous xj1; :::; x
j
n 2 Xj; (j = 1; :::;m),

(

nX
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

p) 1p � C
mY
j=1




�xji�ni=1


`n;wpj
(Xj)

:

La classe des opérateurs m-linéaires absolument (p; p1; :::; pm)-sommants de X1 � ::: � Xm

dans Y , notée Lm(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) ; est un multi-idéal de Banach pour la norme

kTk(p;p1;:::;pm) = inffC véri�ant l�inégalité ()g:

2.6.3 Opérateurs multilinéaires p-dominés

Dé�nition 2.16. Soit T 2L(X1; :::; Xm;Y ) un opérateur m-linéaire borné. On dira que T

est p-dominé (1 � p <1) s�il existe une constante positive C telle que pour tout n 2 N et�
xji
�
1�i�n � Xj (1 � j � m), on a

(
nP
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

 pm )mp � C
mQ
j=1




�xji�1�i�n


`n;!p (Xj)
:

On note Lpd(X1; :::; Xm;Y ) l�espace des opérateurs m-linéaires p-dominés de X1 � ::: � Xm

dans Y . C�est un quasi-Banach pour la quasi-norme �p(T ), dé�nie par

�p(T ) = inffC véri�ant l�inégalité ()g:

Si p > m, �p(T ) est une norme sur L
p
d(X1; :::; Xm;Y ).
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2.6. Opérateurs multilinéaires sommants

Théorème 2.17. Soient 1 � p < 1; T 2L(X1; :::; Xm;Y ): Alors, les propriétés suivantes

sont équivalentes.

(1) L�opérateur T est p-dominé.

(2) Il existe une constante positive C et des probabilités de Radon �j sur Kj = BX�
j
(1 �

j � m) telles que



T �x1; :::; xm�

 � C
mQ
j=1

(

Z
BX�

j

��xj(x�)��p d�j(x�))1p ;
pour tout xj 2 Xj: De plus, on a

�p(T ) = inf fC véri�ant l�inégalité ()g

(3) Pour tout 1 � j � m, il existe des probabilités de Radon �j sur BX�
j
et T 2L(S1; :::; Sm;Y )

tels que le diagramme suivant soit commutatif

X1 �:::� Xm
T�! Y

# iX1 # iXm T "
iX1 (X1) �:::� iXm (Xm) �!

(k1;:::;km)
S1 �:::� Sm

# # # #
C(K1) �:::� C(Km) �!

(k1;:::;km)
`p (�1) �:::� `p (�m)

où kj : C(Kj) �! `p
�
�j
�
est l�injection canonique, iXj : Xj �! C(Kj) est l�isométrie

canonique, Sj est la fermeture de l�espace kj
�
iXj (Xj)

�
dans `p

�
�j
�
et


T

 = �p(T ).

Remarque 2.18. La classe des opérateurs m-linéaires p-dominés est un multi-idéal. Sa

construction peut s�interpréter par la méthode de factorisation, i.e.,

Lpd(X1; :::; Xm;Y ) = L (�p) (X1; :::; Xm;Y );

où �p est l�espace des opérateurs linéaires p-sommants. Pour la preuve, il su¢ t de montrer

le lemme suivant.
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2.6. Opérateurs multilinéaires sommants

2.6.4 Opérateurs multilinéaires multi p-sommants

Dé�nition 2.19. Un opérateur m-linéaire T : X1� :::�Xm �! Y est dit multi p-sommant

(1 � p <1), s�il existe C > 0 telle que pour tous xji1 ; :::; x
j
in
2 Xj (j = 1; :::;m),

(

n1;:::;nmX
i1;:::;im=1



T �x1i1 ; :::; xmim�

p) 1p � C

mY
j=1





�xjij�nj
ij=1






`n !
p (Xj)

:

On note�mp (X1; :::; Xm;Y ); l�espace de Banach des opérateursm-linéaires multi p-sommants,

muni de la norme �mp (T ) = inf fC : C véri�e ()g :
Cette classe d�opérateurs ne véri�e pas l�analogue du théorème de Pietsch, mais c�est une

bonne généralisation des opérateurs linéaires p-sommants car elle conserve plusieurs pro-

priétés du cas linéaire.

Remarque 2.20. Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. On a

Lpd(X1; :::; Xm;Y ) � �mp (X1; :::; Xm;Y ):

2.6.5 Opérateurs multilinéaires fortement p-sommants

Dé�nition 2.21. Soit 1 � p � 1 et T 2L(X1; :::; Xm;Y ) : L�opérateur T est fortement p-

sommant s�il existe une constante positive C telle que pour tous xj1; :::; x
j
n 2 Xj (j = 1; :::;m)

(
nX
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

p) 1p � C sup
�2BL(X1;:::;Xm)

(
nX
i=1

��� �x1i ; :::; xmi ���p) 1p :
La classe des opérateurs m-linéaires fortement p-sommants de X1 � :::�Xm dans Y , notée

Lpss(X1; :::; Xm;Y ); est un espace de Banach pour la norme kTkLpss qui est la plus petite
constante C telle que l�inégalité () soit véri�ée.

Théorème 2.22 [Dim03]. Soit T 2L(X1; :::; Xm;Y ). Les a¢ rmations suivantes sont équiv-

alentes.

(1 ) L�opérateur T est fortement p-sommant.

(2 ) Il existe une mesure de probabilité de Radon � sur BL(X1;:::;Xm) (muni de sa topologie

�-faible) et une constante positive C > 0 telle que pour tout (x1; :::; xm) dans X1� :::�Xm,

on a 

T �x1; :::; xm�

 � C(
R
BL(X1;:::;Xm)

��� �x1; :::; xm���p d� (�)) 1p :
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2.6. Opérateurs multilinéaires sommants

On note que l�espace Lpss(X1; :::; Xm;Y ) forme un multi-idéal de Banach. On a aussi

�p � L (X1; :::; Xm;Y ) � Lpss (X1; :::; Xm;Y ) :

Proposition 2.23. Soit T 2L(X1; :::; Xm;Y ) : Alors,

(1) Si eT est p-sommant, alors T est fortement p-sommant.
(2) Théorème de Grothendieck multilinéaire: si les Xj = L1 et Y est un espace de Hilbert,

on a pour tout 1 � p � 1

L (X1; :::; Xm;Y ) = Lpss (X1; :::; Xm;Y ) :

2.6.6 Opérateurs Cohen fortement p-sommants

Dé�nition 2.24. Soientm 2 N� etXj; Y des espaces de Banach (1 � j � m): Un opérateur

m-linéaire T : X1 � :::�Xm �! Y est Cohen fortement p-sommant, 1 < p � 1; s�il existe

une constante positive C telle que pour tout xj1; :::; x
j
n 2 Xj et tout y�1; :::; y

�
n 2 Y �,

nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ��� � C(
nP
i=1

mQ
j=1



xji

pXj)1p supy2BY
k(y�i (y))kln

p�
:

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de X1� :::�Xm dans Y ,

notée Dmp (X1; :::; Xm;Y ); est un espace de Banach pour la norme

dmp (T ) = inffC véri�ant l�inégalité ()g:

Pour p = 1, on a Dm1 (X1; :::; Xm;Y ) = L(X1; :::; Xm;Y ):
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Chapter 3

Opérateurs multilinéaires

Lipschitziens

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à étudier les opérateurs multlinéaires lipschiziens. Ce type d�opérateurs

a été étudié en 2020 dans l�article de �Lipschitz p-summing multilinear operators�de J. C.

Angulo-López et M. Fernández-Unzueta. L�idée de base est de transforer la dé�nition des

applications Lipschiziennes sommants aux opérateurs multilinéaires. Dans ce chapitre, on

va faire une étude détaillé sur ce nouvel type d�opérateurs.

3.2 Cône de Serge

Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach. On dé�nit le cône de Serge des espaces X1; :::; Xm

par

�X1;:::;Xm = fx1 
 :::
 xm : xk 2 Xk; 1 � k � mg :

Soit T : X1 � ::: � Xm �! Y un opérateur multinéaire et bT : X1b
�:::b
�Xm �! Y son

opérateur linéairisé. L�application

fT = bT=�X1;:::;Xm �X1;:::;Xm ! Y

x1 
 :::
 xm 7! fT (x1 
 :::
 xm) = T (x1; :::; xm)
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3.2. Cône de Serge

est appelée �-opérateur. L�espace des applications continues �-opérateurs muni de la norme

Lipschitizienne

kfTk = sup
kfT (x1 
 :::
 xm)� fT (x

0
1 
 :::
 x0m)k

kx1 
 :::
 xm � x01 
 :::
 x0mk
sera noté L(�X1;:::;Xm ;Y ) et L(�X1;:::;Xm) dans le cas où Y = K:

Nous avons l�identi�cation suivante.

Théorème 3.1. Soit 1 � p � 1: Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. Alors, nous

avons l�identi�cation isométrique suivante

L(X1; :::; Xm;Y ) = L(�X1;:::;Xm ;Y ):

Preuve. Dé�nissons l�opérateur suivant

	 : L(X1; :::; Xm;Y ) ! L(�X1;:::;Xm ;Y )
T 7! fT

1) L�opérateur T est bien dé�nie: Soient T1; T2 2L(X1; :::; Xm;Y ) tels que T1 = T2: Soit

x1 
 :::
 xm 2 �X1;:::;Xm : On a

T1 (x1; :::; xm) = T2 (x1; :::; xm) ;

c�est à dire

fT1 (x1 
 :::
 xm) = fT2 (x1 
 :::
 xm) ;

donc fT1 = fT2 :

2) T est isométrique: On va véri�er que k	(T )k = kTk : En e¤et,

k	(T )k = kfTk

= sup
kfT (x1 
 :::
 xm)� fT (x

0
1 
 :::
 x0m)k

kx1 
 :::
 xm � x01 
 :::
 x0mk

= sup
kT (x1; :::; xm)� T (x01; :::; x

0
m)k

kx1 
 :::
 xm � x01 
 :::
 x0mk

= sup




bT (x1 
 :::
 xm � x01 
 :::
 x0m)





kx1 
 :::
 xm � x01 
 :::
 x0mk

= sup





bT � x1 
 :::
 xm � x01 
 :::
 x0m
kx1 
 :::
 xm � x01 
 :::
 x0mk

�




�




bT


 = kTk
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D�autre part,

kTk = sup
kT (x1; :::; xm)k
kx1k ::: kx1k

= sup
kfT (x1 
 :::
 xm)k
kx1 
 :::
 xmk

� kfTk = k	(T )k :

3) T est surjective: Soit f 2L(�X1;:::;Xm ;Y ) alors il existe T 2L(X1; :::; Xm;Y ) tel que

f (x1 
 :::
 xm) = T (x1; :::; xm) :

Alors;

	(T ) = f:

Lemme 3.2. Soit xk 2 Xk (1 � k � m) :On dé�nit l�application �x1
:::
xm :L(X1; :::; Xm)!
K comme suite

�x1
:::
xm (') = ' (x1; :::; xm) pour tout ' 2 L (X1; :::; Xm) :

Alors, nous avons cette inclusion isométrique

�X1;:::;Xm
i
,! C

�
BL(X1;:::;Xm); w

��
x1 
 :::
 xm 7! �x1
:::
xm

De�nition 3.3. Soient 1 � p � 1 et f 2L(�X1;:::;Xm ;Y ) une application �-opérateur. f
est dit p-sommant, s�il existe une constante C > 0 telle que pour tout ui; vi 2 �X1;:::;Xm ;
(i = 1; :::; n), nous avons 

nX
i=1

kf (ui)� f (vi)kp
! 1

p

� C sup
'2B

L(�X1;:::;Xm)

(

nX
i=1

j' (ui)� ' (vi)jp)
1
p : (2.1)

La classe des applications�-opérateurs p-sommant de�X1;:::;Xm dans Y , noté�p(�X1;:::;Xm ;Y );

est un espace de Banach avec la norme �p (f) qui est la plus petite constante C telle que

l�inégalité (2.1) soit véri�ée.

Remarque 3.4. Si m = 1, nous avons �X = X et l�application �-opérateur sera un

opérateur linéaire de X dans Y . De plus, les application �-opérateurs p-sommant et les

opérateurs linéaires p-sommant coincident.
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3.3. Opérateurs multilinéaires Lipschitziens

3.3 Opérateurs multilinéaires Lipschitziens

De�nition 3.5. Soient 1 � p � 1 et T : X1 � ::: �Xm �! Y un opérateur multinéaire.

L�opérateur T est dit Lipschitz p-sommant, s�il existe une constante C > 0 telle que pour

tout ui; vi 2 X1 � :::�Xm; (i = 1; :::; n) et y�1; :::; y
�
n 2 Y �, nous avons

(
nX
i=1

kT (ui)� T (vi)kp)
1
p � C sup

'2BL(X1�:::�Xm)

(
nX
i=1

j' (ui)� ' (vi)jp)
1
p : (2.1)

La classe des opérateurs multiniéaires Lipschitz p-sommant de X1 � :::�Xm dans Y , noté

�Lipp (X1; :::; Xm;Y ); est un espace de Banach avec la norme �Lipp qui est la plus petite

constante C telle que l�inégalité (2.1) soit véri�ée.

Exemple 3.6.

1. Toute forme multilinéaire bornée  : X1 � :::�Xm �! K est Lipschitz p-sommant, i.e.,

L (X1; :::; Xm) = �
Lip
p (X1; :::; Xm):

En e¤et, soit  2L(X1; :::; Xm) ; alors

(
nX
i=1

j (ui)�  (vi)jp)
1
p = k k (

nX
i=1

����  k k (ui)�  

k k (vi)
����p) 1p

� k k sup
'2BL(X1�:::�Xm)

(
nX
i=1

j' (ui)� ' (vi)jp)
1
p

C�est à dire

 2 �Lipp (X1; :::; Xm) et �Lipp ( ) � k k :

2. Soient K; K1; :::; Kn sont des espaces compact de Hausdor¤ et � et � deux mesures pos-

itive régulières de Borel sur K et K1� :::�Kn respectivement. Si h 2 Lp (�) et f 2 Lp (�),
l�opérateurs multilinéaires Th 2L(C (K) ; :::; C (K) ; `p (�)) et Sf 2L(C (K1) ; :::; C (Kn) ; `p (�))

dé�nis par

Th (g1; :::; gn) = h (w) g1 (w) :::gn (w)

et

Sf (g1; :::; gn) = f (w1; :::; wn) g1 (w1) :::gn (wn)

sont Lipschitz p-sommant.
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3.3. Opérateurs multilinéaires Lipschitziens

3. Soit � = (�k) 2 Lp, l�opérateur diagonal T� 2L(L1; :::; L1;Lp) dé�nie par

T�
��
a1k
�
k
; :::; (ank)k

�
=
�
�ka

1
k:::a

n
k

�
k

est Lipschitz p-sommant.

Nous avons l�identi�cation suivante.

Théorème 3.7. Soit 1 � p � 1: Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. Alors, nous

avons l�identi�cation isométrique suivante

�Lipp (X1; :::; Xm;Y ) = �p(�X1;:::;Xm ;Y ):

Preuve. On peut facilement montrer l�identi�cation via cet operateur

	 : �Lipp (X1; :::; Xm;Y ) ! �p(�X1;:::;Xm ;Y )

T 7! fT

Dans le résultat suivant, nous allons montrer que l�espace �Lipp se situe entre deux classes

d�opérateurs multilinéaires, qui sont des généralisation des opérateurs linéaires p-sommant.

La classe Lpss désigne la famille des opérateurs multilinéaires fortement p-sonnat de Dimant.

Proposition 3.8. Soit 1 � p � 1: Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. Nous avonsn
T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) : bT 2 �p �X1b
�:::b
�Xm;Y

�o
� �Lipp (X1; :::; Xm;Y ) � Lpss(X1; :::; Xm;Y ):

Preuve. Soit T 2L(X1; :::; Xm;Y ) tel que bT 2 �p �X1b
�:::b
�Xm;Y
�
: Alors

(

nX
i=1

kT (ui)� T (vi)kp)
1
p = (

nX
i=1




bT (ui � vi)



p) 1p

� �p

�bT� sup
'2B(X1 b
�:::b
�Xm)�

(

nX
i=1

j' (ui � vi)jp)
1
p

� �p

�bT� sup
'2BL(X1�:::�Xm)

(
nX
i=1

j' (ui)� ' (vi)jp)
1
p

Donc, T 2 �Lipp (X1; :::; Xm;Y ) et on a

�Lipp (T ) � �p

�bT� :
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3.3. Opérateurs multilinéaires Lipschitziens

Maintenant soit T 2 �Lipp (X1; :::; Xm;Y ), alors

(
nX
i=1



T �xi1; :::; xim�

p) 1p = (
nX
i=1



T �xi1; :::; xim�� T (0; :::; 0)


p) 1p

� �`ipp (T ) sup
'2BL(X1�:::�Xm)

(
nX
i=1

��' �xi1; :::; xim�� ' (0; :::; 0)
��p) 1p

� �`ipp (T ) sup
'2BL(X1�:::�Xm)

(
nX
i=1

��' �xi1; :::; xim���p) 1p
D�où T 2Lpss(X1; :::; Xm;Y ) et nous avons

�ssp (T ) � �Lipp (T ) :

Proposition 3.9. (Théorème de Grothendieck) Si X1; :::; Xm sont des espace L1 et Y est

un espace L2, alors nous avons

�Lip1 (X1; :::; Xm;Y ) = L (X1; :::; Xm;Y ) :

Preuve. On sait que X1b
�:::b
�Xm est L1-space. Par le théorème de Grothendieck cas

linéaire, nous avons

�1(X1b
�:::b
�Xm;Y ) = B
�
X1b
�:::b
�Xm;Y

�
= L (X1; :::; Xm;Y )

par la Proposition précédente, on an
T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) : bT 2 �1 �X1b
�:::b
�Xm;Y

�o
= �Lip1 (X1; :::; Xm;Y )

= L (X1; :::; Xm;Y ) :

Proposition 3.10. (Théorème d�inclusion). Soient 1 � p � q <1; alors

�Lipp (X1; :::; Xm;Y ) � �Lipq (X1; :::; Xm;Y );

et nous avons

�Lipq (T ) � �Lipp (T ) pour tout T 2 �Lipp (X1; :::; Xm;Y ):

Corollaire 3.11. Si X1; :::; Xm sont des espaces L1 et Y est un espace de Banach. Alors

�Lip1 (X1; :::; Xm;Y ) = �
Lip
2 (X1; :::; Xm;Y ):
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3.4 Comparaisons avec les opérateurs de Hilbert Schmidt

La dé�nition des opérateurs de Hilbert Schmidt a été introduite par Dwyer [Dwy71], et

étudiée par plusieurs auteurs notammant Pietsch dans [Pie83].

Dé�nition 3.12. Soient H1; :::; Hm; H des espaces de Hilbert. L�opérateur multilinéaire

T : H1 � :::�Hm ! H est de Hilbert-Schmidt siX
ei12I1;:::;eim2Im

kT (ei1 ; :::; eim)k
2 <1

où
�
eij
�
ij2Ij

est une base orthonormale de l�espaceHj (1 � j � m) : Noter que cette quantité

ne dépend pas du choix de la base orthonormale. La norme de Hilbert-Schmidt de T est

kTkHS = (
X

ei12I1;:::;eim2Im

kT (ei1 ; :::; eim)k
2)

1
2 :

Comme dans le cas linéaire, l�espace des opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt

LHS(H1; :::; Hm;H);

est un espace de Hilbert dont la norme k:kHS est induite du produit scalaire suivant

hT; Si =
X

ei12I1;:::;eim2Im

D
T (ei1 ; :::; eim); S(ei1 ; :::; eim)

E
:

Dé�nition 3.13 (Produit tensoriel de Hilbert). On peut munir le produit tensoriel al-

gébrique H1 
 :::
Hm du produit scalaire dé�ni par

8h = (h1 
 :::
 hm) ; k = (k1 
 :::
 km) 2 H1 
 :::
Hm : hh; ki =
mY
j=1

hhj; kji :

On note � la norme correspondante et H1b
2:::b
2Hm l�espace de Hilbert complété. Rap-

pelons que cette norme est raisonnable et véri�e

" (v) � � (v) � � (v) ; (1.24)

pour tout v 2 H1 
 ::: 
 Hm où " est la norme tensoriel injective sur H1 
 ::: 
 Hm. Soit�
ekj
�
kj2Ij

une base orthonormale de Hj (1 � j � m), on peut voir sans di¢ culté que le

système

fek1 
 :::
 ekmg kj2Ij
1�j�m

;
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3.4. Comparaisons avec les opérateurs de Hilbert Schmidt

forme une base orthonormale de H1b
�:::b
�Hm: La proposition suivante devient donc im-

médiate.

Proposition 3.14 [Mat03, Proposition 5.10]. Soient H1; :::; Hm; H des espaces de Hilbert.

Les deux propréités suivantes sont équivalentes.

(1) L�opérateur T est dans LHS (H1; :::; Hm;H) :

(2) L�opérateur eT2 est dans LHS �H1b
�:::b
�Hm;H
�
; (eT2 est l�extension de eT sur l�espace

H1b
�:::b
�Hm).

Remarque 3.15. Dans le cas m = 1, toutes les dé�nitions précédentes coïncident avec la

dé�nition des opérateurs linéaires p-sommants.

De�nition 3.16. Soient 1 � p � 1 et T 2 LHS
�
H1b
�:::b
�Hm;H

�
. L�opérateur T est

dit H-Lipschitz p-sommant, s�il existe une constante C > 0 telle que pour tout ui; vi 2
X1 � :::�Xm; (i = 1; :::; n) et y�1; :::; y

�
n 2 Y �, nous avons

(
nX
i=1

kT (ui)� T (vi)kp)
1
p � C sup

'2BLHS(X1�:::�Xm)

(
nX
i=1

j' (ui)� ' (vi)jp)
1
p : (2.1)

La classe des opérateurs multiniéaires H-Lipschitz p-sommant de X1� :::�Xm dans Y , noté

�Lip;Hp (X1; :::; Xm;Y ); est un espace de Banach avec la norme �Lip;Hp qui est la plus petite

constante C telle que l�inégalité (2.1) soit véri�ée.

La coïncidence suivante généralise le résultat du cas linéaire.

Théorème 3.17. Pour 1 � p <1; nous avons

LHS (H1; :::; Hm;H) = �
Lip;H
p (H1; :::; Hm;H)

et nous avons

kTkHS � �Lip;Hp (T ) � Bp
m kTkHS

où Bp
m est la constante de Khintchine.
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