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Notation
K Corps des scalaires (K = R ou C).
e élément neutre ou distingué, on prend 0 si X est normé.
(X,d) Espace métrique.
(X, 111D Espace vectoriel normé.
Lr Espaces de Lebesgue.
C(K) L’espace des fonctions continues de K dans R.
lp(X), (vesp. £7(X)) Espace des suites (resp. finies) absolument p-sommables.

lpw(X), (vesp. £, (X)) L’espace des suites (resp. finies) faiblement p-sommables.

(.,.) Produit scalaire.

L(X,Y) L’espace des applications linéaires de X dans Y.

L(X,Y) L’espace des opérateurs linéaires continues de X dans Y.
X* Espace dual (topologique) de X.

p* L’exposant conjugué de p, i.e., }—17 + z% =1

ix Injection canonique.

loo(X) Espace des suites bornées de X dans R.

By La boule d’'unité fermée de l'espace X : By := {z € X, ||z| < 1}.
T:X—=Y T est isométrie.

o(X, X") Topologie faible définie sur X.

o(X* X) Topologie *-faible définie sur X*.

IL,(X,Y) L’espace des opérateurs linéaires p-sommable de X dans Y.
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Introduction

Ce mémoire s’inscrit dans le cadre de la théorie des opérateurs multilinéaires Lipschitziens.

Il porte essentiellement sur les résultat de ’article de ”

Lipschitz p-summing multilinear
operators” de J. C. Angulo-Lépez et M. Ferndandez-Unzueta. L’idée de base est de transforer

la définition des applications Lipschiziennes sommants aux opérateurs multilinéaires.
Le mémoire s’articule autour de trois chapitres.

Dans le premier chapitre; on rappelle les résultats que on a besoin dans la suite de ce
mémoire. Commencgons par donner la définition d’un espace de Banach ainsi que de Hilbert
et quelques propriétés relatives & ces deux types d’espaces. On donne la définition des
opérateurs linéaires et quelques propriétés. Ensuite, on étudie les opérateurs multilinéaires.
Quelques notions et propriétés serons exposées; telles que: 'opérateur adjoint, le produit
tensoriel, I'opérateur linéairisé et enfin le produit tensoriel. On termine ce chapitre par

mettre I'accent sur les application Lipschitziennes.

Le deuxiéme chapitre sera consacré a étudier les opérateurs sommants, version linéaire,
multilinéaire et enfin Lipschitzienne. Tout d’abord on fait un rappel sur les espaces de
suites, puis on introduit la définition des opérateurs linéaire sommant. Ensuite, on exposera
la définition des opérateurs multilinaires sommant avec quelques types d’opérateurs célébres.

Finalement, on termine ce chapitre par les opérateurs Lipschitziennes sommant.

Le troisieme chapitre sera consacré a étudier ’article ” Lipschitz p-summing multilinear

operators”. On va faire une étude détaillé sur ce nouvel type d’opérateurs.



Chapter 1

Généralité sur les opérateurs
multilinéaires et applications

lipschitziennes

1.1 Introduction

Dans ce chapitre on va présenter les définitions et notions qu’on a besoin dans le suite.
On commence par les espaces vectoriels puis les espaces de Banach et Hilbert. Ensuite, on
va donner la définition d’'un opérateur linéaire ainsi que ’espace des opérateurs linéaires
et I'espace dual. Les opérateurs multilinéares et les application Lipschitziennes sont aussi

présentés dans & la fin de ce chapitre.

1.2 Espace vectoriel

Un espace vectoriel est un ensemble formé des vecteurs, de sorte que ’on puisse additionner
(et soustraire) deux vecteurs x , y pour en former troisitme x + y (ou z — y) et aussi afin

que 'on puisse multiplier chaque vecteur x par un scalaire A pour obtenir un vecteurz.
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Définition 1.1 (Espace vectoriel). Soit K un corps commutative ( K = R ou K = C) et

soit & un ensemble muni de deux lois de composition, I'une interne et notée additivement
(+): ExE — &
(z,y) — z+y

I’autre externe et notée multiplicativement
(): KxE — FE
Nz) — Ay

On dit que (E ; 4 ; -) est un espace vectoriel sur K si :

(E , +) est un groupe commutative ,c’est-a-dire :

-Vz,yek: z+y=y+ 2z (commutatif).
-JoeB, Ve eE: o+ p= 0+ x =z (élément neutre).
-VexeE, ek ,: o+ =2+ 2= p (élément symétrique).
-Va,y,z€eB: (x4+y)+2z=1z+ (y+ 2) (associative).
pourz,ycEBeta,fekK

~a-(zty)=a-x+a-y

-z (a+p)=z-a+zx-fB

(@ B)r=a(5a)

Exemple 1.2.

Pour E = R? un ensemble muni de addition et de la multiplication par un scalaire définie
par :

- (21, 22) + (Y1, 92) = (21 + Y1, 72 + 1)

- A (z,22) = (A2, A - 10)

est un R-espace vectoriel

Pour E = R? — (0,0) n’est pas un R-espace vectoriel car : si A\ = 0 alors

M1, 79) = A(0,0) = (0,0) ¢ R*> — (0,0).
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Définition 1.3 (sous-espace vectoriel). Soit (E, +, -) est un espace vectoriel sur K et F une
partie de [E non vide; on dit que [ est sous-espace vectoriel de [ si :
0 € F (p est I’élément neutre de )
VaoeK,Vr,yeF
r+yelFetareclF

Exemple 1.4. Pour E = R2.
1. F={(z,y) € R*: 3z — 2y} est un sous-espace vectoriel de E
2. F = {(z,y) € R? : 2 = 1} n’est pas un sous-espace vectoriel de E car: (0,0) ¢ FF tq (0,0)

I’élément neutre de R2.

Proposition 1.5. F est sous-espace vectoriel de [ ssi

Vaoe K\Ve,yeF:ar+yeF

Définition 1. 6 (Norme). Soit X un espace vectoriel sur K =R (ou C ), Une application

-]l X — Ry

est une norme si, et seulement si les propriétés suivantes sont vérifiées : VA € K, Vz,y € X
L. [z||=0<2=0, (défini) ;

2. || Az [|[=] M| z || (homogénéité) ;

B lz+y||[<||z ]|+ ||y (inégalité triangulaire).

Si on supprime le (1), on dit que || - || est une semi-norme.

Définition 1.7 (FEspace normé). Soit X un espace vectoriel ; on dit que cé est un espace

vectoriel normé (un espace normé) s’il est muni d’une norme.

Exemple 1.8.

1. Pour X = R avec la norme usuelle
| z ||=| = |;Vz € R (valeur absolue).

2. Pour X =R™. Si z est dans X, on pose x = (21, ...,2,), on a :
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n
- fl= 22 |-

=1

n
M fla= /20 [ 2.
i=1

- [ [lo= sup |z |.
1<i<

i<n

Définitin 1.9 (Equivalence des normes). Soit || - || et || - || deux normes sur un espace

vectoriel X ; || - || et || - ||" sont équivalentes (|| - ||<]| - ||') si :

Ja>0,8>0:al-<[l-I'<B-II.

Exemple 1.10 Les trois normes || - [|1, || - |2 et || - [[oc de R™ sont équivalentes.
Proposition 1.11 Si la dimension de 'espace vectoriel normé X finie ( dim(X) < oo );

alors toutes les normes dans X sont équivalentes.

1.3 Espace de Banach

Depuis leur création par Banach en 1922, les espaces normés jouent un role central en analyse
fonctionnelle. Les espaces de Banach sont des espaces normés complets. La complétude

permet de prouver la convergence d’une suite ou d’une série sans connaitre sa limite.

Définition 1.12 (Suite de Cauchy). Soit (x,)nen une suite dans un espace vectoriel normé

(X, ]| - | ; on dit que la suite (z,),en est une suite de Cauchy si :

Ve >0,3dn e N,Vn,m > n; || 2 — 2 ||< .

Proposition 1.13 Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 1.14 (Espace complet). Un espace normé (X, || - ||) sera dit complet si toute

suite de Cauchy d’éléments de X est convergente dans X.
Proposition 1.15. Tout espace vectoriel sur R normé de dimension finie est complet.

Exemple 1.16.
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. (R, ] -]) est un espace complet;

1
2. (Q,] - |) n’est pas un espace complet.

Définition 1.17 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach tout espace normé

complet.
Proposition 1.18. Tout espace Banach X est fermé.

Exemple 1.19.
(1) (p, | - 1), (cos || - |loo) sont des espaces de Banach;

(2) (co, || - |l1) n’est pas espaces de Banach.

Espace de Hilbert
L’espace de Hilbert a été introduit par David Hilbert en 1909 pour développer ’analyse

fonctionnelle abstraite. On note en général par H.

Défintion 1.20 (Produit scalaire). Soit H un espace vectoriel sur K. On appelle produit

scalaire sur H toute application:
<> HxH=K

vérifiant : Vo , 2/, y € Het VA € K
I) pour K=R:
1. < z;y >=< y;x > (symétrique);
2. <z + My >=<x;y >+ < 2’5y > (bilinéaire);

3. <zjz>>0et <xyx>=0= z =0 (défiie-positive).

II) pour K=C:
1. <z;y >=<y;x > (antisymétrique);
2. <z + My >=<x;y >+ < 2/;y > (hermitiéne);

3. <myx >>0et <z;o>=0= x =0 (défiie-positive).

Définition 1.21 (Espace préhilbertien).
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Un espace préhilbertien réel est un couple (H, < ;- >) ou H est un R-espace vectoriel
et < -;- > un produit scalaire sur H. Si de plus, H est un R-espace vectoriel de dimension

finie, (H, < -;- >) est un espace euclidien.
Théoréme 1.22. Soit (H, < -;- >) un espace préhilbertien , alors

Vo, yel:[<x,y >[<[[ x|y I

Corollaire 1.23. Soit (H, < -;- >) un espace préhilbertien , alors

[z (= VI<z,y>,

est une norme sur H.
Proposition 1.24 (Loi de parallélograme). Soit (H, < -;- >) un espace préhilbertien , alors

le+y I+ lz—ylP=2(l= 1+ 1y 1.

Définition 1.25 (Espace Hilbert). Un espace Hilbert est un espace préhilbertien et

complet.

Exemple 1.26. L’espace de suites
*(N) = {.CE = (zp)n € N: in < oo}
n>0

est un espace Hilbert avec

<LY>=D ToYn
n>0

1.4 Espace des opérateurs linéaires

Définition 1.27 (Application). On appelle application d’un ensemble X dans un ensemble
Y , toute correspondance f entre les éléments de X et ceux de Y qui a tout élément x € X

fait correspondre un unique élément y € Y noté f(z). Une correspondance entre X et YV



1.4. Espace des opérateurs linéaires

est représentée par: f: X — Y. Une application f entre X et Y est aussi représentée par

f X — Y

r — [z

Une correspondance f entre deux ensembles non vides est une application si et seulement si

Ve,ye Xoo=y= f(x)=f(y).

Exemple 1.28. L’application idy : X — X telle que Vo € X ; idx(x) = x est appelée
application identité sur X.

Définition 1.29. (Application linéaire). Soient X et Y des K-espaces vectoriels. On dit
que 'application

T: X— Y
est linéaire si, pour tout x et tout y dans X, et pour tout A dans K :
TAx+y) =\ (x)+T(y).
On note L (X,Y) l’ensemble des applications linéaires.
Définition 1.30 (Application linéaire continue). Soit (X; || - ||x) et (Y| - || x) deux espaces

normés et soit 7' : X —— Y une application linéaire. Alors T' est continue (borné) si et

seulement séil existe une constante C' > 0 telle que

| T(z) [y < C| x| x;Vr e X. (1.4.1)

On note B (X,Y) I’espace des applications linéaires continues. On définit une norme

des opérateurs sur B (X,Y’) par

I Tl= suwp [[T(z)|y= sup [[T(z)][ v

llzll x<1 Izl x=1

on a également :

| T ||=inf {C : C vérifiant in (1.4.1)}

Espace dual
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Définition 1.31. Une forme linéaire sur X est une application linéaire de X dans K.
L’ensemble des formes linéaires sur X, avec l'addition définie par :

1. (T+T")(x) =T(z)+ T'(x) et la multiplication par les scalaires définie par :

2. (AT)(z) = AT'(x), est un espace vectoriel sur K, appelé I’espace vectoriel dual de X
et noté X*.

Si x est un vecteur de X et T une forme linéaire sur X, on utilise parfois la notation

< T,z >, (crochet de dualité).

Définition 1.32. (L’espace dual). Soit X est espace normé alors
- X* = B(X, K) est un Banach .
- X* = ledual de X

- X* ={u: X — K linéaire et bornée} . Soit * € X* alors
' (r) =< x*,x >
le crochet de dualité; =z € X

| 2* = sup |a*(2) |= sup |< ",z >| .
[|lz]|=1 [|lz||=1

Définition 1.33. Le dual de ¢, = (£,)* = ¢, telle que  + > =1.

Espace réflexif

Définition 1.34. (Bidual et espace rélexif ). Le dual de X* appelé bidual de X est noté
par X**.

L’injection canonique
i X — X
i(z)(x*) =< x*,z > est une isométrie (|| i(x) ||=|| = ||); si I'isometrie canonique est surjectif

(ie X = X*™) on dira que X est un espace rélexif.

Exemple 1.35. Tout espace de Hilbert est espace rélexif. Les espace ¢, sont des espaces

rélexif, telle que : 1 < p < 0.



1.5. Opérateur multilinéaire

1.5 Opérateur multilinéaire

Définition 1.36 (Opérateur multilinéaire). Soient Xi,..., X, et Y des espaces de Banach.
Une application

T: X\3x..x X,,— Y

est dite opérateur (ou application) multilinéaire (ou m-linéaire) si
T(x1, T2y ooy Qg + BYky ooy Tn) = T (21, T2, ooy Ty ooy Tn) + BT(T1, T2y ooy Yhy oovs T

pour tout z;,y; € X;,1 <k <m,a,f € K (c-a-d) T est linéaire pour chaque variable.

-Y =K, T est dit forme multilinéaire.

-m =2, T est dit bilinéaire (ou 2-linéaire).

On note par L( X1,..., X;n; Y) I'ensemble des opérateurs multilinéaires de X; x ... x X,

dans Y.

Exemple 1.37.
- L’application
T: RxR — R
(z,y) — xy
est une application bilinéaire.
- L’application
T: RxR — R
(,y) — ay+1

n’est pas une application bilinéaire car
Vo, o',y € X,Va, 8 € K:T(ax+ B2',y) # T (z,y) +T(x',y)

et meéme chose pour y.

Espace des opérateurs multilinéaires

Proposition 1.38 (Multilinéaire borné). Pour T € L( Xi,..., X,; Y), les affirmations
suivantes sont équivalentes

1. L’opérateur T' est continue.

2. L’opérateur T est continue en (0, ..., 0).
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3. Il existe une constante C' > 0 telle que :
N T(z1, ) ISCH 21 || cooe || @ ||, V(21,5 ooy ) € Xy X oo X Xy
Dans ce cas, on dit que T est borné et on pose
| T[= sup || T(x1,...;xm) |

lzllr<1

ou

| T ||<inf{ C: C vérifiant I'inégalité} .

Il est facile de voir qu’elle définit une norme sur L( X, ..., X,,; Y). L’espace des appli-
cations m-linéaires continues (ou bornées) de X; x ... x X,, dans Y est un espace de

Banach.

Linéarisation des opérateurs multilinéaires
Proposition 1.39. Soient Xi,..., X, desespaces de Banach et Y espace normé. L’opérateur

T el( Xy,..., Xpn; Y) ssi T est séprément continue.

Corollaire 1.40. Soient Xi,..., X,, des espaces de dimension finie et Y espace norm ,

alors les applications

T e ;C( Xl, ceey Xm; Y)

est continue.

Idéaux d’opérateur multilinéaire
Définition 1.41. (Opérateur de rang fini ). Soient Xi,..., X,,; Y des espaces normés,
T eL( X1,..., Xpm; Y) est derang fini , s'il existen € N; ¢l e X;;Vi=1n,j=1m

n

T(x',....,2™) = Z oi(at) X ... X (™) y;

i=1
L’espace des opérateurs m-linéaires de rang fini sera noté L;(X;,..., X,,;Y).

Définition 1.42 (Idéal des opérateurs m-linéaires). Un idéal des opérateurs multilinéaires
(ou multi-idéal) M est une classe d’opérateurs multilinéaires bornés tels que pour tout

Xi,..., X, et Y des espaces de Banach on a:

10



1.6. Espace des applications lipschitziennes

- M(Xy,...,X;;Y) est un sous-espace vectoriel de L(X7, ..., X,,;Y) et Ly C M.
- (Propriéteé d’idéal). si T € M(Xy,..., X3 Y), u; €L(E;, X;); (1 < j <m)etv eL(Y,F)
, alors

voTo(uy,...,uple € M(Ey,...,Ey; F).

ou
(voT o(uy,...,un))(€1,...,em) =voT o(ui(er),...,uml(em)),Ve; € Ejzi=1,...,m.
- De plus, si ||.[| , : M — Ry satisfait.

-(M(Xy,.. ., X3 Y), ||| o) est un espace normé (resp. de Banach);
- gkm K™ — K (A, An) k= A XX Ay = 1
-lvoT o (ur,...,um)|pg < I NT )| g lwa ] - - - [|tm]| , alors (M, ||| 1,) s’appelle idéal normé

(resp. de Banach) des opérateurs multilinéaires.

Exemple 1.43. Les espaces L(X1,..., X,,;Y) et Ly(X, ..., X,,;Y) sont des idéal multil-

inéaires.

1.6 Espace des applications lipschitziennes

Définition 1.44 (Distance). On appelle distance (ou métrique) sur un ensemble X tout
application d : X x X — R, qui satisfait les propriétés suivantes:

1. Vaz,y € X :d(z,y) = 0 <= x = y (séparation);

2. Vx,y € X :d(x,y) = d(y, x) (symétrie);

3. Vr,y,z € X 1 d(z,y) <d(x,z) +d(z,y) (inégalité triangulaire).

Proposituion 1.45

1. Vo,y,z € X ¢ |d(x,z) —d(z,y)| < d(z,y) (seconde inégalité triangulaire).

2. Voq,...,x, € X td(xy,2) < d(x;,x;41) (inégalité triangulaire généralisée).
i=1
Définition 1.46 ( Espace métrique). Un espace métrique est un couple (X, d) ot 'ensemble

X est muni de la distance d.

11
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Exemple 1.47.

- Soit (R, |.|) Pensemble des nombres réels, muni de la distance usuelle
d(l’,y) = ’(E - y’ ,Vm,y € Ra

est un espace métrique.

- Soit X un ensemble arbitraire. On le munit de la distance suivante

0, z=0;
1, x#0.

d(z,y) =

On obtient évidement un espace métrique. Cet espace est appelé espace de points isolés ou
I’espace métrique discret.
- Sur I'espace R", on peut définir plusieurs distances faisant intervenir les distances entre

les composantes. Soient © = (z1,...,%,),y = (Y1, ..., yn) € R™. On définit trois distances:

L dy(z,y) = Z T

=1
2. dy(x,y) Z |x; — yl (distance euclidienne).

3. doo(z,y) = g% |25 — yil.

Les opérateurs lipschitziens

Maintenant, rappelons brievement quelques notations et terminologies de base. Nous con-
sidérons toujours des espaces métriques avec un point distingué (espaces métriques pointés)
que nous notons 0. Soit X un espace métrique pointé. On note X# I’espace de Banach de

toutes les fonctions de Lipschitz f : X — R qui s’annulent en 0 sous la norme de Lipschitz

donnée par
Lip (f) = sup {W

On note F (X) I'espace de Banach libre sur X, i.e., F (X) est le compliment de I'espace

{Z Ai (@;,:) )ici CR, (@), (4i)iey C X} J

:x,yEX,x#y}.

avec la norme

||m||]-'( = inf {Z |/\ |d l"w,% . Z)\ 5 (zi,y:) }

12
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ou la fonction d(, ) : X # — R est définie par

Oy (f) = f(x) = f(y).

Nous avons

F(X) = X*,

Soit X un espace métrique et E un espace de Banach, on note Lipy (X; E) 'espace de
Banach de toutes les fonctions de Lipschitz T': X — E telle que T'(0) = 0. Notons que
pour tout T € Lipy (X; F), il existe un unique opérateur linéaire T:F (X) — FE tel que

TO(SX:T

et HT\H = Lip(T), i.e., le diagramme suivant commute

X I E
5x1 /T

F(X)

ol 0x est définie par

<5X ($)7f> = <5(£E,0)7f> = f(fl?) for f € X7,

13



Chapter 2

Opérateurs sommant

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a étudier les opérateurs sommant. Commencons par les opérateurs
linéaires sommant avec une présentation de leurs propriétés fondamentales. Ensuite, on
généralise la notion de sommabilité sur la catégorie des opérateurs muntilinéaires. Certaines

caractérisation et propriétés serons présentées.

2.2 Espace de suites

Soit 1 < p < co. On définit les espaces de suites scalaires suivantes

b = {(an>n Nl = (2 ’“"’p);}

n

b = {0 @), I = suplon] < oo

o = {(an)n € ly : liTILn [(an),| = O}

Soit maintenant X un espace de Banach. Soit 1 < p < oo. On note £ (X) I'espace de

Banach des suites finies (z;),.,;.,, dans X muni de la norme

||(xi)1§i§n“g$(x) = (Z ||x2||p)%7
=1

14



2.2. Espace de suites

et £, “ (X) I'espace de Banach des suites finies (;), ., dans X muni de la norme
|@allyg w0y = sup (3 [, ) )7,
z*€Bx+ 5
ou X* est le dual (topologique) de X. La boule unité fermée de X est notée Bx (si p = oo
on prend le sup).
Définition 2.1. (Suite fortement p-sommable) Soit 1 < p < co. Une suite (z,,), de X est

dite fortement p-sommable si
1
(D lal?)e < oo
n
On note £,(X) l'espace de Banach de toutes les suites fortement p-sommable dans X avec

la norme suivante
1
l(@a)all, = O llzall)?.
n

Définition 2.2. (Suite faiblement p-sommable) Une suite (), de X est dite faiblement

p-sommable si
1
(D" (@n)[")r < oo,
pour tout r* € X*. On note ¢(X) l'espace de Banach de toutes les suites faiblement

p-sommable dans X avec la norme suivante

1
@)all, = sup O [(ws2") )7,
T*EBx*

Définition 2.3 (L’espace c¢y(X)). On note co(X) I'espace de Banach de suites bornées telle
que
lim ||z, || = 0.
Proposition 2.4.
(a) £,(X) et £;)(X) sont des espace de Banach.
(b) Sip=+4o0c0. Ona: l(X) =" (X).
(c) Pour tout espace de Banach X

0,(X) C £4(X).

(c) Sidim X < +00. On a:



2.3. Opérateurs linéaires sommants

(d) £ (X) = B (£, X) isométriqument pour 1 < p < +oo et £} (X) = B (cp, X).

2.3 Opérateurs linéaires sommants

La définition d’un opérateur linéaire p-sommant introduite par Grothendieck pour p = 1,
et généralisée pour tout p par Pietcsh en 67. Soient X,Y deux espaces de Banach et
u € B(X;Y). On dira que u est p-sommant pour p € ]0,00[, s'il existe une constante
C > 0, telle que pour tout x1,...,x, € X
n n

O lu@)IP)» <€ sup (3 Ja* (@)")>.

i=1 wreBxx Ty
On note 11, (X; V) I'idéal de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans ¥ muni
de la norme

mp(u) = inf{C vérifiant ()}.

Remarque 2.5. L’opérateur u est p-sommant s’il transforme toute suite faiblement p-

sommable en une suite fortement p-sommable; si p = co, c’est simplement la continuité.

Exemple 2.6. Soient K un espace compact, ;1 une mesure positive sur K et 1 < p < oc.

(a) L’opérateur de multiplication défini par
u, @ C(K) — Ly(p)
f — fp
avec p € Ly(u), est p-sommant et m,(u) = [[¢]|, -

(b) L’injection canonique

est p-sommante et m,(J,) = ,u(K)%.

2.4 Caracterisation des opérateurs linéaires p-sommants

Théoréme domination de Pietsch. Soient p € 0,00 et u : X — Y un opérateur

linéaire p-sommant et. Alors, il existe une probabilité de radon X\ sur (Bx«, o (X*, X))

16



2.4. Caracterisation des opérateurs linéaires p-sommants

telle que
Vo€ X Ju@)| < m ) ([ o @F @)

BX*
Inversement, s’il existe une probabilité de radon \ sur (Bx«, o (X*, X)) et C > 0 telle que

cette formule est vérifiée, alors u est p-sommant et m, (u) < C.

La factorisation proprement dite de Pietsch est

X — Y
ix | T4
ix(X) 2 g
N N
C(K) % L(w

ou o est un opérateur linéaire borné, k, est la restriction de J,, K = Bx+ et S est la

fermeture de k, oix (X) dans L, (). Dans ce cas,

Remarque 2.7 (Cas particulier). Si p = 2, 'opérateur @ peut s’étendre a Ly (11) tout entier,
c’est a dire u se factorise par un espace de Hilbert. En effet, soit P la projection de Lo (1)

sur S, donc

U:=uo P etu=1ulyix . X P Ly (p) =Y,
avec la remarque que Joix est 2-sommant.
Théoréme 2.8 (Théoréme d’inclusion). Si 1 < p < q < 00, alors
IL, (X;Y) CII, (X;Y).
De plus, on a 7, (u) < 7, (u) pour tout u € I, (X;Y).

Théoréme 2.9 (Le théoréme de Grothendieck). Si X = Ly et Y = La, alors tout opérateur

borné de X dans Y est 1-sommant. 1i.e.,

B (Ll; Lz) =1II; (Ll; L2)

17



2.5. Opérateur linéaire fortement p-sommant

avec m1 (u) < kg ||ul|, kg est la constante universelle de Grothendieck.

Théoréme 2.10 (Le petit théoréme de Grothendieck). Soit 1 < p < 2. St X = Ly, et

Y = L,, alors tout opérateur borné de X dans Y est 2-sommant. i.e.,
B (Loo; Lp) =111 (Loo; L)

avec Ty (u) < kg |Jul|.

2.5 Opérateur linéaire fortement p-sommant

Pietch a montré en 1967 que 'identité de ¢; dans /5 est 2-sommant, mais ’opérateur adjoint
n’est pas 2-sommant pour cela le concept fortement p-sommant a été introduit par cohen
comme une caractérisation des conjugués des opérateurs p*-sommants.

Définition 2.11. Soit v un opérateur continue entre deux espaces de Banach X et Y.
L’opérateur u est opérateur linéaire fortement p-sommant (1 < p < oo) s’il existe une

constante positive C' telle que pour tout n € N, (z;)1<i<, C X et (y})1<i<n C Y*,0n a

Z\ (i), y;)| < O ZH@H ) sup 1 W) hrzizallen,

D,(X,Y) est un espace des opérateurs hnealre fortement p-sommant de X dans Y. Pour
p =1, 'espace D;(X,Y) coincide avec B(X,Y).et D,(X,Y) est un espace de Banach muni

de la norme
d,(u) = inf {C, vérifiant I'inégalité ()}

Théoréme 2.12. Soit 1 <p < oo et X,Y deux espaces de Banach
(1) D,(X;Y) est un espace normé.
(2) St u € Dy(X;Y), alors u est continue et ||u|| < dp(u).

Proposition 2.13. Soit Re€ B(Y;Z) et S € B(E;X).Siue€ Dy(X;Y),alors RouoS est
fortement p-sommant et

dp(RouoS) <R dy(u)||S]|-

18



2.6. Opérateurs multilinéaires sommants

Théoréme de factorisation de Pietsch
Théoréme 2.14. Soient 1 < p < oo et u € B(X;Y) est fortement p-sommant si et
seulement s’il existe une probabilité de radon \ sur (Byw,c(Y* Y*)) telle que Vx € X,

Yy* € Y, on a:

1
p*

), )] < dy(u) ] [ [ el i)

Théoréme 2.15. Soit X,Y deux espace de Banach et % + ]% = 1.Alors,
(1) Soit 1 < p < oo.L opérateur u est p-sommant de X dans Y si et seulement si l'opérateur

adjotut u* est fortement p*-sommant de Y* dans X* et dy(u*) = m,(u)
ueTm(X,Y) <= u" €D, (Y, X7)

(2) Soit 1 < p < co.L’opérateur u est fortement p-sommant de X dans Y si et seulement

si Uopérateur adjoiut u* est p*-sommant de Y* dans X* et mp(u*) = dp(u)

ueDX,)Y) <= u" €m-(Y", X7).

2.6 Opérateurs multilinéaires sommants

La généralisation des opérateurs multilinéaires p-sommants a été commencé en 1983 par
Pietsch. Il a introduit deux définitions: opérateurs multilinéaires absolument p-sommants
et p-dominés. Quelques autres propriétés des opérateurs linéaires p-sommants restent vraies

dans le cas multilinéaire.

2.6.1 Opérateurs multilinéaires absolument p-sommants

Un opérateur m-linéaire T': X7 X ... X X,,, — Y est absolument p-sommant (1 < p < 00)

s’il existe C' > 0 telle que pour tous 93{, wxl € X; (j=1,...,m),

Sl (ka1 < T )

&y “(X5)
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2.6. Opérateurs multilinéaires sommants

On note Lg‘(Xl, oty X3 Y) Despace de Banach des opérateurs m-linéaires absolument p-
sommants muni de la norme ||T[|, = inf {C": C vérifie ()} . L’espace II]'( X, ..., X;;Y) est

un multi-idéal de Banach.

La définition suivante est une version généralisée de la précédente.

2.6.2 Opératurs multilinéaires absolument (p; py, ..., p,,)-sommants.

Soient py, ..., py, € ]0, 00| avec i < il+ +— Un opérateur m-linéaire T': X; x...x X,,, —

Y est absolument (p;p1, ..., pm)-sommant s’il existe une constante positive C' telle que pour

tous 21, ...,25 € X;, (j =1,...,m),

Sl ) < eTT e

La classe des opérateurs m-linéaires absolument (p;ps, ..., p;)-sommants de X; X ... X X,

bS] \

Zn ’UJ(X]) :
dans Y, notée LE” B opm) (X1, ..., X;n; YY), est un multi-idéal de Banach pour la norme

1T (pips, .y = InE{C vérifiant I'inégalité ()}.

2.6.3 Opérateurs multilinéaires p-dominés

Définition 2.16. Soit T €L(Xq, ..., X;,; Y) un opérateur m-linéaire borné. On dira que T
est p-dominé (1 < p < 00) s’il existe une constante positive C' telle que pour tout n € N et

($3)1<i<n CX,;(1<j<m),ona

S
=3

)p <C

s

(7 (st )| @) e

1 £y (X5)

J

On note LE(X7, ..., X;,;Y) Pespace des opérateurs m-linéaires p-dominés de X; x ... x X,

dans Y. C’est un quasi-Banach pour la quasi-norme 6,(7"), définie par
0,(T) = inf{C vérifiant 'inégalité ()}.

Sip > m, §,(T) est une norme sur L5(X7y, ..., X,,,; Y).
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2.6. Opérateurs multilinéaires sommants

Théoréme 2.17. Soient 1 < p < oo, T €L(Xy,..., X;; Y). Alors, les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(1) L’opérateur T est p-dominé.

(2) U existe une constante positive C' et des probabilités de Radon p; sur Kj = Bx: (1 <

I7 (2, o / 27"

BX*

Jj < m) telles que

(@*)?,

pour tout ¥¥ € X;. De plus, on a
0,(T) = inf {C vérifiant l'inégalité ()}

(3) Pourtout 1 < j < m, il existe des probabilités de Radon pj sur BX;« et T €L(Sy, ..., Sm; Y)

tels que le diagramme suivant soit commutatif

X, XX X, N

Lix, Lix, T1

ix, (X1) x..x iy, (Xn) (kljm) Sy X..X  Sp

l !

C(Ky) x..x CO(Kp,) o Oy (py) XX Ly ()

ot kj : C(K;) — €, (p;) est Uinjection canonique, ix, : X; — C(K;) est lisométrie

canonique, S; est la fermeture de Uespace k; (ix, (X;)) dans €, (11;) et HTH = 0,(7).

Remarque 2.18. La classe des opérateurs m-linéaires p-dominés est un multi-idéal. Sa

construction peut s’interpréter par la méthode de factorisation, i.e.,
LH(X, oy X3 Y) = L(IL,) (X, oo, X3 V),

ou II, est I'espace des opérateurs linéaires p-sommants. Pour la preuve, il suffit de montrer

le lemme suivant.
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2.6. Opérateurs multilinéaires sommants

2.6.4 Opérateurs multilinéaires multi p-sommants

Définition 2.19. Un opérateur m-linéaire 7' : X7 x ... x X,,, — Y est dit multi p-sommant

(1 <p<o0),sil existe C' > 0 telle que pour tous 27 orl € X (j=1,...,m),

317 1

N1,eeesim . m .\
(> TGl < T () .
i1 im=1 j=1 G=Hlen w(x;)

On note IT}' (X, ..., X;p,; Y'), Uespace de Banach des opérateurs m-linéaires multi p-sommants,
muni de la norme 77 () = inf {C' : C vérifie ()} .

Cette classe d’opérateurs ne vérifie pas I’analogue du théoréme de Pietsch, mais c’est une
bonne généralisation des opérateurs linéaires p-sommants car elle conserve plusieurs pro-

priétés du cas linéaire.

Remarque 2.20. Soient X4, ..., X,,,Y des espaces de Banach. On a

LH( X1, X V) CILN X, 0, Xy Y.

2.6.5 Opérateurs multilinéaires fortement p-sommants

Définition 2.21. Soit 1 < p < o0 et T €L(X7, ..., X,,,;Y) . L'opérateur T est fortement p-

sommant s’il existe une constante positive C' telle que pour tous x{, wxl € X (j=1,...,m)

(ZHT(%l’?m;n)Hp); <C sup (Z|q) (3311’733;71)’19)%

La classe des opérateurs m-linéaires fortement p-sommants de X; x ... x X,, dans Y, notée
L2 (X1, ..., X;n; V), est un espace de Banach pour la norme ||T']|» qui est la plus petite

constante C' telle que I'inégalité () soit vérifice.

Théoréme 2.22 [Dim03]. Soit T €L(X1, ..., X,n;Y). Les affirmations suivantes sont équiv-
alentes.

(1) L’opérateur T est fortement p-sommant.

(2) Il existe une mesure de probabilité de Radon v sur Brx,,. x,) (muni de sa topologie
x-faible) et une constante positive C' > 0 telle que pour tout (x',...,x™) dans Xy x ... x X,

on a

||T (:cl, ,xm)H < C(ch(xl o }q) (a:l, ...,xm)‘pdu(q)))%.

,,,,,
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2.6. Opérateurs multilinéaires sommants

On note que l'espace L2 (X1, ..., X;; V) forme un multi-idéal de Banach. On a aussi

II,o £L(X1,... X} Y) C LY (Xq,..., X3 Y).

Proposition 2.23. Soit T €L(Xy, ..., X,,; Y) . Alors,
(1) Si T est p-sommant, alors T est fortement p-sommant.
(2) Théoréme de Grothendieck multilinéaire: siles X; = Ly et Y est un espace de Hilbert,

on a pour tout 1 < p < oo

L(X1, s X3 Y) = L2 (X1, oo, X3 V).

2.6.6 Opérateurs Cohen fortement p-sommants

Définition 2.24. Soient m € N* et X;,Y des espaces de Banach (1 < j < m). Un opérateur
m-linéaire T : X; X ... X X,, — Y est Cohen fortement p-sommant, 1 < p < oo, s’il existe

une constante positive C' telle que pour tout x{, . xd € X; et tout yi,...,yk € Y*,

n n m . l
STUT (@) )| < O TT |25 )7 sup (17 ()
i—1 i=17=1 J yEBy

m,

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de X; x ... x X, dans Y,

notée D} (X1, ..., X;n; V), est un espace de Banach pour la norme
dy'(T) = inf{C vérifiant I'inégalité ()}.

Pour p=1,on a D"( Xy, ... X;n; Y) = L( X1, ..., Xins V).
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Chapter 3

Opérateurs multilinéaires

Lipschitziens

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a étudier les opérateurs multlinéaires lipschiziens. Ce type d’opérateurs
a été étudié en 2020 dans 'article de ” Lipschitz p-summing multilinear operators” de J. C.
Angulo-Lépez et M. Fernandez-Unzueta. L’idée de base est de transforer la définition des
applications Lipschiziennes sommants aux opérateurs multilinéaires. Dans ce chapitre, on

va faire une étude détaillé sur ce nouvel type d’opérateurs.

3.2 Cobne de Serge

Soient X1, ..., X,, des espaces de Banach. On définit le cone de Serge des espaces X1, ..., X,,
par

EXl,...,Xm = {Q?l X .. @Iy, - T € Xk, 1 S k S m} .

Soit T': X7 x ... x X,, — Y un opérateur multinéaire et T : X1(§>ﬂ...<§>7,Xm — Y son

opérateur linéairisé. L’application

fT = f/le ,,,,, Xm ZX17---7X'm - Y
T1® .. ®Ty — fr(1®..Qxy) =T (x1,...,Tn)
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3.2. Cone de Serge

est appelée X-opérateur. L’espace des applications continues Y-opérateurs muni de la norme

Lipschitizienne
[fr(@1® .. @am) = fr(@®.. Q)|
|lt1® ... @z — 2y @ ... @ 2 ||

sera noté L(Xx,  x,;Y) et L(Xx,  x,) dansle casou Y =K.

/7]l = sup

Nous avons I'identification suivante.
Théoréme 3.1. Soit 1 < p < oo. Soient X7, ..., X,,,Y des espaces de Banach. Alors, nous

avons l'identification isométrique suivante
[,(Xl, ey Xm; Y) = L(ZX1,...,Xm; Y)

Preuve. Définissons 'opérateur suivant

U: L(X, o X3 V) — L(Ex,..x,;Y)
T — Jr

1) L’opérateur T est bien définie: Soient T1,Ty €L(Xy,..., X,n;Y) tels que T = Ts. Soit

1 ® .. 0Ty € XYx,,.x,,- On a
Tl (,’L’l, 7xm) = T2 (.Tl, 7$m) s

c’est a dire
fr (1 ® .. Qxy) = fr,(®1®..Qz,),

donc fr, = fr,.

2) T est isométrique: On va vérifier que ||¥ (T)| = ||T]| . En effet,

(DI =l

(e ® .. Qrm) = fr (31 © ... @,
|lt1 ® ... @ Ty, — 2 @ .. @ 2|

T (1, .y @) — T (2, .y 20|

|z1® ... Ty — 2] ®@ ... @ 2L ||

Hf(ml®...®mm—m’1®...®x;n)H

|lt1® ... @ Ty — 2] @ ... @ 2L ||
f( TR QI — ) ® ... @2, )
|21 ® ... @y — 2 @ ... @ 2|

< |7 = 1m0

= sup

= sup

= sup
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3.2. Cone de Serge

D’autre part,

T ey T,
||T|| = sup H (xla y L )H
[ eS|
i @e .
|21 @ ... @ T

< fzll =1 (D)

3) T est surjective: Soit f €L(Xx, . x,;Y) alors il existe T' €L(Xj, ..., X;,; Y) tel que

fr1® .. Q@xy) =T (x1,....,Tm) .

Alors;
U (T)=f.

Lemme 3.2. Soit 25, € X, (1 < k < m).On définit application ., oz, L(X1, ..., X;n) —

K comme suite

0e10..00, (@) = @ (T1, ..., Ty) pour tout p € L (X, ..., Xp).
Alors, nous avons cette inclusion isométrique

ZXL-.-,Xm °i> C (BL(Xl,...,Xm)7w*>

1R ... &, — 5x1®...®xm

Definition 3.3. Soient 1 < p < oo et f €L(Xy,  x,;Y) une application ¥-opérateur. f

TIL;
est dit p-sommant, s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout w;,v; € Xx,  x,.,
(1 =1,...,n), nous avons

P

(an(ui)—f(mnp) <c s (Olelw -p@l) @1

La classe des applications Y-opérateurs p-sommant de Xy, x,, dans Y, noté IL,(Xx,  x,.;Y),
est un espace de Banach avec la norme 7, (f) qui est la plus petite constante C' telle que

'inégalité (2.1) soit vérifiée.

Remarque 3.4. Si m = 1, nous avons Xy = X et I'application -opérateur sera un
opérateur linéaire de X dans Y. De plus, les application Y-opérateurs p-sommant et les

opérateurs linéaires p-sommant coincident.
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3.3. Opérateurs multilinéaires Lipschitziens

3.3 Opérateurs multilinéaires Lipschitziens

Definition 3.5. Soient 1 < p < oo et T : X; X ... Xx X,,, — Y un opérateur multinéaire.
L’opérateur T' est dit Lipschitz p-sommant, s’il existe une constante C' > 0 telle que pour

tout w;,v; € X1 X ... X Xppp, (i =1,..,n) et yf, ..., y5 € Y*, nous avons

S =

(Z IT () =T @) <€ sup (Ol (ws) — o (w)]") 7 (2.1)

PEBL(Xyx..xXm) =1

La classe des opérateurs multiniéaires Lipschitz p-sommant de X; x ... x X,, dans Y, noté
Hﬁip(Xl, vty Xin; YY), est un espace de Banach avec la norme 7T£ip qui est la plus petite

constante C' telle que I'inégalité (2.1) soit vérifice.

Exemple 3.6.

1. Toute forme multilinéaire bornée v : X; x ... x X, — K est Lipschitz p-sommant, i.e.,
L(X1, . X)) = TEP(X4, ., X)),

En effet, soit ¢ €L(X}, ..., X,,) , alors

B n

o= Bl O
i=1

< ol osup Ol (w) — @ (w))r

PEBL(Xyx.. xXm) =1

p

(& )%

(U
m (ui) — m (vi)

C’est a dire
P e ILP(Xy, . Xi) et ) (¥0) < [l

P
2. Soient K, K, ..., K,, sont des espaces compact de Hausdorff et ;1 et v deux mesures pos-
itive régulieéres de Borel sur K et K; x ... x K, respectivement. Si h € L, (u) et f € L, (v),
I'opérateurs multilinéaires T, eL(C (K) ,...,C (K); £, (1)) et Sy €L(C (K4), ..., C (K,) ;4 (v))
définis par
Ty (915 9n) = h(w) g1 () ...gn (w)

et

Sy (G150 9n) = [ (w1, ...;wn) g1 (w1) ...y (w5)

sont Lipschitz p-sommant.
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3.3. Opérateurs multilinéaires Lipschitziens

3. Soit A = (\;) € Ly, l'opérateur diagonal T\ €L(L, ..., Loo; Ly,) définie par

T\ ((a,lc)k s (af)y) = ()\ka,lc...aZ)k

est Lipschitz p-sommant.
Nous avons 'identification suivante.
Théoréme 3.7. Soit 1 < p < oco. Soient X, ..., X,,,Y des espaces de Banach. Alors, nous

avons l'identification isométrique suivante

IP(X1, o, Xy V) = L (Sx, x5 Y)-

Preuve. On peut facilement montrer ’identification via cet operateur

v Hgip(Xl,...,Xm;Y) — IL,(Xx,, .
T — Ir

X"L ; Y)

Dans le résultat suivant, nous allons montrer que ’espace Hlfip se situe entre deux classes
d’opérateurs multilinéaires, qui sont des généralisation des opérateurs linéaires p-sommant.
La classe L2, désigne la famille des opérateurs multilinéaires fortement p-sonnat de Dimant.

Proposition 3.8. Soit 1 < p < co. Soient X1, ..., X,,, Y des espaces de Banach. Nous avons
{T €L(X1, .. X Y):Tell, (X1<§>7r...®7er;Y)} CTEP(Xy, ooy X3 V) C LE(X, oy X V).

Preuve. Soit T €L(Xq, ..., X,,,; Y) tel que T e I, (X1®W...®WXm; Y) . Alors

RS

)

QoI ) =T @) = (|7 (=)

A

< m(T) s (Clelw—w)l)
PEB(X18n. BnXm)* i=1

< n(@) s (Dl - el

‘PEBL(Xlxmme) i=1
Donc, T € IIL7(Xy, ..., Xp;Y) et on a

A

7bir () < =, (T) .

p
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3.3. Opérateurs multilinéaires Lipschitziens

Maintenant soit 1" € Hzfip(Xl, ey X3 Y), alors
OoNT (@h i) e = OO T 2kl = T(0,..,0) ")
i=1 =1

,ﬁf;ip (T) sup (Z‘@(xlb’x;m) —90(0,...,0)|p)%

PEBL(X % xXm) =1

< a1y s (O e (et al) )
) =1

SDGBL(XIX...XXm i

IN

Dou T €l® (X3, ..., X;n; Y) et nous avons
T (T) < mb? (7).

p =

Proposition 3.9. (Théoréme de Grothendieck) Si Xy, ..., X,, sont des espace L; et Y est

un espace Ly, alors nous avons
7 (Xy, o, X V) = L(Xq, ., X V).

Preuve. On sait que X;®;...0,X,, est Li-space. Par le théoreme de Grothendieck cas

linéaire, nous avons

(X185 ®x X Y) = B(X1®r...0:Xm;Y)
= L(X1, .., Xm;Y)

par la Proposition précédente, on a

{TGE(Xl,...,Xm;Y) T el (X@ﬂ...@ﬂxm;Y)} = IMP(X, . X Y)
— L(X1, e X V).

Proposition 3.10. (Théoréme d’inclusion). Soient 1 < p < ¢ < oo, alors
TP (Xq, o, Xy V) CHEP(X, L, Xy Y,
et nous avons
TP (T) < 7™ (T) pour tout T € TP (X, ..., X3 Y).
Corollaire 3.11. Si X7, ..., X, sont des espaces L; et Y est un espace de Banach. Alors

(X, o X V) = TGP, X V).
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3.4. Comparaisons avec les opérateurs de Hilbert Schmidt

3.4 Comparaisons avec les opérateurs de Hilbert Schmidt

La définition des opérateurs de Hilbert Schmidt a été introduite par Dwyer [DwyT71], et

étudiée par plusieurs auteurs notammant Pietsch dans [Pie83].

Définition 3.12. Soient Hi,..., H,,, H des espaces de Hilbert. L’opérateur multilinéaire
T:H, x..x H,, — H est de Hilbert-Schmidt si
2
> T, )| < oo
ei16117"'7ei77LeI’77L
ol (eij) . <. est une base orthonormale de l'espace H; (1 < j <m). Noter que cette quantité
LA

J
ne dépend pas du choix de la base orthonormale. La norme de Hilbert-Schmidt de T" est

2\ L
HTHHS = ( Z HT(eiu "'7€im)|| )2'
67',1611,...767;m61m

Comme dans le cas linéaire, I’espace des opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt
EHS(Hla ) Hm7 H)a
est un espace de Hilbert dont la norme ||.|| ;¢ est induite du produit scalaire suivant

(T,S) = Z <T(€z’17~~,€z‘m),5(€i17~--,€z‘m)>-

€iq Ell,...,eimelm

Définition 3.13 (Produit tensoriel de Hilbert). On peut munir le produit tensoriel al-
gébrique H; ® ... ® H,, du produit scalaire défini par

m

Vh=(h® . @hy),k=E®. . Qky) € H @ .0 Hy: (hk) =] (b, k;) .

j=1
On note S la norme correspondante et H,®s...09H,, lespace de Hilbert complété. Rap-

pelons que cette norme est raisonnable et vérifie
e(v) <p ) <m(v), (1.24)

pour tout v € H; ® ... ® H,, ou € est la norme tensoriel injective sur H; ® ... ® H,,. Soit

(ekj)k_e ;. une base orthonormale de H; (1 < j <m), on peut voir sans difficulté¢ que le
J J

systéme

{ekl R...&Q ekm} kjel;

1<j<m
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3.4. Comparaisons avec les opérateurs de Hilbert Schmidt

forme une base orthonormale de H 1®5...(§>5Hm. La proposition suivante devient donc im-

médiate.

Proposition 3.14 [Mat03, Proposition 5.10]. Soient Hq,..., H,,, H des espaces de Hilbert.
Les deux propréités suivantes sont équivalentes.

(1) L’opérateur T est dans Lys (Hy, ..., Hyy; H) .

(2) L’opérateur Ty est dans Ly (H1<§>5...®5Hm; H) , (fg est Uestension de T sur l’espace
H,®p..05Hpy).

Remarque 3.15. Dans le cas m = 1, toutes les définitions précédentes coincident avec la
définition des opérateurs linéaires p-sommants.

Definition 3.16. Soient 1 < p < c et T € Lyg (H1®5...®5Hm;H). L’opérateur T est
dit H-Lipschitz p-sommant, s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout w;,v; €
X1 X oo X Xy, (1=1,...,n) et ¥, ...,y € Y*, nous avons

<Z||T<ui>—T<vi>||p>%sc sup (Y e (w) —p )P (21)

‘PEBLHS(Xlx.”me) i=1
La classe des opérateurs multiniéaires H-Lipschitz p-sommant de X; x ... x X,,, dans Y, noté

Lip,

» H qui est la plus petite

IPH(X, ..., X3 Y), est un espace de Banach avec la norme

constante C' telle que I'inégalité (2.1) soit vérifice.
La coincidence suivante généralise le résultat du cas linéaire.

Théoréme 3.17. Pour 1 < p < oo, nous avons
Lys (Hy,...,Hy; H) = TP (Hy, . Hyp H)

et nous avons

||l s < 70 (T) < BL, 1Tl 15

ou B? est la constante de Khintchine.
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