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Résumé ii

Résumé

Dans pratiquement tous les domaines, chercheurs et industriels se rendent compte que le
calcul haute performance prend une place essentielle pou rester dans la coursemondiale de
la recherche et de l’industrie. L’accroissement de la complexité des calculs scienti�ques et
le besoin croissant en termes de précision font émerger des solutions logiciels et matériels
pour le calcul intensif.

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l’application des techniques de calcul pa-
rallèles aux problèmes de calculs en électromagnétiques. Dans une première étape, nous
avons construit un cluster de calcul Beowulf composé d’un nœud principal et de huit
nœuds de calcul en utilisant des ordinateurs standards équipés de processeurs Intel® Core™
i5 et 8Gb de RAM interconnectés par un réseauGigabit. Pour l’exploitation du cluster, nous
avons utilisé la solution open source ROCKS basée sur un système de type Linux. Cette dis-
tribution contient tous les outils de base pour la maintenance, la gestion, la mise à jour et le
déploiement des clusters de calcul haute performance. Ensuite, Trois applications de calcul
électromagnétiques ont été développées et implémentées sur le cluster en utilisant parallèle
MATLAB. Dans la première application, les caractéristiques d’une antenne micro-bande
circulaire multicouches opérant en large bande sont calculées. La parallélisation est e�ec-
tuées en utilisant le modèle de programmation SPMD. Nous avons ensuite développé et
implémenter une méthode systématique pour générer et calculer des expressions sous for-
mat symbolique des fonctions de base d’ordre supérieur de la FEM. La dernière application
concerne la parallélisation de la méthode des moments spatiale pour le calcul d’un réseau
d’antennes 2D de type bowtie. L’utilisation du cluster nous a permis d’augmenter la taille
du problème et de réduire le temps de calcul jusqu’à ici impossible à e�ectuer sur un seul
ordinateur.

Ce travail montre l’utilité des clusters Beowulf à moindre coût en conjonction avec MAT-
LAB, un outil très appréciés des scienti�ques et ingénieurs et les résultats obtenusmontrent
un réel gain en performances et en productivité.

Mots-clé :

Calcul électromagnétique, calcul parallèle, calcul haute performance, calcul symbolique,
SPMD, FEM ordre supérieur, réseaux antennes, antenne microstrip.
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Abstract

In practically every �eld, researchers and industrials realize that high-performance com-
puting is the key to stay in the global race for research and inovation. �e increase in the
complexity of scienti�c computations and the growing need for precision are leading to
so�ware and hardware solutions for intensive computing.

In this work, e�cient high performance computation of electromagnetic �eld problems
using a Beowulf cluster and MATLAB® is presented. A cluster with one master node, eight
identical computing nodes, and a Gigabit Ethernet (GbE) switch is �rstly built. An open
sourceRocks toolkit solution is used to simplify the process of deploying high-performance
parallel computing clusters. �en, three computational electromagnetic applications are
developed and implemented on the cluster using parallel MatLab. In the �rst application,
is calculated the input impedance of a multilayer multiconductor circular microstrip an-
tenna that is excited with coaxial probe and operating in a wide frequency band. Paralle-
lization is then performed over the frequency vector permitting a speedup ratio of 23. In
the second application, is presented a systematic method for generating and computing
symbolic expressions of 2D/3D FEM basis functions of higher orders up to 10. �e �nal
application is dedicated to the parallelization of the spatial moment method code for 2D
array of bowtie antenna. �e simulation results have shown that the array size can be in-
creased considerably leading to a linear system with a size up to 100 times greater than the
one under study.

�is work shows the usefulness of Beowulf clusters at a lower cost in conjunction with
MATLAB, a tool highly appreciated by scientists and engineers, and the results obtained
show a real gain in performance and productivity.

Keywords :

Computational electromagnetics, parallel computation, high performance computing, sym-
bolique compuation, SPMD, High order FEM, array antenna, microstrip antenna
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Introduction

Les dispositifs et systèmes électromagnétiques, allant des appareils de bureau ordinaires
aux téléphones cellulaires, font partie intégrante de la vie moderne. Le développement
continu de la nouvelle technologie dépend grandement de l’analyse technique et de la syn-
thèse des systèmes électromagnétiques. Ceux-ci sont basés sur l’obtention de solutions pré-
cises des équations de Maxwell pour le système étudié. L’intensi�cation de la recherche et
du développement dans une grande variété d’applications, notamment la conception d’an-
tennes, les circuits hyperfréquences, la photonique, l’imagerie médicale, les communica-
tions sans �l, la compatibilité/interférence électromagnétique (eletromagnetic compatibi-
lity/electromagnetic interference EMC/EMI), etc. ont conduit à des systèmes de plus en
plus complexes. Dans de nombreux cas, un seul dispositif est devenu une structure très
complexe qui comprend un certain nombre de conducteurs, de diélectriques et de semi-
conducteurs de formes arbitraires et de nature physique complexe. Les technologies de
fabrication onéreuses excluent la possibilité de modi�er un dispositif si ses performances
ne sont pas conformes aux spéci�cations de conception. Par conséquent, il est nécessaire de
développer desméthodes capables de caractériser demanière extrêmement précise ces sys-
tèmes pour analyser les structures qui nous intéressent. Cependant, il est di�cile d’obtenir
de telles méthodes en raison de la nature complexe de n’importe quel des dispositifs élec-
tromagnétiques modernes. En e�et, les solutions analytiques exactes ne sont connues que
pour un nombre limité de cas particuliers, qui ne sont pratiquement jamais directement
applicables à des applications réelles [1–3]. L’impossibilité de dériver des solutions analy-
tiques exactes à partir des équations de Maxwell pour des applications réelles a conduit à
une recherche intensive sur les techniques numériques. L’application de méthodes numé-
riques aux problèmes de champs électromagnétiques est connue sous le nom de calcul en
électromagnétisme (computational electromagnetics CEM) [4, 5].

La simulation numérique constituent aujourd’hui l’un des piliers de la recherche scienti-
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�que et de certains domaine de l’ingénierie et devenue incontournable pour lamodélisation
des systèmes très variés allant de la physique, la chimie, la biologie, mais également pour la
modélisation des sciences humaines et les sciences de l’ingénieur. Dans tous ces domaines,
l’amélioration des modèles et la nécessité d’intégrer un nombre croissant de données, ou
d’utiliser un modèle couplant de nombreux phénomènes, ou encore de résoudre numéri-
quement des équations particulièrement complexes, requièrent une grande puissance de
calcul et des calculateurs de plus en plus performants. Pour répondre à cette demande
grandissante de performance, les centres de calcul se sont tournés vers l’utilisation du cal-
cul parallèle ou calcul haute performance (High Performance Computing HPC) et se sont
équipés de machines toujours plus puissantes, suscitant une véritable course à la perfor-
mance entre les constructeurs .

Le calcul haute performance s’impose ainsi comme un outil essentiel de la recherche scien-
ti�que, technologique et industrielle. Avec les progrès fulgurants des calculateurs, sa pra-
tique s’est généralisée à toutes les disciplines, fondamentales et appliquées, au point de de-
venir en quelque sorte le troisième pilier de la science, au côté de la théorie et de l’expéri-
mentation.

Depuis l’ENIAC (ElectronicNumerical IntegratorAnalyser andComputer) conçu pendant
la deuxième guerre mondiale et passant pour être le premier ordinateur du monde com-
plètement électronique jusqu’aux années 80, les supercalculateurs étaient essentiellement
destinés à des applications relevant des secteurs de la défense, de la fusion nucléaire et de
l’énergie. Cependant, depuis, le domaine du calcul haute performance a subi plusieurs ré-
volutionsmatérielles. Les ordinateurs ont évolué vers des architectures multiprocesseurs et
des super-calculateurs dédiés qui ont atteint leur âge d’or dans les années 80. Grâce au déve-
loppement de nouvelles technologies réseau dans les années 90, les super-calculateurs très
onéreux ont cédé leur monopole aux grappes de calcul (cluster) , composées de plusieurs
machines “standard” (nœuds) collaborant et communiquant par le biais de réseaux rapides,
et dont le rapport performance/prix s’avère plus abordable. La popularité des grappes a ce-
pendant introduit un bouleversement des techniques de programmation et lamise en place
de schémas de programmation spéci�ques aux architectures distribuées.

Parmi une variété de méthodes de simulation numérique en CEM qui fournissent une
solution complète aux équations deMaxwell, beaucoup sont basés sur la méthode des mo-
ments (Method of Moment MoM) [6], la méthode des di�érences �nies dans le domaine
temporel (Finite Di�erence Time Domain FDTD) [7] et la méthode des éléments �nis (Fi-
nite Element Method FEM) [8]. D’autres méthodes, telles que la méthode des lignes de
transmission et la technique d’intégration �nie, peuvent être identi�ées comme étant soit



3 Introduction

une variante, soit l’équivalent de l’un des trois premiers.

Parmi les trois techniques numériques majeures, la méthode des moments est considéré
comme l’une des méthodes numériques basée sur l’équation intégrale les plus utilisées.
La méthode est basée sur la formulation d’équations intégrales en termes de fonctions de
Green comme solution fondamentale aux équations deMaxwell. De plus, en raison de l’uti-
lisation des fonctions de Green, la méthode du moment produit une matrice dense dont le
calcul et la solution sont associés à une complexité de calcul très élevées. Par conséquent,
la méthode du moment traditionnel est considérée très consommatrice des ressources en
temps et en mémoire pour l’analyse des grandes structures antennaires, en particulier les
réseaux d’antennes. Outre la méthode des moments, un certain nombre de variantes de
cette dernière ont été développées. Par exemple, la méthodemultipolaire rapide (Fast Mul-
tipole Method FMM) et l’algorithme multipôle multi-niveaux (MultiLevel Fast Multipole
Algorithm,MLFMA) ont été proposés pour accélérer le produit matrice-vecteur qui appa-
raît dans la solution itérative des équations MoM [3, 9].

La méthode FDTD, inventée au milieu des années 1960, résout les équations de Maxwell
discrétisées sur une grille rectangulaire directement dans le domaine temporel. La mé-
thode peut facilement gérer les matériaux anisotropes et non homogènes et est devenue
très puissante et de plus en plus populaire en raison de sa simplicité dans la formulation,
l’implémentation et la discrétisation [10].

La méthode FEM a son origine dans le domaine de l’analyse structurelle. Bien que le trai-
tement mathématique antérieur de la méthode ait été fourni par Courant [8] en 1943, la
méthode n’a été appliquée aux problèmes électromagnétiques (EM) qu’en 1968. C’est une
méthode utilisée pour résoudre les problèmes électromagnétiques aux limites dans le do-
maine fréquentiel en utilisant une forme variationnelle. Elle peut être utilisé avec des élé-
ments canoniques bidimensionnels et tridimensionnels de formes di�érentes, permettant
une discrétisation très précise du domaine de la solution. Bien que la méthode des di�é-
rences �nies et la méthode des moments sont conceptuellement plus simples et plus faciles
à programmer que la FEM, celle-ci reste une technique numérique plus puissante et plus
polyvalente pour traiter des problèmes impliquant des géométries complexes et des mi-
lieux non homogènes. Comme dans la méthode FDTD, le domaine de la solution doit être
tronqué, ce qui rend le FEM inadapté aux problèmes de rayonnement ou de di�usion, à
moins d’être combinée avec une approche avec une solution aux limites [11–13].

La motivation de cette thèse n’est pas à proprement parler de développer de nouvelles mé-
thodes de calcul, mais de prouver l’utilité d’un cluster de calcul conçu à partir de com-
posants disponible dans n’importe quelle salle d’ordinateurs combiné à un outil très ap-
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précié par la communauté scienti�que qui est MATLAB pour la résolution des problèmes
de calculs intensifs en électromagnétiques. Cette solution passe par la parallélisation des
programmes de calcul des méthodes numériques rencontrées en électromagnétiques en
exploitant au mieux les architectures des calculateurs parallèles à mémoire distribuée et,
bien évidemment, pour répondre au mieux au problème posé. Les méthodes proposées
devront également répondre à un double impératif d’extensibilité (« scalability » en an-
glais) numérique et parallèle. En d’autres termes, celles-ci doivent conserver les mêmes
propriétés (convergence,...), quelle que soit la taille du problème traité, tout en assurant
une diminution du temps de calcul en fonction du nombre de processeurs mis en jeu.

La première étape de ce travail consiste à maîtriser le processus de construction d’un clus-
ter de calcul haute performance de type Beowulf du point de vue matériel et logiciel. En
e�et, et parmanque de solution clé à lamain, nous avons construit un cluster composé d’un
nœud principal oumaster node en anglais et huit (08) nœuds de calculs interconnectés par
un réseau gigabit. Le deuxième point est la mise en marche du cluster par l’installation de
tous les outils nécessaire à l’exploitation de ce cluster. Nous avons utilisé une solution open
source Rocks [14], une distribution Linux basée sur Red Hat avec des paquets supplémen-
taires et une con�guration programmée pour automatiser le déploiement de cluster Linux
hautes performances. Le système de base étant installé, nous avons installer et con�gurer
MATLAB pour une utilisation sur un système de calcul à mémoire distribué.

Dans une deuxième étape, nous avons développer trois applications de calculs électroma-
gnétiques en utilisant le calcul parallèle sur le cluster conçu dans la première étape. Nous
avons ainsi implémenter la méthode des moment spatiale pour le calcul des caractéris-
tiques d’une antenne microstrip circulaire multi-couches alimentée par un cable coaxiale.
Le code développé est un code nécessitant un calcul intensif ce qui nous amener à le paral-
léliser en utilisant lemodèle de programmation (Single ProgramMultiple Data, SPMD). Le
gain atteint exprimé en accélération dé�nie comme le ratio du temps d’exécution séquentiel
et le temps d’exécution parallèle peut atteindre une valeur de 23 (pour une valeur théorique
maximale de 32). Dans la deuxième application, le calcul symbolique des fonctions de base
d’ordre supérieur de la FEM peut devenir excessif. Ainsi, nous avons pu implémenter une
version parallèle qui présente une excellente extensibilité et un gain satisfaisant. Outre, le
problème du temps d’exécution, il y a des problèmes où l’espace mémoire nécessaire aux
calculs est énorme à tel point qu’il est impossible de tenir sur une seule machine. La paral-
lélisation dans ce cas o�re la possibilité de distribuer les données et les calculs de façon à
gagner dans les deux directions. C’est cet objectif que nous avons cherché à satisfaire dans
le développement de la troisième application qui consiste à analyser un réseau d’antenne
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bowtie.

Le présent manuscrit est organisé comme suit :

Le premier chapitre introduit d’abord le calcul haute performance. Les architectures paral-
lèles y sont présenté ainsi que le modèle de classi�cation et les modèles de programmation
de ces architectures. Il décrit aussi les principaux critères de mesure des performance uti-
lisés pour ces systèmes à savoir l’accélération et l’e�cacité.

Le deuxième chapitre est consacré à une présentation des techniques et méthodes de calcul
en électromagnétique. Il présente les trois méthodes les plus utilisées dans le CEM, à savoir
la méthode des moments, la méthode des di�érences �nis dans le domaine temporel et la
méthode des éléments �nis. Une biographie assez complète des travaux de recherches sur
le calcul parallèle dans le domaine de la CEM durant les dernières décennies conclue ce
chapitre.

Les chapitres 3, 4 et 5 détaillent les contributions de cette thèse. Le chapitre 3 présente le
processus de modélisation d’une antenne microstrip circulaire et multi-couches. Dans un
premier temps, un développement mathématique est réalisé et des résultats de simulations
sont données. Ensuite, le processus de parallélisation est détaillé et les mesures de perfor-
mances du code ainsi parallélisé sont analysées. Dans le chapitre 4, nous présentons une
méthode systématique pour la génération et le calcul des fonctions de formes d’ordre su-
périeur de la FEM sous format symbolique. La parallélisation du code est une solution que
nous proposons pour pouvoir calculer des ces fonctions pour des ordres supérieur à trois
dans un temps moindre. Dans le chapitre 5, nous discutons du processus de parallélisation
des codes pour la caractérisation d’un réseau d’antennes bowtie 2D. La méthode des mo-
ments spatiale basée sur les éléments RWG (RaoWilton Glisson) est utilisée. Le problème
nécessite une quantité de mémoire de travail grande de sorte qu’une solution sur une seule
machine est impossible pour une structure complexe et un nombre d’éléments grand. La
parallélisation permet de résoudre le problème de mémoire ainsi qu’une diminution du
temps de calcul. Les résultats sont présentées et discutées pour démontrer la pérennité de
notre approche.

En�n, nous terminons par une conclusion générale et des perspectives pour de future tra-
vaux.



Chapitre 1
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1.1 Introduction au calcul parallèle

De nombreuses applications numériques scienti�ques nécessitent des ressources informa-
tiques de plus en plus performantes. Cette croissance des besoins a pour origine la volonté
des scienti�ques de résoudre des problème de plus en plus complexes, ou bien de résoudre
le même problème de plus en plus rapidement. Dans tous les domaines, l’amélioration des
modèles et la nécessité d’intégrer un nombre croissant de données, ou d’utiliser un modèle
couplant de nombreux phénomènes, ou encore de résoudre numériquement des équations
particulièrement complexes, requièrent une grande puissance de calcul et des calculateurs
de plus en plus performants.

En permettant la résolution des équations les plus complexes ou l’étude desmodèles les plus
sophistiqués, le calcul haute performance HPC (High Performance Computing) couvre
des applications de plus en plus importantes. Le calcul haute performance s’impose ainsi
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comme un outil essentiel de la recherche scienti�que, technologique et industrielle. Avec
les progrès fulgurants des calculateurs, sa pratique s’est généralisée à toutes les disciplines,
fondamentales et appliquées, au point de devenir en quelque sorte le troisième pilier de la
science, au côté de la théorie et de l’expérimentation.

La parallélisation peut se faire sur une machine possédant plusieurs cœurs ou processeurs,
ou bien sur plusieurs machines en réseau, ou bien encore grâce à une combinaison de ces
deux méthodes ou même sur des processeurs graphique. Le problème doit pouvoir être
découpé en parties indépendantes et pouvant être exécutée simultanément. De fait, tous
les algorithmes ne peuvent être parallélisés.

Les premières plate-formes possédant une architecture parallèle sont les machines dési-
gnées fréquemment par le termede supercalculateurs. Ils ont fait leur entrée dans les centres
de calcul des années 70, et connus leur apogée dans les années 80. Ces architectures, dont
la conception est propre aux divers constructeurs, sont caractérisées par un parallélisme
interne et sont aujourd’hui dotées de plusieurs milliers ou millions d’unités de calcul.

Cependant, les super-calculateurs présentent un inconvénientmajeur puisqu’ils nécessitent
des coûts de développement prohibitifs et l’implantation et l’entretien d’une machine de ce
type posent des problèmes logistiques concrets qui induisent un coût non négligeable en
plus de la machine proprement dite.

En marge des progrès réalisés dans les supercalculateurs, les micros-ordinateurs ont eux
aussi connu de profondes mutations, se sont standardisés, et ont peu à peu conquis les en-
treprises, les laboratoires, les universités et les foyers. L’ensemble de ces stations de travail
s’est avéré être une alternative intéressante pour les centres ne disposant pas de moyens
�nanciers su�sants. En e�et, en réunissant la puissance de calcul de chacune des ces ma-
chines grâce à un réseau d’interconnexion, il est possible de réaliser l’équivalent d’un super
calculateur communément appelé grappe de machines ou cluster.

Une grappe de machines désigne un ensemble de d’ordinateurs, appelés nœuds, tous in-
terconnectés, dans le but de partager des ressources informatiques. Une grappe peut être
constituée d’ordinateurs de bureaux, de « racks » de machines constituées de composants
standards ou de « lames » également constituées de composants standards a�n d’optimi-
ser l’espace physique. Une grappe est généralement composée de machines homogènes en
termes d’architecture et de système d’exploitation. Elle ne regroupe que des machines ap-
partenant au même domaine d’administration réseau et les nœuds communiquent entre
eux en utilisant un réseau de communication rapide.

Les grappes de calcul, avec un rapport très agressif coût/performance, se sont rapidement
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positionnées comme des concurrentes directes des architectures parallèles. Contrairement
aux super-calculateurs spécialisés, les grappes se basent sur un parallélisme externe : plu-
tôt que de multiplier les unités de calcul à l’intérieur de la machine, elles font collaborer
un ensemble d’ordinateurs indépendants (nœuds) qui communiquent au travers d’un ré-
seau dédié. L’utilisation de grappes de calcul dans le calcul scienti�que a émergé dans le
milieu des années 90 avec les projets NOW [15] et Beowulf [16]. Ce concept a ensuite pris
de l’ampleur grâce à l’arrivée des réseaux rapides, avec une amélioration substantielle du
débit (plusieurs ordres de grandeur) et une forte réduction de la latence. En e�et, l’utili-
sation de réseaux « classiques » implique un coût d’interconnexion entre les processeurs
important et constituait un inconvénient considérable par rapport aux architectures mas-
sivement parallèles. Les réseaux rapides ont ainsi réduit les coûts de communication sur
grappes, permettant l’utilisation des systèmes distribués pour le calcul intensif.

Cependant, en dépit de ces avantages, les grappes présentent des aspects plus probléma-
tiques dont le premier d’entre eux est la di�culté intrinsèque de programmation. En e�et,
une exploitation e�cace du matériel disponible est souvent un dé�t car les nœuds peuvent
être multi-processeurs, voire intégrer du multithreading. De plus, les outils logiciels dis-
ponibles se veulent souvent génériques et portables (à cause de la diversité du matériel), et
le niveau de performances est inférieur à celui d’un supercalculateur qui peut se permettre
d’o�rir des outils très spécialisés et non portables.

En parallèle des CPU, les GPU (Graphics Processing Unit) circuits initialement conçus
pour l’a�chage graphique (notamment la 2D et dans une plus large mesure la 3D), ont
connu un essor fulgurant. La rivalité des constructeurs NVIDIA et ATI (racheté par AMD)
a été béné�que et elle a mené à l’évolution des GPU vers des circuits dédiés au calcul haute-
ment parallèle. Avec plusieurs centaines de processeurs scalaires et une bande passantemé-
moire importante, leGPUdispose d’une puissance de calcul théorique dépassant largement
celle des processeurs. L’exploitation de ces cartes graphiques dans le calcul général scienti-
�que connue sous la terminologie General-Purpose computations on GPU (GPGPU) était
au début assez fastidieuse à cause des contraintes de programmation adaptées a un en-
vironnement de développement purement graphique. Cependant, avec l’apparition d’API
(Application Programming Interface) dédiées comme celle d’AMD-ATI appeléeCTMpour
Close-To-Metal devenant par la suite AMD STREAM technology [17] et ou bien celle de
NVIDIA appelée CUDA pour Compute Uni�ed Device Architecture [18], le GPGPU est
devenu de plus en plus facile à exploiter. Ces nouvelles API ont ouvert un accès direct de
bas niveau aux nombreux processeurs de calcul parallèles desGPU ainsi qu’à leurmémoire.
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1.2 Principes du parallélisme

Le parallélisme est dé�ni comme l’ensemble des techniques logicielles et matérielles per-
mettant l’exécution simultanée de séquences d’instructions indépendantes sur des proces-
seurs et/ou cœurs di�érents ou comme l’ensemble d’éléments de traitement qui coopèrent
et communiquent pour résoudre un problème plus rapidement [19]. Les techniques ma-
térielles représentent les di�érentes architectures de calculateur parallèle et les techniques
logicielles, les di�érents modèles de programmation parallèle.

1.3 Architectures des calculateurs parallèles

1.3.1 Taxonomie de Flynn

La classi�cation des architectures des ordinateurs la plus populaire a été dé�nie par Flynn
en 1966 [20, 21]. Le système de classi�cation de Flynn est basé sur la notion de �ux d’infor-
mations. Deux types d’informations circulent dans un processeur : les instructions et les
données. Le �ux d’instructions est dé�ni comme la séquence d’instructions exécutée par
l’unité de traitement et le �ux de données est dé�ni comme le tra�c de données échangé
entre la mémoire et l’unité de traitement. Selon que l’un ou l’autre des �ux d’instructions
ou de données est unique ou multiple, l’architecture informatique dans la taxonomie de
Flynn, peut être classée dans les quatre catégories distinctes suivantes 1.1 [22] :

SISD SIMD MISD MIMD

Instructions Instructions Instructions Instructions

Proc

Data

Proc

Data

Proc

Data

Proc

Data

Proc

Data

Proc

Data

Proc

Data

Proc

Data

Proc

Figure 1.1 – Les quatres classes d’architectures de la taxonomie de Flynn
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1.3.1.1 Single Instruction, Single Data (SISD)

Cette architecture correspond au cas où il n’y a qu’une seule unité d’exécution qui a un accès
à unemémoire de programme et de données. Dans chaque étape, l’unité d’exécution charge
une instruction et les données correspondantes et exécute l’instruction. Le résultat est sto-
cké dans la mémoire de données.les résultats. Cette catégorie correspond à l’architecture
séquentielle dite de Von Neumann.

1.3.1.2 Multiple Instruction, Single Data (MISD)

Dans cette architecture, Il y a plusieurs (multiple) unité d’exécution possédant chacune
une mémoire de programme privé, avec un accès partagé à un seul mémoire de données
globale. Ceci correspond à l’application de traitements di�érents exécutés en parallèle sur
les mes données. Ce modèle d’exécution est très restrictif et il n’existe pas un ordinateur
parallèle commerciale basé sur ce type d’architecture.

1.3.1.3 Single Instruction, Multiple Data (SIMD)

Cette architecture désigne le cas où il y a des unité d’exécution multiples ayant chacune
un accès privé à une mémoire de données (partagée ou distribuée). Cependant, il n’y a
qu’une seule mémoire programme à partir de laquelle un processeur de contrôle spécial
récupère et distribue les instructions. Ainsi, Le même traitement est appliquée en parallèle
de façon synchrone par tous les unités d’exécution sur di�érents éléments de données. Pour
les applications avec un degré important de parallélisme de données, l’approche SIMDpeut
être très e�cace.

1.3.1.4 Multiple Instruction, Multiple Data (MIMD)

Cette catégorie regroupe les architectures ayant plusieurs unités d’exécution possédant cha-
cune son propre �ot de données. Les unités d’exécution fonctionnent de manière asyn-
chrone les uns avec les autres. Cette architecture regroupe la plupart des systèmes parallèles
actuels dont les processeurs multicœurs ou les systèmes de grappes de calcul.

1.3.2 Architecture Matériels des calculateurs parallèles

En 30 ans, les machines dédiées au calcul intensif ont été marquées par de véritables ré-
volutions technologiques. Ces transformations sont intervenues à de multiples niveaux :
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amélioration etmultiplication des processeurs ; développement de réseaux e�caces ; distri-
bution de lamémoire et production de nouvelles technologies d’interconnexion ; ou encore
miniaturisation engendrant l’augmentation du nombre de composants. Dans cette section,
nous allons présenter les principales architectures qui ont marqué l’évolution du paysage
du calcul intensif.

1.3.2.1 Les supercalculateurs

La chronologie de l’évolution du matériel de calcul hautes-performances, commence par
la domination des super-calculateurs depuis le milieu des années 60 jusqu’aux années 90.
Durant cette période, l’architecture de ces machines a beaucoup évoluée. Il s’agit là d’un
matériel très conséquent, aussi bien au niveau de la taille que des moyens nécessaires à leur
exploitation. Les super-calculateurs nécessitent des coûts de développement prohibitifs et
l’implantation et l’entretien d’une machine de ce type posent des problèmes logistiques qui
induisent un coût non négligeable.

les super-calculateurs ont fait leur entrée dans les centres de calcul des années 70, et connus
leur apogée dans les années 80. Ces architectures, dont la conception est propre aux divers
constructeurs, sont caractérisées par un parallélisme interne ; qui consiste en la présence
de plusieurs processeurs communiquant à travers un bus interne et sont aujourd’hui dotées
de plusieurs milliers d’unités de calcul.

Le père de la première machine qui reçu le nom de "supercalculateur" est Seymour Cray
avec leCDC6600 [23] (�gure 1.2) sortie en 1964. Sa puissance était de 4.58MFLOPS (Mega
Operation Flottantes Par Secondes), soit plus de 10 fois la puissance de l’IBM 7030 Stretch
(sortie en 1961) et plus de 140 fois la puissance de l’IBM 7044 sorti en 1963. Sa puissance
colossale justi�e son nom de supercalculateur car pour la première fois la puissance d’un
ordinateur est nettement supérieure à celle des anciennes machines mais aussi celle des
machines récentes. Pour la puissance de calcul, le processeur central dispose de 10 unités
de calcul arithmétique indépendantes (1 unité d’addition �ottante, 2 de multiplication �ot-
tante, 1 pour la division �ottante, 1 addition entière, 2 incrémenteurs, 1 pour le décalage
binaire, 1 pour les branchements conditionnels et 1 qui se charge du calcul booléen) ainsi
que d’une mémoire principale. Puis, au cours des années 70, les constructeurs ont intégré
des processeurs vectoriels capables d’appliquer une même instruction à un ensemble de
données, favorisant ainsi les calculs s’appliquant à des tableaux de nombres, comme la ma-
nipulation d’images. A�n d’accroître les performances des supercalculateurs, plusieurs de
ces processeurs vectoriels sont associés pour fonctionner en parallèle et constituent ainsi
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Figure 1.2 – Le supercalculateur CDC 6600

la génération suivante.

À l’approche des années 90, ces unités de calcul vectorielles ont laissé la place à des proces-
seurs scalaires plus « simples », donc moins coûteux, mais plus nombreux. Ce type d’archi-
tectures est souvent désigné sous le terme de système massivement parallèle ou Massively
Parallel Processing (MPP) en anglais, le nombre de processeurs pouvant atteindre plusieurs
centaines ou même plusieurs centaines de milliers après.

Bien que moins présents de nos jours, ces systèmes tendent à réapparaître : ils représentent
13.2% des machines de calcul les plus puissantes, répertoriées par le Top500 1 (Liste de Juin
2015) (voir �gure 1.3). Citons ainsi le supercalculateur Tianhe-2 (�gure 1.4) du Centre Na-
tional de Calcul de Tianjin (Chine), construite par le NUDT (National University of De-
fense Technology) qui occupe actuellement la première place du Top500 (il occupe cette
place depuis 2012). Le Tianhe-2 dispose de 48 000 cartes Xeon Phi et 32 000 sockets pour
Xeon Ivy Bridge pour un total de 3 120 000 cœurs. Sa puissance atteignant les 33,86 Peta-
FLOPS (33.86⋅1015 opérations en virgule �ottante par secondes). Les supercalculateurs sont
presque toujours conçus spéci�quement pour un certain type de tâches (le plus souvent des
calculs numériques scienti�ques : calcul matriciel ou vectoriel) et ne cherchent pas de per-
formance particulière dans les autres domaines. En plus, leur architecture mémorielle est
étudiée pour fournir en continu les données à chaque processeur a�n d’exploiter au maxi-
mum sa puissance de calcul.

1. http://www.top500.org/

http://www.top500.org/
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Figure 1.3 – Evolution des architectures du Top500

Figure 1.4 – Le supercalculateur chinois Tianhe–2

1.3.2.2 Les grappes de calcul - les cluster

Contrairement aux supercalculateurs spécialisés, les grappes se basent sur un parallélisme
externe : plutôt que de multiplier les unités de calcul à l’intérieur de la machine, elles font
collaborer un ensemble d’ordinateurs indépendants (nœuds) qui communiquent au travers
d’un réseau dédié (�gure 1.5). La mémoire n’est donc plus ici partagée entre les di�érents
processeurs mais privée à chaque nœud. Nous sortons donc du cadre du calcul à propre-
ment dit parallèle, pour entrer dans celui du calcul distribué. C’est une solution véritable-

Figure 1.5 – Une grappe d’ordinateurs - cluster
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ment avantageuse en comparaison des supercalculateurs en raison du rapport performan-
ces/prix et des capacités d’extension avec des composants standards. L’ajout de nouveaux
nœuds de calculs permet d’augmenter la puissance de calcul globale. La principale di�culté
est de réussir à exploiter e�cacement un tel système, là où les supercalculateurs disposent
d’outils spéci�quement optimisés pour l’architecture. Malgré cela, les grappes se sont rapi-
dement imposées dans le monde du calcul parallèle : au dernier recensement (c’est-à-dire
en Juin 2015), elles constituent plus de 85% du parc des machines les plus puissantes du
monde (�gure 1.3).

1.4 Modèles de programmation pour les architectures pa-

rallèles

Unmodèle de programmation parallèle spéci�e la vue du programmeur sur un ordinateur
parallèle en dé�nissant comment le programmeur peut coder un algorithme. Cette vue est
in�uencée par la conception architecturale et le langage, le compilateur ou les bibliothèques
d’exécution et, par conséquent, il existe de nombreux modèles de programmation parallèle
di�érents pour unemême architecture. Il existe plusieurs critères selon lesquels lesmodèles
de programmation parallèles peuvent di�érer [24] :

— le niveau de parallélisme qui est exploité dans l’exécution parallèle (niveau de l’ins-
truction, niveau procédural ou boucles parallèles) ;

— la spéci�cation explicite ou implicite du parallélisme dé�nie par l’utilisateur ;

— la façon dont les parties de programme parallèles sont spéci�ées ;

— lemoded’exécutiondes unités parallèles (SIMDouSPMD, synchrone ou asynchrone) ;

— les modes et les schémas de communication entre les unités de calcul pour l’échange
d’informations (communication explicite ou variables partagées) ;

— les mécanismes de synchronisation pour organiser les calculs et les communications
entre les unités de calcul parallèles.

Cette section répertorie les principaux modèles de programmation parallèle existants et
présente des travaux menés sur ces modèles pour résoudre les problématiques causées par
les architectures hiérarchiques.
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1.4.1 Modèle en mémoire partagée

Les modèles de programmation par mémoire partagée se basent sur un ensemble de �ls
d’exécution qui évoluent de façon concurrente dans un même espace d’adressage. Ce sys-
tème propose des échanges implicites et e�caces entre les tâches en utilisant la mémoire
de la machine comme zone de transfert dans laquelle les données sont déposées ou lues. Le
coût de communication s’apparente ainsi à ceux des temps d’accès mémoire, néanmoins,
pour assurer la consistance et la cohérence des données, l’emploi de méthodes de synchro-
nisation et de verrouillage (synchronisation explicite, utilisation d’instructions atomiques,
exclusion mutuelle, attente sur condition, ect.) est indispensable. Ce type de modèle est
clairement adapté à des machines de type multiprocesseur symétrique (Symmetric Mul-
tiProcessing,SMP), où plusieurs processeurs vont partager une mémoire physique com-
mune.

1.4.1.1 Le multithreading

Une premièreméthode pour créer des applications parallèles enmémoire partagée consiste
à exprimer le parallélisme à la main, à l’aide de bibliothèques de processus légers (threads)
qui fournissent des primitives de création, gestion et destruction de threads. A�n d’uni�er
les di�érentes interfaces des implémentations des bibliothèques de gestion des threads, le
standard IEEE POSIX 1003.1c-1995 2 fut proposé. Pour les implémentations qui respectent
le standard on parle alors de POSIX threads ou Pthreads [25].

1.4.1.2 Open Multi-Processing (OpenMP)

Enoctobre 1997, un consortiumd’industriels et de constructeurs dé�nit le standardOpenMP
[26, 27] rassemblant ainsi certains e�orts réalisés par le passé dans le domaine de la parallé-
lisation basée sur des directives de compilation (pragmas). Celles-ci sont interprétées par le
compilateur pour générer automatiquement le parallélisme et la gestion des threads sous-
jacente (création, destruction, synchronisation, etc.). Les spéci�cations d’ OpenMP sont
gérées par le consortium OpenMP Architecture Review Board qui est composé de grands
noms parmi les sociétés de l’industrie logicielle et matérielle. Un compilateur compatible
OpenMP , grâce aux informations fournies par les directives de compilation, produit des
binaires multi-thread qui reposent le plus souvent sur la bibliothèque de threads POSIX
fournie avec le système d’exploitation.

2. https://standards.ieee.org/findstds/interps/1003-1c-95_int/index.html

https://standards.ieee.org/findstds/interps/1003-1c-95_int/index.html
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L’intérêt premier de ce modèle tient dans le peu d’e�orts à fournir par le programmeur
pour rapidement paralléliser un code écrit en C, C++ ou Fortran. L’ajout d’une directive
OpenMP au niveau d’une boucle permet ainsi de répartir les indices de boucles entre les
threads gérés par le support exécutif OpenMP. Plusieurs mots-clés placés avec les direc-
tives déterminent le type de répartition, la visibilité des variables (partagées ou privées) ou
encore le nombre de threads d’une section parallèle.

1.4.1.3 TBB ou�read Building Blocks

La bibliothèque TBB [28] d’INTEL fournit une abstraction de haut niveau pour décrire le
parallélisme d’un code C++ destiné à être exécuté sur des architectures multicœurs. TBB
n’est pas seulement une bibliothèque de remplacement de threads, mais elle représente un
parallélisme basé sur les tâches proche du programmeur, qui fait abstraction des détails
de la plateforme et les mécanismes de gestion des thread pour accroître les performances
et l’évolutivité [28]. Le programmeur manipule des objets, des itérateurs et des conteneurs
C++ parallèles pour utiliser TBB : ce sont des outils usuels pour un programmeur C++. La
bibliothèque o�re un environnement d’exécution capable de récupérer des informations
sur la topologie de l’architecture sous-jacente. Il crée ainsi un nombre de threads égal au
nombre de processeurs virtuels de la machine et s’adapte de façon transparente aux dif-
férentes architectures multicœurs. TBB propose de décrire les applications sous forme de
tâches et de les appeler via une combinaison de templates parallèles (parallel_for, paral-
lel_reduce, parallel_scan, parallel_sort, parallel_while).

1.4.1.4 Cilk

Cilk [29, 30] est un langage multithread pour la programmation parallèle qui généralise la
sémantique de C en introduisant des constructions spéci�ques par l’ajout demots clés pour
le contrôle parallèle. L’objectif derrière le développement de Cilk a été de faire du langage
Cilk une véritable extension parallèle de C, à la fois en terme sémantique qu’en termes de
performances. Sur un ordinateur parallèle, les constructions de contrôle Cilk permettent
au programme de s’exécuter en parallèle. Si les mots-clés des constructions parallèles sont
supprimés d’un programme Cilk, on obtient alors un programme C syntaxiquement et
sémantiquement correct.

Au démarrage du programme, le support exécutif crée quelques processus légers qui auront
la charge d’exécuter les tâches Cilk dé�nies par le programmeur. Chaque processus léger
possède sa propre �le de travaux qui contient les tâches Cilk.
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En 2006, la société Cilk Arts a acquis la licence de Cilk dans le but de développer une
implémentation commerciale avec la prise en charge du C++. Cilk++ v1.0 est sorti en dé-
cembre 2008 avec une prise en charge complète du C++, y compris les exceptions et l’ajout
d’une construction pour les boucles parallèles. Un nouveau type d’objet a été ajouté pour
la gestion de l’accès concurrent aux variables globales sans utiliser les verrous.

En 2009, Intel Corporation a racheté Cilk Arts. La technologie Cilk a été fusionnée avec
Array Notation pour fournir une extension complète du langage a�n d’implémenter à la
fois le parallélisme des tâches et celui des vecteurs. Intel Cilk Plus a été publié par Intel en
2010 et a été inclus dans la suite Intel C++ Composer XE. Les principales caractéristiques
comprennent :

— Support du C et C++ ;

— Compatible avec les débogueurs standard ;

— Utilisation des conventions d’appel standard - Les pagesmémoires des fonctions Cilk
sont alloués sur la pile a�n que les fonctions C/C++ puissent appeler les fonctions
Cilk librement.

En plus, Intel a rendu les spéci�cations de Intel Cilk Plus disponibles gratuitement sur le
Web. En 2012, Intel a proposé Intel Cilk Plus comme standard C++.

1.4.2 Modèle en mémoire distribuée

La mémoire distribuée est caractéristique des architectures de grappes, composées de ma-
chines interconnectées (cluster) qui n’ont pas de mémoire commune. Dans ce modèle,
chaque processus accède seul à sa mémoire privée. Contrairement au modèle à mémoire
partagée, le transfert d’information entre les processus est donc fait par communication
explicite. De par la structure de la machine, chaque processeur dispose de ses données
propres, le partage d’une donnée locale doit donc se faire en la communiquant aux autres
nœuds via le réseau d’interconnexion. Cette communication est basée sur des émissions et
des réceptions de messages.

Lemodèle le plus adapté à ce type demachine est lemodèle de programmation par échange
demessages. Cemodèle assure la portabilité de l’application sur toutes les plateformes grâce
à l’emploi des librairies d’échanges de messages standard (PVM, MPI).
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1.4.2.1 La bibliothèque de communication Parallel Virtual Machine - PVM

La bibliothèque de communication Parallel Virtual Machine [31, 32] (PVM) est issu d’un
projet interne de l’Oak Ridge National Laboratory (ORNL) en 1989. Elle permet de rassem-
bler un ensemble des machines hétérogènes d’un réseau en une unique machine virtuelle
à mémoire distribuée reposant sur le passage de messages pour les communications. PVM
a été conçu pour combiner des machines qui di�èrent au niveau des systèmes d’exploita-
tion, des représentations de données (nombre de bits et ordre des octets), des architectures
matérielles (multiprocesseur, monoprocesseur et même supercalculateurs), des langages et
des réseaux et les faire travailler ensemble sur un seul problème de calcul [16].

L’idée de base derrière PVM était de créer une collection de programmes qui pourrait être
chargé sur n’importe quel ensemble d’ordinateurs de telle manière à ce que cet ensemble
apparaît comme un seul ordinateur parallèle àmémoire distribuée. PVM fournit unmoyen
d’agréger la puissance et la mémoire des ressources de calcul distribuées. La �abilité et la
facilité d’utilisation de PVMont rendu cet outil très populaire pour avoir un ordinateur pa-
rallèle virtuel qui fournit plusieurs fois plus de puissance qu’ils ne l’auraient fait autrement.
PVM était si populaire qu’il est devenu un standard de facto pour l’informatique distribuée
hétérogène dans le monde entier.

Le système PVM est composé de deux parties. La première partie est un démon, appelé
pvmd, qui doit être installé sur tous les ordinateurs constituant la machine virtuelle. La
deuxièmepartie du système est une bibliothèque de fonctions d’interface PVM.Elle contient
une collection complète de primitives fonctionnelles nécessaires à la collaboration entre les
tâches d’une application. Cette bibliothèque contient des fonctions qui peuvent être appe-
lées par l’utilisateur pour la détection de pannes, la transmission de messages, la création
des processus, la coordination des tâches et la modi�cation de la machine virtuelle [16].

L’environnement d’exécution de la machine virtuelle parallèle est basé sur les concepts sui-
vant :

Pool de machines con�guré par l’utilisateur c’est l’ensemble de machines con�guré par
l’utilisateur pour l’exécution des taches des applications PVM. Le pool peut être mo-
di�é à n’importe quel moment par l’ajout ou la suppression de machines qui est une
caractéristique importante pour la tolérance aux pannes.

Accès transparent au matériel Les programmes d’application peuvent voir l’environne-
ment matériel comme une ressource transparente ou au contraire, ils peuvent ex-
ploiter les caractéristiques spéci�ques des machines dans le pool en positionnant
certaines tâches sur les ordinateurs les plus appropriés. Par exemple, Sur les clusters
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de grande taille, les nœuds d’E/S peuvent exécuter les tâches de surveillance et les
nœuds de calcul avoir la plus grande partie de la charge de calcul.

Passage de message explicite PVM o�re des opérations de communication de base blo-
quante, non bloquante et collective. Pour accroitre les performances, PVM utilise les
fonctions natives de transmission de messages sur les multiprocesseurs pour tirer
parti du matériel sous-jacent.

Modèle de programmation dynamique PVMsupporte unmodèle de programmationdy-
namique où les noeuds du pool et les tâches peuvent être ajoutés et supprimés à
n’importe quel moment.

Groupes dynamiques Dans quelques applications, il est logique de raisonner en terme
de groupes de tâches. PVM inclut le concept de groupes nommés par l’utilisateur.
Lorsqu’une tâche rejoint un groupe, elle reçoit un numéro d’"instance" unique dans
ce groupe. Les numéros d’instance commencent à 0.

1.4.2.2 La bibliothèque de passage de messages - MPI

Le standardMessage Passing Interface [33], annoncé en 1994 par le MPI Forum, est l’abou-
tissement des travaux d’un consortium de constructeurs, d’industriels et d’universitaires,
réunis pour proposer une solution standard dédiée au calcul parallèle sur grappes et archi-
tectures parallèles. Cette interface de passage demessages dé�nit un ensemble de fonction-
nalités et de spéci�cations génériques, entièrement indépendantes des architectures. Elle
s’articule autour de primitives de communications point-à-point et d’opérations collectives.

MPI propose une interface de programmation dé�nissant un ensemble de fonctions de
communication ainsi que des recommandations pour leurs implantations. Plus précisé-
ment,MPI propose plusieursméthodes de communication point à point telles queMPI_Send
(envoi) et MPI_Recv (réception) ainsi que des communications collectives comme, par
exemple, MPI_Barrier (barrière) et MPI_Broadcast (di�usion). En outre, a�n d’accroître
la portabilité des applications, MPI propose des types de données de base et donne la pos-
sibilité de créer des types complexes et structurés [34].

La version 2.0 deMPI apparue en juillet 1997, apportait la gestion dynamique des processus,
le support des communications dites unilatérales (réalisant un accès direct à une mémoire
distante sans intervention du processus distant) ou le support d’entrées/sorties parallèles.
La version 3.0 apparue en septembre 2012 a apporté des changements et des ajouts impor-
tants par rapport à la version 2. Les plus importants sont les communications collectives
non bloquantes, la révision de l’implémentation des copies mémoire à mémoire, l’ajout de
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l’interface du Fortran (2003-2008) et l’interfaçage avec des d’outils externes (pour le débo-
gage et les mesures de performance). La prochaine version de MPI (4.0) est en cours de
discussion et doit apporter des fonctionnalités très importantes, parmi lesquelles : des ex-
tensions pour mieux supporter les modèles de programmation hybrides, la prise en charge
de la tolérance aux pannes et les accès directe au mémoires.

Les applicationsMPI créent plusieurs processus qui peuvent exécuter le même programme
(modèle SPMD) ou un programme di�érent (modèleMPMD :Multiple ProgramMultiple
Data) avec des données di�érentes. Au cours de l’exécution les processus s’échangent des
messages suivant di�érentsmodes de communications : bloquant, non-bloquant, bu�erisé,
synchrone.

Il existe de nombreuses implémentations du standard, cependant la plupart d’entre elles
sont dérivées de l’une des deux implémentations libres MPICH2 [35, 36] et OpenMPI [37].

1.5 Mesuredeperformancesdes architecturesmultiproces-

seurs

Nous allons dans cette section introduire le concept desmodèles de calcul liés auxmachines
multiprocesseurs. L’accent est mis ici sur les aspects de calcul des éléments de traitement
(processeurs) et non sur les autres éléments à savoir les types de communications. Deux
modèles de calcul sont évoqués, Le premier concerne les processus à durée égale ou en
anglais embarrassingly parallel problem tandis que le deuxième concerne le modèle de
calcul parallèle contenant des sections en série. Deux mesures seront introduite dans cette
étude, ce sont l’accélération et l’e�cacité. L’impact de la surcharge due aux communications
inter-processeurs sur les performances de l’accélération des systèmes multiprocesseurs est
souligné dans ces modèles [38].

1.5.1 Modèle de calcul à durée égale

Dans ce modèle, On admettra qu’une tâche donnée peut être divisée en n sous-tâches
égales, chacune pouvant être exécutée par un processeur. Si ts est le temps d’exécution de la
tâche entière en utilisant un seul processeur, alors le temps nécessaire à chaque processeur
pour exécuter sa sous-tâche est tm = ts/n. Le facteur d’accélération d’un système parallèle
peut être dé�ni comme le rapport entre le temps d’exécution d’un seul processeur pour ré-
soudre un problème donnée et le temps d’exécution d’un système parallèle composé de n
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processeurs pour résoudre le même problème [38–40].

S(n) = ts
tm

(1.1)

= ts
ts/n

= n (1.2)

L’équation (1.1) indique que, selon lemodèle de calcul à durée égale, le facteur d’accélération
résultant de l’utilisation de n processeurs est égal au nombre de processeurs utilisés, n.
Cependant, Un facteur important a été négligé dans la dérivation ci-dessus. Ce facteur
est le surcoût de communication, qui résulte du temps nécessaire aux processeurs pour
communiquer et éventuellement échanger des données lors de l’exécution de leurs sous-
tâches. Supposons que le temps dû aux communications est tc, alors le temps réel pris par
chaque processeur pour exécuter sa sous-tâche est donné par :

S(n) = ts
tm

(1.3)

= ts
ts/n + tc

= n
1 + n × tc

ts

(1.4)

A�n de normaliser la valeur de l’accélération dans l’intervalle [0, 1], on divise sa valeur par
n. La valeur obtenue est appelée e�cacité, ξ.

Bien que simple, le modèle de durée égale est cependant irréaliste, du fait qu’il est basé
sur l’hypothèse pratiquement irréalisable qu’un problème donnée peut être divisée en un
nombre de sous-tâches à durée égales qui peuvent être exécutées par un certain nombre
de processeurs en parallèle. En e�et, les algorithmes pratiques contiennent toujours des
parties séquentielles qui ne peuvent pas être parallélisées. Ceci nous amène à l’étude du
modèle du Calcul parallèle avec des sections sérielles.

1.5.2 Modèle du Calcul parallèle avec des sections sérielles

Dans ce modèle de calcul, on suppose qu’une fraction f de la tâche donnée (calcul) n’est
pas divisible en sous-tâches concurrentes. Alors, la partie restante (1− f ) est parallélisable.
En suivant le même raisonnement, le temps d’exécution sur n processeurs est : tm = f ts +
(1 − f )(ts/n). Le facteur d’accélération est donné par :

S(n) = ts
f ts/n + (1 − f ) tsn

= n
1 + (n − 1) f

(1.5)
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Selon cette équation, l’accélération potentielle due à l’utilisation de n processeurs est dé-
terminé principalement par la fraction de code qui ne peut être parallélisée. Si la tâche
(programme) est complètement sérielle, c’est-à-dire f = 1, aucune accélération ne peut être
atteinte quel que soit le nombre de processeurs utilisés. Ce principe est connu comme la
loi d’Amdahl [41]. Il est intéressant de noter que selon cette loi, le facteur d’accélération
maximum est donné par

lim
n→∞

S(n) = 1
f

(1.6)

Par conséquent, selon la loi d’Amdahl, l’amélioration de la performance (vitesse) d’un algo-
rithme parallèle sur un algorithme séquentiel n’est pas limitée par le nombre de processeurs
employés mais par la fraction de l’algorithme qui ne peut pas être parallélisée.

La �gure 1.6 présente la courbe de l’accélération en fonction du nombre de processeurs
dans le cas où le surcoût des communications n’est pas pris en compte. Comme indiqué
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Figure 1.6 – Courbe de l’accélération idéale (sans surcoût des communications) selon la loi d’Amdahl pour
di�érentes valeurs de f

précédemment, le surcoût des communications doit être inclue dans le temps de traite-
ment. Ainsi, le facteur d’accélération est donné par

S(n) = ts
f ts + (1 − f )(ts/n) + tc

= n
1 + (n − 1) f + n(tc/ts)

(1.7)
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Et le facteur d’accélération maximum est

lim
n→∞

S(n) = 1
f + (tc/ts)

(1.8)

La �gure 1.7 présente la courbe de l’accélération en fonction du nombre de processeurs dans
le cas réél, c’est-à-dire, dans le cas où le surcoût des communications est pris en compte
pour une valeur de f = 0.05. On notera que l’allure des clurbes reste la même pour les
autres valeurs de f .
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Figure 1.7 – Courbe de l’accélération avec prise en compte du surcoût des communications selon la loi d’Am-
dahl pour di�érentes valeurs de tc/ts pour f = 0.05

1.6 MATLAB et calcul parallèle

MATLAB est largement utilisé dans les domaines académique, recherche scienti�que et
industriel, et est devenu un outil important utilisé par de nombreux scienti�ques et ingé-
nieurs de traitement du signal et de l’image. L’attrait de MATLAB est qu’il combine un lan-
gage de programmation scienti�que facile à utiliser avec un environnement commun pour
le prototypage, le codage et la visualisation. Une grande variété de boîtes à outils (toolbox)
complémentaires traitant de plusieurs domaines d’application spécialisés, ainsi que d’une
communauté d’utilisateurs très large et active, font de MATLAB la plate-forme logicielle
de choix pour de nombreuses applications.
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De nombreux algorithmes largement utilisés nécessitent des calculs intensifs et peuvent
ainsi béné�cier des plateforme de calcul intensif pour leur exécution. L’approche tradition-
nelle pour gérer ces grands problèmes était de traduire le code MATLAB en C/C++ ou
FORTRAN, paralléliser le code résultant en utilisant MPI ou OpenMP, puis l’exécuter sur
une plate-forme HPC. Cependant, ce processus s’avère une activité coûteuse, propice aux
erreurs et qui prend beaucoup de temps. En outre, il est très di�cile de propager les mo-
di�cations du code MATLAB dans code C correspondant, d’autant plus qu’une seule ligne
de code MATLAB peut correspondre à plusieurs lignes de code C [42].

En 2004, MATLAB a introduit le Distributed Computing Toolbox (DCT) qui permet l’uti-
lisation du codeMATLAB dans un cluster sous le contrôle d’un plani�cateur (ou scheduler
en anglais) o�rant la possibilité de "paralléliser" un code donné avec des modi�cations mi-
nimales. Le DCT est exécuté sur le poste client alors qu’un autre programme appeléMatlab
Distributed Computing Engine (MDCE) est déployé dans les nœuds du cluster. Plus tard,
le DCT a été étendue pour l’utilisation des machines multicores [43].

Dans la version 2008 et ultérieurs, le toolbox a été renommé en PCT pour parallel compu-
ting toolbox. Dans les versions antérieur à R2014a, PCT autorisait jusqu’à 12workers locales
sur une machine multi-cœurs. Cependant, dans les versions ultérieurs, le nombre de wor-
kers locales n’est pas limités. MatLab a également introduit MDCS ou (Matlab Distributed
Computing Server) pour le déploiement sur une grille de calcul ou cluster d’ordinateurs.
L’architecture générale d’un cluster de calcul Matlab (Figure 1.8) est basé sur l’installation
de MDCS sur le nœud principal et les nœuds de calcul. Sur le poste client ; où l’utilisateur
développe les applications et soumets les calculs au cluster, seul PCT est nécessaire.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les notions fondamentales du calcul parallèle. Les
architectures matérielles peuvent être classées selon plusieurs critères, mais la plus répan-
due est celle de Flynn basée sur la notion de �ux de données et d’instructions. Une grappe
de calcul ou cluster se construit autour d’un ensemble de nœuds de calcul interconnectés
par un réseau à haute performance. Cette architecture popularisé par les clusters de type
Beowulf est la plus utilisée dans le domaine de calcul scienti�que haute performance. L’en-
semble des applications de calcul haute performance, s’exécutant sur ces nœuds, utilise la
bibliothèque par passage de message MPI.

Les di�érents modèles de programmation mis au point au cours des précédentes décen-
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Figure 1.8 – Architecture générale d’un cluster Matlab

nies ont été conçus pour des architectures homogènes et rarement hybrides. Ces modèles
de programmation sont utilisés pour programmer les architectures parallèles contempo-
raines. Ils se heurtent au problème complexe des a�nités matérielles qui varient selon le
matériel et les constructeurs et exhibent des e�ets parfois di�ciles à prédire.

Il existe de nombreux critères pour caractériser les performances d’une application paral-
lèle. Les plus utilisés sont le temps d’exécution ou de communication, l’accélération, l’e�-
cacité, ...).
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2.1 Introduction

Les dispositifs et systèmes électromagnétiques, allant des appareils de bureau ordinaires
aux téléphones cellulaires, font partie intégrante de la vie moderne. Le développement
continu de la nouvelle technologie dépend grandement de l’analyse technique et de la syn-
thèse des systèmes électromagnétiques. Ceux-ci sont basés sur l’obtention de solutions pré-
cises des équations de Maxwell pour le système étudié. L’intensi�cation de la recherche
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et du développement dans une grande variété d’applications, notamment la conception
d’antennes, les circuits hyperfréquences, la photonique, l’imagerie médicale, les commu-
nications sans �l, la compatibilité/interférence électromagnétique, etc. ont conduit à des
systèmes de plus en plus complexes. Dans de nombreux cas, un seul dispositif est devenu
une structure très complexe qui comprend un certain nombre de conducteurs, de diélec-
triques et de semi-conducteurs de formes arbitraires et de nature physique complexe. Les
technologies de fabrication onéreuses excluent la possibilité demodi�er un dispositif si ses
performances ne sont pas conformes aux spéci�cations de conception. Par conséquent, il
est nécessaire de développer des méthodes capables de caractériser de manière extrême-
ment précise ces systèmes pour analyser les structures qui nous intéressent. Cependant, il
est di�cile d’obtenir de telles méthodes en raison de la nature complexe de n’importe quel
des dispositifs électromagnétiques modernes.En plus, l’analyse de tels systèmes ne conduit
pas généralement à des formules analytiques exactes [3].

Deux types de méthode existent pour la résolution « exacte » des équations de Maxwell,
résolues dans ce cas en respectant exactement les expressions des équations di�érentielles
d’origine. La méthode dite « intégrale » est utilisée par la MoM car elle résout les équa-
tions de Maxwell sous leur forme intégrale. Elle ne nécessite généralement pas de mailler
le volume de calcul total mais seulement les structures �laires et les surfaces. Les méthodes
dites di�érentielles résolvent les équations aux dérivées partielles (FDTD et FEM). Ce sont
des méthodes dites volumiques car elles travaillent généralement sur un volume englobant
l’objet à traiter et fermés par des frontières absorbantes simulant l’espace libre [44].

En e�et, les solutions analytiques exactes ne sont connues que pour un nombre limité de
cas particuliers, qui ne sont pratiquement jamais directement applicables à des applica-
tions réelles. L’impossibilité de dériver des solutions analytiques exactes à partir des équa-
tions de Maxwell pour des applications réelles a conduit à une recherche intensive sur les
techniques numériques. L’application de méthodes numériques aux problèmes de champs
électromagnétiques est connue sous le nom de calcul en électromagnétisme (Computa-
tional ElectroMagnetics,CEM), et de ce fait, elle est une extension naturelle de l’approche
analytique pour résoudre les équations de Maxwell [2, 3].

Parmi les méthodes rapportés dans cette partie, la MoM est considéré comme l’une des
méthodes numériques basée sur l’équation intégrale les plus utilisées. Elle coïncide formel-
lement avec la méthode des résidus pondérés car les sources (inconnues) sont développées
par une somme de certaines fonctions de basemultipliées par des coe�cients inconnus. Le
résidu de l’équation intégrale est pondéré en utilisant un produit interne approprié et un
ensemble de fonctions de pondération. Cela résulte en un ensemble d’équations linéaires
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pouvant être résolues par les méthodes classiques de l’algèbre linéaire.

Pour l’analyse du rayonnement des structures conductrices, il est di�cile de surpasser la
précision et l’e�cacité d’une méthodologie de calcul basé sur l’équation intégrale. Pour les
structures composites contenant à la fois des conducteurs et des diélectriques, où l’inho-
mogénéité diélectrique n’est pas grande, la méthode de l’équation intégrale est toujours une
excellente procédure numérique. Outre la méthode des moments, un certain nombre de
variantes cette dernière ont été développées. Par exemple, la FMM et le MLFMA ont été
proposés pour accélérer le produit matrice-vecteur qui apparaît dans la solution itérative
des équations MoM [3, 9].

La FEM est une méthode numérique utilisée pour résoudre des problèmes aux limites ca-
ractérisés par une équation di�érentielle partielle et un ensemble de conditions aux limites.
La méthode a été proposée par Courant en 1943 [8] pour résoudre les problèmes variation-
nels de la théorie potentielle [12]. Par la suite, la méthode a été développée et largement ap-
pliquée aux problèmes d’analyse structurelle et de plus en plus aux problèmes dans d’autres
domaines. Aujourd’hui, la méthode des éléments �nis est reconnue comme une méthode
générale prééminente applicable à une grande variété de problèmes d’ingénierie et de ma-
thématiques, y compris ceux de l’ingénierie des antennes et des micro-ondes.

La méthode FDTD est une méthode de calcul de di�érences �nies dans le domaine tem-
porel pour les problèmes électromagnétiques. La méthode a été développée par K.S., Yee
en 1966 [45]. Avec l’avènement d’ordinateurs puissants et peu coûteux et l’amélioration de
la méthode elle-même, la FDTD est devenue l’une des méthodes les plus utilisées pour
résoudre les équations de Maxwell pour des applications scienti�ques et d’ingénierie.

2.2 Classi�cation des problèmes électromagnétiques

Les problèmes électromagnétiques sont classés en termes d’équations les décrivant. Les
équations peuvent être di�érentielles ou intégrales ou les deux. La plupart des problèmes
électromagnétiques peuvent être énoncés en termes d’équation avec opérateur (2.1) [11].

L(ϕ) = g (2.1)

où L est un opérateur (di�érentiel, intégral ou intégra-di�érentiel), g est l’excitation ou la
source connue, et ϕ est la fonction inconnue à déterminer. Un exemple typique est le pro-
blème électrostatique impliquant l’équation de Poisson. En forme di�érentielle, l’équation
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(2.1) devient (2.2)
−∇2V = ρv

ε
(2.2)

Nous avons alors L = −∇2 l’opérateur laplacien, g = ρv/ε est le terme de la source, et ϕ =
V est le potentiel électrique. Sous forme intégrale, l’équation de Poisson est s’écrit sous la
forme (Équation 2.3).

V = ∫ ρv∂v
4πεr2

(2.3)

2.3 Les équations intégrales

L’objectif de laméthode de l’équation intégrale (Integral Equation, IE) pour le rayonnement
ou la di�usion est de formuler la solution pour la densité de courant inconnue, induite à
la surface du dispositif radiateur/di�useur, sous la forme d’une équation intégrale où la
densité de courant induit fait partie de l’intégrante. L’équation intégrale est ensuite résolue
pour la densité de courant induite inconnue en utilisant des techniques numériques telles
que laMoM [46]. Parmi les exemples simples d’équations intégrales, on cite les transformés
de Fourier, Laplace et Hankel [11].

Les équations intégrales linéaires les plus fréquemment étudiées appartiennent à deux ca-
tégories nommées Fredholm et Volterra [47]. La première classe comprend les équations
de Fredholm du premier, deuxième et troisième type données par [11] :

f (x) = ∫ ba K(x , t)ϕ(t)dt (2.4)

f (x) = ϕ(x) − λ ∫ ba K(x , t)ϕ(t)dt (2.5)

f (x) = a(x)ϕ(x) − λ ∫ ba K(x , t)ϕ(t)dt (2.6)

Dans tous les cas, ϕ(t) est la fonction inconnue. K(x , t), que nous appelons le noyau de
l’équation intégrale, et f (x) sont supposés être connus. Lorsque f (x) = 0, l’équation est
dite homogène.

La deuxième classe d’équations intégrales sont les équations de Volterra de la première,



30 2.4 Transformation d’une équation di�érentielle en une équation intégrale

deuxième et troisième type, données par :

f (x) = ∫ xa K(x , t)ϕ(t)dt (2.7)

f (x) = ϕ(x) − λ ∫ xa K(x , t)ϕ(t)dt (2.8)

f (x) = a(x)ϕ(x) − λ ∫ xa K(x , t)ϕ(t)dt (2.9)

Les équations (2.5) à (2.9) sont toutes des équations linéaires par rapport à la fonction ϕ.

2.4 Transformationd’une équationdi�érentielle enune équa-

tion intégrale

Souvent, nous pouvons représenter le problème physique soit par une équation di�éren-
tielle ou par une équation intégrale. La plupart des équations di�érentielles ordinaires
peuvent être exprimées en équations intégrales, mais l’inverse n’est pas vrai. Alors que les
conditions aux limites sont imposées de manière externe dans les équations di�érentielles,
elles sont incorporées dans une équation intégrale. Prenons l’exemple d’une équation dif-
férentielle ordinaire (Ordinary Di�erential Equation ODE) de la forme [47] :

y′′ + A(x)y′ + B(x)y = g(x) (2.10)

avec les conditions initiales :

y(a) = y0, y′(a) = y′0

Si on intègre, nous obtenons :

y′(x) = − ∫ xa A(t)y′(t)dt − ∫
x

a
B(t)y(t)dt + ∫ xa g(t)dt + y′0 (2.11)

En intégrant le premier intégrale de droite par parties, nous obtenons :

y′(x) = −Ay(x) ∫ xa (B − A′)y(t)dt + ∫ xa g(t)dt + A(a)y0 + y′0 (2.12)
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Les conditions initiales sont incorporées dans la nouvelle version de l’équation 2.12. Si on
e�ectue une deuxième intégration, nous obtenons :

y(x) = − ∫ xa Aydx − ∫
x

a
du ∫ ua [B(t) − A′(t)] y(t)dt

+ ∫ xa du ∫
u

a
g(t)dt + [A(a)y0 + y′0] (x − a) + y0 (2.13)

Si on utilise la relation (2.14) dans l’équation (2.13), nous obtenons :

∫ xa du ∫
u

a
f (t)dt = ∫ xa (x − t) f (t)dt (2.14)

y(x) = − ∫ xa (A(t) + (x − t)[B(t) − A′(t)]) y(t)dt

+ ∫ xa (x − t)g(t)dt + [A(a)y0 + y′0] (x − a) + y0 (2.15)

Si on introduit les abréviations :

K(x , t) = (t − x)[B(t) − A′(t)] − A(t) (2.16)

f (x) = ∫ xa (x − t)g(t)dt + [A(a)y0 + y′0] (x − a) + y0

L’équation (2.15) devient :

y(x) = f (x) + ∫ xa K(x , t)y(t)dt (2.17)

L’équation (2.17) est une équation Voltera de type deux.

2.5 Les fonctions de Green

Unmoyen plus systématique d’obtenir une IE à partir d’une équation di�érentielle partielle
(Partial Di�erential Equation PDE) consiste à construire une fonction auxiliaire connue
sous le nom de fonction de Green pour ce problème [11]. Une telle fonction a été introduite
par George Green dès 1828. Par la suite, la méthode des fonctions de Green est devenue
uneméthode analytique très utile enmathématiques et dans de nombreuses sciences appli-
quées [48]. Laméthode des fonctions de Green peut être appliquée, en général, à n’importe
quelle équation di�érentielle partielle, non homogène, à coe�cient constant et linéaire,
avec n’importe quel nombre de variables indépendantes.



32 2.5 Les fonctions de Green

Pour obtenir le champ produit par une source distribuée par la technique des fonction de
Green, il faut déterminer l’e�et de chaque partie élémentaire de la source et les additionner.
Si G(r, r′) est le champ au point d’observation (ou point de champ) r provoqué par une
source ponctuel au point source r′, alors le champ en r produit par une distribution de
source g(r′) est l’intégrale de g(r′)G(r, r′) sur la plage de r′ occupée par la source. La
fonction G est la fonction de green.

Le vrai problème revient à construire les fonctions de Green pour le problème étudié.
Considérons la PDE linéaire de second ordre

Lϕ = g (2.18)

Les fonctions de green correspondants à l’opérateur di�érentiel L sont dé�nies comme la
solution de l’équation inhomogène du point source suivante :

LG(r, r′) = δ(r, r′) (2.19)

où r et r′ sont les vecteurs de position du point champ (x , y, z) et le point source (x′, y′, z′)
respectivement et δ(r, r′) et la fonction delta deDirac qui satisfait la propriété de l’équation
2.1.

∫ δ(r, r′)g(r′)dv′ = g(r) (2.20)

La fonction de Green a les propriétés suivantes [11, 48] :

(a) G satisfait l’équation LG = 0 sauf au point source r′, c’est-à-dire,

LG(r, r′) = δ(r, r′)

(b) G est symétrique dans le sens où

LG(r, r′) = LG(r′, r) (2.21)

(c) G véri�e la valeur aux limites imposée à f sur B, c’est-à-dire

G = f sur B (2.22)

(d) La dérivée directionnelle ∂G
∂n a une discontinuité à laquelle est spéci�é par l’équation

lim
ε→0 ∫∮S

∂G
∂n
dS = 1 (2.23)
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où n est la normale vers l’extérieur à la sphère de rayonε.

Le tableau (2.1) présente des exemples typiques des fonctions de green généralement utili-
sées des les problèmes électromagnétiques ([11]).

Table 2.1 – Fonctions de Green dans l’espace libre en 3D.

Opérateur Région de solution Fonction de Green

équation de
Laplace ∇2G = δ(r, r′) − 1

4π(r,r′)
équation de l’onde
(Helmholtz’s) ∇2G + k2G = δ(r, r′) − exp( jk∣r,r

′
∣)

4π∣r,r′∣
équation de l’onde
(Helmholtz’s modi�ée) ∇2G − k2G = δ(r, r′) − exp(−k∣r,r

′
∣)

4π∣r,r′∣

2.6 Lesméthodes classiquespour les problèmes aux limites

Nous allons dans la suite considérer le problème aux limites régi par l’équation di�érentielle

Lϕ = f (2.24)

Dans cette section, nous allons présenter très brièvement deux méthodes dites classiques
pour la solution des problèmes aux limites. La première est la méthode variationnelle de
Ritz et l’autre est la méthode de Galerkin. Ces deux méthodes sont à la base de la méthode
des éléments �nis [49].

2.6.1 La méthode de Rayleigh-Ritz

La méthode de Ritz aussi connue comme la méthode de Rayleigh-Ritz est une méthode
variationnelle dans laquelle le problème aux limites est exprimé en terme d’expression va-
riationnelle nommée fonctionnel. La solution approximative est obtenue en minimisant
le fonctionnel. La méthode a été présentée pour la première fois par Rayleigh en 1877 et
étendue par Ritz en 1909 [11, 48–50].

Dé�nissons un produit interne comme suit :

< ϕ, ϕ >= ∫Ω ϕϕ∗dΩ (2.25)
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le caractère ∗ représente le conjugué complexe. Si l’opérateur L est auto-adjoint, c’est-à-dire,

< Lϕ,ψ >=< ϕ, Lψ > (2.26)

et s’il est positif dé�ni, à savoir,

< Lϕ, ϕ >
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

> 0, ϕ ≠ 0

= 0, ϕ = 0
(2.27)

La solution de l’équation (2.24) équivaut à trouver le minimumdu fonctionnel quadratique
de l’équation (2.28) par rapport à ϕ̃ qui représente une fonction de test [48, 49].

F(ϕ̃) = 1
2
< Lϕ̃, ϕ̃ > − 1

2
< ϕ̃, f > − 1

2
< f , ϕ̃ > (2.28)

Une fois le fonctionnel trouvé, la solution peut être obtenue par la procédure décrite ci-
dessous [49].

Nous allons dans cette étude considérer le problème à valeur réelle. Supposons que ϕ̃ dans
(2.28) peut être approximée par le développement

ϕ̃ =
N

∑
j=1
c jv j = {c}T{v} = {v}T{c} (2.29)

où les v j sont les fonctions de base ou de développement dé�nies sur tous le domaine et
c j sont des coe�cients constants à déterminer. {⋅} dénote un vecteur colonne et l’indice T
dénote le transposé du vecteur. En substituant (2.29) dans (2.28), nous obtenons

F = 1
2
{c}T ∫Ω{v}L{v}TdΩ{c} − {c}T ∫Ω{v} f dΩ (2.30)

Pour minimiser F(ϕ̃), onmet ses dérivées partielles par rapport à c j à zéro. Nous obtenons
alors un ensemble d’équations algébriques linéaires (2.31)

∂F
∂ci

= 1
2 ∫Ω viL{v}TdΩ{c} + 1

2
{c}T ∫Ω{v}LvidΩ − ∫Ω vi f dΩ (2.31)

= 1
2

N

∑
j=1
c j ∫Ω(viLv j + v jLvi)dΩ − ∫Ω vi f dΩ

= 0 i = 1, 2, 3⋯,N
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Le système (2.31) peut être écrit sous la forme :

[S]{c} = {b} (2.32)

Les éléments de [S] sont donnés par :

Si j =
1
2 ∫Ω(viLv j + v jLvi)dΩ (2.33)

et les éléments de {b} par :
bi = ∫Ω vi f dΩ (2.34)

Il est évident que la matrice [S] est symétrique. En se référant à la propriété d’auto-adjoint
de l’opérateur L, Si j peut s’écrire comme suit :

Si j = ∫Ω viLv jdΩ (2.35)

Une solution approchée de l’équation (2.24) est donnée par l’équation (2.29), avec les ci sont
obtenus par la solution de le système linéaire de l’équation (2.32).

2.6.2 La méthode de Galerkin

La méthode de Rayleigh-Ritz est applicable dans le cas où un fonctionnel existe. Dans les
cas où une telle fonction ne peut être trouvée, Il est alors possible d’utiliser l’une des tech-
niques désignées collectivement comme la méthode des résidus pondérés. Cette famille
de méthodes est plus générale et a un champ d’application plus large que la méthode de
Rayleigh-Ritz du fait qu’elle n’est pas limitée à une classe de problèmes variationnels [11].
La méthode de Galerkin appartient à cette famille. Le principe est basé sur la recherche de
solution en pondérant le résidus de l’équation di�érentielle.

Admettons que ϕ̃ est une solution approchée de l’équation (2.24). En substituant ϕ̃ pour ϕ
dans l’équation (2.24), nous allons avoir un résidus non nul [49]

r = Lϕ̃ − f ≠ 0 (2.36)

La meilleur solution pour ϕ̃ serait celle qui minimise le résidus r sur tous le domain Ω.
Dans cette famille, on va choisir des fonctions de pondérationwm de telle manière à ce que
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l’intégral des résidus pondérés de l’approximation soit zéro, ç’est-à-dire,

Ri = ∫ΩwirdΩ = 0 (2.37)

Dans la méthode de Galerkin, les fonctions de pondération sont choisies pour être les
mêmes que les fonctions de base pour la solution approchée. Dans le cas où l’opérateur
L dans l’équation (2.24) est auto-adjoint, le système obtenu est exactement le même que
celui de la méthode de Rayleigh-Ritz.

2.7 La méthode des moments (MoM)

La méthode des moments est une procédure générale pour résoudre l’équation (2.1). La
méthode doit son nom au processus de calcul des moments en multipliant avec des fonc-
tions de pondération appropriées et en intégrant ensuite. La méthode a été appliquée avec
succès à une grande variété de problèmes électromagnétiques pratiques tels que les rayon-
nements dus aux éléments et aux réseaux à �ls �ns, les problèmes de di�usion, l’analyse des
micro-rubans et des structures à pertes, la propagation sur une terre non homogène, etc
[11].

En électromagnétisme, elle s’applique typiquement à la formulation intégrale du champ
électrique (Electric Field Integral Equation, EFIE) pour laquelle les inconnues sont la dis-
tribution de courant circulant sur les conducteurs ou, dans le cas de structures planaires
multicouches, sur les rubans placés aux interfaces. Le fondement de la MoM consiste à
proposer une solution sous la forme d’une somme de fonctions connues auxquelles sont
associés des coe�cients inconnus. Il s’agit ensuite d’appliquer une procédure de minimisa-
tion de l’erreur résiduelle pour générer un système matriciel et déterminer les coe�cients
inconnus [44].

La procédure pour appliquer la MoM à la résolution de l’équation 2.1 implique générale-
ment quatre étapes [11] :

1. dérivation de l’équation intégrale appropriée,

2. conversion (discrétisation) de l’IE en une équationmatricielle à base (ou expansions)
fonctions et fonctions de pondération (ou de test),

3. l’évaluation des éléments de la matrice, et

4. résoudre l’équation matricielle et obtenir les paramètres souhaités.
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2.7.1 Principe de la méthode

On considère l’équation non homogène [6]

Lϕ = f (2.38)

Supposons que l’opérateur L est régulier, alors l’équation 2.38 a une solution unique donnée
par :

ϕ = L−1 f (2.39)

La méthode des moments permet d’obtenir une approximation de L−1, et par conséquent
de phi.

Soit ϕ1, ϕ2, . . . une base de fonctions dé�nies dans le domaine d’existence de l’opérateur L.
On a alors :

ϕ = ∑
n

αnϕn (2.40)

où αn sont des constantes. Les ϕn sont appelées les fonctions de développement ou fonc-
tions de base. Pour une solution exacte, la sommation est faite à l’in�ni. Pour une approxi-
mation, n est �ni. En remplaçant (2.40) dans (2.39) et en utilisant la linéarité de l’opérateur
L, on obtient

∑
n

αnL(ϕn) = f (2.41)

On suppose qu’un produit interne < ϕ, f > adéquat est dé�nit pour le problème à ré-
soudre. On dé�nit un ensemble de fonctions de pondération appelées aussi fonctions de
testsw1,w2,w3, . . . dans le domaine de dé�nition de L. Prenons le produit interne de l’équa-
tion (2.41) avec les éléments wm, on obtient alors [6]

∑
n

αn < wm , L(ϕn) >=< wm , f > m = 1, 2, 3, . . . (2.42)

Le système d’équations de (2.42) peut être écrit sous format matriciel

[lmn][αn] = [ fm] (2.43)

où

[lmn] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

< w1, L(ϕ1) > < w1, L(ϕ2) > ⋯ < w1, L(ϕn) >
< w2, L(ϕ1) > < w2, L(ϕ2) > ⋯ < w2, L(ϕn) >

⋮ ⋱ ⋱ ⋮
< wm , L(ϕ1) > < wm , L(ϕ2) > ⋯ < wm , L(ϕn)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.44)
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[αn] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α1
α2
⋮

αm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[ fn] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

< w1, f >
< w2, f >

⋮
< wm , f >

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.45)

Si la matrice [l] est non singulière, son inverse [l−1] existe. Les valeurs αn sont données par

[αn] = [l−1mn][ fm] (2.46)

La solution pour f est donnée par (2.40). Si on note le vecteur de fonctions

[ϕ̂n] = [ϕ1 ϕ2 ϕ3 . . .] (2.47)

L’équation (2.40) s’écrit :
ϕ = [ϕ̂n][αn] = [ϕ̂n][l−1mn][ fm] (2.48)

Le cas particulier où wn = ϕn est connu comme la méthode de Galerkin [51].

Il est clair que l’une des tâches principales pour la solution d’un problème donné est le choix
des fonctions ϕn etwn. Les ϕn doivent être linéairement indépendantes et choisies de façon
à ce que ϕ peut être approximée avec une précision acceptable par une certaine combinai-
son des ϕn. Les wn doivent aussi être linéairement indépendantes et choisies de sorte que
les produits < wn , f > dépendent peux des propriétés de f . D’autres facteur peuvent a�ec-
ter le choix de ϕn et wn dont la précision de la solution désirée, la simplicité de l’évaluation
des éléments de la matrice, la taille de la matrice pouvant être inversée et l’obtention de la
matrice [l] qui soit bien conditionnée.

2.8 Laméthode des di�érences �nies dans le domaine tem-

porelle (FDTD)

Laméthode FDTD est une implémentation particulière d’une classe générale de méthodes
connues sous le nom de techniques de di�érences �nies. La méthode FDTD est largement
utilisé dans le CEM lorsque des di�érences �nies sont employées. Les méthodes de di�é-
rences �nies sont des méthodes numériques dans lesquelles les dérivées sont directement
approchées par des quotients de di�érences �nies. La classe générale de ces méthodes est
l’approche numérique la plus intuitive et a été la première à être largement développée par
la communauté de calcul scienti�que. À ce jour, Elle reste probablement la technique nu-
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mérique la plus universellement applicable et la plus largement utilisée dans le domaine
des calculs scienti�ques [10].

2.8.1 Les di�érences �nies - un aperçu

Comme évoqué auparavant, laméthode des di�érences �nies est un outil important du cal-
cul scienti�que pour la résolution d’équations aux dérivées partielles (Partial Di�erential
Equation PDE), dont celles de Maxwell sont bien sûr un exemple fondamental. Tradition-
nellement, pour la solution numérique des PDE’s, la classi�cation est faite selon le type des
problèmes, à savoir des problèmes à valeurs initiales ou des problèmes aux limites. Cepen-
dant, il existe des PDE’s qui nécessitent les deux conditions [10].

Les étapes de base de touteméthode de di�érence �nie peuvent être résumées comme suit :

— Diviser la région de la solution en une grille de nœuds.

— Approximer les dérivées dans l’équation di�érentielle partielle donnée par les di�é-
rences �nies impliquant la valeur de la solution à di�érents nœuds.

— Résoudre les équations aux di�érences �nies pour la valeur de la solution à chaque
nœud soumis aux conditions aux limites et/ou initiales. Si l’opération est e�ectuée
dans le domaine temporel, cela revient à trouver les valeurs à la prochaine étape.
Ce processus est appelé « marche temporelle », « intégration temporelle », ou plus
spéci�quement dans le contexte de la FDTD, « saute-moutons ».

Un point central de touteméthode des di�érences �nies est l’approximation des dérivées. A
partir de la dé�nition de la dérivée d’une fonction, di�érentes approximations numériques
peuvent être proposées. Cependant, ceux-ci sont généralement dérivés du développement
en série de Taylor qui permettent une estimation de l’erreur de l’approximation. Selon que
les nœuds « suivant », « précédent » ou « central » sont utilisés, on obtient la di�érenciation
avant, arrière ou centrale dé�nies comme suit :

La formule de di�érence avant de la dérivée première est donnée par l’équation (2.49).

dU(x)
dx

= U(x + ∆x) −U(x)
∆x

− (∆x)
2
d2U
dx2

+O(∆x)2 (2.49)

La formule de di�érence arrière de la dérivée première est donnée par l’équation (2.49).

dU(x)
dx

= U(x) −U(x − ∆x)
∆x

+ (∆x)
2
d2U
dx2

+O(∆x)2 (2.50)
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La formule de di�érence centrale de la dérivée première est donnée par l’équation (2.51).

dU(x)
dx

= U(x + ∆xé) −U(x − ∆x)
∆x

− (∆x)2
6

d3U
dx3

+O(∆x)4 (2.51)

2.8.2 Principe de la méthode FDTD

L’algorithme de base de FDTD a été proposé par K.S. Yee en 1966 [7] . En 1975, Ta�ove et
Brodwin ont réussi à obtenir le bon critère de stabilité numérique pour l’algorithme de Yee
et ont été les premiers à résoudre les problèmes de di�usion électromagnétique en régime
permanent sinusoïdal, en deux et en trois dimensions [52]. Mur [53] a publié la première
implémentation numérique stable de la condition aux limites absorbante (Abosorbante
Boundary Condition ABC) en 1981. En 1994, Berenger a introduit une desmeilleurs implé-
mentation de l’ABC, la couche absorbante parfaitement adaptée (Perfectly matched layer
PML) [54].

2.8.3 Algorithme de Yee

L’algorithme de Yee [7] peut être résumé comme suit [55] :

— Remplacer tous les dérivés dans les lois d’Ampère et de Faraday par des di�érences
�nies. Discrétiser l’espace et le temps a�n que les champs électriques et magnétiques
soient décalés dans l’espace et dans le temps.

— Résoudre les équations de di�érence résultantes pour obtenir des «formules de mise
à jour» qui expriment les (inconnus) les valeurs des champs futurs en termes des
(connus)les valeurs des champs passés.

— Évaluer les champs magnétiques à pas de temps dans le futur pour que leurs valeurs
soient connus dans la pas courant (en fait, ils deviennent des champs passés).

— Évaluer les champs électriques à pas de temps dans le futur pour que leurs valeurs
soient connus dans la pas courant (en fait, ils deviennent des champs passés).

— Répétez les deux étapes précédentes jusqu’à ce que les champs obtenus pendant la
durée souhaitée.

En utilisant le système des unités international ou le système MKS (Mètre Kilogramme
Seconde) et en assumant les paramètres du diélectrique µ, ε et σ constants et indépendants
du temps, les équations de Maxwell peuvent être écrites en coordonnées rectangulaires
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(x , y, z) comme suit [52, 56] :

∂Hx
∂t

= 1
µ
(
∂Ey
∂z

− ∂Ez
∂y

) (2.52)

∂Hy
∂t

= 1
µ
(∂Ez
∂x

− ∂Ex
∂z

) (2.53)

∂Hz
∂t

= 1
µ
(∂Ex
∂y

−
∂Ey
∂x

) (2.54)

∂Ex
∂t

= 1
ε
(∂Hz
∂y

−
∂Hy
∂z

− σEx) (2.55)

∂Ey
∂t

= 1
ε
(∂Hx
∂z

− ∂Hz
∂x

− σEy) (2.56)

∂Ez
∂t

= 1
ε
(
∂Hy
∂x

− ∂Hx
∂y

− σEz) (2.57)

La résolution des équations de Maxwell passe par la discrétisation des grandeurs électro-
magnétiques suivant le schéma de Yee [7] qui utilise les di�érences centrées pour exprimer
les premières dérivées partielles.

Soit f (x , y, z, t) une fonction qui représente une composante du champ électrique Ē ou
du champ magnétique H̄ qui sera notée Fn(i , j, k) La fonction évaluée au nœud i , j, k et à
l’instant n s’écrit :

Fn(i , j, k) = F(i∆x , j∆y, k∆z) (2.58)

où ∆x = ∆y = ∆z correspondent aux incréments (pas) dans l’espace dans les directions
x , y, z et ∆t correspond à l’incrément temporel. Yee a utilisé des expressions de di�érences
�nies pour les dérivées spatiales et temporelles simples à programmer et précises au second
ordre par rapport à ∆x , y, z et ∆t, respectivement (2.59) et 2.60).

∂Fn(i , j, k)
∂x

=
Fn(i + 1

2 , j, k) − Fn(i −
1
2 , j, k)

∆x
+O[(∆x)2] (2.59)

∂Fn(i , j, k)
∂t

= Fn+
1
2 (i , j, k) − Fn− 12 (i , j, k)

∆t
+O[(∆t)2] (2.60)

L’algorithme est obtenu par application dumodèle des équations (2.59) et (2.60) au système
des équations (2.52) à (2.57). On obtient alors un nouveau système d’équations discrétisées
qui modélise la propagation du champ électromagnétique sur la grille de calcul. Dans un
système homogène isotrope, ce système résultant s’écrit comme suit :

Pour atteindre la précision de l’équation (2.59), et de réaliser toutes les dérivées spatiales des
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équations (2.52) - (2.57), Yee a positionné les composantes de Ē et H̄ autour d’une cellule
unitaire en treillis comme représenté sur la �gure (2.1) [52].

Figure 2.1 – Position des composants du champ autour d’une cellule élémentaire du treillis de Yee

Pour atteindre la précision de l’équation (2.60), on évalue Ē et H̄ en alterné à mi-temps des
pas de discrétisation. Le résultat est le système des équations aux di�érences �nies suivantes
pour le système (2.52) - (2.57). Commençons par considérer la composante Ex de l’équation
(2.55) répétée ici pour plus de commodité :

∂Ex
∂t

= 1
ε
(∂Hz
∂y

−
∂Hy
∂z

− σEx) (2.61)

En se référant à la �gure (2.1), on considère une substitution de la di�érence centrale en
temps et en espace des dérivées de l’équation (2.61), par exemple Ex(i , j + 1

2 , k +
1
2 , n). on

aura :

Ex ∣
n+ 12
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )
− Ex ∣

n− 12
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )

∆t
=

1
ε
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )

⋅
⎛
⎜
⎝

Hz ∣n
(i , j+1,k+ 12 )

−Hz ∣n
(i , j ,k+ 12 )

∆y −
Hy ∣n
(i , j+ 12 ,k+1)

−Hy ∣n
(i , j+ 12 ,k)

∆z

−σ
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )
Ex ∣n
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )

⎞
⎟
⎠
(2.62)

On note que tous les valeurs des champs sur le côté droit sont évaluées à l’instant n y com-
pris le champs électrique Ex qui apparaît en raison de la présence du conductivité σ . Étant
donné que la valeur de Ex à la valeur n n’est pas sensé être conservé (en e�et, juste la va-
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leur de Ex à l’instant n− 1
2 est conservée), il faudrait un moyen pour estimer ce terme. Une

solution consiste à utiliser l’approximation semi-implicite [56] :

Ex ∣n
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )
=
Ex ∣

n+ 12
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )
+ Ex ∣

n− 12
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )

2
(2.63)

Il a été établi que l’approximation de l’équation (2.63) produit des résultats numériques
stables et précis pour des valeurs de σ allant de zéro à l’in�ni.

Ici les valeurs Ex à l’instant n sont supposées être simplement la moyenne arithmétique des
valeurs de Ex à l’instant n− 1

2 et la valeur en cours de calcul à l’instant n+
1
2 . En substituant

(2.63) dans (2.62) et en multipliant les deux cotés par ∆t, on obtient

Ex ∣
n+ 12
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )
− Ex ∣

n− 12
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )
=

∆t
ε
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )

⋅

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

Hz ∣n
(i , j+1,k+ 12 )

−Hz ∣n
(i , j ,k+ 12 )

∆y −
Hy ∣n
(i , j+ 12 ,k+1)

−Hy ∣n
(i , j+ 12 ,k)

∆z

−σ
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )

⎛
⎜
⎝

Ex ∣
n+ 12
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )
+Ex ∣

n− 12
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )

2

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(2.64)

En regroupant les termes relatifs à Ex à l’instant n + 1
2 , nous aurons �nalement

Ex ∣
n+ 12
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )
=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 −
σ
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )
∆t

2ε
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )

1 +
σ
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )
∆t

2ε
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )

⎞
⎟⎟⎟
⎠
Ex ∣

n− 12
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )

+
⎛
⎜⎜⎜
⎝

∆t
ε
(i , j+ 12 ,k+

1
2 )

1 +
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2 )
∆t

2ε
(i , j+ 12 ,k+
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2 )

⎞
⎟⎟⎟
⎠
⋅
⎛
⎜
⎝

Hz ∣n
(i , j+1,k+ 12 )

−Hz ∣n
(i , j ,k+ 12 )

∆y

−
Hy ∣n
(i , j+ 12 ,k+1)

−Hy ∣n
(i , j+ 12 ,k)

∆z

⎞
⎟
⎠
(2.65)

De la même manière, les expressions des di�érences �nies basées sur l’algorithme de Yee
pour les composantes Ey et Ez du champ électrique données par les équations (2.56) et



44 2.8 La méthode des di�érences �nies dans le domaine temporelle (FDTD)

(2.57) peuvent être obtenues (Équations 2.66 et 2.67).
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n+ 12
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1
2 )
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⎝
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2 )
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1
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1
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2ε
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1
2 )

⎞
⎟⎟⎟
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(i− 12 , j+1,k+

1
2 )

+
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⎜⎜⎜
⎝

∆t
ε
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∆t
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1
2 )

⎞
⎟⎟⎟
⎠
⋅
⎛
⎜
⎝

Hx ∣n
(i− 12 , j+1,k+1)

−Hx ∣n
(i− 12 , j+1,k)

∆z

−
Hz ∣n
(i , j+1,k+ 12 )

−Hz ∣n
(i−1, j+1,k+ 12 )

∆x

⎞
⎟
⎠
(2.66)
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⎝
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1 +
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⎞
⎟⎟⎟
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(i , j+ 12 ,k+1)

−Hy ∣n
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∆x

−
Hx ∣n

(i− 12 , j+1,k+1)
−Hx ∣n

(i− 12 , j ,k+1)

∆y

⎞
⎟
⎠
(2.67)

Par analogie, on peut obtenir les équations aux dérivées partielles pour les équations (2.52)-
(2.54) des composantes du champs magnétiquesHx ,Hy etHz. Dans le cas où on considère
un terme relatif aux pertes magnétiques noté σ∗H avec σ∗ qui représente le coe�cient
de pertes magnétiques équivalentes analogue aux pertes électriques, les équations (2.52)-
(2.54) s’écriront [56] :

∂Hx
∂t

= 1
µ
(
∂Ey
∂z

− ∂Ez
∂y

− σ∗Hx) (2.68)

∂Hy
∂t

= 1
µ
(∂Ez
∂x

− ∂Ex
∂z

− σ∗Hy) (2.69)

∂Hz
∂t

= 1
µ
(∂Ex
∂x

−
∂Ey
∂x

− σ∗Hz) (2.70)

La présence du terme σ∗H à droite des équations implique l’utilisation de l’approximation
de la valeur de H par la même formule semi-implicite analogue à celle de l’équation (2.63).
cela se traduit par trois équations ayant des formes similaires à ceux calculées pour E.

En se référant à la �gure (2.1), on aura la formule de calcul itérative en fonction du temps
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pour la composante Hx :

Hx ∣n+1
(i− 12 , j+1,k+1)

=
⎛
⎜⎜⎜
⎝
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⎛
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⎞
⎟⎟⎟
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(2.71)

De la même manière, l’équation (2.72) donne l’expression en fonction du temps de la com-
posante Hy.
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(2.72)

Finalement, l’équation (2.73) donne l’expression en fonction du temps de la composante
Hz.
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(2.73)

Avec les systèmes des expressions de di�érences �nies de (2.65-2.67) et (2.71-2.73), la nou-
velle valeur d’une composante du vecteur de champ électromagnétique à tout point du
treillis ne dépend que de sa valeur précédente, les valeurs précédentes des composantes de
vecteur de l’autre champs en des points adjacents, et les sources de courant électrique et
magnétique connues (s’ils existent). Par conséquent, à n’importe quel pas de temps donné,
le calcul d’un vecteur de champ peut se faire soit séquentiellement, c’est à dire, point à la
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fois, soit, en parallèle si p processeurs sont utilisés simultanément, c’est à dire p points à la
fois [52, 56].

2.8.4 Précision et stabilité

Pour assurer l’exactitude des résultats calculés, l’incrément spatial doit être petit par rapport
à la longueur d’onde (généralement ≤ λ/10). Cela revient à avoir 10 cellules ou plus par
longueur d’onde. Pour assurer la stabilité du schéma de di�érences �nies des équations
(2.65)-(2.73), l’incrément de temps ∆t doit satisfaire la condition de stabilité suivante connu
comme la condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) [11, 56, 57] :

umax∆t ≤
1

√
1
∆x2 +

1
∆y2 +

1
∆z2

(2.74)

où umax est la vitesse maximale de phase de l’onde dans le modèle. Dans le cas où on utilise
une cellule cubique avec δ = ∆x = ∆y = ∆z, l’équation (2.74) devient :

∆t ≤ δ
umax

√
3

(2.75)

Nous pouvons conclure qu’il y a une limite supérieur pour le choix de l’incrément tem-
porelle dans l’algorithme de Yee après que les incréments spatiaux aient été choisis. Cette
condition peut conduire à des incréments temporels inutilement petits pour certains pro-
blèmes.

2.8.5 Les conditions absorbante - PML

Une problématique fondamentale qui doit être traitée avec l’approche FDTD est que de
nombreuses géométries à étudier sont dé�nies dans des régions dite "ouvertes" où le do-
maine spatial du champ calculé est illimité dans une ou plusieurs directions de coordon-
nées. Il est clair qu’aucun ordinateur ne peut stocker une quantité illimitée de données, et
par conséquent, le domaine de calcul de champ doit être limité en taille. Le domaine de
calcul doit être su�samment grand pour englober la structure étudiée, et une condition
aux limites appropriée sur le périmètre extérieur du domaine doit être utilisée pour simuler
son extension à l’in�ni [56].

Dans le processus, la condition aux limites extérieures doit supprimer les ré�exions pa-
rasites des ondes numériques sortantes à un niveau acceptable, permettant à la solution
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FDTD de rester valable pour toutes les étapes temporelles, surtout après que les ondes
numériques ré�échies reviennent au voisinage de la structure modélisée . Selon leur base
théorique, les conditions aux limites extérieures de ce type ont été appelées soit conditions
aux limites de rayonnement (Radiation Boundary Conditions (RBC) ou conditions aux
limites absorbantes (Absorbing Boundary Conditions ABC). C’est cette dernière qui sera
utilisée pour décrire toutes les conditions aux limites extérieures utilisées pour simuler
l’extension d’un domaine de calcul FDTD à l’in�ni [56]. La précision de l’ABC conditionne
celle de la méthode FDTD. Ainsi, le besoin des couches absorbantes précises a donné lieu
à di�érents types d’ABC’s [56, Chapter 6]. Dans cette section, nous allons considérer seule-
ment l’ABC de type PML de Bérenger [54, 56, 58, 59] étant donnée que c’est une méthode
largement acceptée dans la communauté du CEM.

Dans la technique de troncature PML, une couche arti�cielle de matériau absorbant est
placée autour de la limite extérieure du domaine de calcul. Le but est de s’assurer qu’une
onde plane incidente depuis l’espace libre FDTDvers la région PML avec un angle arbitraire
est complètement absorbée dans la couche sans ré�exion. Cela revient à dire qu’il y a une
transmission complète de l’onde plane incidente à l’interface entre l’espace libre et la région
PML (Figure 2.2). Ainsi, la région FDTD et la région PML sont parfaitement adaptées [11].
Pour illustrer la technique PML, considérons les équations deMaxwell en deux dimensions

x

z

Région de 
l’espace libre 

FDTD
µ

0
, ε

0

Région
PML

Onde 
incidente

onde 
transmise

x=0

Figure 2.2 – Transmission sans ré�exion d’une onde plane à une interface PML/espace libre.

(2D) pour le mode Transverse électrique (TE) avec les composantes Ex , Ey etHz et aucune
variation le long de l’axe z. Considérons les équations (2.54 - 2.56) et mettant Ez = 0 = ∂

∂z ,
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nous aurons :

ε0
∂Ex
∂t

+ σEx =
∂Hz
∂y

(2.76)

ε0
∂Ey
∂t

+ σEy = −
∂Hz
∂x

(2.77)

µ0
∂Hz
∂t

+ σ∗Hz =
∂Ex
∂y

−
∂Ey
∂x

(2.78)

où la PML, en tant que milieu avec perte, est caractérisée par une conductivité électrique
σ et une conductivité magnétique σ∗. Les conductivités sont liées par la relation suivante :

σ
ε0

= σ∗

µ0
(2.79)

Cette relation assure un niveau d’atténuation nécessaire et force l’impédance de la PML
à être égale à celle de l’espace libre. Ainsi, une transmission sans ré�exion d’une d’onde
plane à travers l’interface est faisable. Pour les angles d’incidence obliques, la conducti-
vité de la PML doit présenter une certaine caractéristique d’anisotropie pour assurer une
transmission sans ré�exion. Pour ce faire, la composanteHz doit être scindée en deux sous-
composants, Hzx et Hzy, avec la possibilité d’attribuer des pertes aux composants indivi-
duels du champ divisé. cette technique est la pierre angulaire de la technique PML. Le
résultat est la présence de quatre composantes Ex , Ey, Hzx et Hzy et quatre équations de
champ couplées (plutôt que les trois habituelles) [11, 56].

ε0
∂Ex
∂t

+ σyEx =
∂(Hzx +Hzy)

∂y
(2.80)

ε0
∂Ey
∂t

+ σxEy = −
∂(Hzx +Hzy)

∂x
(2.81)

µ0
∂Hzx
∂t

+ σ∗xHzx = −
∂Ey
∂x

(2.82)

µ0
∂Hzy
∂t

+ σ∗yHzy =
∂Ex
∂y

(2.83)

Les équations (2.80)-(2.83) peuvent être discrétisées pour donner les équations aux di�é-
rences en fonction du temps ∆t de la région PML. Le calcul standard de Yee ne peut pas être
utilisé ici du fait de la rapide atténuation de l’onde incidente causée par la couche PML. En
contrepartie, On utilise des équations aux dérivées exponentielles pour exclure toute pos-
sibilité d’instabilité de di�usion. Dans les notations FDTD habituelles, les quatre équations
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temporelles résultantes pour la région PML sont [11, 54] :

Ex ∣n+1
(i+ 12 , j)

= e−σy( j) ∆tε0 Ex ∣n
(i+ 12 , j)

+ 1 − e
−σy( j) ∆tε0

σy( j)δ

⋅ [Hzx ∣
n+ 12
(i+ 12 , j+

1
2 )
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n+ 12
(i+ 12 , j+

1
2 )
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1
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1
2 )
] (2.84)
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(i , j+ 12 )
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(i , j+ 12 )
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Hzy∣
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µ0Hzy∣
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1
2 )
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σ∗y (i + 1
2)δ

⋅ [Ex ∣n
(i+ 12 , j+1)

− Ex ∣n
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] (2.87)

Ces équations peuvent être directement implémentées dans une simulation FDTD pour
modéliser unmilieu PML. Il reste le choix de la profondeur de la couche PML et sa conduc-
tivité. En théorie, la PML aurait δ de profondeur et avoir une conductivité quasi-in�nie.
Il a été montré, cependant, que l’augmentation graduelle de la conductivité en fonction
de la profondeur minimise les ré�exions ; ç’est à dire la «superposition» du médium et la
dépendance de σ en fonction de i et j.

2.9 La méthode des éléments �nis (FEM)

La méthode des éléments �nis est une technique de calcul permettant d’obtenir des solu-
tions approximatives aux équations aux dérivées partielles. Plutôt que d’approcher directe-
ment l’équation aux dérivées partielles comme dans le cas desméthodes à di�érences �nies,
la méthode des éléments �nis utilise un problème variationnel qui implique une intégrale
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de l’équation di�érentielle sur le domaine du problème. Ce domaine est divisé en un certain
nombre de sous-domaines appelés éléments �nis et la solution de l’équation di�érentielle
partielle est approchée par une fonction polynomiale plus simple sur chaque élément. Ces
polynômes doivent être assemblés pour que la solution approximative ait un degré de ré-
gularité approprié sur tout le domaine. Une fois cela fait, l’intégrale variationnelle est éva-
luée comme la somme des contributions de chaque élément �ni. Le résultat est un système
algébrique pour la solution approximative ayant une taille �nie plutôt que l’équation di�é-
rentielle partielle en dimension in�nie originale. Ainsi, comme lesméthodes de di�érences
�nies, le processus des éléments �nis réalise une discrétisation de l’équation aux dérivées
partielles, mais contrairement aux méthodes de di�érences �nies, la solution approxima-
tive est connue dans le domaine comme une fonction polynomiale par morceaux et pas
seulement sur un ensemble de points.

2.9.1 Les étapes élémentaires de l’analyse par FEM

L’analyse par éléments �nis de tout problème implique essentiellement quatre étapes [11, 49]

— Discrétiser la région de la solution en un nombre �ni de sous-régions ou d’éléments,

— Déduire des équations pour un élément typique (choix des fonctions d’interpola-
tion),

— Assembler tous les éléments dans la région de solution,

— Résoudre le système d’équations obtenues.

2.9.1.1 Discrétisation du domaine

La discrétisation du domaine, noté Ω, est la première étape, et peut-être la plus importante,
de toute analyse par éléments �nis car la manière dont le domaine est discrétisé a�ectera
les besoins en terme de stockage, le temps de calcul, et la précision des résultats numé-
riques. Dans cette étape, le domaine entier Ω est subdivisé en un certain nombre de petits
sous-domaines, notés Ωe(e = 1, 2, . . . ,M), avec M est le nombre total de sous-domaines.
Ces sous-domaines sont généralement appelés éléments. Pour un domaine unidimension-
nel (ligne droite ou courbe), les éléments sont souvent des petits segments de ligne in-
terconnectés pour former (au moins approximativement) la ligne d’origine (Figure 2.3a).
Pour un domaine bidimensionnel, les éléments sont généralement de petits triangles et rec-
tangles (Figures 2.3b,2.3c). Les éléments rectangulaires sont, évidement, les mieux adaptés
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pour discrétiser des régions rectangulaires, tandis que les triangulaires peuvent être uti-
lisés pour des régions irrégulières. Dans une solution tridimensionnelle, le domaine peut
être subdivisé en tétraèdres, prismes triangulaires ou en briques rectangulaires (Figures
2.3d,2.3e,2.3f). Parmi ceux-ci, les tétraèdres sont les plus simples et les mieux adaptés aux
domaines à volume arbitraire [11, 49].

(a) 1D linéaire (b) 2D triangulaire (c) 2D rectangulaire

(d) 3D tétraèdre (e) 3D prisem triangulaire (f) 3D brique rectangulaire

Figure 2.3 – Éléments �nis de base

Dans la plupart des solutions d’éléments �nis, le problème est formulé en termes de fonc-
tion inconnue ϕ aux nœuds associés à l’élément. Par exemple, un élément ligne linéaire
a deux nœuds, un à chaque extrémité. Un élément triangulaire linéaire a trois nœuds si-
tués à ses trois sommets, alors qu’un tétraèdre linéaire possède quatre nœuds situés aux
quatre coins. L’implémentation de la FEM nécessite la description de chaque nœud. Une
description complète d’un nœud comprend les valeurs des coordonnées, le numéro local et
le numéro global associé. Le numéro local d’un nœud indique sa position dans l’élément,
alors que le numéro global spéci�e sa position dans l’ensemble du système. Bien que la
spéci�cation des valeurs de coordonnées soit un travail plutôt simple, la numérotation des
nœuds et des éléments nécessite une certaine stratégie [49].

La discrétisation du domaine est considérée comme une tâche de prétraitement car elle
peut être séparée des autres étapes.
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2.9.1.2 Choix des fonctions d’interpolation

La deuxième étape d’une analyse par éléments �nis est la sélection d’une fonction d’inter-
polation qui fournit une approximation de la solution inconnue dans un élément. L’inter-
polation est généralement sélectionnée pour être un polynôme du premier ordre (linéaire),
deuxième ordre (quadratique) ou d’un ordre supérieur. Les polynômes d’ordre supérieur,
bien que très précis, aboutissent généralement à une formulation plus compliquée que les
polynômes d’ordre inférieur. Par conséquent, l’interpolation linéaire simple est encore lar-
gement utilisée. Une fois l’ordre du polynôme sélectionné, nous pouvons dériver une ex-
pression pour la solution inconnue dans un élément e sous la forme suivante [49] :

ϕ̂e =
n

∑
j=1
N ej ϕ

e
j = {N e}T{ϕe} = {ϕe}T{N e} (2.88)

où n est le nombre de noeuds de l’élément, ϕej est la valeur de ϕ au noeud j de l’élément et
N ej est la fonction d’interpolation du nœud j qui est également appelée fonction de base ou
fonction de forme. Une propriété importante de la fonction de base N ej est qu’elle est non
nulle seulement à l’intérieur de l’élément considéré.

2.9.2 Formulation du système d’équations

La troisième étape dans l’analyse par éléments �nis consiste à formuler le système d’équa-
tions. Les deux méthodes celle variationnel de Ritz et celle de Galerkin peuvent être utili-
sées dans cet but.

2.9.2.1 Formulation par la méthode de Ritz

Considérons le problème aux limites dé�ni par l’équation (2.24). Le fonctionnel F donné
par l’équation (2.28) peut être exprimé par :

F(ϕ̃) =
M

∑
e=1
F e(ϕ̃e) (2.89)

avecM est le nombre des éléments dans le domaine globale et

F e(ϕ̃e) = 1
2 ∫Ωe ϕ̃eLϕ̃edΩ − ∫Ωe f ϕ̃edΩ (2.90)
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Remplaçons (2.88) dans (2.90), nous obtenons

F e = 1
2
{ϕe}T ∫Ωe{N e}L{N e}TdΩ{ϕe} − {ϕe}T ∫Ωe f {N e}dΩ (2.91)

ou sous format matricielle

F e = 1
2
{ϕe}T[K e]{ϕe} − {ϕe}T{be} (2.92)

[K e] est une matrice n×n et {be} un vecteur colonne n× 1 avec leurs éléments donnés par

K ei j = ∫Ωe N ei LN ej dΩ (2.93)

et
bei = ∫Ωe f N ei dΩ (2.94)

En introduisant la formule du fonctionnel F e de l’équation (2.92) dans l’équation (2.89) et
en e�ectuant la sommation, nous arrivons à l’équation (2.95),

F = 1
2
{ϕ}T[K]{ϕ} − {ϕ}T{b} (2.95)

[K] est unematrice N×N symétrique avecN est le nombre total des inconnus qui est égale
au nombre total des nœuds du domaine, {ϕ} est un vecteur N × 1 et dont les éléments sont
les coe�cients des fonctions de base à déterminer et {b} est un vecteur N × 1 connu.

Le système d’équations est en�n obtenu en mettant les dérivées partielles de F par rapport
à ϕi égales à zéro :

[K]{ϕ} = {b} (2.96)

2.9.2.2 Formulation par la méthode de Galerkin

Le système d’équations peut être formulé par la méthode de Galerkin. Pour le problème de
l’équation (2.24), le résidu pondéré du eème élément est donnée par [49]

Rei = ∫Ωe N ei (Lϕ̃e − f )dΩ i = 1, 2, 3,⋯, n (2.97)

En substituant (2.88) dans (2.97), On obtient

Rei = ∫Ωe N ei L{N e}TdΩ{ϕe} − ∫Ωe f N ei dΩ i = 1, 2, 3,⋯, n (2.98)
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qui sous forme matricielle, peut s’écrire comme

{Re} = [K e]{ϕe} − {be} (2.99)

{Re} = [Re1 , Re2 ,⋯, Ren]T , K ei j et bei ont la même forme que ceux de la méthode de Ritz (2.93)
et (2.94). Étant donnée la fonction de développement et donc celle de pondération asso-
ciée à un nœud, fait intervenir tous les éléments directement connectés au nœud consi-
déré, alors, le résidu pondéré Ri associé au nœud i est une sommation sur les éléments
directement connectés au nœud i. Il est alors possible de développer l’équation (2.99) en
se servant de la relation entre les indices locaux et globaux et en additionnant sur chaque
élément pour obtenir [49]

{R} =
M

∑
e=1

{R̄e} =
M

∑
e=1

([K̄ e]{ϕ̄e} − {b̄e}) (2.100)

Avec {R} = [R1, R2,⋯, RN]T et N est le nombre total des nœuds. Le système d’équations
est obtenu en mettant le résidus {R} égale à zéro et on obtient �nalement un système avec
la même forme que (2.96).

Avant de résoudre le système de l’équation (2.96) pour une solution donnée, nous devons
appliquer les conditions aux limites requises.

2.9.3 Solution du système d’équations

La solution du système d’équations est l’étape �nale de l’analyse par éléments �nis. Le sys-
tème résultant possède une des deux formes suivantes [49] :

[K]{ϕ} = {b} (2.101)

ou
[A]{ϕ} = λ{B}{ϕ} (2.102)

L’équation (2.101) est de type déterministe résultant soit d’une équation aux di�érences non
homogène ou des conditions aux limites non homogènes soit les deux. En électromagné-
tisme, les systèmes déterministes sont généralement associés aux problèmes de dispersion,
radiation et d’autres problèmes où il existe une source ou une excitation. L’équation 2.102,
par contre est de type valeur propre produite par des systèmes gouvernés par des équations
aux di�érences homogènes et des conditions aux limites homogènes. En électromagné-
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tisme, les systèmes à valeur propre sont généralement associés aux problèmes sans source
tel que la propagation des ondes dans les guides d’ondes et les cavités à résonance [49].

2.9.4 Aspects calculatoires

Dans la formulation FEM, les matrices sont généralement de grande taille, mais elles sont
creuses et symétriques. Par conséquent, une solution e�cace de l’équation matricielle est
très importante, car cet aspect domine généralement les besoins globaux en ressources de
calcul. Les points importants à prendre en considération sont les schémas de stockage, les
solveurs (directs ou itératifs) et les pré-conditionneurs utilisés (dans le cas itératif) [12].

Les matrices produites par la méthode des éléments �nis sont creuses, avec seulement un
très petit pourcentage d’éléments non nuls. En ne stockant que les éléments non nuls, le
besoin en stockage est réduit de O(N2) à O(N). Les techniques les plus répandues pour
stocker les matrices creuses sont celles qui reposent sur un format de stockage basé soit
sur une ligne compressée, soit sur une colonne compressé. Dans ces approches, les valeurs
des éléments non nuls d’une matrice fragmentée sont stockées dans un vecteur à virgule
�ottante. Un vecteur entier est utilisé pour stocker les index de ligne ou de colonne des
éléments non nuls, et un autre vecteur entier est introduit pour stocker l’emplacement du
premier élément non nul de chaque ligne dans le vecteur compressé. Pour une matrice
symétrique, seules les éléments non nuls du triangle supérieur ou inférieur (y compris ceux
de la diagonale) doivent être stockés.

Le choix d’un solveur matriciel peut avoir un impact signi�catif sur l’e�cacité de calcul,
et il est donc important de choisir un solveur qui peut mieux exploiter les propriétés de
la matrice d’éléments �nis. Il existe deux types de solveurs matriciels. Le premier, connu
sous le nom de solveur direct, est basé sur l’élimination de Gauss ou la décomposition LU.
Ces solveurs sont couramment utilisés pour les matrices denses, bien qu’ils soient égale-
ment applicables auxmatrices creuses stockées dans un format bande, oumême un format
entièrement creux dans le cas des méthodes frontales et multi-frontales [60, 61]. L’alterna-
tive aux solveurs directes est celle des solveurs itératifs, qui nécessitent beaucoup moins de
mémoire car ils sont basés sur le calcul successif de produitsmatrice-vecteur selon un algo-
rithme itératif destiné à converger vers la solution [62]. Le principal inconvénient des tech-
niques itératives est qu’elles peuvent nécessiter un grand nombre d’itérations pour conver-
ger, principalement en raison des emplacements des valeurs propres de la matrice dans le
plan complexe. Cependant, si les valeurs propres sont toutes regroupées autour de (1,0),
la convergence est généralement rapide. Pour améliorer la convergence d’un solveur ité-
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ratif, un préconditionneur est habituellement utilisé pour rapprocher les valeurs propres
de (1,0), réduisant ainsi le nombre d’itérations. Un préconditionneur peut être construit
selon une bonne compréhension de la nature physique du problème ou de la structure de
la matrice d’origine [12].

Il existe beaucoup de solveurs directs [63, 64] et itératifs très robustes est e�caces qui
traitent des matrices creuses. Par exemple, MKL pour Intel Math Kernel Library [65] et
WSMP pour IBM Watson Sparse Matrix Package [66, 67] possèdent des solveurs directs
pour lesmatrices symétriques et asymétriques pouvant être utilisés commedes programmes
séquentiel et sur des systèmes à mémoire partagée ou à mémoire distribuée. Pour les ma-
trices asymétriques, UMFPACK pour Unsemetric MultiFrontal Package intégrée dans la
suite SuiteSparse [63, 68–70] , MUMPS pour a parallel sparse direct solver [71] et SuperLU
pour Supernodal LU [72, 73] fournissent une solution parallèle évolutive sur les systèmes
de calcul à mémoire distribuée et éventuellement à mémoire partagée ou parfois sur des
systèmes de calcul à base de processeurs graphiques. On peut aussi citer PaSTiX pour Pa-
rallel Sparse matriX package [74–76], une bibliothèque scienti�que qui fournit un solveur
parallèle haute performance pour de très grands systèmes linéaires creux.

pour les solveurs itératifs, PETSc pour Portable, Extensible Toolkit for Scienti�c Compu-
tation [77–79] et SPARSKIT [80] fournissent une variété d’algorithmes de sous-espace de
Krylov, tels que ceux basés sur les méthodes stabilisées du gradient bi-conjugué ou en an-
glais biconjugate gradient stabilizedmethod (BiCGStab) et lesméthodes du résiduminimal
généralisé ou en anglais generalized minimal residual (GMRES), et une variété de précon-
ditionneurs, tels que les préconditionneurs LU incomplets et les préconditionneurs à re-
laxation successive symétrique ou en anglais symmetric successive over-relaxation (SSOR)
pour accélérer la convergence itérative [3]. Par ailleurs, Il est impossible de lister tous les
outils utilisés dans le domaine qu’ils soient open source ou propriétaires.

2.10 Calcul parallèle en électromagnétisme - biographie et

état de l’art

Pour une simulation électromagnétique associée à une con�guration à grande échelle, Le
nombre requis de points de maillage pour répondre à une précision donnée est souvent
hors de portée d’un système informatique classique. L’e�cacité numérique de la CEM peut
maintenant être considérablement améliorée en utilisant des systèmes multiprocesseurs
évolutifs [81].
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Le calcul parallèle sur des clusters et/ou des ordinateurs avec des processeurs multicœurs
reste laméthode de choix pour répondre aux dé�s techniques et scienti�quesmodernes qui
découlent des applications extrêmement complexes de la vie réelle [3]. Le sujet du calcul
parallèle en CEM est très large pour être couvert ici, nous allons donc donner seulement
une vue synoptique.

La méthodeMoM est la technique la plus connue parmi les méthodes basées sur l’équation
intégrale (IE). En raison des nombreux avantages de la méthode, l’implémentation paral-
lèle de la méthode elle-même, des méthodes hybrides et les algorithmes rapides liés à la
MoM, ont tous fait l’objet de recherches importantes au cours des dernières décennies et
certainement les années à venir [3].

L’algorithme de la MoM a été parallélisé au cours des années 1990 [82–84]. Patterson et al.
[82] a implémenté et exécuté le code électromagnétique ou en anglais numerical electro-
magnetics code (NEC) dans un environnement parallèle développé au laboratoire national
de Lawrence Livermore auxUSA en 1990. En 1991, Cwik et al. [83] ont utilisés laMoMpour
résoudre des problèmes de dispersion en utilisant la programmation parallèle. Plus tard,
et en 1994, Cwik et al. [85] en collaboration avec l’auteur de PLAPACK [86] a développé
une implémentation parallèle de la méthode des moments utilisant les fonctions de base
RWG [87] en. En 1998, une implémentation parallèle de la MoM basée sur les fonctions de
base RWGutilisant la bibliothèque ScaLAPACK [88] pour la résolution du système linéaire
résultant a été portée sur un super calculateur Cray T3E [89].

Depuis le milieu des années 1990, des recherches ont été menées sur des implémentations
parallèles de codes MoM répondants aux normes d’utilisation dans un milieu de produc-
tion. L’une des implémentations parallèles fréquemment étudiées des codes existants lar-
gement utilisé est le NEC. Implémenté avec succès en 2003, NEC parallèle est portable sur
n’importe quelle plate-forme supportant un environnements parallèles de passage de mes-
sages tels MPI [33] et la PVM [90]. Le code pourrait même être exécuté sur des clusters
hétérogènes tournant sur des systèmes d’exploitation di�érents [3].

Le grand problème ou le goulot d’étranglement des ces implémentations parallèles est dû
partiellement de la mémoire de travail requise. Une des solutions envisagée pour palier
à ce problème est la parallélisation des méthodes hybrides comme la MoM-UTD pour
uniform geometrical theory of di�raction [91], MoM-PO pour la méthode de physique
optique (physical optics, PO) [92].

Les algorithmes rapides peuvent être aussi utilisés pour réduire l’empreinte mémoire et
le temps d’exécution globale. Parmi les algorithmes les plus utilisés, le gradient conju-
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gué ou conjugate gradient-fast Fourier transform (CG-FFT) [93], la méthode de l’intégral
adaptatif (Adaptive Integral Method, AIM) [94], la FMM [95] et la méthode de la FFT
pré-corrigée (precorrected FFT) [96]. La FMM, indiscutablement la plus populaire parmi
ces méthodes, a encore été améliorée grâce à l’algorithme MLFMA en réduisant encore le
temps de calcul du produit matrice-vecteur [97, 98]. En dépit du fait qu’il soit di�cile à im-
plémenter, le MLFMA est devenu l’algorithme par défaut pour les problèmes de di�usion
à grande échelle survenant en électromagnétisme [3]. Par conséquent, la parallélisation du
MLFMA sur des architectures à mémoires distribuées (clusters) [99–106] et sur des ma-
chines à mémoire partagée [107] a été toujours un sujet de recherche très actif.

Une extension basée sur la FFT de la FMMconventionnelle connue sous le nomFMM-FFT
a permis une diminution du temps de la multiplication matrice-vecteur de l’algorithme
conventionnel, tout en conservant la propriété d’une bonne parallélisation de FMM à un
seul niveau (puisqu’elle n’utilise pas la structure arborescente de MLFMA). Waltz et al. a
démontrer que l’implémentation parallèle de l’algorithme FMM-FFT est assez attrayant
(comparé à l’algorithme MLFMA) dans le contexte des machines à mémoire distribuée
massivement parallèles [3, 108].

Cependant, l’utilisation de méthodes hybrides et d’algorithmes rapides sacri�e la précision
pour s’accommoder à la résolution des problèmes à grande échelle. Une solution pour sur-
monter le problème de l’occupation mémoire de la MoM tout en conservant sa précision
consiste à utiliser un solveur dite out-of-core utilisant la mémoire secondaire du disque
pour le stockage.

En e�et, puisque la matrice générée par la MoM est une matrice complètement dense, la
méthode de décomposition LU utilisée pour résoudre l’équation matricielle nécessite un
calcul intensif comparée au processus lecture/écriture des éléments de la matrice à partir
du disque dur [109]. Par conséquent, il est logique d’introduire un solveur out-of-core pour
s’attaquer à de tels systèmes. En outre, il est possible d’optimiser l’implémentation parallèle
pour fonctionner sur un cluster et ainsi résoudre des problèmes à grande échelle en un
temps moindre [3].

Les recherches ont continués au cours des dernières années pour améliorer l’implémenta-
tion parallèle de la méthode des moments et ces dérivés sur toutes les plateformes de calcul
parallèles y compris les architectures à base de processeurs graphiques (GPU). Lezar et Da-
vidson [110] ont implémentés la MoM sur une architecture GPU en utilisant CUDA pour
l’analyse de la dispersion d’une plaque parfaitement conductrice ou en anglais perfect elec-
tric conductor (PEC). Chen et al. [111] a fait de même pour l’analyse d’un réseau d’antenne
micro-ruban en utilisant laMoM.Dans les références [112–116], plusieurs implémentations
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parallèles de la méthodes des moments pour di�érentes architectures sont rapportées.

Outre la méthode des moments, la méthode des éléments �nis (FEM) est une autre tech-
nique dans le domaine fréquentiel largement utilisée et qui présente un moyen e�cace
d’analyse des problèmes électromagnétiques. L’avantage principal de la FEM est qu’elle per-
met lamodélisation e�cace des géométries très irrégulières ainsi que desmilieuxmatériels
perméables et non homogènes. Mackerle [117] a rapporté les travaux sur les implémenta-
tions parallèles de la FEM sur les super ordinateurs, les grappes de calcul et les stations de
travail dans la période 1985-1995. Il a été rapporté qu’une implémentation sur desmachines
massivement parallèles de l’algorithme séquentiel classique ne présente pas nécessairement
une adaptation à l’architecture multiprocesseurs et peut conduire à une très mauvaise uti-
lisation des ressources de la plateforme matérielle [118]. Dans la référence [118], l’auteur
présente une méthode de décomposition de domaine basée sur l’algorithme FETI pour
(Finit Element Tearing and Interconnect) pour la résolution des grandes matrices creuses
associées à la solution issue de la FEM de l’équation d’onde vectorielle. L’algorithme FETI
est basé sur la méthode des multiplicateurs de Lagrange et conduit à un système d’ordre
réduit, qui est résolu en utilisant la méthode du gradient biconjugué (BiCGM). Il est mon-
tré que cette méthode est hautement évolutive et qu’elle est plus e�cace sur les plateformes
parallèles lors de la résolution de grandes matrices que les méthodes itératives tradition-
nelles telles qu’un algorithme de gradient conjugué pré-conditionné spécialement lorsque
une PML est utilisé pour les conditions aux limites.

Plusieurs implémentations parallèles de la méthode des éléments �nis (FEM), y compris
les technique d’accélération en utilisant les GPU’s [119–124], ont été utilisées avec succès
pour traiter le couplage mutuel entre di�érentes structures.

Plus récemment, la capacité de la FEM utilisée pour résoudre des problèmes très com-
plexes et multi-échelles a été considérablement améliorée en introduisant une nouvelle
méthode de décomposition de domaine (Domain Decomposition Method, DDM) [125–
128]. Celle-ci divise le problème original potentiellement gros et compliqué en un grand
nombre de sous-domaines plus petits mais gérables, et les traitent individuellement. Au
cours de son implémentation, des conditions de transmission appropriées sont appliquées
entre les sous-domaines adjacents pour que le problème soit bien posé [129].

En fait, la caractéristique de la DDM la rend intrinsèquement parallélisable sur une plate-
forme de super ordinateurs [130]. En outre, la DDM fournit également une technique de
préconditionnement e�cace pour surmonter l’inconvénient de la FEM classique lors de la
résolution d’un large système linéaire mal conditionné. Pour cela, des algorithmes paral-
lèles basés sur di�érentes versions de DDM, incluant FETI et Schwarz, ont été proposés
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ces dernières années [131, 132]. L’ancienne version de la DDM nécessite un système globa-
lement interconnecté représentant la relation entre les arêtes des coins partagées par les
sous-domaines. Par conséquent, même avec une convergence plus lente, le DDM de type
Schwarz est plus puissante en prenant en compte les architectures à mémoire distribuée,
où le coût de l’échange et de la synchronisation des données est élevé [133].

Dans la référence [133], l’auteur propose un schéma parallèle à deux niveaux basé sur une
infrastructure avancée JAUMIN (pour J parallel adaptive unstructured mesh applications
infrastructure) [134] et DDM pour simuler des problèmes d’E3 de grande taille. Cet outil
développé en interne construit d’abord un plani�cateur de tâches de tel manière à ce que
chaque processus soit attaché à un nœud de calcul, ensuite, ce processus va créer plusieurs
processus (threads) qui sont mappés aux multiples cœurs du processeur. Ainsi, les simula-
tions indépendantes des sous-domaines sont parallélisées de manière à exploiter l’hiérar-
chie de l’architecture matérielle et fournir une distribution de charge maximale.

Les recherches pour l’implémentation parallèle desméthodes numériques dans le domaine
temporel ont présentés un intérêt certain depuis de nombreuses années. Parmi les mé-
thodes les plus populaires, on peut citer la FDTD. La FDTD est par nature essentiellement
basée sur une parallélisation de type données. Pala et al. [135] ont été les premiers à pro-
poser une implémentation parallèle de la FDTD sur des machines massivement parallèles
de type CM-1 et CM-2. La parallélisation de la méthode FDTD sur une architecture à mé-
moire distribuée a été réalisée en 1994 par Varadarajan et Mittra [136] qui ont suggéré des
règles et des tolérances pour la mise en œuvre sur un cluster. Ils ont utilisé le protocole
de transmission de messages de la machine virtuelle parallèle ou en anglais parallel virtual
machine (PVM) et TCP/IP sur un cluster de huit ordinateurs. Les travaux se sont suc-
cédé pour donner des implémentations sur di�érentes architectures. Ainsi, Liu et al. [137]
ont implémenter FDTD parallèle sur un supercalculateur de type CM-5 [137]. Tinniswood
et al. [138] a utilisé une grappe de calcul de plus de 128 nœuds pour exécuter une implé-
mentation parallèle de la FDTD. Les mesures de performances reportés dans ces travaux
varient signi�cativement et de ce fait ne représentent pas une mesure �able de la qualité de
l’algorithme parallèle à cause des limitations de la technologie et des systèmes utilisés [3].

Avec le développement de la technologie de passage demessageMPI, plusieurs implémen-
tations parallèles utilisant MPI ont vu le jours. Gui�aut et Mahdjoubi [139] ont utilisés une
topologie en 2D des processus MPI pour implémenter la FDTD en parallèle. Pour mini-
miser le surcoût lié aux communications inter-processus, il ont utilisés le regroupement
des zones de données non contigus qui est une fonctionnalité de MPI. Pour les régions
aux limites (PML), l’auteur a utilisé une approche basée sur l’algorithme GUEHPMLs (Ge-



61 2.11 Conclusion

neralized un-split E-H PMLs) [140] qui permet une meilleur distribution de charge entre
les processeurs et augmente ainsi l’accélération globale. Andersson [141] a utilisé une to-
pologie cartésienne en 3D pour ces recherches. Zhang et al. [142] a fait de même dans ces
recherches. Par la suite, une série de travaux traitant la topologie MPI en 3D optimale et
di�érents modèles de communication MPI ont été étudiés. En 2005, Zhang et al. [143] ont
étudiés l’in�uence des schémas de la topologie virtuelle MPI sur les performances du code
parallèle de la FDTD conforme. En conclusion, ils présentent des règles générales pour
obtenir la meilleur e�cacité du code FDTD parallèle en optimisant la topologie virtuelle
MPI. Les travaux sur l’implémentation parallèle de la FDTD sont toujours d’actualité [144–
147] et il est pratiquement impossible de donner une biographie complète des travaux dans
le domaine du calcul haute performance en électromagnétisme.

2.11 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un aperçu des méthodes numériques dans le do-
maine du calcul en électromagnétisme. Nous nous sommes intéressés aux trois méthodes
les plus populaires et les plus utilisées dans le domaine, à savoir la méthode MoM, la FEM
et la FDTD.Une biographie relativement riche sur les travaux de parallélisation de ces tech-
niques et dérivées sur les di�érentes architectures parallèles est donnée. Nous avons aussi
discuter de quelques aspects calculatoires rencontrés lors de la solution des systèmes issus
de ces méthodes qui présentent des matrices denses (MoM et FDTD) et parfois creuses
(FEM). plusieurs techniques de solutions sont évoquées ainsi que plusieurs bibliothèques
de calcul très utilisés dans la solution de ces systèmes sont reportées.
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3.1 Introduction

Nous allons discuter dans ce chapitre du processus de parallélisation du calcul de l’analyse
d’une antenne circulaire multicouche et multiconducteurs alimentée par un câble coaxiale.

L’inconvénient majeur des antennes micro-bandes est qu’elles rayonnent de façon e�cace
seulement dans une bande de fréquence très étroite, avec des largeurs de bande typiques de
quelques centièmes [148]. Pour une antenne monocouche, augmenter l’épaisseur du sub-
strat, a�n d’augmenter la largeur de bande de l’impédance, produit des lobes secondaires
de niveaux de cross-polarisation dus aux fortes énergies couplées aux ondes de surface.
Les antennes microbandes, possédant des con�gurations à empilement, constituées d’un
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ou de plusieurs plaques conductrices couplées parasitiquement à un « driven patch », sur-
montent l’inconvénient de la limitation de bande, et ceci par introduction des résonances
dans la gamme de fréquences d’opération, atteignant des largeurs de bande de 10 − 20%.
En outre, les antennes multicouches multiconducteurs ont permis des gains élevés et ont
o�ert la possibilité d’obtenir une fréquence d’opération double (ou duale) [149].

3.2 Formulation mathématique

La géométrie de la structure multicouches considérée est illustrée en Figure 3.1. L’antenne
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Figure 3.1 – Géométrie de l’antenne microbande circulaire à trois couches.

étudiée consiste en un empilement de deux plaques circulaires parasitiques et un driven
patch, ayant toutes des rayons identiques a = 1.65cm, avec deux régions d’air. Le driven
patch est déposé sur un substrat d’épaisseur d1 = 0.158cm et de permittivité ε1r = 2.33 et
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excitée en mode TM11 (de fréquence de résonance f11 = 3.3072GHz) par un câble coaxial
de rayon R = 0.5mm imprimée à une distance ρ0 = 1.33cm du centre du disque. La plaque
parasitique 1 est imprimée sur un substrat d’épaisseur d3 = 0.0762cm avec ε3r = 2.45. La
plaque parasitique 2 est imprimée sur un substrat d’épaisseur d5 = 0.0508cm, ε5r = 2.2.

En utilisant la formulation de la fonction dyadique de Green en coordonnées cylindriques
pour un milieu strati�é, nous obtenons des expressions pour les composantes transverses
des champs électriques dus aux distributions des courants des disques et de la sonde. Les
conditions aux frontières impliquent que les composantes transverses du champ électrique
s’annulent sur les disques parfaitement conducteurs et les courants s’annulent au delà des
disques. Nous obtenons �nalement, les équations intégrales couplées suivantes (3.1, 3.2)
[148] :

Ei(ρ, ϕ) =
∞

∑
n=−∞

e inϕ
3
∑
j=1
∫ ∞

0
dkρkρH̄n(kρρ) ⋅ Ḡi j(kρ) ⋅K jn(kρ)

+
∞

∑
n=−∞

e inϕ ∫ ∞

0
dkρkρH̄n(kρρ) ⋅ Ḡi1(kρ) ⋅ Pn(kρ) = 0 ρ < ai , i = 1, 2, 3 (3.1)

κi(ρ, ϕ) =
∞

∑
n=−∞

e inϕ ∫ ∞

0
dkρkρH̄n(kρρ) ⋅ Kin(kρ) = 0 ρ > ai , i = 1, 2, 3 (3.2)

Avec :
(ρ, ϕ) coordonnées polaires du point d’observation.
kρ le nombre d’onde transverse.
Ei champ électrique sur le disque i.
H̄n(⋅ ) noyau de la transformée de Hankel vectorielle.
Ḡi j fonction spectrale dyadique de Green en représentation (TM,TE).
Kin nème le mode de la densité du courant électrique surfacique sur le ième disque.
κi la transformé de Hankel vectorielle de Kin.

Les matrices Ḡi1(kρ) comportent les e�ets du milieu strati�é lorsqu’on relie les courants
de la sonde aux champs électriques transverses. Dans le dernier terme de (3.2), Pn(kρ) est
associé au courant de la sonde et se donne par l’équation (3.3).

Pn(kρ) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

Pn(kρ)
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
= − I
2π
kρ

k21z
Jn(kρρ0)J0(kρR)

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
(3.3)

La méthode de Galerkin est utilisée pour résoudre les équations intégrales couplées (3.1)
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et (3.2). Les courants inconnus sont développés en terme d’un système complet κnp et un
système orthogonal fnq de fonctions de base issues dumodèle de la cavité. La solution �nale
peut être ramenée à la forme algébrique de l’équation 3.4.

[Zn] ⋅ [In] = [Vn] (3.4)

La matrice [Zn] est donnée par (3.5) :

[Zn] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Zk(1)×k(1) Zk(1)×F(1) Zk(1)×k(2) Zk(1)×F(2) Zk(1)×k(3) Zk(1)×F(3)

ZF(1)×k(1) ZF(1)×F(1) ZF(1)×k(2) ZF(1)×F(2) ZF(1)×k(3) ZF(1)×F(3)

Zk(2)×k(1) Zk(2)×F(1) Zk(2)×k(2) Zk(2)×F(2) Zk(2)×k(3) Zk(2)×F(3)

ZF(2)×k(1) ZF(2)×F(1) ZF(2)×k(2) ZF(2)×F(2) ZF(2)×k(3) ZF(2)×F(3)

Zk(3)×k(1) Zk(3)×F(1) Zk(3)×k(2) Zk(3)×F(2) Zk(3)×k(3) Zk(3)×F(3)

ZF(3)×k(1) ZF(3)×F(1) ZF(3)×k(2) ZF(3)×F(2) ZF(3)×k(3) ZF(3)×F(3)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.5)

Chaque élément des sous matrices de [Zn] est donné par :

Zγ(p) χ(q)

i j = ∫ ∞

0
dkρkργ

(p)†
ni (kρ) ⋅Gi j(kρ) ⋅χ(q)n j (kρ) (3.6)

Les quantités γ(p)ni etχ
(q)
n j représententK

(p)
ni or F

(q)
n j . Les éléments du vecteur excitation sont

donnés par (3.7) :

dγ(p)
ni j = − ∫ ∞

0
dkρkργ

(p)†
ni (kρ) ⋅Gi1(kρ) ⋅ Pn(kρ) (3.7)

L’impédance d’entrée est donnée par (3.8).

Zin = −
1
I2 ∫∫∫ dVE(r) ⋅ JProbe(r) (3.8)

E est le champ électrique total dû aux courants de la sonde coaxiale et des plaque rayon-
nantes. En utilisant le théorème de Parseval dans le domaine des transformées vectorielles
de Hankel [150], on peut écrire l’équation 3.8 sous la forme variationnelle de l’équation 3.9
.

Zin = −
2π
I2

∞

∑
n=−∞

[Vn]† ⋅ [In] + ωµd1J0(k1R)H(1)0 (k1R) (3.9)

Le coe�cient de ré�exion Γ est dé�ni par

Γ = Zin − 50
Zin + 50

(3.10)
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3.3 Résultats et discussions

Dans cette partie, nous allons discuter de l’implémentation sous MATLAB de la formu-
lation mathématique. Tous les programmes sont développés dans une version pour être
exécutée séquentiellement. Il est primordial dans cette phase d’optimiser au maximum les
codes développés en exploitant la notion de vectorisation propre àMATLAB. En e�et, il est
toujours préférable de remplacer l’utilisation de boucles par des opérations vectorielles (ou
matricielles) équivalentes. Ceci est d’autant plus vrai si le nombre d’opérations réalisées par
la boucle est important. Cette approche est favorisée par le fait que la plupart des fonctions
MATLAB sont écrites pour être compatibles avec des tableaux.

Nous avons développer un ensemble de fonctions réalisant les di�érents parties avec les
paramètres suivants :

nfreq = 1800 fréquences dans l’intervalle [1GHz-10GHz].
nkrau1 = 501 Nombre de points d’échantillonnage de l’axe des imaginaires.
nkrau1 = 9501 Nombre de points d’échantillonnage de l’axe des réels.
d4(mm) Hauteur de la séparation en air supérieure ; huit valeurs [0.50, 1.00,

2.00, 3.20, 4.20, 5.2, 6.4, 7.4]

La �gure (3.2) présente le coe�cient de ré�exion en fonction de la fréquence pour di�é-
rentes valeurs de d4, où le fonctionnement en dual bande est clairement visible.

Le tableau (3.1) donne les valeurs de FL et FU , respectivement les fréquences de résonance
basse et haute de l’antenne. Nous pouvons noter que les changements dans FL sont mi-
nimes quand il y a une augmentation de FU .

Table 3.1 – Fréquences de résonances supérieures FU et inférieures FL de l’antenne pour di�érentes valeurs
de d4.

d4(mm) FL (GHz) FU(GHz)

4.2 3.510 4.050
5.2 3.610 4.200
6.4 3.635 4.360
7.4 3.635 4.450
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Figure 3.2 – Coe�cient de ré�exion S11 en dB de l’antenne microruban multicouche en fonction de la fré-
quence en GHz pour di�érentes valeurs de d4

3.4 Implémentation parallèle

Avant de paralléliser un code, il est primordiale de l’optimiser aumaximum pour une utili-
sation séquentielle pour pouvoirmesurer correctement les performances du code parallèle.

Un aspect important du calcul parallèle est le temps d’exécution parallèle qui regroupe le
temps de calcul sur les processeurs et le temps d’échange ou de synchronisation des don-
nées. Le temps d’exécution parallèle devrait être plus petit que le temps d’exécution séquen-
tiel sur un processeur pour que la parallélisation soit béné�que. Pratiquement, Le temps
d’exécution parallèle est mesuré entre l’instant du début d’exécution de l’application sur le
premier processeur et l’instant de la �n de l’exécution de l’application sur tous les proces-
seurs. Ce temps est in�uencé par la distribution du travail aux di�érents processeurs, le
temps d’échange ou de synchronisation des informations, et les temps d’inactivité pendant
lesquels un processeur est en attente d’un événement.
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En général, le temps d’exécution parallèle est le plus petit lorsque la charge de travail est
a�ectée de façon égale aux processeurs, ce que l’on appelle l’équilibrage de charge et lorsque
le surcoût relatif aux temps pour l’échange d’informations, la synchronisation et les phases
d’inactivité est faible.

Toutefois, trouver une stratégie et un schéma de répartition spéci�que conduisant à un bon
équilibre de charge et à un surcoût moindre est souvent di�cile en raison de nombreuses
interactions. Par exemple, la réduction de la surcharge due à l’échange d’informations peut
entraîner un déséquilibre de charge, tandis qu’un bon équilibrage de la charge peut néces-
siter plus de surcoût en terme d’échange d’informations et/ou de synchronisation.

La calcul de l’impédance pour une seule fréquence prend environ 12 secondes. Un pro�lage
consistant en la mesure des temps d’exécution des di�érentes fonctions sous MATLAB a
montré qu’une parallélisation pour une seule fréquence est ine�cace. En e�et, la quantité
de données échangées entres les di�érents processus (ou worker dans le langageMATLAB)
s’exécutant en parallèles est grande, ainsi, le temps nécessaire pour les communications
inter-processus dépassera le gain réalisé en temps d’exécution. Par contre, le temps de calcul
de l’impédance d’entrée pour 1800 fréquences également espacées dans l’intervalle [1-10]
GHz est de 5 heures 42 minutes. Par conséquent, il est logique de réaliser la parallélisation
en distribuant les valeurs du vecteur fréquence sur les di�érents processus.

Si on a N fréquences et P processus, chaque processus va calculer ⌈N/P⌉ valeurs, avec
⌈./.⌉ qui représente la division entière. par exemple, pour N = 1800 et P = 32, chaque
processus va calculer ⌈1800/32⌉ = 56 valeurs de l’impédance. Toutefois, puisque il va rester
8 fréquences non attribuées, il y aura alors 8 processus qui vont exécuter 57 valeurs.

Le modèle SPMD est utilisé pour la parallélisation. Les calculs ne nécessitent pas une
grande quantité de RAM, il est alors préférable sinon équivalent de dupliquer les données
d’initialisation complètes dans chaque worker. Les données comprennent les paramètres
physiques et géométriques de l’antenne qui sont : la perméabilité complexe et la permitti-
vité des couches, l’épaisseur des couches, les rayons des disques circulaires et leurs positions
sur les couches et l’intervalle de fréquence. Chaque processus calcule sa partie du vecteur
d’impédance d’entrée. Cette partie ne nécessite pas de passage de messages, sauf la di�u-
sion du code aux di�érents workers, par conséquent, l’accélération de cette étape de calcul
est presque optimale. En�n, les résultats (le vecteur impédance d’entrée) de chaque nœud
sont rassemblés dans le nœud principal. Le temps nécessaire pour e�ectuer cette partie est
petit et n’a pas d’e�et signi�catif sur le temps d’exécution total du fait qu’il nécessite une
faible quantité de messages transmis.
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Dans tout nos développements, les programmes série et parallèle sont mis en œuvre et
véri�és pour s’assurer qu’ils fournissent exactement les mêmes résultats numériques ; par
le principe de véri�cation de la cohérence (en anglais consistency check principle). Un
programme parallèle est cohérent s’il donne le même résultat que sa version séquentielle
en dépit de l’ordre d’exécution des processus [151, 152].

La �gure 3.3 montre le temps d’exécution du code en fonction du nombre de processus
(worker).
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Figure 3.3 – Temps d’exécution vs nombre de workers.

La �gure 3.4 présente l’accélération obtenue en fonction du nombre de processus (worker).
La �gure 3.5 présente l’e�cacité obtenue en fonction du nombre de processus (worker).

Comme nous pouvons le voir sur la courbe représentant le temps d’exécution, nous ga-
gnons un facteur proportionnel à celui de la courbe idéale sur le temps d’exécution quand
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Figure 3.4 – Accélération vs nombre de workers.

nous continuons d’ajouter des workers jusqu’à une certaine valeur limite. À partir de 25
workers, on constate une augmentation très faible du gain.

Les courbe d’accélération et de l’e�cacité montrent un gain maximale en terme d’accéléra-
tion atteignant une valeur très proche de 23 pour une valeur idéale de 32 et une e�cacité
de 70% lorsque tous les workers sont utilisés. Par contre, nous ne pouvons pas déterminer
le point de saturation de la courbe d’accélération parce que nous ne pouvons plus ajouter
de nouveaux workers du fait que tous les workers ont été utilisés.
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Figure 3.5 – E�cacité vs nombre de workers.

3.5 Étude des performances réseaux

Une application scienti�que parallèle, s’exécutant sur une grappe de calcul, e�ectue des
phases de calcul et de communication. Les phases de communications peuvent bloquer le
processus dans le cas d’une communication synchrone ou bien être non-bloquante dans le
cas d’une communication asynchrone.

Plusieurs tâches s’exécutant sur un nœud multiprocesseur ont la possibilité lors de phases
de communication simultanées d’utiliser la ressource réseau. A titre d’exemple, une tâche
peut envoyer des données pendant qu’une autre tâche sur lemêmenœud est en phase de ré-
ception. Il est alors intéressant d’étudier comment est partagée la ressource réseau entre les
tâches. Plus particulièrement, quel est l’impact du partage des ressources, par exemple au
niveau de la carte réseaux ou du commutateur, sur les performances des communications,
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et, plus généralement, sur les applications [34].

Pour mener cette étude, nous avons adopter une approche très basique qui consiste à ana-
lyser et mesurer le coût de la concurrence est l’observation du comportement des com-
munications lors d’expérimentations réelles. En e�et, l’étude de l’utilisation des ressources
réseaux matérielles ou le traçage logiciel des mécanismes de communication sont di�ciles
et impliquent un surcoût important sur la mesure obtenue, Nous avons alors mis en œuvre
une expérience avec deux scénarios. Dans le premier scénario nous avons procéder aux
calculs en ajoutant à chaque fois un worker dans un nœud di�érent. Si le nombre de wor-
kers demandé est supérieur au nombre des nœuds, on ré-alloue à partir du premier noeud
et ainsi de suite (Figure 3.6).
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Figure 3.6 – Schéma d’ajout d’un nouveau worker pour le scénario 1.

Le deuxième scénario consiste à utiliser tous les cœurs du noeud lors de l’ajout d’un worker
avant de passer à un autre noeud et ainsi de suite (Figure 3.7).

En combinant les deux types de communications et les deux types de directions possibles à
savoir entrant et sortant, nous obtenons quatre types de con�its possibles, mais dont deux
seulement ont un e�et notable dans notre cas :

1. Con�it Entrant/Entrant : deux communications arrivent sur le même nœud exécu-
tant deux workers di�érents. En arrivant simultanément au nœud récepteur, il se
produit une répartition des accès aux ressources du nœud ou du commutateur.

2. Con�it Sortant/Sortant : ce con�it est opposé au con�it précédent. En e�et, deux
communications sortent simultanément d’un même nœud. Ainsi, dès le début des
communications, elles sont en concurrence sur les ressources du nœud.

La �gure 3.8 présente le temps d’exécution en fonction du nombre de workers des deux
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Figure 3.7 – Schéma d’ajout d’un nouveau worker pour le scénario 2.

scénarios. La di�érence entre les deux courbes est représentée par des barres verticales
entre les deux courbes.

En se basant sur les types de con�its précédents, nous présentons les résultats obtenus sui-
vant le protocole expérimental. Les valeurs des temps présentées dans les courbes sont les
médianes des temps de chaque expérience répétée deux fois. Nous remarquons d’après la
�gure 3.8 que le temps d’exécution du scénario1 est toujours plus petit que celui du scé-
nario2. On peut remarquer aussi que la di�érence est grande lorsque dans le deuxième
scénario, tous les ressources du nœuds sont utilisés (les quatre cœurs). En e�et, on peut
expliquer ce phénomène par les con�it Sortant/Sortant lors de l’envoi de messages par les
workers d’un même noeud, ce qui a comme e�et l’augmentation des collisions dans le pro-
tocole Ethernet du réseau Gigabit. En plus, lorsque tous les cœurs du noeud sont utilisés, le
système d’exploitation a tendance à interrompre plus souvent les processus de calcul pour
ces tâches internes.

Il est par ailleurs, di�cile de prévoir exactement les di�érences compte tenu de la com-
plexité de la pile réseaux Ethernet et le système de préemption du système d’exploitation
de type Linux.

3.6 Conclusion

La méthode des moments dans le domaine spectral a été appliquée pour l’étude d’une an-
tenne circulaire multicouches et multiconducteurs. Le calcul de l’impédance d’entrée pour
une large bande de fréquence peut devenir intensif et il est alors nécessaire d’utiliser le cal-
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Figure 3.8 – Temps d’exécution des deux scénarios en fonction du nombre de workers

cul parallèle pour ce problème. L’utilisation de MATLAB sur une architecture de grappe
d’ordinateurs ou cluster s’est avérée une solution avantageuse qui permet de traiter des pro-
blèmes de plus en plus larges et complexes en béné�ciant d’un environnement de travail
(MATLAB) très apprécié par la richesse des ces toolbox. Le gain mesuré en accélération
par rapport au calcul séquentiel prouve l’utilité de telle approche alors même que le mo-
dèle de programmation est très di�érent des habitudes de la programmation séquentielle
habituelle.
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4.1 Introduction

La méthode des éléments �nis pour la discrétisation des équations aux dérivées partielles
en électromagnétisme est une méthodologie numérique puissante et polyvalente pour la
simulation de problèmes électromagnétiques compliqués. Dans une solution d’éléments
�nis, le domaine entier Ω est subdivisé en un certain nombre d’éléments sur lesquels les
fonctions de forme sont dé�nies. Il existe deux principales classes d’éléments utilisés à des
�ns de simulation électromagnétique : les éléments nodaux et les éléments vectoriels.

Les éléments nodaux utilisant des fonctions de base scalaires conviennent pour approxi-
mer des champs scalaires ou vectoriels en approximant séparément chaque composante
selon des directions orthogonales. Cette approche présente des problèmes numériques qui
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peuvent être surmontés d’une manière ou d’une autre, mais au prix d’une augmentation de
la complexité du problème global et de la dégénérescence de la précision de la solution.

Les éléments vectoriels, avec leurs degrés de liberté associés aux bords dumaillage, utilisent
des fonctions de base vectorielles qui sont plus appropriées pour approcher un champ vec-
toriel et permettent de forcer les conditions aux limites de façon directe. Ils se sont révélées
exemptes des défauts cités auparavant.

Pour le domaine 1D, les éléments sont des segments de ligne avec des polynômes de La-
grange comme fonctions d’interpolation. Les éléments �nis les plus couramment utili-
sées sont les triangles pour les problèmes bidimensionnels (2D) et les tétraèdres pour les
problèmes tridimensionnels (3D). En plus de leur capacité à modéliser des géométries
très complexes, les éléments triangulaires et tétraédriques peuvent produire des solutions
plus précises que les éléments quadrilatéraux et hexaédriques, en réduisant l’erreur de dis-
persion numérique. La précision peut également être améliorée en utilisant des éléments
d’ordre supérieur (quadratique, cubique, ...) [11, 153, 154]. Cependant, la procédure de construc-
tion de fonctions d’interpolation d’ordre supérieur pour ces types d’éléments est très fasti-
dieuse. Par conséquent, il est nécessaire d’explorer des approches plus simples et systéma-
tiques pour construire les fonctions d’interpolation.

Dans cette section, nous développons un ensemble de fonctions MATLAB qui peuvent
être utilisées pour générer des fonctions d’interpolation d’ordre linéaire et arbitraire pour
des éléments triangulaires et tétraédriques en utilisant la Toolbox « Calcul symbolique ».
La fonction d’interpolation, ses dérivées, lesmatrices jacobiennes et élémentaires (matrices
de raideur et demasse) pour chaque nœud sont calculées symboliquement et stockées sous
forme analytique. Les programmes séquentiels et parallèles sont implémentés de manière
à pouvoir être facilement généralisés à d’autres types d’éléments �nis, tels que les arêtes, les
éléments mixtes et/ou d’autres formes, à savoir les prismes quadrilatéraux, hexaédriques et
triangulaires . Le calcul numérique des fonctions d’interpolation symboliques peut égale-
ment être facilement e�ectué en générant des �chiers MATLAB, C ou FORTRAN corres-
pondants.

4.2 Expressionsdes fonctionsd’interpolationdebase etma-

trices fondamentales

Dans cette section, nous donnons les formules mathématiques pour le calcul des fonctions
de base nodales pour les éléments triangulaires et tétraédriques. Le segment de ligne étant
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un cas trivial et très simple, nous n’allons pas développer ce cas. En outre, les fonctions
de base vectorielles pour les cas 2D ou 3D sont facilement obtenues à partir de contrepar-
ties nodales, ceux-ci ne seront pas calculées. Nous abordons aussi Le calcul des matrices
fondamentales à savoir la matrice de masse et celle de rigidité.

4.2.1 Élément triangulaire pour les fonctions d’interpolation 2D

La région du problème est discrétisée avec des éléments triangulaires comme montré sur
la �gure 4.1.
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Figure 4.1 – Famille des éléments triangulaires : (a) Linéaire, (b) Quadratique , (c) Cubique.

Chaque élément triangulaire a trois fonctions de base basées sur les nœuds. Les fonctions
de base nodales, d’ordre arbitraire, pour ce type d’éléments, peuvent être dé�nies par une
combinaison de polynôme Pnr (ξ) comme dans l’équation 4.1.

N e
i = PnI (ξe1 )PnJ (ξe2)PnK(ξe3), I + J + K = n (4.1)

avec e représente l’élément, i = 1,⋯,m l’indice des nœuds de l’élément, ξ j( j = 1,⋯, 3) sont
les coordonnées locales véri�ant ∑3j=1 ξ j = 1. Pnr (ξ j) avec r = I, J ,K est le polynôme dé�ni
par les formules 4.2 et 4.3 suivantes :

Pnr (ξ j) =
1
r!

r−1
∏
p=0

(nξ − p) (4.2)

=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

nξ−r+1
r Pnr−1(ξ j) if r > 0 ;

1 if r = 0 ;
(4.3)
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m = 1
2(n + 1)(n + 2) est le nombre totale de nœuds.

4.2.2 Élément tétraédrique pour les fonctions d’interpolation 3D

La formulation des éléments �nis pour le problème 3D est très similaire au cas 2D. Tout
d’abord, la région de solution est divisée en éléments tétraédriques à quatre nœuds comme
sur la �gure 4.2. Les fonctions de base d’ordre n des éléments tétraédriques peuvent être
construites de manière systématique comme suit (13) :

(a)

(b)

(c)

Figure 4.2 – Famille des éléments tétraèdres : (a) Linéaire, (b) Quadratique , (c) Cubique.

N e
i = PnI (ξ1)PnJ (ξ2)PnK(ξ3)PnL (ξ4), I + J + K + L = n (4.4)

Le nombre total de nœuds dans le tétraèdre est m = 1
6(n + 1)(n + 2)(n + 3).

Une implémentation typique en langage Matlab de la fonction de forme d’ordre supérieur
est donnée dans le listing suivant :

function [INDICES,N] = shape_function3D(P)

syms tsi1 tsi2 tsi3 tsi4 ;

for n=1:P

INDICES = [];

ind= 0;

for i=0:

for j=0:n

ipj = i+j;
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for k=0:n ipjpk=ipj+k;

for l=0:n ipjpkpl=ipjpk+l;

if (ipjpkpl == n)

INDICES = [INDICES [i j k l]’];

ind = ind+1;

expr = prtsi(n,i,tsi1)*prtsi(n,j,tsi2)*...

prtsi(n,k,tsi3)*prtsi(n,l,1-(tsi1+tsi2+tsi3));

expr1(ind) = factor(expr);

end

end

end

end

end

expr2=expr1(ind:-1:1);

N = expr2.’;

end

end

Où, la fonction prtsi représente le polynôme de Silvester. Le listing ci-dessous donne une
implémentation récursive possible :

function y=prtsi(n,r,xi);

if (r==0)

y=1 ;

else

y= (n*xi-r+1)/r*prtsi(n,r-1,xi);

end

Pour les fonctions de forme triangulaires 2D, seulement trois appels à la fonction prtsi sont
e�ectués dans trois boucles au lieu de quatre.

4.3 Évaluation desmatrices d’éléments en coordonnées lo-

cales

Dans la formulation par éléments �nis des problèmes électromagnétiques, deux matrices
fondamentales sont utilisées : masse et rigidité [11]. Les formules pour calculer leurs com-
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posantes sont données par 4.5 et 4.6, respectivement.

T ei j = ∫Ωe dΩN e
i N e

j (4.5)

Sei j = ∫Ωe dΩ∇N e
i ⋅ ∇N e

j (4.6)

Dans (4.5) et (4.6), l’intégration doit être e�ectuée sur le domaine total des éléments Ωe .

Pour le cas de l’approximation d’ordre supérieur, la taille desmatrices devienne grande, il est
alors préférable d’utiliser les coordonnées locales. Une autremotivation pour utiliser les co-
ordonnées locales est la présence d’équations d’intégration et de di�érenciation simpli�ant
l’évaluation des matrices fondamentales. La di�érenciation et l’intégration en coordonnées
locales sont réalisées en utilisant la formulation de l’équation 4.7 [11, 153, 154].

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ f
∂ξ1
∂ f
∂ξ2
∂ f
∂ξ3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂x
∂ξ1

∂y
∂ξ1

∂z
∂ξ1

∂x
∂ξ2

∂y
∂ξ2

∂z
∂ξ2

∂x
∂ξ3

∂y
∂ξ3

∂z
∂ξ3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⋅

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ f
∂x
∂ f
∂y
∂ f
∂z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= J ⋅

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ f
∂x
∂ f
∂y
∂ f
∂z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.7)

Pour trouver les dérivées globales, il su�t d’inverser le jacobien J. Nous obtenons alors :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ f
∂x
∂ f
∂y
∂ f
∂z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ξ1
∂x

∂ξ2
∂x

∂ξ3
∂x

∂ξ1
∂y

∂ξ2
∂y

∂ξ3
∂y

∂ξ1
∂z

∂ξ2
∂z

∂ξ3
∂z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⋅

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ f
∂ξ1
∂ f
∂ξ2
∂ f
∂ξ3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= J−1 ⋅

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ f
∂ξ1
∂ f
∂ξ2
∂ f
∂ξ3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.8)

Dans l’équation 4.8, l’expression de gauche peut être évaluée car les fonctions f sont spé-
ci�ées en coordonnées locales. De plus, comme x, y et z sont explicitement donnés par la
relation dé�nissant les coordonnées curvilignes, la matrice jacobienne J peut être trouvée
explicitement en termes de coordonnées locales.

Pour transformer les variables et le domaine par rapport auquel l’intégration est e�ectuée,
on utilisera un processus standard impliquant le déterminant de J. Ainsi, par exemple, un
élément de volume devient (équation 4.9) :

dΩ = dxdydz = ∣J∣ dξ1dξ2dξ3 (4.9)

En particulier, le calcul de la matrice [Se] est plus complexe car il implique l’expression
du gradient de la fonction de forme N e

i en coordonnées (x , y, z) à celle de la fonction de
forme N e

i qui est exprimée en termes des coordonnées locales ξ = (ξ1, ξ2, ξ3). Cela peut
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être e�ectué avec la relation (4.10).

∇xyz f = J−1∇ξ f (4.10)

Ainsi, pour les éléments de volume tétraédriques, les matrices scalaires de masse/rigidité
des équations (4.5) et (4.6) peuvent être réécrites par les équations 4.11 et 4.12 respective-
ment.

T ei j = 6V ∫ 10 dξ3 ∫ 1−ξ3

0
dξ2 ∫ 1−ξ2−ξ3

0
dξ1NiN j (4.11)

Sei j = 6V ∫ 10 dξ3 ∫ 1−ξ3

0
dξ2 ∫ 1−ξ2−ξ3

0
dξ1 (∇ξNi)T [(J−1)

T
J−1]∇ξN j (4.12)

L’intégrale de l’équation (4.12) implique le calcul de J−1 qui existe analytiquement pour les
éléments triangulaires et tétraédriques. Pour l’élément triangulaire, nous obtenons l’équa-
tion (4.13) :

(J−1)TJ−1 = 1
(2A)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

a21 + b21 a1a2 + b1b2
a1a2 + b1b2 a22 + b22

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
(4.13)

Et pour l’élément tétraédrique, on obtient (4.14) :

(J−1)TJ−1 = 1
(6V)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a21 + b21 + c21 a1a2 + b1b2 a1c1 + b1c1
a1a2 + b1b2 a22 + b22 a1c1 + b1c1
a21 + b21 + c21 a1a2 + b1b2 a1c1 + b1c1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.14)

Pour les problèmes bidimensionnels, nous ignorons tous les termes contenant z et/ou ξ3
dans les équations (4.7) à (4.12) ; aussi le terme 6V est remplacé par 2A.

Dans le calcul des intégrales des équations (4.11) et (4.12), il est utile d’utiliser la propriété
suivante :

∫ 10 ∫ 1−ξ3

0 ∫ 1−ξ2−ξ3

0
ξ i1ξ

j
2ξ
k
3 ξ l4dξ1dξ2dξ3 =

i! j!k!l !
(i + j + k + l + 3)!

6V (4.15)

4.4 Implémentation parallèle

Dans cette section, nous allons décrire le processus de parallélisation du code Matlab per-
mettant de calculer symboliquement les éléments des matrices demasse et de raideur pour
les fonctions de forme d’ordre supérieur. La plupart des logiciels et programmes utilisant
la méthode des éléments �nis, peu importe qu’ils soient commerciaux ou libres, ne four-
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nissent pas une forme explicite des fonctions de base d’ordre supérieur supérieurs à trois
pour les tétraèdres. Par exemple, HFSS-15.0 utilise des fonctions de base d’ordres allant
jusqu’à deux [155]. Dans la référence [11], l’auteur donne des expressions explicites pour les
fonctions de forme 3D d’ordre supérieur allant jusqu’à une valeur de trois. Il est donc néces-
saire de développer une méthode systématique pour générer des expressions symboliques
de telles fonctions de base pour des ordres supérieurs à trois. Pour ce faire, nous avons
développé un ensemble de fonctions en utilisant le toolbox «MatLab Symbolic Toolbox ».
Cependant, le temps de calcul peut devenir excessif. Pour remédier à cet inconvénient, la
parallélisation est proposée comme une solution e�cace.

Considérons le problème de calcul des matrices fondamentales [T]e et [S]e lorsque des
fonctions de forme d’ordre supérieur sont utilisées. Dans le cas où n = 10 nous avons des
matrices d’ordrem = 1

2(n + 1)(n + 2) = 66. Puisque les matrices sont symétriques, nous ne
devons calculer que la moitié des éléments de la matrice. c’est-à-direM = 66∗(66+ 1)/2 =
2211 éléments pour chaque matrice.

4.4.1 Méthode 1 pour le calcul de la matrice

La première solution consiste à distribuer la matrice suivant la première dimension non
singulière selon le schéma de distribution par colonne ou par ligne de Matlab. La �gure
4.3 schématise la distribution des éléments suivant les colonnes. Le nombre d’éléments par

1 2 ... K ... ... N

.

.

.

       .
             .
                  .

N

Worker 1 Worker P

Figure 4.3 – Distribution de la matrice suivant les colonnes
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worker est donné par la formule 4.16 :

NbrElement( j) =
jK

∑
( j−1)K+1

i where 1 ≤ j ≤ P (4.16)

Avec P le nombre de workers disponible, K = ⌈m/P⌉ est le nombre de colonnes attribué à
chaque worker et m est l’ordre de la matrice et j est l’indice du worker. Basé sur la �gure
4.3, le premier worker calcule ∑K1 i = K(K + 1)/2 éléments. C’est la même valeur si l’on
prend j = 1 dans la formule générale (4.16). De la même manière, le worker P va calculer
somme(m,m − 1, ...,m − k + 1) ou∑mm−K+1 i, ce qui correspond à la même valeur calculée
par la formule générale (4.16).

Par exemple, pour n = 10 on a unematrice de rangm = 66, et si nous avons 6workers P = 6,
alors K = ⌈m/P⌉ = ⌈66/6⌉ = 11. Le worker 1 lui sera attribué 11 ∗ (11 + 1)/2 = 66 éléments,
alors que le processeur 6 (le dernier) aura à calculer (66∗67/2−(55∗56/2) = 671 éléments.

On remarque que cette solution est ine�cace du fait que les workers n’exécutent pas la
même charge de travail et que le temps d’exécution global dépendra du worker le plus
chargé. Il est clair que l’équilibrage de charge est mauvais.

De plus, si le nombre de workers est important, certains d’entre eux seront inutilisés. en
e�et, la distribution est faite selon la dimension (par lignes ou par colonnes) et par consé-
quent, si le nombre de workers est supérieur au nombre de lignes, certains processeurs
seront inactifs.

4.4.2 Méthode 2 pour le calcul de la matrice

La deuxième méthode consiste à faire la distribution selon les éléments et non pas suivant
la dimension de la matrice. En e�et, le problème est transformé en un vecteur (1D) et la
distribution est représentée dans la �gure 4.4. Si on prend le même exemple précédent,
nous aurons m = 2211 éléments de matrice à distribuer aux P = 6 workers disponible. Le
nombre d’éléments par worker est alors ⌈2211/6⌉ = 308. Cependant, trois des six workers
vont devoir calculer un élément en plus parce que 308 ∗ 6 = 2208 alors que nous avons
2211 éléments. Le fait que la distribution soit faite par élément permet une discrétisation
plus �ne du problème. En e�et, Le nombre d’éléments est grand et par conséquent, la dis-
tribution est meilleure. L’équilibrage de charge est nettement meilleur que le premier cas
de façon à assurer un temps d’exécution approximativement égal pour chaque processeur.
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Lignes 1 2 3 4 5 6 ... 42 43 66

worker
Worker1 = 308

66+65+64+63+50
Worker2 = 308, Worker3= 308
Worker4 = 309, Worker5= 309

Worker6= 309
1+2+...+24+9

Figure 4.4 – Distribution des éléments de la matrice en mode 1D

4.5 Résultats et discussions

Dans le tableau 4.1, nous donnons un exemple des dix fonctions de forme pour un élément
2D triangulaire pour un ordre n = 3. Le nombre de nœuds est égale à 12(n + 1)(n + 2) = 10.

Table 4.1 – Les fonctions de formes sous format symbolique pour P=3,m=10

Index Expression

N e1 =
9 ξ1 3

2 − 9 ξ1 2

2 + ξ1
N e2 =

(27 ξ2)
2 ξ1

2 + − 9 ξ2
2 ξ1

N e3 = − 27 ξ1 3

2 + (18 − 27 ξ2
2 ) ξ1

2 + ( 9 ξ2
2 − 9

2) ξ1
N e4 = (9 ξ2 ( 3 ξ2

2 − 1
2)) ξ1

N e5 = (−27 ξ2) ξ1
2 + (−9 ξ2 (3 ξ2 − 3)) ξ1

N e6 =
27 ξ1 3

2 + (27 ξ2 − 45
2 ) ξ1

2 + (3 (3 ξ2 − 3) ( 3 ξ2
2 − 1)) ξ1

N e7 = ξ2 − 9 ξ22

2 + 9 ξ23

2

N e8 = (−9 i2 ( 3 ξ2
2 − 1

2)) ξ1 − 3 ξ2 (3 ξ2 − 3) ( 3 ξ2
2 − 1

2)
N e9 =

(27 ξ2)
2 ξ1

2 + ( 9 ξ2 (3 ξ2−3)
2 + 9 ξ2 ( 3 ξ2

2 − 1)) ξ1 + 3 ξ2 (3 ξ2 − 3) ( 3 ξ2
2 − 1)

N e10 =
− 9 ξ1 3

2 + (9 − 27 ξ2
2 ) ξ1

2 + (−(9 ξ2 − 15
2 ) (ξ2 − 1

3) − (3 ξ2 − 3) ( 3 ξ2
2 − 1))

ξ1 − (3 ξ2 − 3) ( 3 ξ2
2 − 1) (ξ2 − 1

3)

Le tableau 4.2 présente quelques fonctions de formes d’ordre supérieur avec n = 3 pour un
élément 3D tétraédrique. Le nombre de nœuds est égale à 16(n + 1)(n + 2)(n + 3) = 20.
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Table 4.2 – Les fonctions de formes sous format symbolique pour P=3,m=10

Index Expression

N e1 =
9 ξ1 3

2 − 9 ξ1 2

2 + ξ1
N e2=

(27 ξ2)
2 ξ1

2 + − 9 ξ2
2 ξ1

N e3=
(27 ξ3)
2 ξ1

2 + − 9 ξ3
2 ξ1

N e4= − 27 ξ1 3

2 + (18 − 27 ξ3
2 − 27 ξ2

2 ) ξ1
2 + ( 9 ξ2

2 + 9 ξ3
2 − 9

2) ξ1
N e10=

27 ξ1 3

2 + (27 ξ2 + 27 ξ3 − 45
2 ) ξ1

2 + (3 (3 ξ2 + 3 ξ3 − 3) ( 3 ξ2
2 + 3 ξ3

2 − 1)) ξ1

N e19=
(27 ξ3)
2 ξ1

2 + ( 9 ξ3 (3 ξ2+3 ξ3−3)
2 + 9 ξ3 ( 3 ξ2

2 + 3 ξ3
2 − 1)) ξ1

+3 ξ3 (3 ξ2 + 3 ξ3 − 3) ( 3 ξ2
2 + 3 ξ3

2 − 1)

N e20 =
− 9 ξ1 3

2 + (9 − 27 ξ3
2 − 27 ξ2

2 ) ξ1
2 − (3 ξ2 + 3 ξ3 − 3) ( 3 ξ2

2 + 3 ξ3
2 − 1) (ξ2 + ξ3 − 1

3)

(−( 3 ξ2
2 + 3 ξ3

2 − 1) (6 ξ2 + 6 ξ3 − 4) −
3 (3 ξ2+3 ξ3−3) (ξ2+ξ3− 13 )

2 ) ξ1

La �gure 4.5 montre le temps d’exécution en fonction du nombre de workers. La courbe de
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Figure 4.5 – Temps d’exécution en fonction du nombre de workers

diminution du temps d’exécutionmontre un comportement très proche de la courbe idéale
en 1/x. En e�et, en adoptant un schéma de distribution de charge optimal, il est toujours
possible de gagner en accélération.
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La �gure 4.6 montre l’accélération du code parallèle développé en fonction du nombre de
workers. La �gure 4.7montre l’e�cacité du code parallèle développé en fonction dunombre
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Figure 4.6 – Accélération en fonction du nombre de workers

de workers.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons implémenter un algorithme parallèle pour le calcul des fonc-
tions de forme d’ordre supérieur de la FEM sous format symbolique sous MATLAB. Les
fonctions de formes d’ordre allant jusqu’à dix peuvent être calculées et stockés sous format
symboliques pour être utilisées ultérieurement. Ce calcul nécessite une grande puissance
surtout pour les ordres supérieurs à trois et l’utilisation du calcul parallèle s’avère être e�-
cace pour réduire le temps de calcul. Nous avons ainsi atteint un gain en accélération d’une
valeur proche de 21 en utilisant un schémas de distribution de charge adapté.
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5.1 Introduction

Dans de nombreuses applications, une antenne doit fonctionner sur une large gamme de
fréquences. Une telle antenne est appelée antenne à large bande. Les paramètres les plus
importants de toute antenne sont ses caractéristiques dans le domaine fréquentiel. L’im-
pédance d’entrée, la puissance rayonnée, les diagrammes de directivité et le gain doivent
être calculés dans une bande passante donnée [156]. En générale, le diagramme de rayon-
nement d’un seul élément est relativement large et chaque élément fournit de faibles va-
leurs de directivité (gain). Dans de nombreuses applications, il est nécessaire de concevoir
des antennes avec des caractéristiques très directives (gains très élevés) pour répondre aux
exigences de la communication à longue distance. Ceci peut seulement être accompli en
augmentant la taille électrique de l’antenne.
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L’augmentation des dimensions des éléments individuels conduit souvent à des caractéris-
tiques plus directives. Une autre manière d’agrandir les dimensions de l’antenne, sans né-
cessairement augmenter la taille des éléments individuels, consiste à former un ensemble
d’éléments rayonnants dans une con�guration électrique et géométrique. Cette nouvelle
antenne, formée de multi-éléments, est appelée réseau d’antennes. Dans la plupart des cas,
les éléments du réseau sont identiques [46].

Nous allons, dans ce chapitre discuter de l’implémentation parallèle des programmes d’ana-
lyses d’un réseau d’antenne de type bowtie étudié par Makarov [156]. Nous démontrerons
que l’utilisation d’un clusters de calcul est nécessaire si nous voulons étudier des structures
aussi complexes. Il est alors possible d’augmenter la taille de la structure en augmentant le
nombre d’éléments du réseau et/ou augmenter la précision de la discrétisation des équa-
tions dans la solution.

5.2 Structure de l’antenne

La �gure 5.1 montre la structure de l’antenne étudiée. L’antenne est composée d’unematrice

Figure 5.1 – Structure du réseau d’antennes étudié par Makarov [156]

8 × 8 éléments de petit antennes bowtie (Figure 5.2) déposé sur un plan de masse. chaque
élémentmesure 0.5×0.45m avec un angle d’ouverture de 45. Le plan demassemesure 6×6m
et la distance entre le plan de masse et le réseau est 0.5m. Cette conception est basée sur
un des prototypes développés par « Seavey Engineering Associates, Inc., Massachusetts »
[156].
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Figure 5.2 – Antenne bowtie

5.3 Méthode d’analyse et Matrice d’impédance

Nous n’allons pas donner tous les détails de la méthode utilisée pour l’analyse de l’antenne.
Pour plus de détails théoriques et d’implémentation, nous y invitons le lecteur à consulter
la référence [156].

La méthode des moments utilisée est basée sur les éléments vectorielles RWG [87]. Pre-
mièrement, la surface conductrice de l’antenne est divisée en triangles (Figure 5.3). Chaque
paire de triangles, ayant une arête commune constitue un élément vectoriel RWG (Figure
). Un des deux triangles est noté avec un signe (+) et l’autre avec un signe (-). Une fonction
de base donnée par l’équation () est assigné à l’élément RWG.

f (r) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(l/2A+)ρ+(r), r ∈ T+

(l/2A+)ρ−(r), r ∈ T−

0, Otherwise
(5.1)

Avec l est la longueur de l’arête etA± est la surface du triangleT± respectivement. Le vecteur
ρ+ relie le sommet ou vertex libre du triangle T+ au point d’observation r. Le vecteur ρ−

relie le point d’observation au sommet ou vertex libre du triangle T−.

La fonction de base (5.1) correspond approximativement à un petit dipôle électrique de
longueur d = ∣rc− − rc+∣ (Figure 5.3). L’indice c indique le centre du triangle T±. La taille de
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O
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ρ-

T+
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d’observation

rc+

rc-ρ+

Figure 5.3 – Schéma d’un élément arête RWG et l’interprétation en dipôle

la matrice impédance est égale au nombre des arêtes.

5.4 Processus de parallélisation

Dans la référence [156], l’auteur a utilisé les paramètres suivants : chaque bowtie est di-
visé en 30 triangles ; la plaque de masse en 512 triangles. Le nombre total d’arêtes RWG de
la structure est 2976 (le nombre de triangles est 2432). Chaque bowtie est une antenne ali-
mentée au centre (type dipôle), avec l’arête d’alimentation situé exactement dans la jonction
centrale (Figure 5.2).

La �gure (5.4) présente l’algorithme de calcul des caractéristiques de l’antenne avec les
noms de scripts originales de la référence [156].

Le mappage des éléments du réseau correspond à celui de la �gure (5.5).

Les calculs font reparaître le problème de la mémoire RAM nécessaire pour résoudre le
problème dans la cas ou on augmente le nombre des triangles. En e�et, pour des con�gu-
rations plus grandes ou/et une discrétisation plus �ne (nombre de triangles plus grand),
la mémoire de travail peut rapidement atteindre des dizaines de Gigaoctets et le temps de
calcul croit exponentiellement. Nous proposons de paralléliser l’application et de l’exécuter
sur notre cluster. Ainsi, nous pouvons calculer des structures beaucoup plus grandes avec
une discrétisation plus �ne.
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Génération de maillage

Création des éléments arrête 
RWG (rwg1.m, rwg2.m)

Calcul de l’impédance 
et solution du système
des équations MoM
 (rwg3.m, rwg4.m)

Calcul et visualisation 
des courants surfaciques

pour chaque triangle
 (rwg5.m)

Champ rayonné/dispersé
 sur une grande sphère et 

 Motifs de rayonnement 2D
(efield2.m, efield3.m)

Figure 5.4 – Organigramme du calcul des caractéristiques de l’antenne

5.4.1 Partie#1 : calcul des caractéristiques des arêtes

Dans cette partie, les di�érents paramètres du maillage sont calculés. Cette partie utilise
le maillage préalablement calculé et sauvegardé dans un �chier. Pour chaque paire de tri-
angles, on dé�nit les paramètres : arête commune, longueur de l’arête, surface du triangle,
les sous-triangles et leurs barycentres, ainsi que les di�érents vecteurs schématisés dans la
�gure 5.3.

L’algorithme consiste à parcourir tous la triangles et pour chaque triangle, il faut trouver
les triangles adjacents pour former une paire et trouver l’arête commune. Il est alors pri-
mordiale de trouver la partition optimale qui permet une distribution des triangles sur les
workers et ainsi assurer une distribution de charge optimale. Nous avons développer une
fonction qui permet de trouver cette partition en fonction du nombre de workers dispo-
nibles. Basé sur le modèle SPMD, la parallélisation du code a nécessité une réécriture du
code pour minimiser les communications inter-processus. L’occupation mémoire de cette



93 5.4 Processus de parallélisation

8 16 24 32 40 48 56 64

7 15 23 31 39 47 55 63

6 14 22 30 38 46 54 62

5 13 21 29 37 45 53 61

4 12 20 28 36 44 52 60

3 11 19 27 35 43 51 59

2 10 18 26 34 42 50 58

1 9 17 25 33 41 49 57

x

y

Figure 5.5 – Schémas de la numérotation des éléments du réseau d’antennes

partie est petite et il est possible de calculer des structures très complexes. Cependant, il
serait impossible de résoudre le système linéaire de la méthode de moment de la partie
deux pour un système dépassant quelques centaines d’antennes bowtie.

La �gure (5.6) représente le temps d’exécution de la partie #1 en fonction du nombre de
workers.

La �gure (5.7) représente l’accélération de la partie #1 en fonction du nombre de workers.

Les �gures montrent une accélération s’approchant du cas idéale. Il faut noter par contre
que le temps de chargement des données de maillage à partir de �chier n’est pas compté.
Cependant, les données utilisées occupent quelques mégaoctets et le temps de distribution
au di�érents workers est négligeable. L’accélération maximale atteinte est proche de 28,
ce qui représente une valeur très proche du cas idéale qui correspond à une accélération
maximale de 32.

5.4.2 Partie#2 : Calcul de la matrice impédance

La matrice d’impédance est une matrice carrée qui détermine l’interaction électromagné-
tique entre les di�érents arêtes. Si les arêtesm et n sont considérées commedes dipôles élec-
triques petits et �nis, l’élément Zmn décrit la contribution du dipôle n (à travers le champ
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Figure 5.6 – Temps d”exécution de la partie 1 en fonction du nombre de workers pour un réseau 16 × 16 et
38816 arêtes

rayonné) au courant électrique du dipôlem et vice versa. Ainsi, la taille de la matrice d’im-
pédance est égale au nombre d’arêtes [156].

Le calcul de lamatrice d’impédance d’une antenne constitue le plus grandpourcentage dans
le processus d’analyse d’une antenne. En même temps, le calcul de la matrice d’impédance
est très compliqué et est considéré comme la première source des erreurs de program-
mation. La matrice d’impédance ne dépend pas de l’énoncé du problème (rayonnement ou
di�usion), mais elle dépend de la fréquence, de la permittivité électrique (constante diélec-
trique) de l’espace libre ε et de la perméabilité magnétique µ. Le script originale a été mo-
di�é de manière à optimiser les calculs, minimiser les communications inter-processus en
choisissant le meilleur schéma possible pour la distribution des éléments de la matrice en
prenant en considération les étapes suivantes (Solution du système linéaire de la méthode
des moments). En e�et, il est pratiquement impossible de choisir deux schémas di�érents
pour les deux étapes du fait que la matrice Z peut occuper plus de 50 Gigaoctets impos-
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Figure 5.7 – Accélération de la partie 1 en fonction du nombre de workers pour un réseau 16 × 16 et 38816
arêtes

sible à redistribuer par manque d’espace et parce que le temps nécessaire pour redistribuer
la matrice suivant un autre schéma est très grand selon les tests réalisés.

Dans cette partie, il est impossible d’utiliser moins de huit workers distribués sur les 8
nœuds parce qu’il faut utiliser toute la mémoire disponible sur les tous nœuds étant don-
née la taille de la matrice impédance. De cd fait, les courbes de mesure des performances
parallèles en fonction du nombre deworkers sont données à partir d’un nombre deworkers
égale à huit.

La table 5.1 donne les valeurs de l’impédance terminale Zin(Ω) d’un échantillon d’éléments
du réseau à la fréquence 160MHz. Les indices sont choisis au hasard et les données rap-
portées représentent les éléments dont les lignes et les colonnes appartiennent à l’ensemble
1, 2, 5, 6, 9, 10, 14.

A cette fréquence, les éléments d’antenne présentent une ré�exion minimale correspon-
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Table 5.1 – Impédance terminal ×100 à la fréquence 160MHzΩ

0.56-0.20j 0.30-0.14j 0.41-0.31j 0.21-0.10j 0.40-0.30j 0.19-0.10j 0.26-0.09j
0.18-0.36j 0.35+0.01j 0.13-0.50j 0.23-0.02j 0.17-0.51j 0.22-0.04j 0.27+0.003j
0.36-0.36j 0.38-0.01j 0.36-0.50j 0.24-0.03j 0.33-0.47j 0.22-0.05j 0.29-0.001j
0.29-0.42j 0.39-0.05j 0.25-0.53j 0.24-0.05j 0.28-0.51j 0.22-0.06j 0.30-0.03j
0.38-0.45j 0.39-0.05j 0.28-0.52j 0.24-0.04j 0.28-0.49j 0.22-0.05j 0.29-0.02j
0.32-0.37j 0.38-0.02j 0.30-0.51j 0.23-0.03j 0.32-0.48j 0.20-0.05j 0.28-0.01j
0.40-0.32j 0.41-0.06j 0.40-0.50j 0.25-0.06j 0.41-0.44j 0.23-0.08j 0.30-0.03j

dant à la résonance. Le rapport maximum-minimum des grandeurs de la matrice d’im-
pédance d’entrée est f rac max le f t∣Z ini j ( f ) right∣ min le f t∣Z ini j ( f ) right∣ = 3.029, pour
i , j = 1, ldots,N et f = 160 MHz. Ceci indique qu’il existe des courants électriques non-
évanouissants sur toutes les antennes Bowtie.

La �gure 5.8 présente le temps d’exécution de la partie calcul de la matrice impédance en
fonction du nombre de workers. Il est clair que la courbe idéale ne peut être calculée parce
que cette partie ne peut être exécuté séquentiellement (sur un seul worker) comme cité
précédemment.

L’accélération ne peut être calculée parce qu’elle dépend du temps d’exécution séquentiel.
D’après la �gure 5.8, nous pouvons remarquer que le gain est substantiel malgré le volume
des données échangées lors des communications inter-processus. Ceci est du essentielle-
ment au choix du schéma de distribution de la matrice impédance. Le gain est approxima-
tivement égale à 6 lorsqu’on passe de 8 workers à 32.

5.4.3 Partie#3 : Détermination des courants et solution de l’équation

MoM

Dans cette partie, nous utilisons principalement une implémentation basée sur le modèle
SPMD du script original pour trouver les courants des arêtes. En identi�ant l’arête de l’ali-
mentation, on �xe le voltage en ajustant une onde d’amplitude �xe de 1V . Le système li-
néaire est ensuite résolu en utilisant une version surchargée de la division matricielle de
MATLAB basée sur la méthode par élimination de Gauss. La solution est un vecteur dont
les composantes sont le courant sur chaque arête obtenue en rassemblant toutes les parties
calculées sur les di�érents workers. Après avoir obtenu la distribution sur ces éléments de
l’antenne, tous les paramètres d’antenne peuvent être estimés. Pour cette application, les
coe�cients de ré�exion et le diagramme de rayonnement du réseau 2D sont rapportés.
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Figure 5.8 – Temps d’exécution de la partie calcul de la matrice d’impédance en fonction du nombre de
workers pour un réseau 16 × 16 et 38816 arêtes.

La �gure 5.9 présente les coe�cients de ré�exion en fonction de la fréquence pour quatre
éléments pris arbitrairement parmi les éléments du réseau. Nous remarquons que presque
tous les éléments du réseau présentent un niveau de paramètre S bas (inférieur à −10dB)
indiquant une résonance découplage à la fréquence 160MHz.

Dans la �gure 5.10, nous donnons le diagramme de rayonnement 2D du réseau d’antennes.
L’augmentation du nombre d’éléments a permis d’augmenter le gain de l’antenne qui est
passé de 20.2dB pour l’antenne 8×8 à 40dB pour l’antenne 16× 16. Nous remarquons aussi
une amélioration de largeur à mi-puissance (Half Power Beam Width, HPBW) qui passe
de 20deg approximativement à 9deg pour les mêmes con�gurations.

Les résultats obtenus montrent que les performances recherchées de gain élevé et de forte
directivité lors de l’augmentation du nombre d’éléments dans un réseau d’antennes sont
satisfaites.
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Figure 5.9 – Exemple de paramètres S pour quatre éléments en fonction de la fréquence d’un réseau Bowtie
de 16 × 16 éléments

5.5 Étude de la scalabilty (évolutivité)

L’évolutivité d’un code parallèle est un critère très important qui garantie des résultats pour
des con�gurations large impossible à simuler sur une seule machine, donc invéri�able par
les méthodes classiques. Pour s’assurer que notre code MATLAB est bien évolutif, nous
avons réaliser une expérience pour mesurer le comportement du code développé lorsque
deux problèmes de taille di�érentes sont exécutés sur le cluster. Le premier problème n’est
limité ni par la mémoire utilisé ni par le nombre de processeurs utilisés et de ce fait, nous
pouvons mesurer les performances en utilisant un nombre de workers allant de 1 à 32 qui
est le nombre maximum de workers disponibles. Le deuxième problème est par contre
limité par la mémoire utilisé (memory-bounded), c’est à dire qu’il ne peut pas être exécuté
sur un seul nœud.

Dans la première expérience, nous avons utilisé une con�guration ayant 15041 arêtes dé-
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Figure 5.10 – Diagramme de rayonnement de l’antenne de 16 × 16 éléments à la fréquence 160Mhz

nommée (case1). Dans le deuxième cas (case2), nous avons utilisé une con�guration avec
43421 arêtes correspondant au rang de la matrice impédance et dont le système linéaire
correspondant ne peut être résolu que dans la cas où toute la mémoire disponible de tous
les nœuds est utilisée.

Les �gures 5.11, 5.12 et 5.13 représentent les temps d’exécutions exprimés en pourcentage
du temps global des trois parties cité auparavant dans les deux cas : case1 et case2.

D’après ces �gures, nous pouvons remarquer que les courbes des temps d’exécutions gardent
la même allure dans les deux cas. La di�érence dans les pourcentage est petite et elle est
due principalement à l’augmentation des communications inter-processus dans l’étape de
la résolution du système linéaire. Nous pouvons conclure que la stratégie de parallélisation
est évolutive et la scalabilité est bonne.
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Figure 5.11 – Temps d”exécution de la partie#1 des case1 et case2 en pourcentage du temps global en fonction
du nombre de workers

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé l’implémentation parallèle d’un codeMATLAB pour
l’analyse d’un réseau d’antennes bowtie. Malgré quelques di�cultés rencontrées sur la ma-
nière d’optimiser les schémas de distribution des données, nous avons réussi à créer un code
évolutif est relativement e�cace qui a permis d’augmenter considérablement les possibili-
tés de simulation des structures plus complexes. Nous avons réalisé plusieurs expériences
sur notre cluster de calcul et ses performances ont été mesurées et analysées. Il serait in-
téressant de réaliser ces expériences sur des machines plus grande avec des réseaux hautes
vitesses (In�niBand ou MyriNet) pour voir le comportement du code ainsi développé.
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Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l’application des paradigmes de la pro-
grammation parallèle aux calculs des problèmes électromagnétiques en utilisant un cluster
Beowulf. Plusieurs approches ont été utilisées, suivant les problèmes et les performances
recherchées.

Dans le chapitre 2, nous avons discuter de la procédure de conception d’un cluster de calcul
Beowulf utilisant un système open source de type Linux nommé ROCKS. Cette solution
simpli�e grandement la tâche de maintenance, de mise à jour et de déploiement d’un clus-
ter. L’ajout et la suppression des nœuds de calcul est transparente et avec une con�guration
adéquate, il est possible de rendre les programmes utilisateurs moins dépendant de l’archi-
tecture du cluster.

Dans le chapitre 3, nous avons e�ectuer le développement d’une application de caracté-
risation d’une antenne microstrip circulaire multicouches. En premier lieu, le programme
séquentiel a été développé et toutes les techniques d’optimisation dont l’utilisation des opé-
rateurs vectoriels ont été appliquées pour assurer une comparaison correcte avec le code
parallèle. Nous avons ensuite procéder à la parallélisation du code séquentiel en utilisant
le modèle SPMD où nous avons pu observer une légère augmentation de la complexité du
code mais qui reste marginale par rapport au gain constaté.

Le chapitre 4 est consacré au développement d’une méthode systématique pour générer et
calculer les fonctions de formes d’ordre supérieur de la méthode FEM sous format symbo-
lique. Nous nous sommes servi du moteur de calcul symbolique de MATLAB pour e�ec-
tuer les calculs. Le code parallèle développé présente des bonnes caractéristiques d’exten-
sibilité et un gain substantiel en terme de temps d’exécution.

Dans le chapitre 5, nous avons paralléliser un code de calcul des caractéristiques d’un ré-
seau d’antenne bowtie, principalement l’impédance d’entrée, le gain et le diagramme de



104 Conclusion Générale

rayonnement en utilisant la méthode des moments basé les éléments RWG. Il a été montré
que cette solution permet d’augmenter le nombre d’élément du réseau par un facteur de 4
et le pas de discrétisation par un facteur de 6. Ainsi, il est possible de simuler des structures
complexes nécessitant une grande quantité de mémoire RAM pour stocker et résoudre le
système linéaire ainsi obtenu.

Parmi les perspectives, nous pouvons citer le travail sur des architectures à base d’unité
de calcul graphique ou en anglais graphical processing unit GPU. Cependant, il faut tenir
compte des limitations qui caractérise les GPU en terme de performances et les commu-
nications entre GPU et le CPU ce qui rend ce travail complexe étant donné les calculs
nécessaires pour les méthodes numériques en électromagnétisme.

Nous pouvons aussi citer le développement dans un langage non propriétaire (C/C++, Oc-
tave, Scilab, Python, etc), parce que chaque noeud de calcul nécessite une licence à part de
MATLAB, ce qui dépasse de loin les capacité d’un chercheur ou d’une unité de recherche.



Annexe A
L’interface de passage de message MPI

1.1 Introduction

Dans cet annexe, nous allons discuter d’un certain nombre de fonctions et de techniques de
programmation très importantes. Une application MPI peut être vue comme une collec-
tion de tâches concurrentes en communication. Un programme MPI comprend du code
écrit par le programmeur d’application qui sera lié à une bibliothèque de fonctions fournie
par l’implémentation MPI. Chaque tâche se voit attribuer un rang unique dans un certain
contexte : un nombre entier compris entre 0 et n − 1 pour une application MPI composée
de n tâches. Ces rangs sont utilisés par les tâches MPI pour s’identi�er mutuellement dans
l’envoi et la réception de messages, pour exécuter des opérations collectives et pour coopé-
rer en général. Les tâches MPI peuvent s’exécuter simultanément sur le même processeur
ou sur des processeurs di�érents.

1.2 Les communicateurs

Une exigence importante dans tous les systèmes de transmission de messages est de garan-
tir un espace de communication sûr dans lequel les messages non liés sont séparés les uns
des autres. Par exemple, les messages de bibliothèque peuvent être envoyés et reçus sans
interférence d’autres messages générés dans le système.

Le concept de communicateur est introduit dans MPI pour atteindre cette exigence de
communication sécurisée. Un communicateur peut être considéré comme une liaison d’un
contexte de communication à un groupe de tâches. Un communicateur est un objet ac-
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cessible via un descripteur de type MPI_COMM. Les communicateurs peuvent être classés
en intra-communicateurs pour des opérations au sein d’un même groupe de tâches, et en
inter-communicateurs pour des opérations entre di�érents groupes de tâches. Lorsqu’une
application MPI est lancée, toutes les tâches sont associées à un communicateur « WORLD ».
Lorsqu’un nouveau contexte est nécessaire, Un programme e�ectue un appel de synchro-
nisation pour dériver le nouveau contexte du contexte existant.

A tout instant, on peut connaître

— Le nombre de processus gérés par un communicateur donné

— Le rang du processus courant dans un communicateur donné

1.2.1 Groupes de tâches

Les tâches dans MPI peuvent appartenir à des groupes nommés. Un groupe est un objet
accessible via un descripteur du type prédé�ni MPI_Group. Les groupes de tâches four-
nissent des contextes dans lesquels les opérations MPI peuvent être limitées aux seuls
membres d’un groupe particulier. Les membres d’un groupe se voient attribuer des iden-
ti�ants uniques au sein du groupe appelé ranks. Un groupe est un ensemble ordonné de
rangs, contigus et démarrant à partir de zéro. Le tableau (A.1) liste les fonctions relatives à
la gestion des groupes dans un programme MPI.

1.2.2 Communicateur par défaut

MPI fournit le communicateur prédé�ni MPI_COMM_WORLD en tant que communicateur par
défaut. Une fois MPI_Init() appelé, ce communicateur dé�nit un contexte unique incluant
l’ensemble des tâches MPI disponibles pour le calcul. Le communicateur MPI_COMM_WORLD
a la même valeur dans tous les processus et ne peut pas être modi�é pendant la durée de
vie d’une tâche. MPI fournit également le communicateur prédé�ni MPI_COMM_SELF, qui
inclut uniquement le processus appelant lui-même.

1.2.3 Rang des tâches

Les tâches associées à un communicateur se voient attribuer des identi�ants entiers consé-
cutifs commençant par zéro. Ces identi�ants, appelés rangs (rank en anglais), sont utilisés
pour distinguer les di�érentes tâches au sein du même groupe. Par exemple, des tâches de
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Table A.1 – Liste des fonctions de gestion des groupes MPI.

Fonction Description

MPI_Group_compare Compare deux groupes
MPI_Group_difference Crée un groupe à partir de la di�érence de deux groupes
MPI_Group_excl Produit un groupe en réorganisant un groupe existant et en

ne prenant que les membres non listés
MPI_Group_free Libère un groupe
MPI_Group_incl Produit un groupe en réorganisant un groupe existant et en

ne prenant que les membres listés
MPI_Group_intersection Produit un groupe comme l’intersection de deux groupes

existants
MPI_Group_range_excl Produit un groupe en excluant des plages de processus d’un

groupe existant
MPI_Group_range_incl Produit un groupe à partir de plages de processus d’un

groupe existant
MPI_Group_rank Renvoie le rang d’un processus dans le groupe donné
MPI_Group_size Renvoie la taille d’un groupe
MPI_Group_translate_ranks translater les rangs des processus d’un groupe à ceux d’un

autre groupe
MPI_Group_union Produit un groupe en combinant deux groupes

rangs di�érents peuvent être attribuées des travaux di�érents. Une tâche peut connaître
son rang dans un communicateur en appelant la fonction MPI_Comm_rank() comme suit :

MPI_Comm communicator;//descripteur d’un communicateur

int my_rank;// variable qui doit contenir le rang de la tache

MPI_Comm_rank(communicator, &my_rank);

1.2.4 Groupe de communicateurs

Le groupe associé à un communicateur peut être récupéré enutilisant la fonction MPI_Comm_group().
Cette fonction prend un communicateur existant et renvoie son groupe de tâches corres-
pondant. Puisque MPI ne fournit pas de fonctions pour créer des groupes à partir de zéro,
MPI_Comm_group() est important pour créer un groupe de base à partir de laquelle d’autres
groupes peuvent être formés. Le format de cette fonction est donné comme suit :

MPI_Comm communicator; // descripteur de communicateur

MPI_Group corresponding_group;// descripteur de groupe

MPI_Comm_group(communicator, &corresponding_group)
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La taille du groupe associé à un communicateur peut être déterminée en appelant la fonc-
tion MPI_Comm_size(). Cette fonction prend un communicateur existant et renvoie la taille
de son groupe correspondant comme suit :

MPI_Comm communicator;// descripteur de communicateur

int number_of_tasks;

MPI_Comm_size(communicator, &number_of_tasks)

1.3 Topologie virtuelle

Les schémas de communication logiques entre les tâches peuvent ne pas être re�étés adé-
quatement en utilisant la numérotation linéaire des tâches dans un groupe. Parfois, il serait
logique d’arranger les tâches dans le groupe associé à un communicateur sous di�érentes
formes telles que des grilles bidimensionnelles ou tridimensionnelles, par exemple.

En plus de lier un contexte à un groupe de tâches, un communicateur peut être associé à
une topologie. La topologie peut être utilisée pour associer certains schémas d’adressage
aux tâches au sein d’un groupe. Il existe deux types de topologies virtuelles dans MPI : la
topologie cartésienne et la topologie en graphe.

1.3.1 La topologie cartésienne

La fonction collective MPI_Cart_create()montrée ci-dessous peut être utilisée pour créer
des structures cartésiennes de dimension arbitraire. elle reçoit en entrée les paramètres sui-
vants et renvoie un descripteur de communicateur avec la nouvelle structure cartésienne :

— Un communicateur existant, qui dé�nit l’ensemble des tâches sur lesquelles la topo-
logie doit être mappée.

— Le nombre de dimensions dans la structure cartésienne.

— La taille de chaque dimension

— Si la structure est périodique ou non en chaque dimension.

— Si le système est autorisé ou non à optimiser le mappage de la topologie virtuelle sur
les processeurs physiques sous-jacents. Cela peut entraîner une modi�cation de la
numérotation des tâches d’origine dans le groupe associé au communicateur exis-
tant :



109 1.3 Topologie virtuelle

Par exemple, supposons qu’une applicationMPI a été lancée avec six tâches : {T0, T1, T2, T3, T4, T5}
ayant des rangs {0, 1, 2, 3, 4, 5}, respectivement. Au début, les six tâches sont référencés par
le communicateur MPI_COMM_WORLD.Maintenant, supposons que nous voulons associer une
structure en grille 2× 3 avec les tâches dans MPI_COMM_WORLD. Il su�t de créer un nouveau
communicateur gridcomm comme indiqué ci-dessous. Pour empêcher le système à ne pas
modi�er la numérotation des des tâches, nous devons mettre la variable mapping à false.

MPI_Comm gridcomm;// nouveau communicateur

int sizeofdims[2];

int periods[2];

int mapping = 0;

sizeofdims[0] = 2;

sizeofdims[1] = 3;

periods[0] = periods[1] = 0;

MPI_Cart_create(MPI_WORLD_COMM, 2, sizeofdims, periods, mapping, gridcomm);

MPI fournit des fonctions permettant à une tâche de connaître son rang et ses coordonnées
dans la structure cartésienne.

1.3.2 Topologie en graphe

La fonction MPI_Graph_create()montrée ci-dessous peut être utilisée pour créer un nou-
veau communicateur auquel une information de topologie en graphe est attachée. Il prend
en entrée les paramètres suivants et retourne un descripteur d’un communicateur avec la
nouvelle topologie en graphe.

— Un communicateur existant, qui dé�nit l’ensemble des tâches sur lesquelles la topo-
logie doit être mappée.

— Le nombre de nœuds dans le graphe.

— Informations sur le degré (nombre de voisins) de chaque nœud.

— Les arêtes dans le graphe.

— Si le système est autorisé ou non à optimiser le mappage de la topologie virtuelle sur
les processeurs physiques sous-jacents. Cela peut entraîner une modi�cation de la
numérotation des tâches d’origine dans le groupe associé au communicateur existant.

Par exemple, supposons qu’une applicationMPI a été lancée avec six tâches : {T0, T1, T2, T3, T4, T5}
ayant des rangs {0, 1, 2, 3, 4, 5}, respectivement. Au début, les six tâches sont référencés par
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le communicateur MPI_COMM_WORLD.Maintenant, supposons que nous voulons associer une
structure en graphe représentée dans la �gure (A.1).
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Figure A.1 – Graphe de l’exemple étudié.

Le segment de code suivant montre comment associer le graphe de la �gure (A.1) au nou-
veau communicateur graphcomm en utilisant la fonction MPI_Graph_create() :

MPI_Comm graphcomm;// nouveau communicateur

int nnodes = 6;

int index[6] = {2,5,8,12,14,16};

int edges[16] = {1,2,0,3,4,0,3,5,1,2,4,5,1,3,2,3};

int mapping = 0;

MPI_Graph_create(MPI_WORLD_COMM, nnodes, index, edges,mapping, graphcomm)

1.4 Les communications MPI

La communication entre les tâches MPI est basée sur le paradigme de transmission de
message.MPI utilise un riche ensemble de fonctions pour envoyer et recevoir desmessages.
La communication entre deux tâches implique les composants suivants :

1. Émetteur, généralement identi�é par son rang.

2. Récepteur, généralement identi�é par son rang.

3. Données de message

4. Étiquette demessage, qui permet de gérer plusieurs messages entre deux tâches dans
l’ordre.

5. Communicateur, qui fournit un contexte pour la communication.
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1.4.1 Communications point à point

La communication point à point est une communication entre deux processus. L’un d’eux
envoie un message (c’est l’émetteur), l’autre le reçoit (c’est le récepteur). Ce message doit
contenir un certain nombre d’informations pour assurer une bonne réception et interpré-
tation par le récepteur, à savoir :

— le rang du processus émetteur (rang_proc_source),

— le rang du processus récepteur (rang_proc_dest),

— l’étiquette du message (tag_emis pour message émis, tag_recu pour message reçu),

— le nom du communicateur (comm),

— le type des données échangées (type_emis pourmessage émis, type_recu pourmes-
sage reçu),

— le nom données échangées (val_emis pour message émis, val_recu pour message
reçu).

— la taille des données échangées ( taille_emis pourmessage émis, taille_recu pour
message reçu) (scalaire, vecteur, matrice, ...).

Plusieurs modes de transfert sont possibles pour échanger des messages. Les fonctions
de base pour envoyer et recevoir des messages dans MPI sont l’envoi et la réception en
mode bloquant. Dans ce mode, l’exécution est suspendue jusqu’à ce que le message soit
reçu convenablement.

Envoi standard La fonction MPI_Send est la fonction d’envoi standard MPI.
MPI_Send(const void *buf, int count, MPI_Datatype datatype, int dest, int

tag, MPI_Comm comm)

Réception standard La fonction MPI_Recv est la fonction de réception en mode bloquant
standard.
MPI_Recv(void *buf, int count, MPI_Datatype datatype, int source, int

tag, MPI_Comm comm, MPI_Status *status)

Envoi bu�erisé (B) Dans l’envoi standard décrit ci-dessus, un message sortant peut être
mis dans un tampon ou non avant l’émission en fonction de la décision du système
MPI. En utilisant le mode bu�erisé, la mise en mémoire tampon des messages est
garantie.
MPI_Bsend(const void *buf, int count, MPI_Datatype datatype, int dest,

int tag, MPI_Comm comm)
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Envoi synchrone (S) La communication synchrone peut être accomplie si l’émetteur et le
récepteur sont en mode bloquant. Mais, puisque la réception standard est par défaut
bloquante, il su�t alors d’un envoi bloquant pour pouvoir accomplir une commu-
nication synchrone. MPI fournit la fonction MPI_Ssend pour cet objectif.
MPI_Ssend(const void *buf, int count, MPI_Datatype datatype, int dest,

int tag, MPI_Comm comm)

1.4.2 Les communications en mode non bloquant

MPI prend en charge la communication non bloquante dans laquelle une tâche peut com-
mencer une opération d’envoi ou de réception, e�ectuer un autre travail, puis revenir pour
véri�er l’état de �n de l’opération du transfert. Ces modes d’envoi/réception non bloquante
peuvent être utilisées de manière interchangeable avec les modes normales d’émission/ré-
ception et il n’est pas obligatoire d’associer les opérations de même type.

L’utilisation des fonctions d’envoi (réception) non bloquantes peut être accomplie en trois
étapes :

1. Lancez un envoi (réception) en utilisant MPI_Isend() (MPI_Irecv()).

2. E�ectuer des calculs pendant le temps de communication.

3. Terminez la communication en utilisant MPI_Wait() et MPI_Test().

L’initialisation d’une opération d’envoi en mode standard peut être e�ectuée en utilisant la
fonction :
MPI_ISend(buf, count, datatype, to_whom, tag, comm, &request)|

De même, l’initialisation d’une opération de réception non bloquante peut être e�ectuée à
l’aide de la fonction suivante :
MPI_Irecv(buf, count, data_type, from_whom, tag, comm, &request)

MPI fournit des fonctions permettant de tester la �n des opérations de communications
non bloquantes qui ont été initiées. L’achèvement d’une opération de réception non blo-
quante indique que les données ont déjà été placées dans le tampon de réception et que le
récepteur est prêt à y accéder.

La fonction suivante est utilisée pour véri�er l’achèvement d’une opération de communi-
cation :
MPI_Test(request, &flag, &status)

Le paramètre flag sera positionné à true si l’opération est terminée et false. Le paramètre
status renverra des informations supplémentaires sur l’état du transfert.
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La fonction suivante attendra la �n d’une opération de communication :
MPI_Wait(request, &status)

1.4.3 Synchronisation

Les constructions de synchronisation sont utilisées pour forcer un certain ordre d’exécution
parmi les activités des tâches parallèles. Dans certains cas, des tâches parallèles doivent être
synchronisées entre elles à un moment donné au cours de l’exécution. Les membres d’un
groupe peuvent avoir besoin d’attendre à un point de synchronisation jusqu’à ce que toutes
les tâches atteignent le même point. En plus des opérations bloquante qui représente une
synchronisation par passage de message, on peut réaliser une synchronisation par l’utili-
sation de barrière.

Les tâches d’un groupe peuvent se synchroniser à un point de synchronisation à l’aide d’une
barrière. L’exécution est suspendue au niveau de la barrière jusqu’à ce que toutes les tâches
atteignent la barrière (Figure A.2). Le groupe peut inclure toutes les tâches ou seulement un
sous-ensemble des tâches en fonction du communicateur. La construction MPI_Barrier()
prend un communicateur en entrée comme suit :
MPI_Barrier (communicateur)

Barrière

   P1     P2     P3      P4    P1     P2     P3      P4    P1     P2     P3      P4

Figure A.2 – Synchronisation globale : MPI_BARRIER().
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1.4.4 Les communications collectives

Les opérations collectives dansMPI sont les opérations qui sont appliquées à tous lesmembres
du groupe d’un communicateur.Une opération collective est généralement dé�nie en termes
de groupe de tâches. L’opération est exécutée lorsque toutes les tâches du groupe appellent
une fonction collective avec les paramètres correspondants. Il existe trois types d’opérations
collectives : le contrôle des tâches, le calcul global et le transfert de données. La fonction
de barrière MPI_Barrier() qui a été discutée dans la section précédente peut être classée
comme une opération collective de contrôle de tâches.

Réduction répartie

Une réduction est une opération appliquée à un ensemble d’éléments pour en obtenir une
seule valeur. Des exemples typiques sont la somme des éléments d’un vecteur SUM(A(∶))
ou la recherche de l’élément de valeur maximum dans un vecteurMAX(V(∶)).

MPI propose des fonctions pour opérer des réductions sur des données réparties sur un
ensemble de processus. Le résultat est obtenu sur un seul processus (MPI_REDUCE()) (Figure
A.3) ou bien sur tous les processus (MPI_ALLREDUCE() (FigureA.3), qui est en fait équivalent
à un MPI_REDUCE() suivi d’un MPI_BCAST()).
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Figure A.3 – Réduction répartie MPI_Reduce() avec l’opérateur somme et MPI_AllReduce() avec
l’opérateur produit

Les opérations de transfert de données

MPI prend en charge une grande variété de fonctions collectives de transfert de données.
Les opérations de base supportées sont la di�usion globale (broadcast), la di�usion sélec-
tive (scatter) et la collecte de données (gather). Dans une di�usion globale, un processus



115 1.4 Les communications MPI

envoie le même message à tous les membres du groupe. Une opération de di�usion sélec-
tive permet à un processus d’envoyer unmessage di�érent à chaque membre. Dans l’opéra-
tion de collecte des données (gather), qui est l’opération duelle de la di�usion, un processus
reçoit unmessage de chaquemembre du groupe. Ces opérations de base peuvent être com-
binées pour former des opérations plus complexes.

Di�usion Globale

MPI fournit la fonction MPI_BCAST() pour di�user un message du processus racine à tout
les processus du groupe du communicateur (Figure A.4) :

MPI_BCAST (buf,count, data_type, root, comm, code)
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MPI_BCAST()

Figure A.4 – Di�usion générale : MPI_BCAST().

Di�usion sélective

MPI fournit la fonction MPI_SCATER() pour di�user un message divisé en tranche du pro-
cessus racine à tout les processus du groupe du communicateur (Figure A.5) :

MPI_Scatter(sendbuf, sendcount, sendtype, recvbuf, recvcount, recvtype,

root, comm)
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Figure A.5 – Di�usion sélective : MPI_SCATTER().

Collecte

MPI fournit la fonction MPI_GATHER() pour collecter des messages à partir de tous les pro-
cessus d’un groupe de communicateur dans un processus racine (Figure A.6) :

MPI_Gather(sendbuf, sendcount, sendtype, recvbuf, recvcount, recvtype,

root, comm)

En plus de MPI_GATHER(), MPI o�re une fonction de collecte générale MPI_ALLGATHER()
qui correspond à un MPI_GATHER() suivi d’un MPI_BCAST().

MPI_AllGATHER(sendbuf, sendcount, sendtype, recvbuf, recvcount, recvtype,

comm)

Pour la collecte des messages de tailles di�érentes à partir des processus d’un groupe décris
par un communicateur, MPI o�re une fonction de collecte générale MPI_GATHERV().

MPI_GATHEREV(sendbuf, sendcount, sendtype, recvbuf, recvcounts, displs,

recvtype, root, comm)
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Figure A.6 – Collecte : MPI_GATHER().



Annexe B
Rocks, une boite à outils open-source pour
cluster réel et virtuel

2.1 Réalisation d’un cluster Beowulf

Un cluster Beowulf se compose principalement de deux composants matériels et deux
composants logiciels. La con�guration initiale d’un cluster n’est pas une tache facile, mais
elle n’est pas non plus intenable. Un cluster Beowulf standard comprend au moins deux
types de nœuds : nœud de connexion et nœud de calcul, donc l’homogénéité en fonction
de la tache est déjà divisée [157].

2.1.1 Les parties Matérielles

La partie hardware comprend les nœuds de calcul et le réseau qui les interconnectent pour
former un système unique. La �gure B.1 montre une architecture de cluster Beowulf com-
posée d’un nœud maître (Master node ou frontend) et un ensemble de nœuds de calcul.
Le nœud maître sert de passerelle entre les nœuds restants et les utilisateurs. Les nœuds
de calcul possèdent des systèmes d’exploitation minimaux et sont exclusivement dédiés au
cluster.

2.1.2 Les parties logicielles

Les deux composants logiciels sont la collection d’outils utilisés pour développer des pro-
grammes d’application parallèles utilisateur et l’environnement logiciel pour la gestion des
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Figure B.1 – Diagramme de connexion des éléments d’un cluster -Rocks-

ressources du cluster.

2.2 La solution open source Rocks cluster

Rocks Cluster (initialement appelé NPACI Rocks) est une distribution Linux destinée aux
grappes de calcul haute performance. Il a été lancé par National Partnership for Advan-
ced Computational Infrastructure (NPACI) et le SanDiego Supercomputer Center (SDSC)
en 2000 et a été initialement �nancé en partie par une subvention de la National Science
Foundation (NSF). Rocks était initialement basé sur la distribution RedHat Linux, mais
les versions récentes de Rocks sont basées sur Community enterprise Operating System
(CentOS), avec un installateur spécialement modi�é qui simpli�e l’installation de masse
sur de nombreux ordinateurs. Rocks comprend de nombreux outils (tels que MPI) qui ne
font pas partie de CentOS, mais sont des composants intégrés qui transforment un groupe
d’ordinateurs en cluster de calcul haute performance. En plus, Rocks o�re un service qui
permet à un utilisateur de surveiller à distance le statut d’une installation en utilisant telnet
[14].

2.2.1 Noeud principal

Le nœud principal est installé avec un pack logiciel standard largement utilisé pour le dé-
veloppement d’applications sur cluster et l’exécution des applications parallèles. Le HPC
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Roll (un roll est un ensemble de bibliothèques, �chiers de con�guration et de programmes
qui forment un paquet logiciel) installé par défaut fournit des outils logiciels con�gurés qui
peuvent être utilisés pour exécuter des applications parallèles sur le cluster (MPI, frame-
works C/C++ et Fortran). On trouve aussi les bibliothèques, les compilateurs et les outils
de benchmarking et de maintenance. Il est possible d’installer plusieurs logiciels de cal-
cul scienti�ques packagés spécialement pour Rocks. Cependant, il est possible d’installer
n’importe quel logiciel avec la méthode classique avec un e�ort sur la con�guration pour
un environnement parallèle. A cet e�et, nous avons installé le logiciel MATLAB et nous
l’avons con�guré pour être utilisé dans tous nos calculs parallèles.

2.2.2 Noeud de calcul

Les nœuds de calcul exécutent tous les travaux de calculs et doivent par conséquence avoir
un système minimaliste sans toutefois nécessiter un gros travail pour leur installation et
mise à jour. En plus, il est nécessaire que le déploiement d’un logiciel quelconque soit le
plus simple indépendamment du nombre de nœuds.

Rocks utilise un outil nommé RedHat Kickstart qui permet de rendre l’installation des
nœuds automatique à travers des �chiers de con�gurations utilisateur.

2.3 Réalisation du cluster Rocks-UBBA

2.3.1 Partie hardware

Nous avons construit un cluster composé d’un nœud principal (frontend) et 8 nœuds de
calcul, chacun avec un processeur Intel Core i5 quad-core 3.1 GHz et 8 Go de RAMDDR3,
totalisant 32 cœurs et 793.6 GFlops en puissance de calcul. Un commutateur Gigabit est
utilisé pour interconnecter les nœuds du cluster (Figure B.2).

2.3.2 Installation du noeud principal

Le nœud principal ou frontend est un serveur avec deux interfaces réseau. L’interface pu-
blique est connectée à Internet et l’interface privée est connectée au réseau interne du clus-
ter. Rocks considère la première interface (exemple :eth0) comme l’interface privée et la
seconde (par exemple, eth1) comme l’interface publique.
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Figure B.2 – Photographie du cluster Rocks-BBA

La première étape de la procédure d’installation est l’installation du frontend. Ce dernier
est installé avec un système basé sur une distribution open source Centos 1 et un ensemble
d’outils pré-con�gurés pour la gestion et le déploiement d’un cluster HPC. Le système ainsi
installé comprend un ensemble de bibliothèques et de compilateurs communément utilisés
pour le développement et l’exécution des applications parallèles [14].

La procédure d’installation nécessite un peux plus d’étapes qu’une installation standard
d’un poste de travail (Figures B.3).

Une fois l’installation terminée, Rocks crée une image système qui sera installé sur les
nœuds de calcul.

2.3.3 Installation des nœuds de calcul

L’installation d’un nœud de calcul est réalisée en utilisant l’image crée sur le nœud princi-
pal. Un noeud de calcul doit émettre une requête DHCP qui sera capturé par le frontend
exécutant l’utilitaire insert-ether (Figure B.4). Le frontend mettra à jour la base de don-
née des nœuds de calcul (MAC, IP, HOSTNAME,...) et il va lancer l’installation du noeud
en utilisant le protocole HTTPS et l’utilitaire kicksatart.

2.3.4 Ganglia un outil de surveillance

Rocks inclus Ganglia, un outil de surveillance distribué et évolutif pour les systèmes infor-
matiques, les clusters et les réseaux haute performance. Le logiciel est utilisé pour visualiser
les statistiques en direct ou enregistrées.

1. https://www.centos.org/

https://www.centos.org/


122 2.3 Réalisation du cluster Rocks-UBBA

Figure B.3 – Capture d’écrans de la procédure d’installation du noeud principal sous Rocks

(a) Frontend en attente (b) Nœud de calcul inséré

Figure B.4 – Procédure de capture de la demande d’installation du nœud de calcul

L’interface web fournie une interface graphique aux informations de cluster en direct four-
nies par les moniteurs Ganglia s’exécutant sur chaque nœud de cluster. Les moniteurs col-
lectent des valeurs pour diverses mesures telles que la charge du processeur, la mémoire
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libre, l’utilisation du disque, les E/S réseau, la version du système d’exploitation, etc. Ces
métriques sont envoyées via le réseau privé du cluster.

La �gure (B.5) présente des graphes obtenus à partir de l’interface web de ganglia.

Figure B.5 – Exemples de graphes du rapport de surveillance d’un noeud de calcul tirés de Ganglia

Il est possible d’avoir desmesures en temps réel ou ceux enregistrés pour des périodes allant
de une heure à plusieurs jours. Dans la �gure (B.6), on donne un exemple des mesures de
l’activité réseaux (messages MPI et autres).

2.4 Commandes utiles - administration cluster

La ligne de commande est l’interface administrative principale d’un Cluster Rocks. Rocks
fournit un ensemble de commandes très riche qui peut être utilisé pour l’administration
du système, la con�guration et les rapports.

La ligne de commande suit une syntaxe simple pour accéder à l’information sur le cluster
à partir de la base de données et l’utiliser pour dé�nir les propriétés du cluster, dé�nir l’état
des nœuds, reporter l’état de l’installation du cluster et générer des �chiers de con�guration
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Figure B.6 – Exemple de mesures de l’activité réseaux d’un noeud de calcul

et système.

Le tableau (B.1) présente quelques commandes en ligne de commande pour l’administra-
tion d’un cluster Rocks.

Table B.1 – Quelques commandes en ligne de commande pour l’administration d’un cluster Rocks.

Commande Description

rocks list host Lister tous le nœuds dans la cluster
rocks list host interface compute Lister les interfaces réseau des nœuds de calcul
rocks list host attr compute-0-0 Lister les attributs d’un noeud particulier

(compute-0-0)
rocks sync users Distribuer des informations des comptes utilisa-

teurs à l’ensemble du cluster
rocks run host compute "commande" Exécuter « commande » sur tous les nœuds de cal-

cul
rocks list host boot
rocks set host boot compute-0-0
action=install

Dé�nir un hôte (compute-0-0) pour une réinstal-
lation au redémarrage
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ملخص
عنقودية مجموعة  باستخدام  اللكهرومغناطيسي  الحقل  ميدان  في  لمشاكل  الأداء  عالية  لحسابات  تقنيات  نقدم   ، العمل  هذا  في 

Beowulfو  تطبيق MATLABاا قمنا بإنشاء مجموعة تحتوي على عقدة رئيسية واحدة ،وثمانية عقد حوسبة متماثلة ، ومحول . أول
) يثرنت  إ إستخدام  GbEجيجابت  وتم   (Rocks) لينكس  يعة  توز وهي   Distributionاستخدام لتبسيط  المصدر  مفتوحة   (

باستخدام المجموعة  على  كهرومغنطيسية  حسابات  تخص  تطبيقات  ثلاثة  وتنفيذ  بتطوير  قمنا  ثانيا،  الصيانة.  وعمليات  المجموعة 
ية في تطبيق  ة المتواز . في التطبيق الأول ، يتم حساب مقاومة الدخل لهوائي شريطي دائري متعددMATLABتقنيات البرمج

يعمل في نطاق تردد واسع حيث يتم الوصول الى تسريع قيمته . في التطبيق الثاني،23الطبقات ذو مدخل نوع مجس محوري و
يقة منهجية لتوليد وحساب تعبيرات رمزية للدوال الأساسية للرتب العليا  يقة 2D/3Dيتم تقديم طر .10 حتى القيمة FEM لطر

لمجموعة  معاملات  تطبيق لحساب  بإنجاز  قمنا  بووتي(2Dأخيرا،  نوع  هوائيات  من   Bowtieأن حجم المحاكاة  نتائج  أظهرت   .(
يادته بشكل كبير مما يؤدي إلى نظام خطي بحجم أكبر   مرة من النظام قيد الدراسة.100المصفوفة يمكن ز

: حسابات كهرومغنطيسية، حسابات عالية الأداء، هوائي شريطي، مجموعة هوائيات، الحساب المتوازي.كلمات مفتاح
Résumé

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l'application des techniques de calcul parallèles
aux problèmes de calculs en électromagnétiques. Dans une première étape, nous avons construit un
cluster de calcul Beowulf composé d'un  nœud principal et de huit nœuds de calcul en utilisant des
ordinateurs  standards  interconnectés  par  un  réseau Gigabit.  Pour  l'exploitation  du  cluster,  nous
avons utilisé la solution open source ROCKS basée sur un système de type Linux. 
Ensuite, Trois applications de calcul électromagnétiques ont été développées et implémentées sur le
cluster  en utilisant  parallèle  MATLAB. Dans  la  première  application,  les  caractéristiques  d'une
antenne  micro-bande   circulaire  multicouches  opérant  en  large  bande  sont  calculées.  La
parallélisation est effectuées en utilisant le modèle de programmation SPMD. Nous avons ensuite
développé et implémenter une méthode systématique pour générer et calculer des expressions sous
format  symbolique des fonctions  de base d'ordre supérieur  de la  FEM. La dernière application
concerne la parallélisation de la méthode des moments spatiale pour le calcul d'un réseau d'antennes
2D de type bowtie.

Mots  clés : Calcul  électromagnétique,  calcul  parallèle,  calcul  haute  performance,  calcul
symbolique, SPMD, FEM ordre supérieur, réseaux antennes, antenne microstrip.

Abstract
In this  work, efficient high performance computation of electromagnetic field problems using a
Beowulf  cluster  and  MATLAB® is  presented.  A cluster  with  one  master  node,  eight  identical
computing nodes, and a Gigabit Ethernet (GbE) switch is firstly built. An open source Rocks toolkit
solution is used to simplify the process of deploying high-performance parallel computing clusters.
Then,  three  computational  electromagnetic  applications  are  developed and implemented  on the
cluster  using  parallel  MatLab.  In  the  first  application,  is  calculated  the  input  impedance  of  a
multilayer  multiconductor  circular  microstrip  antenna  that  is  excited  with  coaxial  probe  and
operating in a wide frequency band. Parallelization is then performed over the frequency vector
permitting a speedup ratio of 23. In the second application, is presented a systematic method for
generating and computing symbolic expressions of 2D/3D FEM basis functions of higher orders up
to 10. The final application is dedicated to the parallelization of the spatial moment method code for
2D array of bowtie antenna. The simulation results have shown that the array size can be increased
considerably leading to a linear system with a size up to 100 times greater than the one under study.

Keywords : Computational electromagnetics, parallel computation, high performance computing,
symbolique compuation, SPMD, High order FEM, array antenna, microstrip antenna
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