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NOTATIONS
�N : L�ensemble des nombres entiers.
�H : Espace de Hilbert.

�C ([a; b]) : Espace des fonctions continues sur l�intervalle [a; b].
� kxk : La norme de vecteur x.
� h:; :i : Un produit intérieur.
�R : Ensemble des réels.
�C : Ensemble des nombres réels..
� ': Approximation.
�A : Opérateur intégrale compact.
�Hi;n : Polynôme d�Hermite.

�! (x) : Fonction de poids.
�Pn : Polynôme orthogonaux.
�f (x) : Fonction donnée.
�K (x; t) : Noyau de l�intégrale.
� � : Un paramètre non nul, réel ou complexe.
�u : La fonction inconnue dans l�équation intégrale (Solution exacte).
�eu : Solution approchée.
�Rn[x] : L�espace des polynômes.
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Introduction

Une équation intégrale est une équation dans laquelle l�inconnue, généralement une fonction

d�une ou plusieurs variables, s�apparaît sous le signe intégral
�R �

.

Les premières équations intégrales furent obtenues par Daniel Bernouli vers 1730 dans

l�étude des oscillations d�une corde tendue. Après l�introduction du noyau de Green, il

fallut attendre les dernières années du XIXe siècle, avec les travaux de H. A. Schwarz, de H.

Poincaré, de V. Volterra et sur tout ceux de I. Fredholm, pour disposer de résultats généraux

en liaison étroite avec les premiers développements de l�analyse fonctionnelle. Quelques

années plus tard, l�étude des équations intégrales conduisait D. Hilbert à dé�nir l�espace qui

porte son nom et à poser les premières bases de la "théorie spectrale".

Les équations intégrales sont le modèle mathèmatique de beaucoup des problèmes de bi-

ologie, de chimine, elles sont aussi importantes dans plusieurs domaines physiques par exem-

ple les équations de Maxwell sont probablement les plus célèbres représentants. Elles appa-

raissent dans des problèmes des transferts d�énergie radiative et des problèmes d�oscillations

d�une corde, d�une membrane ou d�un axe. Ainsi que les équations intégrales ont joué un rôle

historique important dans l�élaboration des principaux concepts de l�analyse contemporaine.

L�étude de ce sujet est répartie sous forme de trois chapitres qui présentent respective-

ment :

�Le premier chapitre est consacré à une introduction sur l�analyse fonctionnelle. On va
dé�ni les opérateurs (compact, intégral linéaire ,adjoint,...).

�Dans le deuxiéme chapitre on va donner la dé�nition des polynômes orthogonaux,et
des Polynômes d�Hermite , et l�approximation par série d�Hermite, équation intégrales ainsi

que leur
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Introduction

classi�cation puis on démontre l�existence et l�unicité de la solution , et qulques méthodes

d�approximation pour ces équation intégrales.

Le troisiéme chapitre représente le but de ce mémoire, c�est-à-dire on va résoudre

numériquement des équation intégrales et integro-di¤érentielles de Fredholm de 2�eme es-

pèce par le polynôme d�Hermite. suivi par une comparaison entre la solution exactes et la

solution approchée.
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Chapitre 1

Rappels d�analyse fonctionnelle

1.1 Notions d�analyse fonctionnelle

Dans ce chapitre, on donne des dé�nitions de base sur l�analyse fonctionnelle,

étudié sur l�espace des fonctions continues sur un intervalle fermé. Aussi on donne quelques

notions sur opérateurs

L�étude de diverse classe des équations intégrales nécessite l�utilisation des espaces fonc-

tionnels, tels que les espaces de Banach ou de Hilbert.

1.1.1 Espace normé

Dé�nition1.1

Soit E un espace vectoriel sur le corps | = R ou C, E est dit espace vectoriel normé s�il est

muni d�une application jj:jj dé�nie sur E à valeurs dans R+, telle que 8x; y 2 E et 8� 2 |
l�application jj:jj véri�e les relation suivant:

(1): jjxjj = 0 ) x = 0

(2): jj�xjj = j�j jjxjj
(3): jjx+ yjj � jjxjj + jjyjj

Tout espace vectoriel muni d�une norme est appelé espace vectoriel normé.

Exemple 1.1

3



1.1. Notions d�analyse fonctionnelle

Soit (C([a; b];R), l�espace vectoriel des fonctions continues sur [a; b], espace vectoriel des

fonctions continues sur [a; b], à valeurs réelles pour tout f 2 C([a; b];R), on pose

jjf jj1 =
bZ
a

f(x)dx (1.1)

et

jjf jj1 = sup
x2[a;b]

jf (x)j (1.2)

, les applications jj:jj et jj:jj sont des normes sur (C([a; b];R).

1.1.2 Espace de Banach

Dé�nition1.2

Une suite (xk)k d�éléments d�un espace normé E est dite suite de Cauchy si :

(8" > 0) (9N � 1) ;8p; q � N =) jjxp � xqjj � " (1.3)

Dé�nition1.3 On dit qu�un espace normé est complet si pour tout suit de Cauchy est

convergente.

Dé�nition1.4 Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

1.1.3 Espace euclidien

Dé�nition 1.5(Produit scalaire)

On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E (réel ou complexe), une fonction h ; i
dé�nie sur E � E dans | = R ou C, possédant les propriétés suivant:

1: hx; yi � 0

2: h�x; yi = � hx; yi
3: hx; y + zi = hx; yi + hx; zi
4: hx; yi = hy; xi
5: hx; xi = 0 ) x = 0

(1.4)

Remarque1.1

La dé�nition du produit scalaire nous donne les relations suivantes
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1.2. Les operateurs

� hx+ y; zi = hx; zi + hy; zi
� hx; �yi = � hx; yi

1.1.4 Espace de Hilbert

Dé�nition 1.6

Un espace de Hilbert E = H est un espace complet par rapport à la norme induite par le

produit scalair h; i, tel que la norme jjxjj = hx; xi1=2. En d�autres termes un espace de
Hilbert est un espace de Banach dont la norme induite par un produit scalaire.

1.1.5 Espace L2 (a; b)

Dé�nition 1.7

On dit qu�une fonction f est de carré intégrable sur [a; b] si l�integrale

Z b

a

f 2 (x) dx (1.5)

existe (est �nie). L�ensemble de toutes les fonctions carré intégrable sur [a; b] sera noté

L2 (a; b) ou L2. On muni L2 du produit scalaire dé�ni par :

hf; gi =
bZ
a

f (x) g (x) dx f; g 2 L2 (1.5)

On dé�nie la norme d�une fonction f 2 L2 par :

jjf jj =
p
(f; f) =

sZ b

a

f 2 (x) dx (1.6)

1.2 Les operateurs

1.2.1 Opérateur compact

Dé�nition 1.8
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1.2. Les operateurs

Soit A un opérateur linéaire d�un espace normé X dans un espace normé Y , on dit que A

est un opérateur compact s�il envoie tout ensemble borné en un ensemble relativement

compact dans Y .

Dé�nition 1.9

On dite qu�une application linéaire T d�un espace de Banach E dans un espace de Banach

F est compact, si T (BE) est une partie compact de F .

Une application linéaire compact est aussi appeleé opérateur compact.

On note K (E;F ) l�ensemble des applications linéaires compactes de E dans F .

Remarque 1.2

Toute application linéaire compacte est continue.

Exemple 1.2

Toute application linéaire continue de rang �ni est compacte.

Exemple 1.3

Une application linéaire continue T d�un espace de Hilbert H est compact si et seulement

si, s�il existe une suite d�application linéaire continue de rang �ni (Tn)n de H qui converge

vers T .

Théorème 1.1

Un opérateur A de X dans Y est compact si et seulement si pour tout suit borné (un) de

X, la suite (Aun) contient une sous suite convergente dans Y .

Théorème 1.2

Un opérateur compact est un opérateur borné, la reciproque est fausse.

Preuve.

En e¤et, si on désigne par B (0; 1) = fx tels que jjxjj � 1 g la boule fermée de rayon
l�unite, alors l�ensemble (A (B (0; 1))) est compacte, donc borné, c�est-a-dire jjA(x)jj <1
et par conséquent supjjxjj�1 jjA(x)jj <1 ce qui signi�e que l�opérateur A est borné.

Théorème 1.3

Une combinaison linéaire A = A1 +A2 des opérateurs compacts est un opérateur compact.

Théorème 1.4

Le produit A�B de deux opérateurs borné A et B est compact si l�un des opérateurs A

ou B est compact.
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1.2. Les operateurs

Théorème 1.5

Soient X un espace normé et Y un espace de Banach et soit (An) une suite d�opérateur

compact de X dans Y , convergente en norme vers l�opérateur linéaire A de X dans Y .

lim
n!1

jjAn � Ajj = 0 (1.7)

Alors A est compact.

Théorème 1.6

Soit A un opérateur borné de X dans Y à l�image A (X) de dimension �ni, alors A est

compact.

Preuve.

En e¤et, car l�opérateur A transforme tout ensemble borné E de X à un ensemble borné

A (E) dans un espace de dimension �nie A (X) ce qui implique que A (E) est pré-compact.

�
Théorème 1.7

L�opérateur identique I de X dans X est compact si et seulement si X est de dimension

�nie.

Remarque 1.3

Un ensemble G � E est relativement compact sa veut dire si pour tout suit (un) de G il

existe un sous suite
�
un(k)

�
qui converge dans E.

Théorème 1.8 (de Arzela-Ascoli)

Soit D un ensemble fermé et borné dans Rn, et A � C (D) un ensemble, on dit que A est

relativement compact si est seulement s�il est borné et équicontinu, c�est à dire, il existe

une constante M telle que ju (x)j �M pour tout x 2 D et pour tout u 2 A nous avons
pour tout � > 0 il existe � > 0 telle que

ju(x)� u(y)j < � pour tout x, y 2 D avec jx� yj < � (1.8)

-L�opérateur intégrale A de C (G) dans C (G) à noyau continu est un opérateur compact.

Preuve.

En e¤et, soit E un ensemble borné de C (G) (jjujj �M) pour tout u 2 E de plus, on a

7



1.2. Les operateurs

jjAu (x)jj �M jGj max
x;y2G

jK (x; y)j 8x 2 E et 8u 2 E (1.9)

D�ou l�ensemble A (E) est borné d�autre part le noyau K est uniformément continue sur le

compacte G�G alors pour tout x; y et z on a

8" > 0;9� > 0 tel que

jx� yj < � =) jK (x; y)�K (y; z)j < "

M jGj (1.10)

D�ou jAu (x)� Au (y)j < " pour tout u 2 E et x; y 2 G avec jx� yj < � ceci exprime que

l�ensemble A (E) est équicontinue, d�ou A (E) est relativement compact par le théorème

d�Arzela-Ascoli, alors A est compact.

Théorème 1.9

L�opérateur intégrale A de C (@G) dans C (@G) à noyau continue ou à noyau faiblement

singulier est un opérateur compact sur C (@G), si @G est de classe C1.

1.2.2 Opérateur intégral linéaire

Théorème 1.10

Soit G un ensemble compact de Rn et soit K une fonction continue de G�G dans C,

alors l�opérateur linéaire dé�nie de C (G) dans C (G) par:

(Au)(x) =

Z
G

jK(x; y)u(y)j dy, 8x 2 G (1.11)

est appelé opérateur intégral à noyau continu K, cet opérateur est borné, la norme jjAjj
est donnée par:

jjAjj = max
x2G

Z
G

jK(x; y)j dy (1.12)

une classe particulièrement simple les opérateurs intégraux est contitue, les opérateurs à

noyau dits dégénerés, de la forme:

K (x; y) =

nX
j=1

aj (x) bj (y) (1.13)

8



1.2. Les operateurs

Théorème 1.11

Soit A un opérateur linéaire borné d�un espace de Banach X dans lui même, avec

jjAjj < 1, et soit I l�opérateur identique sur X. Alors I � A admet un opérateur inverse

borné donné par la série de Neumann

(I � A)�1 =
1X
k=0

Ak (1.14)

de plus

����(I � A)�1
���� � 1

1� jjAjj (1.15)

1.2.3 Opérateur adjoint

Soit A un opérateur intégral de noyau K, alors l�opérateur adjoint A� est un opérateur

intégral de noyau K�, avec K� (t; s) = K (s; t).

Preuve.

De la dé�nition on a, soit ';  2 L2 ([a; b])

(T';  ) =
R b
a

�R b
a
K (x; y)' (y) dy

�
 (x) dx

=
R
[a;b]�[a;b]K (x; y)' (y) (x) dydx

(1.16)

d�aprés le théorème de Fubinis en échangeant encore l�ordre d�intégration, il vient

(T';  ) =

Z b

a

�Z b

a

K (x; y) (x) dx

�
' (y) dy = ('; T � ) (1.17)

d�aprés la dé�nition de l�opérateur adjoint. En permetant des variables, on obtient le

résultat voulu. �

1.2.4 Théorème (de Banach-Steinhaus)

Soit fAngn2N une suite d�opérateurs bornés soit X et Y deux espaces de Banach

An : X ! Y On suppose que la suite est bornée ponctuellement, i.e. que pour tout u 2 X,
il existe une constante Cu telle que jjAnujjY � Cu. Alors, la suite est bornée uniformément

en norme, i.e. il existe une constante C telle que jjAnujjY � Cu.
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Chapitre 2

Polynôme d�Hermite et équation

intégral

2.1 Polynôme d�Hermite

Dans ce chapitre on dé�ni les polynômes d�Hermite. Ces polynômes sont importantes en

mathématiques, parce qu�ils sont simplement dé�nis, peut être calculée rapidement sur les

systèmes informatiques et représentent une grande variété de fonctions. Ils peuvent être

di¤érenciés et intégrés facilement.

2.1.1 Dé�nition de polynôme d�Hermite

Les polynômes de base d�Hermite de degré n forment une base complète dans l�espace

Hilbert et sont dé�nis par

Hn (x) = (�1)nex
2 dn

dxn
(e�x

2

) n 2 N (2.1)

Quelques polynômes

Les premiers polynômes d�Hermite sont :

H0 (x) = 1

H1 (x) = 2x

H2(x) = 4x2 � 2
H3 (x) = 8x3 � 12x

10



2.1. Polynôme d�Hermite

H4 (x) = 16x4 � 48x+ 12
H5 (x) = 32x5 � 160x3 + 120x
Orthogonalité

Dé�nition 2.1.1 (Vecteurs orthogonaux)

On dit que deux vecteurs x et y d�un espace Eucliden E sont orthogonaux si leur produit

scalaire hx; yi est nuls, c�est à dire

hx; yi = 0. On note x ? y (2.2)

Propriétés

� Si un vecteur x de E est orthogonal à chaque vecteur d�un ensemble F , on dit que x est

orthogonal à l�ensemble F , et on écrit

hx; zi = 0 8z 2 F . (2.3)

� Si les vecteurs de deux ensembles F1 et F2 sont orthogonaux deux à deux, on dit que ces
ensembles orthogonaux et on écrit

hv; wi = 0 8v 2 F1 et w 2 F2 (2.4)

2.1.2 Polynômes orthogonaux

Les polynômes

Les polynômes constituent une famile des fonctions tout à fait remaquable en mathéma-

tiques, ils sont aussi un outil essentiel du calcul dans l�analyse numérique, notamment dans

l�évaluation au l�approximation des fonctions, dans les problèmes d�interpolation , dans la

résolution des équation intégrales ou équation di¤érenielle, ...etc

Dé�nition 2.1

Soit I un intervalle fermé ou non, borné ou non et soit ! : I = [a; b]! R une fonction

continue, strictement positive (! (x) > 0 pour tout x 2 I) est dit fonction de poids telle
que l�application

11



2.2. L�orthogonalité des polynômes d�Hermite

8 (P;Q) 2 Rn [X]2 hP;Qi =
bZ
a

P (x)Q (x)! (x) dx (2.5)

dé�ni un produit scalaire sur Rn [X]2.

Dé�nition 2.2

On appelle polynômes orthogonaux associés a la fonction poids ! sur l�intervalle I, la suite

des polynômes pn = anx
n + bnx

n�1 + :::, obtenus par orthogonalisation de Gram-Schmidt

de la suite des monômes xn, n � 0.
Dé�nition 2.3

On dit que la famille de polynômes (pi)i�0 est une famille de polynômes orthogonaux si :

(a) Le degré de pi est i pour tout entier i.

(b) 8 (i; j) 2 N2 i 6= j =) hpi; pji = 0.ce produit scalaire est au sens des fonctions
sommables .

2.2 L�orthogonalité des polynômes d�Hermite

2.2.1 polynômes orthogonaux d�Hermite

La n-iéme fonction de la suite est un polynôme de degré n .ces polynômes sont

orthogonaux pour la fonction de poids e�x
2
dx

c�est-à-dire :

+1Z
�1

Hn(x)Hm(x)e
�x2dx = 0 (2.6)

pour n 6= m

On veut construire une suite de polynômes orthogonaux dans l�espace L2(R; d�), ou la

mesure est donnée par

d�(x) = e�x
2
dx .

Posons '0(x) = e�x
2
et constatons que pour tout entier n � 0 la dérivée n�iéme de'0 est de

la forme

'
(n)
0 (x) = (�1)nHn(x)'0(x) (2.7)

12



2.3. Propriétés :

Posons aussi 'n(x) = Hn(x) e
�x2 = (�1)n'(n)0 (x)

d�ou pour tout entier n � 0 .on a 'n(x) = �'
0
n�1(x)

pour tout entier k; n � 1

Z
R
xk'n(x)dx =

�
�xk'n�1(x)dx

�+1
�1 + k

Z
R
xk�1'n�1(x)dx = k

Z
R
xk�1'n�1(x)dx (2.8)

xk'n�1dx est de la forme P (x)e
�x2 ,avec P un polynôme

�
�xk'n�1(x)

�+1
�1 = 0 (2.9)

d�ou on déduit par réccurence lorsque k < nZ
R
xk'n(x)dx = k!

Z
R
'n�k(x)dx = 0 (2.9)

(puisque n� k > 0, on voit que la fonction 'n�k est la dérivée d�une fonction qui tend vers
0 en �1 ou �1, d�ou la nullité de l�intégrale). en déduit que 'n est orthogonale aux
monômes de degré < n ; on a aussi

Z
R
xk'n(x)dx = n!

Z
R
'0(x)dx =

p
�n! (2.10)

On conclu pour tout k < n la relation d�orthogonalité

Z
R
Hk(x)Hn(x)e

�x2dx =

Z
R
Hk(x)'n(x)dx = 0 (2.11)

2.3 Propriétés :

Nous donnons les propriétés des polynômes d�Hermite de base généralisées dans la liste des

assertions suivantes:

posons '0(x) = e�x
2

(1) Hn est totale dans (R; '0; �):

(2) La propriété de la fonction génératrice:

G(x; t) = e2tx�t
2

=

+1X
n=0

Hn(x)

n!
tn. 8x; t 2 R (2.12)
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2.4. Dévellopement d�une fonction en série de polynôme d�Hermite

(3) La propriété de la relation de récurrence:

Hn+1(x) = 2xHn (x)� 2nHn�1 (x) . (2.13)

(4) La propriété de l�équation di¤érentielle:

H 00
n(x)� 2xH 0

n (x) + 2nHn (x) = 0. (2.14)

(5) La norme du polynome d�Hermite :

kHnk =
q
2n:n!:

p
�: (2.15)

(6) Les dérivés n �eme degré généralisées polyômes de base Hermite sont donnés par :

dn

dx
Hn (x) = 2nHn�1. (2.16)

2.4 Dévellopement d�une fonction en série de polynôme

d�Hermite

Dans l�intervalle in�ni ]�1;+1[ on peut dévelloper une fonction donnée f(x) en série de
polynôme d�Hermite,

f (x) =
nX
i=0

CiHi(x) �1 < x < +1 (2.17)

2.5 Les équations intégrales

Dé�nition 2.4

les équations intégrales ont un caractère fort di¤érent des équations di¤érentielles que l�on

rencontre dans la plus part des phénomènes physiques (par exemple phénomène de

di¤usion), le principale source d�équations de ce type est l�étude du transfert d�énergie par

radiation, A la di¤érence du transfert radiatif, les phénomènes de radiation ne peuvent pas

etre décrit à l�aide d�équation mettant en jeu un simple champ scalaire. Les lois de
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2.5. Les équations intégrales

conservation deviennent alors plus complexe et ne peuvent s�exprimer que sous formes

d�inégrales étendues à toute la surface considérée:

2.5.1 Classi�cations des équations intégrales

Equations intégrales linéaires

Dé�nition 2.5 On appelle équation intégrale une équation ou la fonction inconnue u,

apparait le signe
R
et prend la forme suivante :

u(x)� �

Z
G

k(x; t)u(t)dt = f (x) (2.18)

avec f(x) et k(x; t) sont deux fonctions connues, � un paramètre numérique.

G est un ensemble borné et fermé d�un espace Euclidien, et k est le noyau de l�équation

intégrale.

� Si f(x) 6= 0 l�équation (2:18) est dite équation intégrale non homôgène.
� Si f(x) = 0 l�équation (2:18) est dite équation intégrale homôgène.
Avec toutes ces données, notre problème est de chercher la fonction u qui satisfait

l�équation (2:18)

Et peut être écrite sous forme

u� Au = f (2.19)

ave A =

bZ
a

k(x; t)dt:

Équations intégrales de Fredholm

Dé�nition 2.6

� On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de deuxième espèce non homogène

une équation de la forme

u(x)� �

bZ
a

k(x; t)u(t)dt = f (x) (2.20)

Si f (x) = 0 l�équation intégrale (2:5) s�écrite
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2.5. Les équations intégrales

u (x)� �

bZ
a

k (x; t)u (t) dt = 0 (2.21)

Est apellée équation intégral homogène de Fredholm de seconde espèce.

� On appel équation intégrale linéaire non homogène de Fredholm de premère espèce une

équation de la forme

�

bZ
a

k(x; t)u(t)dt = f (x) : (2.22)

Où la fonction inconnue u (t) n�intervient que sous le signe d�intégration, s�appelle

équation intégrale de Fredholm non homogène de première espèce.

Si f (x) = 0 cette équation est apellée équation intégral homogène de Fredholm de

première espèce.

Équation intégrale de volterra

Dé�nition 2.7

Soit I = [a; b] un intervalle borné et fermé de R:(compact)

L�équation intégrale de volterra est un cas particulier de l�équation de Fredholm.

� On appelle équation intégrale linéaire de volterra du deuxiéme espéce, une équation de la
forme

u(x)� �

xZ
a

k(x; t)u(t)dt = f (x) (2.23)

Si f (x) = 0 l�équation intégrale (2:23) s�écrite

u(x)� �

xZ
a

k(x; t)u(t)dt = 0 (2.24)

Et s�appelle équation intégral homogène de volterra de seconde espèce.

Une équation de la forme

�

xZ
a

k(x; t)u(t)dt = f(x) (2.25)
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2.5. Les équations intégrales

Est appelle équation intégrale de volterra première espéce.

Si f(x) = 0 cette équation est dit équation intégral homogène de volterra de première

espèce.

Équation intégrale de Volterra-Fredholm

Dé�nition 2.8

� On appelle équation intégrale de Volterra-Fredholm de première espèce

Z 1

�1
k

�
� � x

�

�
u (�; t) d� +

Z t

0

F (T )u(x; t)dT (2.26)

= �� (
(t) + �(t)x� g(x))

ou � = G(1� v)�1; f 2 $2((�1; 1)); jxj � 1 et � 2 (0;1) :
� Et appelle équation intégrale de Volterra- Fredholm de deuxième espèce


u(x; t) +
R 1
�1 k

�
��x
�

�
u(�; t)d� +

R t
0
F (T )u(x; t)dT

= g(x; t)
(2.27)

ou g(x; t) = �
�1+�2

[
 (t) + � (t)x� h1 (x)� h2 (x)], jxj � 1
� 2 [0;1] et 
 2 [0;1[

Équation intégrale d�Abel

On appelle équation intégrale d�Abel une équation de la forme

xZ
0

u (t)p
x� t

dt = f(x) (2.28)

ou u(x) est la fonction inconnue et f(x) une fonction donnée, c�est une équation intégrale

de Volterra de première espèce.

On appelle également équation d�Abel une équation plus générale :

Z x

0

u(t)

(x� t)a
dt = f(x) (2.29)

où a est une constant,tel que : 0 < a < 1 (équation d�Abel généralisée). La fonction f(x)

sera supposée possédant une dérivée continue sur un segment [0; a].
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2.6. Existence et l�unicité de la solution de l�équation intégrale

2.6 Existence et l�unicité de la solution de l�équation

intégrale

On considére l�équation

u(x) = f(x) + �

Z x

0

k (x; t)u (t) dt; (2.30)

avec f : [0; �]! Rn fonction continu et, k (x; t) est une matrice n� n des fonction

contunies telles que 0 � x � � et � � 1:

Lemme 2.1(Granwal) Soit f; g : [0; �]! [0;1] deux fonctions continues et soit c un
nombre positif

f (t) � c+

Z t

0

g (s) f (s) ds , 0 � t � �: (2.31)

Alors

f (t) � c+ exp

Z t

0

g (s) ds , 0 � t � �

Preuve.

On suppose c > 0 divisant la relation (2:31) par

�
c+

Z t

0

g (s) f (s) ds

�
Et multipliant par g (t) donc

g (t) f (t) =

�
c+

Z t

0

g (s) f (s) ds

�
� g (t)

En intégrant la relation précédente entre [0; t]

ln

��
c+

Z t

0

g (s) f (s) ds=c

��
�
Z t

0

g (s) ds

Alors

f (t) � c+

Z t

0

g (s) f (s) ds � exp
Z t

0

g (s) ds (2.31)

si c = 0 on applique la limite c! 0 avec les valeurs de fonction f sont positives.
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2.6. Existence et l�unicité de la solution de l�équation intégrale

Théorème 2.1

Soit 0 < � � 1, on suppose que f : [0; �]! R fonction continue et que k (x; t) et un

matrice n� n des fonctiones telle que 0 � t � x � � si 0 < t < �, alors il existe une

unique solution u (x) pour l�équation intégrale de Volterra suivante

u (x) = f (x) +

xZ
0

k (x; t)u (t) dt , x 2 [0; T ] (2.32)

Preuve.

Soit l�équation intégrale de Volterra

u (x) = f (x) +

xZ
0

k(x; t)u (t) dt

On dé�nie la suit ( n (x)) sur l�intervalle [0; T ] par la méthode d�approximation successive,

on obtient

 0 (x) = f(x)

 1 (x) =

xZ
0

k (x; t) 0 (t) dt

...

 i+1 (x) =

xZ
0

k (x; t) i (t) dt

k = max
0�t�T

k (x; t)

F = max
0�t�T

jf(x)j
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2.6. Existence et l�unicité de la solution de l�équation intégrale

j 1 (x)j �
xZ
0

jk (x; t) 0 (t)j dt � kFx

j 2 (x)j �
xZ
0

jk (x; t) 1 (t)j dt � 1
2
k2Fx2

: : :

j n (x)j �
xZ
0

��k (x; t) n�1 (t)�� dt � F (kx)n

n!

par récurrence la relation précédent est vraie quelque soit n 2 N, on a

1X
i=0

F (kx)n

n!
= Fekx

qui est une série de Taylor qui converge uniformément et absolument sur [0; T ] donc la suit

un (x) =
1X
i=0

 i (x) ;

converge vers

u (x) =
1X
i=0

 i (x) :

xZ
0

k (x; t)u (t) dt =

xZ
0

k (x; t)

 1X
i=0

 i (t) dt

!

=
1X
i=0

0@ xZ
0

k (x; y) i (t) dt

1A
=

1X
i=0

 i+1 (x)

=
1X
i=0

 i (x)�  0 (x)

= u (x)� f (x) .

Donc il existe la solution u(x) telle que

u(x) = f(x) +

Z x

0

k(x; t)u(t)dt: (2.33)
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2.6. Existence et l�unicité de la solution de l�équation intégrale

Nous pouvons montrer l�unicité, on suppose qu�il existe deux solutions X (x) et Y (x) de

l�équation (2:33); donc

X(x)� Y (x) =

xZ
0

k (x; t) (X(t)� Y (t)) dt;

On obtient donc la suit suivante:

jX(x)� Y (x)j � k

xZ
0

jX(t)� Y (t)j dt

cette relation est de la forme suivante

Z(x) � k

xZ
0

jZ(t)j dt

telle que Z(x) = X(x)� Y (x), on a 8c > 0 la relation

Z(x) � c+ k

xZ
0

jZ(t)j dt

la relation précédent est vrais pour c = 0 telle c est une constante, d�après le lemme de

Gronwall

jZ(x)j � cekx = 0;

puisque c = 0, donc

Z(x) = X(x)� Y (x) = 0

X(x) = Y (x)

Alors la solution de l�équation intégrale (2:33) est unique.
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2.7. Méthodes d�approximation pour les équations intégrales

2.7 Méthodes d�approximation pour les équations in-

tégrales

Un grand nombre de méthodes fondées sur des principes di¤érents ont été proposées et sont

pratiquement utilisées pour la résolution numérique des équations intégrales. Dans cette

partie on donne quelques méthodes d�approximation.

2.7.1 Méthodes du noyau dégénéré

Soit A l�opérateur intégral dé�ni sur l�espace C [a; b] . La méthode du noyau dégénéré

correspond à approximer le noyau K par une suit de noyau dégénérés Kn de la forme :

Kn (x; t) =
nX
j=1

pj (x) qj (t) 8x; y 2 [a; b] (2.34)

Où (pj)1<j<n et (qj)1<j<n sont des familles d�éléments de C [a; b], avec de plus la famille

(pj)1<j<n est linéairement indépendante. Dans ce cas l�opérateur intégral A est approximer

par une suite d�opérateurs (An)n2N de la forme :

Anu =
nX
j=1

hu; qji pj (2.35)

Et par conséquence, l�équation (2:18) avec � = 1 sera elle aussi approximer par

un (x)�
nX
j=1

zjpj (x) = f (x) (2.36)

Où

zj =

bZ
a

qj (t)u (t) dt j = 1; 2; :::; n (2.37)

Aussi, on peut écrire :

zi =

bZ
a

qi (x)u (x) dx =

bZ
a

qi (x) f (x) dx+
nX
j=1

0@ bZ
a

qi (x) pj (x) dx

1A zj. (2.38)

Posons
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2.7. Méthodes d�approximation pour les équations intégrales

ci =

bZ
a

qi (x) f (x) dx, aij =

bZ
a

qi (x) pj (x) dx (2.39)

On obtient

zi = ci +
nX
j=1

aijzj, i = 1; 2; :::; n (2.40)

Finalement, on a le théorème suivant :

Théorème 2.2 Les solutions de l�équation :

un (x)�
nX
j=1

hu; qji pj = f (2.41)

Ont la forme :

un = f +
nX
j=1

zipi (2.42)

Où les coe¢ cients z1; z2; :::; zn sont solution du système (2:40) i.e

8i 2 f1; :::; ng , zi �
nX
j=1

hpj; qii zj = hf; qii (2.43)

2.7.2 Méthodes de projection

Dé�nition 2.9

Soit X un espace vectoriel normé, etUun sous espace de X. Un opérateur borné

P : X ! Y est appelé projecteur s�il véri�e :

8u 2 U , Pu = v (2.44)

Dé�nition 2.10 (Méthodes de projection)

On se donne X et Y deux espaces de Banach, ainsi que A : X ! Y un opérateur borné

injectif. Pour f 2 A (x) � Y , on cherche à approcher la solution du problème:

trouver u 2 X tel que Au = f (2.45)
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2.7. Méthodes d�approximation pour les équations intégrales

Pour se faire, on se donne une suite de sous espaces vectoriels Xn � X et Yn � Y de

dimension �nie n, ainsi que des projecteurs Pn : Y ! Yn.

On considère le problème approché :

trouver un 2 Xn tel que PnAun = Pnf (2.46)

Cette méthode de projection est dite convergente s�il existe un rang n0 à partir duquel

pour tout f 2 A (X), l�équation approché (2:46) admet une unique solution un 2 Xn et

que cette solution converge vers la solution u de (2:45), i.e un ! u si n! +1.
Cette condition de convergence peut s�exprimer simplement en fonction de l�opérateur

An = PnA : Xn ! Yn.

Elle signi�e simplement qu�à partir d�un certain rang, cet opérateur est inversible, et que

de plus, on a une convergence ponctuelle

A�1 (Pnf) = A�1 (Pn (Au)) = (PnA)
�1 PnAu !

n!1
u (2.47)

2.7.3 Méthode de collocation

Généralement, le principe de la méthode de collocation appliqué à la résolution approchée

d�opérateur équation

u� Au = f (2.48)

Consiste à chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension �nie, en

exigeant que l�équation(2:48)soit véri�ée seulement sur un nombre �ni de points appelés

points de collocation.

En pratique, nous choisissons une suite de sous espaces Xn � X, n � 1 de dimension �nie,
généralement des sous espaces de C (G) ou de L2 (G). Soit f 1; :::;  ng une base de Xn.

On cherche une fonction un 2 Xn, de la forme

un (x) =
nX
i=1

cj j (x) , x 2 G (2.49)
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2.7. Méthodes d�approximation pour les équations intégrales

Pour déterminer les coe¢ cients (cj), on substituant, cette fonction dans l�équation (2:48),

et on exigeant que l�équation soit exacte dans le sens où le résidu

Rn (x) = un (x)�
Z
G

K (x; t)u (t) dt� f (t)

=

nX
j=1

cj

8<: j (x)�
Z
G

K (x; t) j (t) dt

9=;� f (x) , x 2 G
(2.50)

soit nul sur un système de noeuds x1; x2; :::; xn 2 G, (i.e, aux points de collocation)
Ce qui conduit systématiquement à la résolution du système linéaire

nX
j=1

8<: j (xi)�
Z
G

K (xi; t) j (t) dt

9=; cj = f (xi) , i = 1; 2; :::; n (2.51)

de la forme 	nX = fn. Évidement, ce système admet une solution unique si le det 	n est

non nul, ce qui dépend d�ailleurs du choix des points de collocation.

2.7.4 Méthode de Galerkin

La méthodes de Galerkin est semblable à la précédente, sauf qu�elle demande des

conditions optimales pour les fonctions un 2 Xn. Plutôt que rechercher l�orthogonalité

avec l�espace transformé cXn, on demende simplement l�orthogonalité avec l�espace Xn. Si

on note Pn l�opérateur de projection sur Xn, ces conditions se traduisent simplement par

la projection de l�équation (2:48):

un � PnAun = Pnf (2.52)

On peut expliciter les équations obtenues sur notre base vi de Xn :

8i 2 f1; :::; ng , hbun � f; uii = 0 (2.53)

() 8i 2 f1; :::; ng , hun � Aun � f; vii = 0

En recherchant un par l�intermédiaire d�une combinaison linéaire comme en (2:52), ces

équations se traduisent par le système :
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2.7. Méthodes d�approximation pour les équations intégrales

26664
hbu1; u1i : : : hbun; u1i
...

. . .
...

hbu1; uni : : : hbun; uni

37775
26664
�1
...

�n

37775 =
26664
hf; u1i
...

hf; uni

37775
2.7.5 Méthode de Petrov-Galerkin

Il s�agit d�une méthode essentiellement Hilbertienne, c�est à dire qu�elle met en jeu la

projection de notre équation dans un sous espace de dimension �nie. Pour ce faire, soit X

un espace d�Hilbert muni d�un produit scalaire h:; :i on se donne une suite de sous espace
Xn � X de dimension �nie. Soit f 1; :::;  ng une base orthonormale de Xn, on cherche

une fonction un 2 Xn de la forme (2:49)proche de la solution exacte du problème original.

Donc pour le problème (2:48), l�idée est de minimiser l�erreur

rn =
nX
i=1

ci (I � A) i � f (2.54)

d�où on impose la condition d�orthogonalité suivante



rn;  j

�
=

*
nX
i=1

ci (I � A) i � f;  j

+
= 0, j = 1; :::; n (2.55)

ce qui implique *
nX
i=1

ci (I � A) i;  j

+
�


f;  j

�
= 0, j = 1; :::; n (2.56)

ou
nX
i=1

ci
�

 i;  j

�
�


A i;  j

�	
=


f;  j

�
, j = 1; :::; n (2.57)

Ainsi, on obtient le système linéaire

cj �
nX
i=1

ci


A i;  j

�
=


f;  j

�
, j = 1; :::; n (2.58)
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Chapitre 3

Analyse numérique pour les équations

intégrales et équations

intégro-di¤érentielles

La résolution des équations intégrales et intégro-di¤érentielles est très di¢ cile, donc on doit

résoudre numériquement.

l�objectif est de trouver une solution approchée de la solution exacte. Dans ce chapitre on

va résoudre numériquement des équations intégrales de Fredholm de 2�eme espèce et équations

intégro-di¤érentielles de Fredholm de 2�eme espèce par polynôme d�Hermite et on va faire un

comparaison entre les solutions exactes et les solutions approchés.

3.1 Résolution de l�équation intégrale de Fredholm par

polynôme d�Hermite

3.1.1 Discrétisation de l�équation intégrale

Dans cette partie, nous voulons à l�équation de Fredholm de 2�eme espèce qui dé�ni par :

u (x) + �

bZ
a

k (x; t)u (t) dt = f (x) , x 2 [a; b] (3.1)
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3.1. Résolution de l�équation intégrale de Fredholm par polynôme d�Hermite

Où f (x) est une fonction continue dans [a; b], k (x; t) fonction continue 8 (x; t) 2 [a; b]2.
Nous convertissons cette équation en système des équations linéaires. Pour ce résultat,

nous avons besoin de quelques fonctions de base pour estimes la solution de équation

intégrale. De sort que, nous choisissons des polynômes d�Hermite comme les fonctions de

base

Maintenant nous employons la technique de la méthode de Galerkin

Pour ceci, nous estimons la fonction inconnue u (x) comme suit

u (x) =

nX
i=0

aiHi(x) (3.2)

Où Hi sont des polynômes d�Hermite et, ai; i = 0; 1; :::; n sont des paramètres inconnus,

être déterminé.on remplace (3:2) dans l�équation(3:1), nous obtenons

nX
i=0

aiHi (x) + �

bZ
a

"
k (x; t)

nX
i=0

aiHi (t)

#
dt = f (x) (3.3)

ou

nX
i=0

ai

24Hi (x) + �

bZ
a

k(x; t)Hi (t) dt

35 = f (x) (3.4)

Alors les équations de Galerkin sont obtenues en multipliant les deux côtés de (3:4) par Hj

et puis en intégrant en ce qui concerne x de a à b, nous ont

nX
i=0

ai

24 bZ
a

24Hi (x) + �

bZ
a

k(x; t)Hi (t) dt

35Hj (x) dx

35 = bZ
a

Hj (x) f (x) dx. (3.5)

Puisque dans chaque équation, il ya trois intégrales. La fonction à intégrer intérieure du

côté gauche est une fonction de x et de t, et est intégrée en ce qui concerne t de a à b. En

conséquence la fonction à intégrer externe devient une fonction de x seulement et

l�intégration avec le respact à x rapporte une constante. Ainsi pour le chaque

(j = 0; 1; :::; n) nous prenons une équation linéaire avec les inconnus (n+ 1) (ai

i = 0; 1; :::; n).

En�n (3:5) représente le système (n+ 1) des équations linéaires dans les (n+ 1)inconnue,

et s�écrit sous forme
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3.2. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte

Ai;jXi = bj, i; j = 0; 1; :::; n (3.6)

avec

Ai;j =

bZ
a

24Hi (x) + �

bZ
a

k(x; t)Hi (t) dt

35Hj (x) dx , i; j = 0; 1; :::; n

bj =

bZ
a

Hj (x) f (x) dx, j = 0; 1; :::n

X t
i = (ai) , i = 0; 1; :::; n

3.2 Comparaison entre la solution approchée et la so-

lution exacte

Dans ce paragraphe on donne quelques exemples ulistratifs pour tester la méthode que on

a traité dans 3:5 puis on donne les tableaux comparatif de la solution exacte avec la

solution approchée suivi par l�erreur obtenue en chaque noeud .

Exemple 3.1

Soit l�équation de Fredholm suivant

u (x)�
1Z
0

2exetu (t) dt = ex, 0 � x � 1,

La solution exacte de cette équation est u (x) = ex

2�e2 .

La solution approché eu (x) de la solution exacte u (x) est obtenu par la solution du
systéme des équations linéaires pour n = 4 et n = 8
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3.2. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte

pour n = 4 pour n = 8

x Solution exacte Sol approché erreur Sol approché erreur

1 0.0 -0.185561 -0.185387 1.744100e-004 -0.185143 4.187355e-004

2 0.1 -0.205077 -0.205116 3.902008e-005 -0.204353 7.235674e-004

3 0.2 -0.226645 -0.226719 7.352367e-005 -0.225756 8.893342e-004

4 0.3 -0.250481 -0.250505 2.345189e-005 -0.249506 9.754945e-004

5 0.4 -0.276825 -0.276785 3.954645e-005 -0.275896 9.287872e-004

6 0.5 -0.305939 -0.305870 6.891248e-005 -0.305124 8.145013e-004

7 0.6 -0.338115 -0.338069 4.581596e-005 -0.337503 6.112137e-004

8 0.7 -0.373674 -0.373692 1.792841e-005 -0.373322 3.529416e-004

9 0.8 -0.412974 -0.413051 7.663810e-005 -0.412949 2.555398e-005

10 0.9 -0.456407 -0.456454 4.720080e-005 -0.456749 3.419282e-004

11 1.0 -0.504408 -0.504213 1.948621e-004 -0.505171 7.630412e-004

Tab(1):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 1 pour n=4et n=8
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3.2. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte
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Fig(1):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 1

pour n=40

Exemple 3.2

Soit l�équation de Fredholm suivant

u (x)�
1Z

�1

�
x4 � t4

�
u (t) dt = x, � 1 � x � 1,

La solution exacte de cette équation est u (x) = x.

La solution approché eu (x) de la solution exacte u (x) est obtenu par la solution du
systéme des équations linéaires pour n = 4
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3.2. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte

pour n = 4 pour n = 8

x Solution exacte Sol approché erreur Sol approché erreur

1 -1.0 -1.000000 -1.000000 0.000000e+000 -1.000000 0.000000e+000

2 -0.8 -0.800000 -0.800000 0.000000e+000 -0.800000 0.000000e+000

3 -0.6 -0.600000 -0.600000 0.000000e+000 -0.600000 0.000000e+000

4 -0.4 -0.400000 -0.400000 0.000000e+000 -0.400000 0.000000e+000

5 -0.2 -0.200000 -0.200000 0.000000e+000 -0.200000 0.000000e+000

6 0.0 0.000000 0.000000 0.000000e+000 0.000000 0.000000e+000

7 0.2 0.200000 0.200000 0.000000e+000 0.200000 0.000000e+000

8 0.4 0.400000 0.400000 0.000000e+000 0.400000 0.000000e+000

9 0.6 0.600000 0.600000 0.000000e+000 0.600000 0.000000e+000

10 0.8 0.800000 0.800000 0.000000e+000 0.800000 0.000000e+000

11 1.0 1.000000 1.000000 0.000000e+000 1.000000 0.000000e+000

Tab(2):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 2 pour n=4 et n=8

Remarque 3.2.1 la colonne de l�erreur est � 0 , que la solution approché coincide avec

la solution exacte .

32



3.2. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte
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Fig(2):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple

2 pour n=40

Exemple 3.3

Soit l�équation de Fredholm suivant

u (x) +

1Z
0

xetu (t) dt = e�x, 0 � x � 1,

La solution exacte de cette équation est u (x) = e�x � x
2
.

La solution approché eu (x) de la solution exacte u (x) est obtenu par la solution du
systéme des équations linéaires pour n = 4
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3.2. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte

pour n = 4 pour n = 8

x Solution exacte Sol approché erreur Sol approché erreur

1 0.0000000 1.000000 0.999614 3.863593e-004 1.000000 0.000000e+000

2 0.1000000 0.854837 0.854931 9.354185e-005 0.853516 1.321793e-003

3 0.2000000 0.718731 0.718883 1.519075e-004 0.716797 1.933878e-003

4 0.3000000 0.590818 0.590854 3.551937e-005 0.588867 1.951033e-003

5 0.4000000 0.470320 0.470229 9.085043e-005 0.468750 1.570046e-003

6 0.5000000 0.356531 0.356394 1.366352e-004 0.354492 2.038472e-003

7 0.6000000 0.248812 0.248733 7.841202e-005 0.248047 7.647611e-004

8 0.7000000 0.146585 0.146632 4.648777e-005 0.143555 3.030616e-003

9 0.8000000 0.049329 0.049475 1.457601e-004 0.047852 1.477402e-003

10 0.9000000 -0.043430 -0.043353 7.735973e-005 -0.043945 5.149722e-004

11 1.000000 -0.132121 -0.132466 3.457667e-004 -0.131836 2.846213e-004

Tab(3):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 3 pour n=4 et n=8
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3.2. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte
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Fig(3):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple

3 pour n=40

Exemple 3.4

Soit l�équation de Fredholm suivant

u (x)�
1Z
0

�
xt+ x2t2

�
u (t) dt = 1, � 1 � x � 1,

La solution exacte de cette équation est u (x) = 1 + 10
9
x2.

La solution approché eu (x) de la solution exacte u (x) est obtenu par la solution du
systéme des équations linéaires pour n = 4
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3.2. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte

pour n = 4 pour n = 8

x Solution exacte Sol approché erreur Sol approché erreur

1 0.0000000 2.111111 2.111111 0.000000e+000 2.111111 0.000000e+000

2 0.1000000 1.711111 1.711111 0.000000e+000 1.711111 0.000000e+000

3 0.2000000 1.400000 1.400000 0.000000e+000 1.400000 0.000000e+000

4 0.3000000 1.177778 1.177778 0.000000e+000 1.177778 0.000000e+000

5 0.4000000 1.044444 1.044444 2.220446e-016 1.044444 2.220446e-016

6 0.5000000 1.000000 1.000000 0.000000e+000 1.000000 0.000000e+000

7 0.6000000 1.044444 1.044444 2.220446e-016 1.044444 2.220446e-016

8 0.7000000 1.177778 1.177778 0.000000e+000 1.177778 0.000000e+000

9 0.8000000 1.400000 1.400000 0.000000e+000 1.400000 0.000000e+000

10 0.9000000 1.711111 1.711111 0.000000e+000 1.711111 0.000000e+000

Tab(4):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 4 pour n=4 et n=8
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3.2. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte
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Fig(4):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple

4 pour n=40

Exemple 3.5

Soit l�équation de Volterra suivant

u (x) + 4

xZ
0

(x� t)u (t) dt = sin(x), 0 � x � 5,

La solution exacte de cette équation est u (x) = � sin(x)
3
+ 2 sin(2x)

3
.

La solution approché eu (x) de la solution exacte u (x) est obtenu par la solution du
systéme des équations linéaires pour n = 10
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3.2. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte

Points de x Solution exacte Solution approché erreur

1 0.0000000 0.000000 -0.000080 8.049607e-005

2 0.1000000 0.401172 0.401110 6.250784e-005

3 0.2000000 0.325708 0.325790 8.229998e-005

4 0.3000000 -0.238418 -0.238494 7.529785e-005

5 0.4000000 -0.807634 -0.807616 1.838216e-005

6 0.5000000 -0.838774 -0.838693 8.027353e-005

7 0.6000000 -0.233317 -0.233450 1.332026e-004

8 0.7000000 0.554919 0.555063 1.444095e-004

9 0.8000000 0.911840 0.911721 1.189399e-004

10 0.9000000 0.600589 0.600698 1.093523e-004

Tab(5):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 6 pour n=4
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3.2. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte
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Fig(5):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple

6 pour n=10

3.2.1 Discrétisation de l�équation intégro-di¤érentielle

Dans cette partie, nous voulons à l�équation integro-di¤erentielle qui dé�ni par :

�(x)u00 (x) + �(x)u0(x) + 
(x)u(x) + �

bZ
a

k (x; t)u (t) dt = f (x) , x 2 [a; b] (3.7)

avec u(a) = r1 , u0(a) = r2

Où f (x) est une fonction continue dans [a; b], k (x; t) fonction continue 8 (x; t) 2 [a; b]2.
Nous convertissons cette équation en système des équations linéaires. Pour ce résultat,

nous avons besoin de quelques fonctions de base pour estimes la solution de équation

intégrale. De sort que, nous choisissons des polynômes d�Hermite comme les fonctions de

base
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3.2. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte

Maintenant nous employons la technique de la méthode de Galerkin

Pour ceci, nous estimons la fonction inconnue u (x) comme suit

u (x) =
nX
i=0

aiHi(x) (3.8)

alors

u0 (x) =

nX
i=0

aiH
0
i(x) (3.8)

et

u00 (x) =
nX
i=0

aiH
00
i (x) (3.9)

Où Hi sont des polynômes d�Hermite et, ai; i = 0; 1; :::; n sont des paramètres inconnus,

être déterminé.on remplace (3:8) et (3:8) et (3:9)dans l�équation(3:7), nous obtenons

nX
i=0

�(x)aiH
00
i (x)+

nX
i=0

�(x)aiH
0
i (x)+

nX
i=0


(x)aiHi (x)+�

bZ
a

"
k (x; t)

nX
i=0

aiHi (t)

#
dt = f (x)

(3.10)

ou

nX
i=0

ai

24�(x)H 00
i (x) + �(x)H 0

i (x) + 
(x)Hi (x) + �

bZ
a

k(x; t)Hi (t) dt

35 = f (x) (3.11)

Alors les équations de Galerkin sont obtenues en multipliant les deux côtés de (3:11) par

Hj et puis en intégrant en ce qui concerne x de a à b, nous ont

nX
i=0

ai

24 bZ
a

24�(x)H 00
i (x) + �(x)H 0

i (x) + 
(x)Hi (x) + �

bZ
a

k(x; t)Hi (t) dt

35Hj (t) dx

35 = bZ
a

Hj (x) f (x) dx

(3.12)

Puisque dans chaque équation, il ya trois intégrales. La fonction à intégrer intérieure du

côté gauche est une fonction de x et de t, et est intégrée en ce qui concerne t de a à b. En

conséquence la fonction à intégrer externe devient une fonction de x seulement et

l�intégration avec le respact à x rapporte une constante. Ainsi pour le chaque
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3.2. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte

(j = 0; 1; :::; n) nous prenons une équation linéaire avec les inconnus (n+ 1) (ai

i = 0; 1; :::; n).

Donc les conditions initiales de probléme(3:7) sont donné

u(a) =

nX
i=0

aiHi(a) = r1

et

u0 (a) =

nX
i=0

aiH
0
i(a) = r2

En�n (3:12) représente le système (n+ 1) des équations linéaires dans les inconnue

(n+ 1), sont donné

Mi;jXi = bj, i; j = 0; 1; :::; n (3.13)

où

Mi;j =

bZ
a

24�(x)H 00
i (x) + �(x)H 0

i (x) + 
(x)Hi (x) + �

bZ
a

k(x; t)Hi (t) dt

35Hj (x) dx, i = 2; 3; :::; n et j = 0; 1; :::; n

M1;j = Hj(a) , j = 0; 1; :::; n

M2;j = H 0
j(a) , j = 0; 1; :::; n

bj =

bZ
a

Hj (x) f (x) dx, j = 2; 3; :::n

b0 = r1 et b1 = r2

X t
i = (ai) , i = 0; 1; :::; n

on pose Gi;j =

bZ
a

24A(x)H 00
i (x) +B(x)H 0

i (x) + C(x)Hi (x) + �

bZ
a

k(x; t)Hi (t) dt

35Hj (x) dx

alors le systeme Mi;j Xi = bj est donné comme suite
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3.3. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte
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H0 H1 ::::::::::::::::: Hn

H 0
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1 ::::::::::::::::: H 0
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�
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=

26666666666666666664

r1

r2
bZ
a

H2 (x) f (x) dx

:::

:::
bZ
a

Hn (x) f (x) dx

37777777777777777775
3.3 Comparaison entre la solution approchée et la so-

lution exacte

Exemple 3.6

Soit l�équation de Fredholm suivant

u00 (x)�
1Z

�1

(1� xt)u (t) dt = 32x, � 1 � x � 1,

avec u(0) = �5
2
, u0(0) = 12

La solution exacte de cette équation est u (x) = 5x3 + 3
2
x2 + 1.

La solution approché eu (x) de la solution exacte u (x) est obtenu par la solution du
systéme des équations linéaires pour n = 8
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3.3. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte

Points de x Solution exacte Solution approché erreur

1 -1.0000000 -2.500000 -2.500000 1.776357e-015

2 -0.8000000 -0.600000 -0.600000 1.287859e-014

3 -0.6000000 0.460000 0.460000 5.373479e-014

4 -0.4000000 0.920000 0.920000 1.272316e-013

5 -0.2000000 1.020000 1.020000 2.378098e-013

6 0.0000000 1.000000 1.000000 3.912426e-013

7 0.2000000 1.100000 1.100000 5.913048e-013

8 0.4000000 1.560000 1.560000 8.431034e-013

9 0.6000000 2.620000 2.620000 1.151079e-012

10 0.8000000 4.520000 4.520000 1.520561e-012

11 1.000000 7.500000 7.500000 1.955769e-012

Tab(6):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 11 pour n=8
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3.3. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte
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Fig(6):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 7

pour n=50

Exemple 3.7

Soit l�équation de Fredholm suivant

u0 (x)�
1Z
0

xt u (t) dt = 6x+ 3, 0 � x � 1,

avec u(0) = 0 , u0(0) = 0

La solution exacte de cette équation est u (x) = 4x2 + 3x.

La solution approché eu (x) de la solution exacte u (x) est obtenu par la solution du
systéme des équations linéaires pour n = 8
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3.3. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte

Points de x Solution exacte Solution approché erreur

1 0.0000000 0.000000 0.000000 0.000000e+000

2 0.1000000 0.340000 0.340000 2.650768e-012

3 0.2000000 0.760000 0.760000 6.164735e-012

4 0.3000000 1.260000 1.260000 8.767209e-012

5 0.4000000 1.840000 1.840000 9.402923e-012

6 0.5000000 2.500000 2.500000 7.737366e-012

7 0.6000000 3.240000 3.240000 4.155343e-012

8 0.7000000 4.060000 4.060000 2.389200e-013

9 0.8000000 4.960000 4.960000 3.621103e-012

10 0.9000000 5.940000 5.940000 3.447909e-012

11 1.000000 7.000000 7.000000 3.545608e-012

Tab(7):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 8 pour n=8
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3.3. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte
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Fig(7):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de

l�exemple 8 pour n=50

Exemple 3.8

Soit l�équation de Fredholm suivant

u00 (x) + u0(x) + u(x)�
1Z
0

xt u (t) dt = x2 +
7

4
x+ 2, 0 � x � 1,

avec u(0) = 0 , u0(0) = 0

La solution exacte de cette équation est u (x) = x2.

La solution approché eu (x) de la solution exacte u (x) est obtenu par la solution du
systéme des équations linéaires pour n = 8
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3.3. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte

Points de x Solution exacte Solution approché erreur

1 0.0000000 0.000000 -0.000000 2.220446e-016

2 0.1000000 0.010000 0.010000 1.454455e-012

3 0.2000000 0.040000 0.040000 4.730577e-012

4 0.3000000 0.090000 0.090000 8.476664e-012

5 0.4000000 0.160000 0.160000 1.171535e-011

6 0.5000000 0.250000 0.250000 1.384326e-011

7 0.6000000 0.360000 0.360000 1.463074e-011

8 0.7000000 0.490000 0.490000 1.422246e-011

9 0.8000000 0.640000 0.640000 1.313671e-011

10 0.9000000 0.810000 0.810000 1.226608e-011

11 1.000000 1.000000 1.000000 1.287681e-011

Tab(8):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 9 pour n=8
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3.3. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte
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Fig(8):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 9

pour n=50

Exemple 3.9

Soit l�équation de Fredholm suivant

u00 (x) + 2u0(x) + 3u(x)�
1Z
0

xt u (t) dt = 6ex � x

2
, 0 � x � 1,

avec u(0) = 1 , u0(0) = 1

La solution exacte de cette équation est u (x) = ex.

La solution approché eu (x) de la solution exacte u (x) est obtenu par la solution du
systéme des équations linéaires pour n = 8
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3.3. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte

Points de x Solution exacte Solution approché erreur

1 0.0000000 1.000000 1.000000 0.000000e+000

2 0.1000000 1.105171 1.105255 8.423571e-005

3 0.2000000 1.221403 1.221977 5.745404e-004

4 0.3000000 1.349859 1.351667 1.807777e-003

5 0.4000000 1.491825 1.495910 4.085299e-003

6 0.5000000 1.648721 1.656381 7.660082e-003

7 0.6000000 1.822119 1.834841 1.272250e-002

8 0.7000000 2.013753 2.033137 1.938463e-002

9 0.8000000 2.225541 2.253204 2.766284e-002

10 0.9000000 2.459603 2.497062 3.745865e-002

11 1.000000 2.718282 2.766819 4.853746e-002

Tab(9):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 10 pour n=8
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3.3. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte
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Fig(9):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple

10 pour n=50

Exemple 3.10

Soit l�équation de Fredholm suivant

xu00 (x) + xu0(x) + u(x)�
1Z
0

x u (t) dt = e�x � (e� 1
e
), 0 � x � 1,

avec u(0) = 1 , u0(0) = �1

La solution exacte de cette équation est u (x) = e�x.

La solution approché eu (x) de la solution exacte u (x) est obtenu par la solution du
systéme des équations linéaires pour n = 8
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3.3. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte

Points de x Solution exacte Solution approché erreur

1 0.0000000 1.000000 1.000000 1.110223e-016

2 0.1000000 0.904837 0.904886 4.907598e-005

3 0.2000000 0.818731 0.818919 1.880487e-004

4 0.3000000 0.740818 0.741210 3.921747e-004

5 0.4000000 0.670320 0.670947 6.270128e-004

6 0.5000000 0.606531 0.607387 8.562277e-004

7 0.6000000 0.548812 0.549860 1.048652e-003

8 0.7000000 0.496585 0.497770 1.184676e-003

9 0.8000000 0.449329 0.450591 1.262027e-003

10 0.9000000 0.406570 0.407871 1.301006e-003

11 1.000000 0.367879 0.369229 1.349216e-003

Tab(10):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 11 pour n=8
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3.3. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte
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Fig(10):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 11

pour n=50

Exemple 3.11

Soit l�équation integro-di¤érentielle de Volterra suivant

u00(x)�
xZ
0

(x� t)u (t) dt = x, 0 � x � 1,

avec u(0) = 1 , u0(0) = �1

La solution exacte de cette équation est u (x) = sinh(x).

La solution approché eu (x) de la solution exacte u (x) est obtenu par la solution du
systéme des équations linéaires pour n = 8
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3.3. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte

Points de x Solution exacte Solution approché erreur

1 0.0000000 0.000000 0.000000 1 2.710505e-020

2 0.1000000 0.100167 0.100167 7.909763e-010

3 0.2000000 0.201336 0.201336 5.462371e-010

4 0.3000000 0.304520 0.304520 1.272566e-009

5 0.4000000 0.410752 0.410752 1.319598e-010

6 0.5000000 0.521095 0.521095 1.450521e-009

7 0.6000000 0.636654 0.636654 7.215613e-010

8 0.7000000 0.758584 0.758584 8.755036e-010

9 0.8000000 0.888106 0.888106 7.357860e-010

10 0.9000000 1.026517 1.026517 5.878626e-010

11 1.000000 1.175201 1.175201 5.521783e-011

Tab(11):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 12 pour n=8
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3.3. Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte
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Fig(11):Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de

l�exemple 16 pour n=50
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Conclusion générale

Conclusion générale

La résolution numérique des équations intégrales et integro-di¤érentielles sont souvent

nécessaires, faute de l�existence de solution analytiques.

Les méthodes de résolution numérique des équations intégrales et integro-di¤érentielles

jouent un rôle très important dans divers domaines scienti�ques. Avec l�avantage des ma-

chines de calcul numérique, notamment les ordinateurs, ces méthodes sont devenues au-

jourd�hui un outil essentiel pour l�investigation dans les di¤érents problèmes fondamentaux

dans les assimilations des phénomènes scienti�ques qui sont di¢ ciles à réaliser, voir impos-

sible à résoudre.

Dans ce travail, nous avons étudié la résolution numérique des équations intégrales et

integro-di¤érentielles de type "Fredholm de 2�eme espèce" par les polynômes d�Hermites".

Ou nous utilisons la méthode de Galerkin sur la base des polynômes d�Hermite général-

isées.Nous avons utilisé plusieurs exemples pour les equations intégrales et les équations

intégro-di¤érentielles pour tester l�é�cacité de la méthode ,on conclu généralement que cette

méhode est trés e¢ cace pour résoudre ce genre de problème .
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