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Notifications :

déplacement axial
déplacements transverses

le champ de déformation
moment résultant au centre de surface N
Le torseur des efforts intérieurs N
effort normal Nm
effort tranchant N

moment de torsion Nm

moment de flexion (ou moment fléchissant) Nm

contrainte Pa

le vecteur des déplacements
accélération

rigidité ( module d’Young ou module d’élasticité longitudinal ) N.m™?
section m?
masse volumique Kg.m™3

la masse linéique ’apparente’

la masse unitaire

La masse Kg

la déformations de flexion

la fréquence rad/s

Pulsation

la longueur de poutre m

rayon de courbure
moment d’inertie autour de 1’axe z
la matrice de rigidité ¢lémentaire
la matrice de rigidité globale
le vecteur charges nodales

la fonction de Gibbs élastique

est le coefficient piézoélectrique m?2.C~1

est la compliance élastique m2. N~1



Introduction générale

De nos jours, les matériaux composites multicouches ont trouvé des applications de
plus en plus larges pratiquement dans tous les secteurs industriels, tel que
l'aéronautique, l'automobile, le génie civil et les constructions navales. Cette
considérable utilisation est, surement due aux remarquables avantages qu’offrent ce
type de matériaux a savoir ; un excellent rapport rigidité poids, une bonne résistance a
la corrosion, une résistance a la fatigue et bien d’autre avantage d’autant plus que leurs
propriétés sont ajustables pour différentes situations.

Au cours de ces deux a trois dernic¢res décennies, les outils d'analyse disponibles pour
l'ingénieur se sont modifiés et accrus, surtout ceux utilisant les méthodes numériques
informatisées pour la modélisation géométrique et la simulation du comportement.

La méthode des éléments finis (MEF) est une méthode numérique de résolution
approchée des équations différentielles décrivant les phénomenes physiques de
I’ingénierie, une extension fantastique, qui va de pair avec le développement et
I’accroissement de la puissance des ordinateurs. Elle est devenue un outil de travail,
calcul et conception quotidienne, voire familiere, de 1’ingénieur, dans des domaines
aussi variés que I’analyse des structures, le transfert de chaleur, la mécanique des
fluides, I’¢lectromagnétisme, les écoulements souterrains, la combustion ou encore la

diffusion des polluants

Les moyens informatiques actuels (puissance des calculateurs, outils de visualisation)
rendent facile de mise en ceuvre et de nombreux logiciels généraux ou dédiés sont

disponibles sur le marché.

Notre objectif est d’utiliser du code ANSYS pour I’analyse dynamique dans les
problémes de type plaques et pratiquement la vibration libre des structures non
amorties. Cette analyse a pour but de déterminer les fréquences propres ainsi que les
modes de vibration libre des plaques en matériaux composites stratifiés, les matériaux
composites multicouches possédent un comportement complexe et difficile. Dans ce
travail, on a examiner aussi l'effet des conditions aux limites sur la variation libre des
fréquences propres des plaques stratifiées carrées minces symétriques en matériaux

composites.



Le travail est divisé en trois chapitres :

Le premier chapitre est un commencement bibliographique touchant des généralités
sur les matériaux composites tels que ses différents constituants et leurs architectures
ainsi que les différents procédés de mise en ceuvre et les domaines d’application des
matériaux composites.

Le deuxiéme chapitre sera consacré a la formulation décrivant le comportement
mécanique des matériaux composites. Il s’agit de déterminer les termes de la matrice
de rigidité de la monocouche en utilisant les lois de mélange. La loi de comportement

du stratifié¢ est ensuite établie sur la base de I’hypothése de Kirchouff.

Dans le dernier chapitre on présente une simulation numérique sur les plaques
composites. Premiérement, une analyse statique sur une plaque carrée en matériaux
composites est chargée par des différentes valeurs des forces. Une deuxiéme analyse
dynamique afin de déterminer les modes et les fréquences propres de la méme plaque
précédente pour les différentes conditions aux limites, la derni¢re analyse est appliquée

dans une plaque sandwiche.



Chapitre I
Généralités sur les matériaux
composites



Chapitre I

Généralités sur les matériaux composites

1-1 Introduction :

Un matériau composite est constitué dans le cas le plus général d'une ou plusieurs
phases discontinues réparties dans une phase continue. La phase discontinue est
habituellement plus dure avec des propriétés mécaniques supérieures a celles de la
phase continue. La phase continue est appelée la matrice. La phase discontinue est
appelée le renfort ou matériau renforcant. Le matériau composite est constitué¢ de
l'assemblage de deux matériaux de natures différentes (matrice, renfort), se complétant
et permettant d'aboutir & un matériau dont I'ensemble des performances est supérieur a

celui des composants pris séparément [1]

1-1.1 définitions :

Dans un sens large, le mot "composite" signifie "constitu¢ de deux ou plusieurs

. e " o . - . .
parties différentes". En fait, l'appellation matériau composite ou composite est
utilisée dans un sens beaucoup plus restrictif, qui sera précisé tout au long de ce
chapitre. Nous en donnons pour l'instant la définition générale suivante. Un matériau
composite est constitué de I'assemblage de deux matériaux de natures différentes, se
complétant et permettant d'aboutir a un matériau dont l'ensemble des performances est
supérieur a celui des composants pris séparément. Des exemples de matériaux

composites pris au sens large sont donnés au tableau [1]

1-1.2 Type de matériau composite :

Type de composite

Constituants

Domaines d'application

1. Composites a matrice
organique

Papier, carton

Panneaux de particules
Panneaux de fibres
Toiles enduites
Matériaux d'étanchéité
Pneumatiques

Stratifiés

Plastiques renforcés

Résine/charges/fibres
cellulosiques

Résine/copeaux de bois
Résine/fibres de bois

Résines souples/tissus
Elastomeéres/bitume/textiles
Caoutchouc/toile/acier
Résine/charges/fibres de verre,
de carbone, etc.

Résines/microspheres

Imprimerie, emballage, etc.
Menuiserie

Batiment

Sports, batiment

Toiture, terrasse, etc.
Automobile

Domaines multiples

Génie mécaniques m’sila 19 /20
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2. Composites a matrice

minérale

Ciment/sable/granulats

Génie civil

Aviation, espace, sports,

Béton
Composite carbone --

Composite céramique

Carbone/fibres de carbone Bio médecine, etc.

Céramique/fibres céramiques Piéces thermo mécaniques

3. Composites a matrice

métallique

Aluminium/fibres de bore Espace

Aluminium/fibres de carbone

4. Sandwiches
Peaux

Ames

Métaux, stratifiés, etc. Domaines multiples
Mousses, nids d'abeilles, balsa,

plastiques renforcés, etc.

Tableau I.1. Exemples de matériaux composites, pris au sens large.

1-1.3 Caractéristiques générales :

Un matériau composite consiste dans le cas le plus général d'une ou plusieurs phases
discontinues réparties dans une phase continue. Dans le cas de plusieurs phases
discontinues de natures différentes, le composite est dit hybride. La phase discontinue
est habituellement plus dure avec des propriétés mécaniques supérieures a celles de la
phase continue. La phase continue est appelée la matrice. La phase discontinue est
appelée le renfort ou matériau renforgcant (figure Une exception importante a la
description précédente est le cas de polymeres modifiés par des €lastomeres, pour
lesquels une matrice polymeére rigide est chargée avec des particules élastoméres. Pour
ce type de matériau, les caractéristiques statiques du polymere (module d'Young,
contrainte a la rupture, etc.) ne sont pratiquement pas modifiées par 1'adjonction de
particules élastomeres, alors que les caractéristiques au choc sont améliorées [1].

Les propriétés des matériaux composites résultent :

- des propriétés des matériaux constituants,

- de leur distribution géométrique,

- de leurs interactions, etc.

Génie mécaniques m’sila 19 /20 Page 2
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matrice

renfort

Figure 1.1 : Matériau composite.

Ainsi, pour accéder a la description d'un matériau composite, il sera nécessaire
de spécifier :

- la nature des constituants et leurs propriétés,

- la géométrie du renfort, sa distribution,

- la nature de l'interface matrice-renfort.

La géométrie du renfort sera caractérisée par : sa forme, sa taille, la
concentration du renfort, sa disposition (son orientation), etc. Si I'ensemble de ces
parametres concourt a déterminer les propriétés du composite, les modélisations
descriptives ne tiendront compte que de certains parametres, du fait de la complexité
des phénomenes mis en jeu. Par exemple, la forme du renfort sera schématiquement
approchée soit par des sphéres, soit par des cylindres.

La concentration du renfort est habituellement mesurée par la fraction
volumique (fraction en volume) ou par la fraction massique (fraction en masse). La
concentration du renfort est un parameétre déterminant des propriétés du matériau
composite.

Pour une concentration donnée, la distribution du renfort dans le volume du
composite est €également un parametre important. Une distribution uniforme assurera
une “homogénéité” du matériau : les propriétés du composite seront indépendantes du
point de mesure. Dans le cas d'une distribution non uniforme du renfort, la rupture du
matériau sera initi¢e dans les zones pauvres en renfort, diminuant ainsi la résistance du
composite.

Dans le cas de matériaux composites dont le renfort est constitué¢ de fibres,
l'orientation des fibres détermine l'anisotropie du matériau composite. Cet aspect
constitue une des caractéristiques fondamentales des composites : la possibilité de
contrdler 1'anisotropie du produit fini par une conception et une fabrication adaptées

aux propriétés souhaitées [2].
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Les composites peuvent étre classés suivant la forme des composants ou
suivant la nature des composants.

1-1.4 Classification suivant la forme des constituants

En fonction de la forme des constituants, les composites sont classés en deux
grandes classes : les matériaux composites a particules et les matériaux composites a
fibre

Composites a fibres

Un matériau composite est un composite a fibres si le renfort se trouve sous
forme de fibres. Les fibres utilisées se présentent soit sous forme de fibres continues,
soit sous forme de fibres discontinues : fibres coupées, fibres courtes, propriétés
mécaniques des matériaux composites, pour obtenir des matériaux allant de matériaux
fortement anisotropes a des matériaux isotropes dans un plan.

Le concepteur posseéde donc 1a un type de matériau dont il peut modifier et
moduler a volonté les comportements mécanique et physique en jouant sur :

- la nature des constituants,

- la proportion des constituants,

- l'orientation des fibres, suivant le cahier des charges imposées.

L'importance des matériaux composites a fibres justifie une étude exhaustive
de leurs comportements mécaniques. En conséquence, le présent ouvrage sera
essentiellement consacré par la suite a I'é¢tude de ce type de matériaux|2].

Composites a particules

Un matériau composite est un composite a particules lorsque le renfort se
trouve sous forme de particules. Une particule, par opposition aux fibres, ne possede
pas de dimension privilégiée.

Les particules sont généralement utilisées pour améliorer certaines propriétés
des matériaux ou des matrices, comme la rigidité, la tenue a la température, la
résistance a l'abrasion, la diminution du retrait, etc. Dans de nombreux cas, les
particules sont simplement utilisées comme charges pour réduire le colt du matériau,
sans en diminuer les caractéristiques.

Le choix de l'association matrice-particules dépend des propriétés souhaitées.
Par exemple, des inclusions de plomb dans des alliages de cuivre augmenteront leur

facilit¢ d'usinage. Des particules de métaux fragiles tels le tungsténe, le chrome et le
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molybdeéne, incorporé dans des métaux ductiles, augmenteront leurs propriétés a
températures élevées, tout en conservant le caractére ductile a température ambiante.

Les cermets sont également des exemples de composites métal-céramique a
particules, adaptés a des utilisations a températures élevées. Par exemple, les cermets
a base d'oxydes sont utilisés pour les outils de coupe a vitesse €levée, et pour les
protections a hautes températures.

Egalement, des particules d'élastomére peuvent étre incorporées dans des
matrices polymeres fragiles, de maniere a améliorer leurs propriétés a la rupture et au
choc, par diminution de la sensibilité a la fissuration.

Ainsi, les composites a particules recouvrent un domaine étendu dont le

développement s'accroit sans cesse. Toutefois, compte tenu de leurs diversités, ce type
de matériaux ne sera pas étudié dans le cadre de cet ouvrage[1].
1-1.5 Classification suivant la nature des constituants

Selon la nature de la matrice, les matériaux composites sont classés suivant des
composites a matrice organique, a matrice métallique ou a matrice minérale.

Divers renforts sont associés a ces matrices. Seuls certains couples
d'associations ont actuellement un usage industriel, d'autres faisant 1'objet d'un
développement dans les laboratoires de recherche. Parmi ces composites, nous
pouvons citer[1] :

Composites a matrice organique (résine, charges), avec :

- des fibres minérales : verre, carbone, etc.

- des fibres organiques : Kevlar, polyamides, etc.

- des fibres métalliques : bore, aluminium, etc.

Composites a2 matrice métallique (alliages légers et ultra — légers d'aluminium,
de magnésium, de titane), avec :

- des fibres minérales : carbone, carbure de silicium (SiC),

- des fibres métalliques : bore,

- des fibres métallo-minérales : fibres de bore revétues de carbure de silicium

(BorSiC).

Composites a matrice minérale (céramique), avec :

- des fibres métalliques : bore,

- des particules métalliques : cermets,

- des particules minérales : carbures, nitrures, etc.
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1-1.6 Les avantagé et les inconvénients :

Avantage des matériaux composites :

% Bon rapport résistance/poids

% Mise en forme de pieces complexes (principe du moulage).

% Grande résistance a la fatigue

+ Faible vieillissement sous 1l'action de 1'humidité, de la chaleur, de la
corrosion (sauf en cas de contact entre de I’aluminium et des fibres de
carbone) [3]

Inconvénients des matériaux composites :

7
0.0

Vieillissement sous I’action de 1’eau et de la température

% Attention aux décapants de peinture qui attaquent les résines époxydes

*0

» Tenue a I’impact moyenne par rapport aux métalliques

&

» Cout parfois prohibitifs (temps et colit études et mise en ceuvre), le

)

gain en colt est surtout valable pour des grandes séries [3].
1-2 élement constitauint dun materaux compsite a matrice
poyonique :
1-2.1 introduction :
Les matériaux composites a matrice organique ne peuvent étre utilisés que dans le
domaine des températures ne dépassant pas 200 a 300 °C, alors que les matériaux
composites a matrices métallique ou minérale sont utilisés au-dela : jusqu'a 600 °C

pour une matrice métallique, jusqu'a 1000 °C pour une matrice céramique [2 a 4]

1-2.2 la Résines :
1-2.2.1 définition :

Les résines utilisées dans les matériaux composites ont pour role de transférer les
sollicitations mécaniques aux fibres et de les protéger de l'environnement extérieur.
Les résines doivent donc étre assez déformables et présenter une bonne compatibilité
avec les fibres. En outre, elles doivent avoir une masse volumique faible de manicre a
conserver aux matériaux composites des caractéristiques mécaniques spécifiques

¢élevées.
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1-2.2.2 types de résines :

Compte tenu de ces contraintes, les résines utilisées sont des polymeres,
modifiés par différents adjuvants et additifs : agents de démoulage, stabilisants,
pigments, etc. Les résines sont livrées en solution, sous forme de polymeres non
réticulés en suspension dans des solvants qui empéchent le pontage entre les
macromolécules prépolymérisées. Sous l'action de la chaleur, des liaisons se
développent entre les chaines du prépolymere pour constituer un polymére réticulé
suivant une structure tridimensionnelle. Deux grandes familles de résines polymeéres
existent : les résines thermoplastiques et les résines thermodurcissables.

Ces deux types de résine possedent la faculté de pouvoir étre moulés ou mis en
forme, pour donner soit un produit fini, soit un produit semi-fini dont la forme peut
étre modifice [2].

Les résines thermoplastiques, dont la fabrication atteint de loin le plus gros
tonnage du fait d'un faible cotit, possédent la propriété¢ de pouvoir étre mises en forme
plusieurs fois par chauffages et refroidissements successifs. Ces résines peuvent donc
étre récupérées et facilement recyclées.

Par contre, les résines thermodurcissables ne peuvent étre mises en forme
qu'une seule fois. En effet, aprés polymérisation par apport de chaleur en présence d'un
catalyseur, ces résines conduisent a une structure géométrique qui ne peut étre détruite
que par un apport important d'énergie thermique. Ainsi, les résines thermodurcissables
possédent des propriétés mécaniques et surtout thermomécaniques plus élevées que les
résines thermoplastiques [2].

Du fait de ces caractéristiques plus €levées, les résines thermodurcissables sont
les plus employées actuellement dans la mise en ceuvre des matériaux composites.

Cependant, 'amélioration des caractéristiques des résines thermoplastiques
conduit a une utilisation qui ne cesse de croitre.

Deux autres classes de résines a usages spécifiques sont également utilisées, ce
sont :

- les résines thermoplastiques qui peuvent résister en service continu a des
températures de I'ordre de 200 °C et plus,

- les ¢lastoméres dont le renforcement par différentes fibres conduit a diverses

applications dans le domaine de 1'automobile.
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Les résines thermodurcissables :

Les principales résines thermodurcissables utilisées dans la mise en ceuvre des
matériaux composites sont par ordre décroissant en tonnage :

- les résines polyesters insaturées : polyesters condensés, Vinylester, dérivés allyliques,
etc.,

- les résines de condensation : phénoliques, aminoplastes, franques, etc.,

- les résines époxydes.

Les résines thermoplastiques :

La famille des résines thermoplastiques (on parle de "plastiques") est trés vaste,
et peut étre séparée en plastiques de grande diffusion et plastiques techniques (ou
techno polymeéres).

Les plastiques de grande diffusion sont mis en ceuvre soit par injection pour
obtenir des objets moulés, soit par extrusion pour obtenir des films, des plaques, des
tubes, des profilés, etc. Les plastiques techniques sont généralement mis en ceuvre par
injection.

Parmi les résines thermoplastiques, nous citerons : le polychlorure de vinyle
(PVC), le polyéthylene, le polypropylene, le polystyrene, le polyamide, le
polycarbonate, etc. L'intérét des thermoplastiques réside dans leur faible coft, résultant
a la fois de maticres premieres disponibles et des procédés de fabrication (injection,
extrusion). Toutefois, ce faible colt est li¢ a des propriétés mécaniques et
thermomécaniques faibles.

Les divers thermoplastiques peuvent étre renforcés par des fibres et font partie
alors des matériaux composites. Cependant, dans le domaine des composites, les
résines thermoplastiques ont un développement limité, du fait de la nécessité de faire
appel a des transformations a hautes températures de produits solides.

Les résines thermostables :

Les résines thermostables se distinguent des autres résines, précédemment
considérées, essentiellement par leurs performances thermiques qui conservent leurs
propriétés mécaniques pour des températures plus élevées que 200°C. Dans la pratique
nous retrouvons pour ces résines les deux grandes familles des résines
thermoplastiques et thermodurcissables.

Les résines thermostables sont développées surtout dans les domaines de

l'aviation et de l'espace, ou les laboratoires cherchent a mettre au point de nouvelles
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résines. Parmi les résines thermostables, les résines bismaléimides et polyimides sont
les plus utilisées.

Les résines bismaléimides sont des résines dont le réseau est élaboré a des
températures de 180 a 200°C. Les procédés de moulage sont identiques a ceux des
composites a matrice thermodurcissable de type polyester ou époxyde.

Les résines polyimides sont apparues sur le marché vers 1970. Ce sont des
résines a haute résistance thermique, mais de prix tres élevé. Ces résines permettent
d'obtenir des composites de résistance supérieure, a 250 °C, a la résistance de

I'aluminium

1-2.5 Les fibre et tissus :
1-2.5.1 Les tissus :

Un tissu en biologie est le niveau d'organisation intermédiaire entre la cellule
et l'organe. Un tissu est un ensemble de cellules semblables et de méme origine,
regroupées en amas, réseau ou faisceau (fibre). Un tissu forme un ensemble
fonctionnel, c'est-a-dire que ses cellules concourent a une méme fonction
1-2.5.2 Généralité :

Les matériaux de renfort conférent aux composites leurs caractéristiques
mécaniques : rigidité, résistance a la rupture, dureté, etc. Ces renforts permettent
¢galement d'améliorer certaines des propriétés physiques : comportement thermique,
tenue en température, tenue au feu, résistance a l'abrasion, propriétés électriques, etc.
Les caractéristiques recherchées pour les renforts sont : des caractéristiques
mécaniques ¢élevées, une masse volumique faible, une bonne compatibilité avec les
résines, une bonne facilitée de mise en ceuvre, un faible cott, etc. En fonction des
utilisations, les renforts peuvent étre d'origines diverses : végétale, minérale,
artificielle, synthétique, etc. Toutefois, les renforts les plus utilisés se présentent sous
forme de fibres ou formes dérivées, et constituent une fraction volumique du matériau
composite généralement comprise entre 0,3 et 0,7. Les renforts fibres se présentent
sous diverses formes commerciales :

- sous forme linéique (fils, meches, etc.),

- sous forme de tissus surfaciques (tissus simples, mats, etc.),

- sous forme multidirectionnelle (tresses, tissus complexes, etc.).
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Formes linéiques

Les fibres sont ¢élaborées suivant un diametre de quelques micromeétres (une
dizaine), et ne peuvent par conséquent pas €tre utilisées sous forme unitaire. Pour leur
utilisation pratique, ces fibres sont réunies en fils ou en meches de différentes formes.
La nomenclature générale des diverses formes linéiques est encore mal déterminée, et
généralement dérivée de celle utilisée pour les fibres de verre.

La fibre unitaire est généralement appelée filament élémentaire ou
monofilament [1].

Les monofilaments sont ensuite réunis en fils ou meches. Les fils continus ou
discontinus sont caractérisés par leur masse lin€¢ique ou titre. Cette masse linéique est
une mesure de la finesse des fils, et elle dépend du diamétre et du nombre de
monofilaments. L'unité de masse linéique est le tex, masse d'un fil de longueur égale a
1 000 m. Soit :

I tex =1 g/km.

En fait, on devrait plutdt écrire :

1 tex = 10 kg/m.

Conformément au systeme S.I. d'unités. La premiere définition est toutefois mieux
adaptée a I'usage pratique.

Formes surfaciques

Les fils peuvent étre utilisés pour réaliser des formes surfaciques de divers
types : mats, tissus ou rubans, essentiellement développés dans le cas de fibres de verre.

e Les mats

Les mats sont des nappes de fils continus ou discontinus, disposés dans un plan
sans aucune orientation préférentielle. Ils sont maintenus ensemble par un liant soluble
ou non dans les résines, suivant la mise en ceuvre. L'absence d'orientation préférentielle
des fibres conduit a une isotropie des propriétés mécaniques du mat dans son plan.

La différence entre les mats a fils coupés et les mats a fils continus se situe
essentiellement au niveau de leur propriété de déformabilité. Les premiers sont peu
déformables alors que les seconds permettent d'obtenir des "emboutis" profonds par
un allongement régulier du mat dans toutes les directions. Une des principales
applications des mats a fils continus est le moulage entre moule et contre-moule, de
piéces pouvant avoir des formes complexes, par compression, injection ou moulage

sous vide[1].
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e Les tissus et rubans
Un tissu (ou ruban) est un ensemble surfacique de fils, de méches, etc., réalisé
sur un métier a tisser. Il est constitué (figure II.1) :
- d'une chaine, ensemble de fils paralleles répartis dans un plan suivant la
longueur du tissu,

- d'une trame, ensemble de fils s'entrecroisant avec les fils de chaine.

| i § et | e
o s § |
| T Il J[ |
o= | B == | B

\_"‘—chaine

Figure 1.2 : Chaine et trame d'un tissu.

Les tissus different par le type de fils utilisés (fils simples, méches, etc.), donc
par la masse linéique des fils, et par le mode d'entrecroisement (ou armure) des fils de
chaine et des fils de trame. La figure I1.2 illustre les armures classiques utilisées : toile
ou taffetas, sergé¢, satin, armure croisée, armure unidirectionnelle.

Taffetas
Dans l'armure taffetas (figure 1.2), les fils de chaine et de trame s'entrecroisent

alternativement, conduisant a un tissu trés plat, stable, mais peu déformable. Cette
armure confére au tissu des propriétés mécaniques sensiblement identiques dans les
deux directions chaine et trame (pour des fils de tissage identiques). Toutefois, I'armure
taffetas conduit a un haut degré de courbure des fibres qui induit une diminution des
performances mécaniques des composites [2].
Sergé

Pour I'armure sergé, le nombre de fils chaine et de fils trame qui s'entrecroisent peut
varier. Dans un sergé 2x1, les fils trame passent sur un fil chaine et sous deux fils
chaines, et dans un sergé 2x2, les fils trame passent sur deux fils chaine et sous deux
fils chaine. Ce type d'entrecroisement conduit a un motif répétitif du tissu (Figure 11.16)
sous forme de nervures diagonales. L'armure sergé offre 'avantage d'étre a la fois
souple et dense. Le tissu sergé permet ainsi un glissement entre les fils chaine et trame

et s'adapte bien a des moulages de formes complexes.
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Satin

L'armure satin est assez semblable a celle du sergé, mais le nombre de fils chaine
et de fils trame qui passent les uns sur les autres avant de s'entrecroiser est plus élevé.
Chaque tissu satin est caractérisé par un nombre, usuellement 4 ou 8, indiquant que les
fils chaine passent sur 4 ou 8 fils trame. Il en résulte un tissu avec une face qui contient
plus de fils chaine et une autre face plus de fils trame. L'armure satin est bien adaptée

au moulage de formes complexes.

armure satin (ici satin de 8)

armure croisée (non tissée) armure unidirectionnelle

Figure 1.3 : Les principaux types d'armures utilisées pour le tissage des tissus.

1-3 Architecture des Matériaux Composite stratifiée :

1-3.1 Introduction :

L'ensemble des procédés de mise en ceuvre montre la prépondérance d'une
conception des piéces en matériaux composites :

- par surface : plaques, coques,

- par stratification de couches successives.

Ce concept justifie 1'importance qui sera donnée par la suite a 1'é¢tude des

matériaux composites considérés sous la forme de plaques ou de coques, constituées
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de couches différentes (ou non). Les coques peuvent étre modélisées comme un
ensemble de plaques, et leur étude déduite de 1'étude des plaques.

L'objet de ce paragraphe est de dégager l'architecture générale des matériaux
composites.

1-3.2 Stratifiés :

Les stratifiés sont constitués (figure III. 21) de couches successives (appelées

parfois plis) de renforts (fils, stratifiés, mats, tissus, etc.) imprégnés de résines.

N .

Figure 1.4 : Constitution d'un stratifié.

Nous examinons les divers types de stratifiés.
1-3.2.1 Stratifiés a base de fils ou de tissus unidirectionnels :

Les stratifiés a base de fils ou de tissus unidirectionnels constituent un type de
stratifi¢ de base auquel peut se ramener en théorie tout autre type de stratifié. Ces
stratifiés sont constitués (figure 1. 4) de couches de fils ou de tissus unidirectionnels,
dont la direction est décalée dans chaque couche. La désignation de ces stratifiés est
généralement effectuée selon le code suivant :

1. Chaque couche est désignée par un nombre indiquant la valeur en degrés de
I'angle que fait la direction des fibres avec 1'axe x de référence.

2. Les couches successives sont séparées par un / si leurs angles sont différents.

3. Les couches successives de méme orientation sont désignées par un indice
numérique.

4. Les couches sont nommeées successivement en allant d'une face a l'autre.

Des crochets (ou parentheses) indiquent le début et la fin du code.

La désignation dépend du systeme d'axes choisi. Un exemple est donné a la

figure I. 4
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stratifié
45° 30° 90° 90° 45°
00
45°

90°

90°
30°

désignation: [30/90,/45/0/45]

Figure 1.5 : Désignation d'un stratifié.

Angles positifs et négatifs

Lorsque des couches sont orientées a des angles égaux en valeurs absolues,
mais de signes opposés, les signes + ou — sont utilisés. La convention pour les angles
positifs ou négatifs dépend du systeme d'axes choisi : une inversion peut apparaitre

suivant le choix effectu¢ (figure I. 5).
300  90° -45° 0O° 45°

Figure 1.6 : Convention de signe pour la désignation des stratifiés.

Nous donnons ci-apres quelques exemples de désignation de stratifiés.
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Stratifié

00
30°
~30°
-45°

45°

30°
-60°
-60°
0°
45°

0 -]
—45°
—45°

45°
45°

-45°
45°
45°

—45°

—45°
45°

Stratifiés symétriques

Désignation

[+45/ 530 /0]

[45/0/-602/30]

[452/-452/0]

[+ F+45/0]

ou [45/-45,/45,/-45/0]

Un stratifi¢ est symétrique si son plan moyen est plan de symétrie. Sa

désignation ne nécessite alors que la moitié¢ des couches successives.

Si le stratifi¢é a un nombre pair de couches, la désignation débute sur une face

pour finir au plan de symétrie. Un indice S indique que le stratifié est symétrique. Par

exemple :

_9%°
-
45°
_0°
—
_45°

45°

90°

[90/45,/0]s

Si le stratifi¢ comporte un nombre impair de couches, la désignation est

semblable a la précédente, la couche centrale étant surlignée.
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Par exemple :
90 °
_A5°
45° [90/45,/ 0 ]s
0 o
_45°
_45°
_%0°

Séquences
La répétition de séquences peut étre indiquée par un indice indiquant le nombre

de fois ou une séquence est successivement répétée. Par exemple :

OQ
45°
90° [(0/45/90), )
00
4s° ou [0/45/90 s
90°
9°
4s°
0
90°
45°
OQ

0° [(30/ 60)3 (90 / 45 / 0)3]

L'alternance [0 / 90], est souvent désignée par stratifié croise.
Stratifiés hybrides

Les stratifiés hybrides sont constitués de couches successives comportant des
fibres de natures différentes. Il sera alors nécessaire de les mentionner dans la

désignation. Par exemple, pour des stratifiés avec la méme résine :
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00
45°
—45°
900
900
—45°
45°
00

[ Ov/+45¢c/90c]s

llellelielislielie] B

00
00
45°
90°
45°
00
00

[0xc/ (457 90)sy/ Oy |

O|n<| <|<|R|R

avec V :verre, C : carbone. K : Kevlar

1-3.2.2 Structure générale d'un stratifié:

Dans le cas général, le renfort de chaque couche sera de natures diverses : fils, stratifils,
mats, tissus, fibres de verre, fibres de carbone, etc. Chaque couche doit alors étre
désignée par l'indication de la nature des fibres, du type de renfort : fils, mat, tissu avec
indication de la proportion de fibres suivant le sens chaine et trame.

Le choix de la nature et de la séquence des couches dépendra de l'utilisation du
matériau composite, en I'adaptant au mieux au champ des contraintes imposé :

- les couches unidirectionnelles ont de bonnes performances mécaniques dans
la direction des fibres ;

- les mats sont peu résistants en traction et devront étre réservés aux zones
comprimées : par exemple (figure III. 24) couches unidirectionnelles dans la zone de
traction, mat dans la zone de compression d'une poutre sollicitée en flexion;

- une stratification croisée sera sensible au délaminage interlaminaire;

- une stratification avec au moins trois directions de fibres sera nécessaire pour
avoir une pseudo-isotropie dans le plan du stratifié.

Enfin, il est intéressant de noter qu'une stratification symétrique garantira

généralement une bonne planéité du stratifi¢ aprés démoulage.

Génie mécaniques m’sila 19 /20 Page 17



Chapitre I

Généralités sur les matériaux composites

Figure 1.7 : Poutre sollicitée en flexion.

Stratifiés hybrides

Les stratifiés hybrides permettent d'étre plus performants en utilisant au mieux
les propriétés des diverses fibres disponibles. Parmi les différents hybrides, on peut
distinguer :
- des hybrides intercouches, constitués d'une suite de couches, chacune de nature
différente ;
- des hybrides intracouches, constitués par une séquence de couches identiques,
chaque couche étant constituée de renforts différents ;

- des couches métalliques peuvent également étre intercalées entre les couches [1]
1-4 Recherche bibliographie sur la théorie des plaques :

1-4.1 Introduction :

Les problématiques rencontrées concernent essentiellement des questions de
dimensionnement ou de contrdle des vibrations. Pour mieux connaitre, la réponse du
comportement dynamique de la structure, il est impératif d'approcher de la maniére la
plus Correcte possible les phénoménes mis en jeu par les plaques qui sont plus ou
moins complexes. Ainsi, un batiment, une caisse de voiture, une aile d'avion, un bateau,
Parmi tous ces domaines d’application, on peut distinguer plusieurs [5] types de

plaques des plaques membranaires, des plaques minces, modérées et €paisses. Dans

cette étude nous occuperons que de plaques minces homogenes isotropes.

La théorie des plaques est une théorie permettant de calculer les déformations et les
contraintes dans une plaque soumise a des charges. Les plaques sont des éléments
structuraux couramment utilisés dans différents types de plaques sont disponibles
suivant les besoins du site industriel, d’ou différentes hypothéses sont nécessaires pour

caractériser le modele analytique d’analyse :
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a) les plaques minces avec de petites fleches (Kirchhoff) ou 1’énergie de contribution

de I’effet de cisaillement est négligée ;

b) les plaques minces avec de grandes fleches (Karman) ;
c) les plaques modérées ou épaisses (Mindlin- Reissner) [6] ou I’énergie de
contribution de I'effet de cisaillement est préservée. En général diverses forces de
différentes natures (volumiques, surfaciques, ponctuelles) Peuvent se présenter comme
source génératrice d’excitation. Les réponses conséquentes peuvent €tre exprimées en
termes de mouvement que I’on peut décrire par des déplacements, des vitesses ou des
accélérations. Dans le cas de 1’analyse libre, on s’intéresse aux paramétres dynamiques
naturels, afin de caractériser le comportement propre inhérent a la structure d’intérét

indépendamment des sollicitations extérieures [7].
1-4.2 Historique des plaques :

De point de vue historique, Euler fut I'un des premiers, en 1766, a formuler le premier
modele mathématique du probléme représentant le comportement d'une plaque
assimilée a une membrane en vibration libre. Puis, le physicien allemand Chladni
(1787) découvrit les premiers modes propres de vibrations d’une plaque carrée
horizontale, C’est ensuite Lagrange qui développa en 1811 la premicre équation
différentielle correcte pour décrire les vibrations d’une plaque libre d’épaisseur
constante, a laquelle doit satisfaire la flexion w, la détermination des fréquences
naturelles fit une grande priorité. Sophie Germain a été récompensé en 1816 pour sa
contribution au développement de 1'équation de la plaque mince. Quelques temps
apres, Navier (1785-1836) introduit la méthode pour calculer les modes et les
fréquences propres d'une plaque Ce dernier utilisa les fonctions trigonométriques
découvertes par Fourier pour représenter la déformation d'une plaque. Ce n’est qu’en
1850 que Kirchhoff (1824-1887) a établi de facon correcte pour la premiere fois des
conditions aux limites en partant du principe des déplacements virtuels et de

I’expression du travail des contraintes de la plaque.

Lord Rayleigh (1877) ou encore Ritz (1909) [ ], furent parmi les premiers a formuler
la théorie qu'on connait aujourd'hui. Ritz, a amélioré la procédure de Rayleigh en se
basant sur les fonctions de forme qui caractérisent le mouvement dynamique propre,

chacune avec un coefficient d’amplitude indépendant. Cette procédure est appelée «
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M¢éthode de Rayleigh Ritz ou Méthode de Ritz ». C’est la méthode approximative la
plus populaire et la plus Utilisée dans 1’analyse des structures en vibrations. En 1921
Timoshenko montre que la prise en compte des effets respectifs de I’inertie rotatoire
et du cisaillement ont pour incidence de réduire sensiblement les fréquences propres

de vibration des poutres.

Dans le méme contexte, 1’étude vibratoire des plaques a évolué en injectant des
hypothéeses supplémentaires telles que la prise en compte de I’effet de cisaillement pour
le cas des plaques épaisses. Ce qui a conduit a des modeles plus raffinés comme celui

de Love(1944) ) qui appliqua les travaux de Kirchhoff aux plaque épaisses.

Depuis lors, de trés nombreuses ¢tudes ont été menées, surtout avec le
développement des industries navales et aéronautiques. C’est ainsi que dans les années
de I’apres-guerre, de nouvelles théories des plaques minces ¢lastiques furent élaborées
par Reissner (1945). Reissner fut 1'un des premiers a proposer une extension de la
théorie des plaques avec cisaillement dans le cas statique. Ensuite, Uflyand 1948 et
Mindlin (1951). C’est ainsi qu'ils proposérent pour les plaques une nouvelle approche
théorique rigoureuse Waburton et essentiellement Leissa (1969) ont contribué¢ d’apres
plusieurs travaux de recherche contemporaines a mieux appréhender le probléme de
vibration des plaques entenant compte des différentes hypothéses pour la prédiction
sensiblement exacte du comportement dynamique inhérent aux vibrations des plaques.
En 1973 Leissa proposa un catalogue ¢largi a différent cas d’hypothése pour la
solution desvibrations libres de plaques rectangulaires. En parall¢le, Liew et al (1995)

ournissent une contribution effective pour les plaques épaisses [8].
1-4.3 définition :

Une plaque est un solide bidimensionnel, défini par une surface de référence plane et
par une petite épaisseur (notée h) par rapport aux autres dimensions longueur et largeur,
elle peut étre constituée d’un matériau homogéne ou peut Etre obtenue par
I’empilement de différentes couches de matériaux orthotropes. Une analyse élastique
des plaques consiste a une analyse d'un modéle mathématique bidimensionnel ce qui

nous conduit & une analyse d'un probléme en élasticité plane [7].
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1-4.4 Différents types de plaques :

En fonction de la nature des matériaux qui les constituent et de la géométrie de leur

section transversale, les plaques peuvent étre classées en trois catégories
1- Les plaques isotropes :

elles sont constituées d'un matériau isotrope (acier, béton)et leur section transversale
est homogene. Elles sont définies par deux paramétres élastiques respectivement le
module d'¢lasticité¢ (E) et le coefficient de Poisson (v) ils sont utilisés dans les

constructions civiles courantes (batiments, ouvrages d'art,...) [9].
2- Les plaques orthotropes :

Leurs propriétés élastiques sont différentes dans deux directions perpendiculaires.
L'orthotrope peut étre naturelle (bois) ou techniques (dalles). Le comportement de ces
dalles est défini par quatre parametres élastiques et on les retrouve dans les
constructions navales, aéronavales, les réservoirs de l'industrie chimique, des

batiments et d'ouvrages d'art
3- Les plaques anisotropes :

Leurs propriétés ¢lastiques sont différentes dans toutes les directions. Neuf paramétres
¢lastiques sont suffisants pour les devenir. Elles sont souvent constituées de matériaux

composites et sont surtout utilisées dans 1'industrie aéronavale
Matériau isotrope :

Un corps homogene est isotrope vis a vis d’une propriété mécanique si cette dernicre
est indépendante de la direction considérée dans le corps. Un matériau est isotrope
quand la matrice du tenseur d’¢lasticité reste identique a elle-méme pour tout

changement d’axes.

Les propriétés mécaniques des matériaux homogenes et isotropes peuvent étre
caractérisées par leur résistance et leur constante d’¢élasticité, le module de Young et le
coefficient de Poisson Dans un milieu isotrope, toutes les directions sont équivalentes.
Est caractérisé par deux modules d’¢lasticité et p appelés coefficients de lamé ou bien

par le module de young E et par le coefficient de poisson v
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Dans toute la base, la matrice de rigidité s’écrit sous la forme [9] :

(Tex] [A+20 4 2 0 0 O i
Cyy A d4+2¢ 4 0 O O ¥¥
%z |4 4 A+2u0 0 0 of |E=
s 0 0 0 A0 Of |2 (L)
Tzx D0 0o a O] 26,
| Ty 0 0 0 0 O ol b 1 S
Alors la matrice de souplesse d’un matériau isotrope s’écrit sous la forme :
1 =V v
- —_-— — 0 0 0
Exr_ E—v 1 BT O xx
EJ,}.- ? E — 0 0 0 ﬂ'}.y
E'z -v =¥ 1 Ty
E;z = T e 0 0 g Oyz (1.2)
- 0 0 0 21% i]+v 0 Tzx
e 0 0 0 2—  14v|logy
L Gy 0 E  2— y
10 U. 0 0 0 E |

Dans le cas d’une plaque isotrope, deux coefficients seulement sont indispensables, le
Module de Young E appelé module d’élasticité et v vcoefficient de Poisson. Le
module D’¢élasticité an cisaillement G ou le module de glissement relie les contraintes

tangentielles Aux déformations angulaires. La matrice de rigidité s’écrit :

O, 1 v 0 Ex
(a},)zliz v 1 li] (g},)
T/ N0 0 =/\y¥xy (1.3)

2

La relation entre les déformations et les contraintes seront :

1-4.5 Formulation des éléments finis :

1-4.5.1 Introduction :

La méthode des éléments finis permet de résoudre un probleme dont la solution
analytique ne peut éventuellement pas étre déterminée. Elle fournit une solution
approchée de la solution exacte. Le milieu étudié est discrétisé en plusieurs éléments

reliés entre eux par des nceuds. La géométrie d’un élément est caractérisée par un
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nombre fini de nceuds sur son périmetre. La résolution d’un probléme par la méthode
des ¢léments finis consiste a trouver les déplacements (par exemple les translations et
les rotations) de ces nceuds. Le champ de déplacement en tout point est déterminé par
interpolation entre les valeurs déterminées aux nceuds. L’interpolation est basée sur

I’utilisation de fonctions de formes [10].
1-4.5.2 Principe de la méthode des éléments finie :

Pour un probléme de mécanique en élasticité, le principe des travaux virtuels
S’¢écrit en un point M d’un domaine Q chargé par des efforts volumiques f et des

efforts F une partie du bord 4 [10].

[ NOD.TMdv+],, F).U (Myds-f(a: £)dV = 0

(1.4)
1 v 0
:Lsz v 1 0
12(1-V2) 1-v (I.5)
T

Pour le champ de déplacement u*. La structure étudiée est discrétisée en un ensemble
d’¢éléments le maillage. Chaque ¢élément possede n nceuds. La résolution du probleme

se base sur I’interpolation du champ de déplacement de chaque élément suivant la

forme :
=
vy
Wy
- u(M)| [P11 b1z Pz ©iam ]| -
UME=|v(M) = by das P2z eeeees Pagan s Eld]u] (1.6)
WM)| | b2y daz Paz e Daam ul
vy
i,

Les fonctions ¢ij sont les fonctions de forme. Le tenseur de déformation s’obtient par

les équations de la cinématique pour s’écrire sous la forme :

[ECT (M)]=[8][u] (L7)
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Ou [8] désingne a la matrice des dérivées des fonctions de forme .enfin le tenseur des

contraintes s obtient grace la loi de comportement sous la forme

[o] = [E1[8][u] (18)
Pour un matériau élastique isotrope de module d’Young £ et de coefficient de Poisson
v
l-=v v v 0 0 0 7
v 1—-v v 0 0 0
v v 1-v 0 0 0
E {=2v
=0 0 0 0 0
[E] (14v){1=-2v) - e
0000 — 0
00 0 0 0 1=2v

(19)

Finalement, le principe des travaux virtuels s’écrit :
{_fﬂLfInz][¢]dv + _fdu[Fext] [dlds)[u] = [u‘]{jﬂ[ﬁt] [E][&]dV )[u] =0

En considérant que ce principe doit étre vérifié pour tout [u] et en introduisant la

matrice de raideur :

K=/, [8] *[E] (8] dv o

1-4.5.2 Elément 2 deux dimensions plaque rectangulaire :

L’appoximation bilinéaire est déduite de la base polynomiale (1, s, ¢, st) sur (s, #) € [1
1]. L’¢élément de référence est un carré a quatre nceuds de type « Q4 ». Les fonctions

d’interpolation Sont :
N1=i{l~51{1-T] Nz=i-[l+S}{l-T}

Na=2(1+S)(I+T) Ny=3(1-S)(1+T)

Sur la figure , seule la fonction N1 est représentée, les autres s’obtenant par
permutation. De la méme fagon, on peut construire, a partir d’une base polynomiale
complete, les fonctions D’interpolation des éléments rectangulaires a neuf nceuds, pour

une approximation quadratique [10],
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Figure 1.8 : Fonction d’interpolation N1 du quadrangle. Les autres sont obtenues par rotation

1-5 Comportement mécanique des matériaux composites :

1-5.1 Introduction :

Les champs des déformations et des contraintes dans un milieu sont liés par des lois
appelées lois de comportement, caractérisant le comportement mécanique du milieu.
Ces lois sont décrites par des axiomes qui permettent de rendre compte au mieux des

phénomeénes observés [3].
1-5.2 Description des contraintes :
[ustration des contraintes par un cube ¢lémentaire (Figure 1.8)
Notation :
Le champ de contraintes au un point M d'un solide est un tenseur d'ordre 2, symétrique,
Représenté par la matrice :

011 012 013
o(M) = |021 0Oz 033 L11)
031 O3 033

Pour tout i #j

Génie mécaniques m’sila 19 /20 Page 25



Chapitre I  Généralités sur les matériaux composites

Figure 1.9 : Composantes des vecteurs contraintes dans un systéme d'axes (1, 2,3)
Contraintes principales :

I1 existe un repére dans lequel o (M )est de la forme :

o1 O 0
oM)=[0 oay O (L12)
0 0 033

Les contraintes dans ce repére sont les contraintes principales. Elles correspondent
aux valeurs propres de la matrice ¢ (M ). Notation pour I’ingénieur :

On pout noter les 6 variables du tenseur des contraintes sous la forme [3] :

01 011
% 022
03 _ | 933
04 | 023
05 013
06/ p 012

1-5.3 Description des déformations :

Comme dans le cas des contraintes, le champ de déformations au point M d'un solide
est donc un tenseur d'ordre 2 symétriques notés € (M ). Il y a donc 6 grandeurs

représentant les déformations (3 translations et 3 rotations).

€11 €12 €13
e(M) = |€21 €22 €23 (L13)
€31 €32 €33lp
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Avec les composantes du tenseur des déformations se réduisent alors a:

C Bus
£ = (ai + ﬁ)l (L14)

6xj Ox;) 2

Déformations principales :

11 existe un repére dans lequel € (M) est de forme :

€11 O 0
E(M) = 0 822 O
0 0 &33 Rpri

Les déformations dans ce repére sont les déformations principales. Elles

correspondent aux valeurs propres de la matrice s(M )

Notation pour I’ingénieur :

€1 €11 Exx
£, €22 iyy
€ € zz
5431. - y23=32823 - Vyz = 28yz (L.15)
€s V13=2¢,4 Vez = 2€x5
€6/ g V12=2¢,, Yy = 2€xy
Relation contrainte — déformation
Matrice de rigidité :
La relation d'élasticité peut s'écrire sous forme matricielle suivante :
_g-l I -Cll Cip €3 €4 C5 Cp --El I
o, Cn C€n Cn Cu S €% | g,
5 1 Ciyy C3p €33 Gy G G || £ (L16)
g, Cqy Cyp Cyn Cy €y Cyq || €y
Os Csi €5y Cs3 Csq  Css Csg [[Es
B [ Ca1 €2 Cez Ces  Ces  Cos | 5

Ou sous forme condensée :
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o=cCE¢

Cette loi, généralement appelée loi de Hooke généralisée, introduit la matrice de

rigidité ¢, symétrique. Le comportement linéaire d'un matériau est donc décrit dans le

cas général a I'aide de 21 coefficients indépendants, ici les 21 constantes de rigidité Cj
e Matrice de flexibilité :

La relation d'élasticité (1.9) peut étre écrire sous forme inverse, suivante

€ =s oEn introduisent la matrice inverse de la matrice de rigidité. La matrice s est

appelée matrice de souplesse, et s'écrit dans le cas général [3] :

",;_:*J i FEH S Sz Sy S5 Sy q"ﬂ'i ]
B Sy S Sz Sy S Sy o,
Ey| |5 Fn Su Su S S |0,
£, i X5 O S B 9uleg (L.17)
€5 S S5 Ss3 Sy Sss Sg || O
%] | %6 Se Se Se Ses e |06

Avec : § = ¢ ' Les coefficients s; sont appelés constants de flexibilité ou constantes de

souplesse.
1-5.4 Caractérisation de matériaux :

1-5.4.1 Introduction :

Dans le cas le plus général, la matrice de rigidité et la matrice de souplesse sont
déterminées chacune par 21 constantes indépendantes. Ce cas correspond a un
matériau ne possédant aucune propriété de symétrie. Un tel matériau est appelé

matériau triclinique.

La plupart des matériaux anisotropes possedent une structure présentant une ou
plusieurs symétries : par exemple, les monocristaux, les structures fibreuses, les
matériaux composites a fibres ou tissus, etc. les propriétés de symétries géométriques
réduisent alors le nombre de constantes indépendantes nécessaires pour décrire le
comportement du matériau. Cette réduction est fonction des symétries présentées par

le matériau considéré [3].
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1-5.4.2 Type des matériaux :

e matériau monoclinique :

Ce matériau possede un plan de symétrie. La forme de matrice de rigidité¢ (ou de
souplesse) doit étre telle qu'un changement de base effectué¢ par symétrie par rapport a
ce plan ne modifie pas la matrice. Dans ce cas le plan de symétrie est le plan (1.2),

l'exploitation des changements de base conduit a une matrice de rigidité¢ de la forme

3] :

¢ € €5 0 0 ¢
Cy Cn Cn 0 0 ey
Cy € €3 0 0 oy
0 0 0 ¢, c O

0 0 0 ¢ ceq O
L% €2 Ca 0 0 c4 1

La matrice de souplesse a la méme forme. Le nombre de constante d'¢lasticité

indépendante est réduit a 13.
Matériau orthotrope :

Le matériau orthotrope est un matériau a trois plans de symétrie orthogonaux deux a
deux. En pratique, c'est le cas des tissus noyés dans un polymére. La méme démarche

que précédemment conduite aux expressions dans un repére défini par les axes

d'orthotrope :
_C” ¢, ¢ 0 0 0 i
€,y €y Gy 0 0 0
Gy € Gy 0 0 0
0 0 0 ¢, 0 O
0 0 0 0 ¢s O
(0 0 0 0 0 ¢4

La matrice de souplesse a la méme forme. Le nombre de constante d'élasticité

indépendanteest réduit a
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e Matériau unidirectionnel :

Le matériau unidirectionnel est un matériau possédant un axe de symétrie. C'est le cas
pour un ensemble de fibres unidirectionnelles dans un substrat. Par géométrie, le
matériau unidirectionnel est orthotrope. Il est souvent appelé orthotrope de révolution
ou isotrope transverse. Dans le repére d'orthotrope, la matrice s'écrit [3]:

€y T O 0 0

L 66 _|

La matrice de souplesse a la méme forme. Le nombre de constante d'¢lasticité

indépendante est réduit a
e Matériau isotrope :

mémes propriétés dans toutes les directions. La relation de comportement s'écrit :

€y G € 0 0

Cia €y € 0 0

G T By 0 0 0

0 0 o LT 0

2

0 0 0 0 @wL=%
2

0 0 0 0 0 Su"C
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Formulation par la méthode des éléments finis

2-1 Introduction :

La méthode des ¢léments finis est un outil de résolution numérique approchée des équations
différentielles. Qui régent les phénomenes physiques. L'idée générale de la méthode des
¢léments finis consiste a la discrétisation d'un milieu contenu par des éléments qui sont inters

liés entre eux par des lignes appelées lignes nodales.

Les structures minces sont celles dont la normale reste rectiligne et perpendiculaire a la
référence géométrique en configuration déformée du comportement flexionnel. Ici, on

consideére avant tout

e Les poutres de Bernoulli.
e Lesplaques de Kirchhoff. En conséquence, les déformations de cisaillement transverses
sont négligées. La qualification mince est correcte : plus I'élément et élancé (rapport a/h

grand) Figure II.1.
2-2 Principe de Hamilton :

Si EC est I'énergie cinétique, Ep I'énergie potentielle total, entre les temps 1 et 2 le mouvement

d'un corps élastique conservatif s'effectue de telle maniere que la fonctionnelle
[ (E. —E,)dt Soit stationnaire > & [ (E.—E,)dt =0 (IT.1)
tl C 14 tl C p .

E,=Usg—w=Uz—w, —ws

d (oL aL ta, _
> (E) -Z=0 8 [ (w,u, t)de =0 (I1.2)
Ou encore :

L'énergie potentielle totale Ep est la somme de 1'énergie de déformation Ud et de conservatives
des forces surfaciques et volumiques :
La fonction Ec-Ep est appelée lagrangienne, elle est notée L. Si L ‘est une fonction d'espace et
du temps sont séparées L = L (ui, ui, t)

Donc pour les systémes conservatifs, le principe de Hamilton s'énonce alors simplement :

Alors 1'équation d'Euler associée a la fonctionnelle s'écrit [4,5] t

i(%)_%ﬁﬂ:o (I1 .3)

at aui U Ui
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Ou:
9 (9E\ 9 | 0Eq _
5 () "t = W4

Pour les systémes non conservatifs, le principe de Hamilton devient :

t t *
6ft12(ui,ui,t)dt + ftf swidt =0 (I1.5)
Avec :

dw = Q;du;Les équations de Lagrange s'écrivent alors [11] :

16920

3, \oy,
Ou:
9 (3Be) 9B a _ .,
2 (au) T Ut (I1.6)

Remarque : pour les systetmes avec amortissement, le terme additionne 1-Qi* représente la

force généralisée de dissipation.

Les équations de Lagrange permettent d'obtenir les équations de mouvement du systéme a
partir des expressions des €énergies cinétique, potentielle et de dissipation. Les équations de

Lagrange d'un systéme conservative deviennent alors :

Mq™ + Kq = F(t) (II.7)
Dans le cas d'un systéme avec amortissement visqueuse, il faut ajouter au second membre leu

terme additionnel de force de dissipation visqueuse.
Mq*™ +cq"+ Kq =F(t) (I1.8)

La solution de ce systéme peut s'obtenir a partir de 1'étude des vibrations libres, c'est-a-dire par

la superposition de solutions du systeme sans second membre, soit :

Mg*™ +Kq=0

eMt(k —w?M)q =0 (I1.9)
Le déterminant de 1’équation doit étre nul [11] :

det([k] —w?[M]) =0
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On obtient ainsi les n valeurs w? = (w;,i = 1) ..., n pour une dimension n des matrices

[k]et[M] .
2-3 Formulation mathématique :

Une plaque stratifiée rectangulaire mince consiste de n plis orientés différemment de

dimension a et b est considérée Figure I1.1.

Le systéme d'axes (x1, x2, x3) passe par la surface moyenne de cette plaque. Dans la théorie
de plaques, on raméne le comportement des points de la plaque a celui de la surface moyenne

et on suppose un champ de déplacement du premier degré [3]

Uy (%1, X5, %3, 1) = ug (g, x5, t) + x3Q; (x1, x5, t)
Uy (21, X, X3, ) = U (X1, %, 1) + x3Q,(x1, %, ) (IT.10)
Uz (X1, Xz, X3, t) = uJ(xq, X5, t)

Ou ul, u2, u3 sont respectivement les déplacements suivant les directions x1, x2, x3 Sont les
ul ud, ug déplacements d'un point situé sur la surface moyenne de la plaque, respectivement
Suivent les directions x1, x2, x3. @1, @2 sont respectivement les rotations de normale a la
Surface moyenne autour des axes x1, x2.

t\' ¥

"

b

=
—
\
»
Y

Figure II.1 : Schéma géométrique d'une plaque (stratifiée)
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2-4 Formulation par éléments finis :

L'analyse est basée sur un €¢lément rectangulaire a 4 nceuds de famille de Hermite, chaque nceud
posseéde 3 degrés de liberté ; un déplacement u3 et deux rotations ¢ 1,¢ 2 le champ d

déplacements ¢lémentaire est défini par I’expression [3] :

U3 = W = g + QX + azy + agx? + asxy + agy? + a;x3 + agx?y + agxy? + a;0y° +

apnx’y + apxy? (I1.11)
Le champ de déplacements sous forme matricielle peut étre résumé par 1'équation générale :
uz =w = [pyl{a} (11.12)
Avec :

[p] = (Lx,y, 2%, xy,¥%, %%, 22y, 5%, %%y, xy°,)

et {a}t = {051,052,0-’3; 04,05 a6, A7, Ag, Ao, a10,0‘11,“12}

En remplacant par leur valeur les coordonnées nodales dans 1'équation (I1.12) :

{u} = [xl{a} - {a} = [x] " {u°}

Avec :
0 01 0 0 0 0 O O O 0 0 7
010 0 0 O O O 0 o0 0 0
100 0 0 O O O 0 O 0 0
001 0 a 0 0 a 0 0 a 0
01 02 0 0 3 0 0 0 0 0

[T]_l a 0 a*> 0 0 0 0 0 0 0

“lo o1 0 a 26 0 a* 2ab 3 & 3ab®
01 02 b 0 3a 2ab b> 0 3a’b b
1l a b ao& ab b> & a’b ab> b b b’
001 0 0 2 0 0 0 3 0 0
010 0 b 0 0 0 b 0 b’
1 0b 0 0 b 0 0O 0 b 0 0 |

Donc :

uz = [pe][x]H{u®} (IT.13)

En pose :

[N] = [pxllx]™* = uz = [N]{u®}
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Les fonctions de forme N sont schématisées sur les graphes suivants :

Figure I1.3 : Les fonctions de forme
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Dans le cas d'un probléme de flexion des plaques, 1'état des déformations en chaque point
peut étre représenté par trois composantes :

* La courbure dans la direction x1

* La courbure dans la direction x2

» La torsion

— a 0 —_
dxq
Ki1 F] @
& = x3 |[Koo| = —x3| 0 ——|{/ } = x5{K} = —xsL](o}
K33 2
0 d
0x, 0x;
Et:
) a
Donc :
Jus
Py Joxg | _
{Qoz} - au3 - Vu3
dx,

En remplacant u3 par sa valeur a partir de I'équation (II .6)

g = —x3LVuz = —x3LV[p,][x] " {u} = —x3LV[N]{u®} (I1.14)
On pose :
C = LV[p,]
Avec :
0 00 2 00 6x 2y 0 0 6xy O
C=10 0 0 0 0 2 0 0 2x 6y 0 6bxy
0 000 2 0 0 4x 4y 0 6x%2 6y?
Et:
p=Clx]™"

Donc
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& = x3{k} = —x3[Bl{u’} - {k} = —[Bl{u°} (I1.15)
2-4.1 Formulation élémentaire :

La formulation au niveau de l'élément consiste & exprimer les énergies cinétique et

potentielle en fonction respectivement des vitesses et des déplacements aux nceuds [12].
La matrice de rigidité :
On rappelle de 1'énergie potentielle totale a partir de I'équation :

L’¢énergie potentielle totale Ep est la somme de I'énergie de déformation Ud et de travail
conservatives des forces, donne I'é¢tude des vibrations libres le travail des forces égal a zéro.

Donc I'énergie potentielle totale Ep égal 1'énergie de déformation Ud

- %f / {Dll (662:%3) + 2D12 ax azu3 + D2 (aazég) +4 (D16 (62 ) +

2,,0 2,,0 2,,0
S2) s 4 4D () }dxldxz +c (11 .16)

26 9x2 ) 9x,0x, 0x10%x,

En écrit 1'équation (I1 .16)

sous forme matricielle :
Ep = Ug = [ [k} [DI{k}dx,dx, + c (I1.17)

En remplace {k} par 1'équation (II .17)

ff{ue}t [Bl{u¢}dx,dx, + ¢

D'autre part I'énergie potentielle s'écrit [4,6] :

£, =3 f J (W) (k] (ue)dxsdx, + ¢

Par analogie, la matrice de rigidité élémentaire est :

= [ [IIB1*[D][Bldx;dx, (I1 .18)
En remplacent par 1'expression (I .14)
[K°] = (b7 (Jy fy1€)* [DM[Cldxdxs ) (I1.19)
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Modélisation des masses par éléments finis :

L'énergie cinétique de 1'élément, équation :

ul ou;
== f P o dv (I1.20)

Mais par ailleurs on a:

uz = [NJ{u®} = [po]lx]~H{u’}

D’ou:
Ec =10 pINI* 2 (uY N] = (uYdv = 2 (e} ([ pINT* [N]dv) {1} (11 21)
D'autre part 1'énergie cinétique s'écrit [4,6] :
E = ~{u} [M°]{uc} (1.22)
Par analogie la matrice de masse cohérente de I'¢1ément est :
[M€] = [, pINI[N] dv = ) plpx]*([x] ) [px]‘[x]*dv (II.23)
2-4.2 Formulation globale :

1- Assemblage :

La matrice de rigidité et de masse élémentaire sont utilisées pour calculer la matrice de rigidité
et de masse de la structure compléte permettant d'exprimer 1'énergie cinétique et potentielle en

fonction des déplacements nodaux de la structure [12].
Approche énergétique :

Si les ¢éléments ont la compatibilité requise, I'énergie cinétique et potentielle totale de la
structure peut étre obtenue par sommation des énergies cinétiques et potentielles totales

¢lémentaires, soit [3].

Ec Zelements Zelements {ue}t [Me]{ue} = _{ue}[ ]{u} (H '24)

E - Zelements 14 Zelements {ue}t [ke]{ue} {ue} {Fe} = {u}t[ ][ ] - {u}t (H -25)

Oit u le vecteur des déplacements nodaux de la structure La compatibilité des déplacements

nodaux de la structure est obtenue en écrivant pour chaque ¢lément une relation matricielle de

type
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u® =p%u (I1.26)

Avec :
B¢ matrice de localisation ou de connectivité géométrique. Chaque relation (II .26) permet de

repérer ou de localiser les d. d. 1. de chaque élément dans I'ensemble des d. d .1. de la structure
En utilisant les relations (II.24) et (II .25), on peut écrire :

Ec = Terement EE = Terement (¢} [BC1 [MENIBe] = 5 {ucY [M{u} (I.27)
La matrice de masse de la structure compléte est :
[M] = ZecrementBEIF[M€] [B°] (1128)
De méme pour la matrice de rigidité globale et le vecteur des forces équivalentes :
[k] = Xerement BE1 (k] [B°] (II.29)
[F] = Xerement[B1° [F°] (II.30)
2-5 vibrations des plaques stratifiées :

2-5-1 Introduction :

Dans le cas ou le temps est pris en compte, le champ général des déplacements en un point (x,

v, z) a I’instant ¢ s’€crit pour un schéma du premier ordre sous la forme

u(x,y,z,t) = uo(x,y, ) + 29 (x,y, ),
v(x,y,2,t) = vo(x,y,t) + 2@, (x,y,1), (I 31)
w(x,y,z,t) = wy(x,y,t).

Les fonctions ©0, v0, w0, @x et ¢y sont solutions des relations fondamentales . En 1’absence
de cisaillement transverse, les fonctions @x et @y s’expriment en fonction de w0, et le champ
des déplacements est entierement déterminé par la connaissance des fonctions u0, v0, w0. Ces
fonctions sont solutions des relations fondamentales (16.1) a (16.3), en tenant compte
¢ventuellement de I’équation dans le cas de grandes déformations transversales en présence
d’un chargement en membrane L’analyse de la vibration des plaques consiste d’abord a

rechercher les fréquences propres de vibration [13]

Cette recherche s’effectue généralement en exprimant, par exemple en absence de cisaillement

transverse, le champ des déplacements sous la forme :
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u'O(xr y' t) = uo(x:Y)eth,
vO (xF }7: t) = vO(xﬁ Y)eth; (II 32

wo(x,y,t) = wo(x, y)e™e,

Ou o est la fréquence de vibration de la plaque. La détermination des fréquences propres est
obtenue ensuite en reportant ces expressions dans les relations fondamentales. Les fréquences
propres peuvent également étre obtenues par la méthode de Ritz. L’énergie cinétique (16.42)

s’exprime alors suivant I’expression [13] :
E, = ng If ps(ud + ud + ud)d.d,, (11 .33)

Ou I'intégrale est étendue aux dimensions de la plaque

2-6 vibrations de plaques orthotropes avec diverses conditions sur les cotés :

2-6.1 Expressions générales :

Dans le paragraphe précédent, nous avons obtenu les solutions exactes de I’équation (I1.36)
dans le cas d’une plaque en appuis simples sur ses quatre cotés. Dans le cas d’autres conditions
d’appuis, il n’est pas possible de résoudre directement 1’équation (I.36) La recherche des
fréquences propres nécessite alors d’utiliser des méthodes d’approximation. Nous développons

ci-aprés la méthode de Ritz. Dans le cas de stratifiés orthotropes [13]

L’énergie Ud de déformation est donnée par 1’expression (21.97) [13], alors que 1’énergie

cinétique maximum s'écrit d’apres, en introduisant w0 sous la forme (I1.36), suivant :

1.a b a2w2\2 82w, 82w, 92wg\ 2
Uimax — Ecmax = Efx=0 fy:O [D11 ( 922 ) + 2Dy, 9x2 0y2 + D5, ( 9y2 ) +

92wy 2
4Dgg (axg”;) —pswzwg]dxdy. (I1 34)

En I’absence de charges latérales, la fonction énergie maximum (relation (8.65)) se réduit a Ud

max — £c max avec :

1 b
Eemax = 3 Jyo J,yoo Ps@?0fddy (I1 35)

La solution approchée est recherchée sous la forme usuelle d’une série double de fonctions a

variables séparées :

wo(x' y) = Z%:l Z%:lAmnXm(x) Yn(y) (IT.36)
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Ou les fonctions Xm(x) et Yn(y) doivent vérifier les conditions aux frontieres sur les cotés x =
0, x=aety=0,y=>b. Les coefficients Amn sont déterminés par les conditions (8.66) de

stationnarité

—[Damax — Eemax] =0 m=12,..,M, n=12,.N, (I1 .37)
mn

Ou U E % % d max ¢ max — est I’énergie obtenue en reportant I’expression (I1.37) de la fléche
dans les expressions et (II .34). Compte tenu de l'expression [3], les conditions (II .38) de

stationnarité conduisent alors aux M x N équations homogenes

i1 2)=a{Dua L) + [Daz (It + Imidng) + 4DeslmiJnj |R? + DoolmiJni R* —

nj

psa*w? 13309} A; =0, (11 .38)
Pourm=1,2,..., M, n=12,..,N,

Ou les intégrales Imi pq et Jnj rs ont ét¢ introduites. En explicitant le produit des intégrales
sous la forme le systéme d'équations (I .38) peut €tre réécrit sous la forme d'un systéme sans

dimensions, suivant :
D13 = @13D44, D¢ = @g6D11, Dy, = ay;D44,

et en introduisant la fréquence réduite :

Q=wad? |[£= (11 .39)
Dq1

En exprimant les coefficients de rigidité en flexion Dij en fonction de D11 :

M N
33 (€20 + [a1a(C2003 + CO20) + AaresCHLIIR® + aza COR2RY — QC000) 4,y = 0,
i=1j=1

Pourm = 1,2,..., M, n=12,..,N, (11 .40)

La comparaison des équations (II .38) fait apparaitre une similitude entre les équations obtenues

par la méthode de Ritz dans le cas de la flexion, du flambement et des vibrations [3].

La similitude résulte de la partie de I’expression de 1’énergie de déformation Ud commune a
ces équations. Le systeme (II .38) ou (II .39) d’équations en Aij étant homogeéne, une solution
non nulle est obtenue lorsque le déterminant du systéme est nul. Cette condition conduit a une

¢quation dont les solutions sont les fréquences propres wmn de vibration en flexion de la plaque.
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2-6.2 Approximation de Rayleigh :

L'approximation de Rayleigh consiste a utiliser pour un mode donné mn le terme dominant de

la série (II .35) :

Wmn (X, Y) = ApnX;m () Y5, (¥). (IT.41)

La fréquence propre du mode est alors obtenue en égalant 1'énergie de déformation maximum

a I'énergie cinétique maximum associée au déplacement transverse maximum wnm.

D'apres, I'énergie cinétique maximum s'écrit :

1
E¢ max = 5 psw?ablym/anAnn, (I1 .42)

Et I'énergie de déformation maximum est déduite de l'expression
~ 1
U max = 5 Amn[Dialnim)an + 2(Drz2lmm/nn + 2Deelnim/an) R? + Doz lmm/nnR*lab  (11.43)

L'égalité des deux expressions (II .44) et (II .45) conduit, avec des notations déja introduites, a

Bmmnn
Qon = oo™, (I .44)

Ou le coefficient By pny €st exprimé suivant :
Brumnn = Cirimnn + 2(@12Cman + 2066 Crimnn) R? + a2 Coiinn R*. (II.45)

Dans le cas de vibrations transverses de plaques orthotropes, 1'écart entre la valeur de la
fréquence propre obtenue par l'approximation de Rayleigh et la valeur déduite d’une
approximation avec un nombre ¢élevé de termes (11 .39) est faible (Inférieure a quelques %) dans
le cas d'une plaque ayant ses c6tés encastrés ou en appuis simples. Cet écart augmente lorsque
les contraintes géométriques imposées aux quatre cOtés diminuent. Schématiquement, le
changement d'un c6té encastré ou en appui simple en un co6té libre accroit sensiblement I'écart,

l'intersection de deux cotés libres (un coin libre) produit les écarts les plus €levés
2-6.3 Approximation a deux termes :

Dans le cas d'une approximation a deux termes, le déplacement transverse est exprimé, par

exemple, suivant :

wo(x,y) = A X1 (Y1 (y) + A X1 ()Y (), (IL46)
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Et le systeme d'équations (II .38) se réduit a un systéme de deux équations : et le systeme

d'équations (II .38) se réduit a un systeme de deux équations :

(B1111 — QZC{){){){))AM + (B1112 — Q261010{)20)1412 =0

(Bi112 — Q*CP20) A1 + (Biizz — Q2CP122) A1, = 0

Avec :

By = CIE0 + 2(“126121082 - 2“6661111i1]'1)R2 + ay, CY R (IL47)
Les fréquences propres des modes 11 et 12 sont obtenues en annulant le déterminant du systéme
(I1.47) Soit :

20000 20000
det B1111 - C1111 BlllZ —Q C1112 _

= 0. (11.48)
Bi11z — Q2CP2Y  Biiza — Q2CiT%s

Les approximations de Rayleigh des deux modes 11 et12 sont obtenues directement a partir

des termes diagonaux. Soit

2 _ B 2 _ Biiz
Qll — (0000 Et 912 — (0000 (H.49)
1111 1122

Nous retrouvons les approximations données par 1’expression.
2-7 vibrations de plaques stratifiées symétriques :

2-7.1 Expressions générales :

L'étude des fréquences propres en flexion de plaques stratifiées symétriques se fait de la méme
manicre qu'au paragraphe. Dans le cas présent, 1'énergie de déformation a considérer est celle
introduite en [3]. I en résulte que le systeme (II .39) ou (II .40) est modifié en introduisant les

termes en D16 et D26. D'ou le systéme de M x N équations homogenes

21 Zje{ D1 Cring + [D12(Ciinj + Cning) + 4De6Cominj |R? + D2z Conng R* +

2D16(C2A0 + CRAIIR + 2D, (CAR2 + CORIRT = psa02CO000) Ay =0, (1150)
Pour m=1,2,.., M, n=12..,N,

Comme dans le cas de plaques orthotropes, il est possible d'expliciter 1'approximation de
Rayleigh [3] ou l'approximation a deux termes [3], suivant des expressions analogues
respectivement a (11 .49) et a(I1 .48) . Toutefois dans le cas présent, 'approximation de Rayleigh

s'écarte notablement des valeurs obtenues avec un nombre élevé de termes. En effet, dans le cas
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de stratifiés symétriques, la déformée a un terme ne décrit pas assez correctement la déformée

réelle.
2-7.2 Plaque symétrique dont les cotés sont encastrés ou libres :

Comme application de la formulation générale précédente, nous considérons ici le cas d'une
plaque rectangulaire constituée d’un stratifi¢ symétrique, dont les cotés sont encastrés ou libres.
Le cas de cotés opposés encastrés a déja été considéré au paragraphe (relations (I1.65) a(I1.68).
Dans le cas de cotés opposés 1'un encastré, I'autre étant libre, il est possible d'exprimer la fléche

a partir des fonctions déduites de la fonction poutre introduite au paragraphe [3] :

Coté x = 0 encastré et coté x = a libre :
Xm(x) = cos Ay, E +cosh 4,, § + Ym (sin Am % —sinh 4,, %), (IL.51)
o Coté y=0 encastré et coté y=>b libre :
Y,(y) =cos i, % —cosh 4, % + Vn (sin An % —sinh 4, %), (11.52)

Ou Am, An, ym et yn sont donnés par les relations//

cos A;cosh A; = —1, i=m, n=>3.
__ cosAj+cosh A;
Vi = sinA;—sinh 4;’ (IL.53)

Les valeurs de Ai et yi sont reportées dans le Tableau II.2. Dans le cas de cotés
opposés libres, la fleche est exprimée a partir des fonctions déduites de la fonction poutre

introduite en (II 28) (I1 33) et (I1 34) :
e cOté x =0 libre et coté x = q libre :

X1 (x) =1,
X
X,(x) = x/§(1 - 25)
Xn(x) = cos Ay, z +cosh )lmg + Vm (sin Am% + sinh 4,, %) ,m=3 (I1.88)

e (Coté y=0 libre et coté y=b libre :

i(y) =1,
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o) =3 (1-23),

Y,(y) =cos A, % +cosh 4, % + Vn (sin An % + sinh 4, %) ,m=>3 (I1.89)

Les coefficients Am, An, ym et yn sont exprimés par les relations (II 82) et (I1 31) :

cosAjcosi; =1, i=m, n=3.

__ sinA;j+sin;

L™ cosAj—cosA;’ (I190)

Les valeurs de Ai et yi sont reportées. Il est important de noter que si les fonctions poutres (I1.85)
a (IT 90) vérifient exactement les conditions (II 29) aux fronticres sur les extrémités libres d'une
poutre, elles ne vérifient que de maniere approchée les conditions aux frontieres dans le cas de
coOtés libres d'une plaque. En effet, dans le cas d'un co6té libre de direction paralléle a y, par

exemple, les conditions aux frontieres s’écrivent :

My

M, =0 +Qy,=0 (IL.91)

La résultante Qx de cisaillement transverse est exprimée par la quatrieme équation des plaques.
Et les conditions aux fronti¢res s'écrivent

oM oM
X4 2 X

> 72 =0. (1192)

Les expressions du moment de flexion Mx et du moment de torsion Mxy sont déduites de
I'équation constitutive des stratifiés. Les conditions aux frontiéres sur un coté libre de direction

parallele a y s'écrivent donc finalement [13] :

2
Du S5+ Dip Tt + 2016 520 = 0, (11 93)
a wO a wWo 8 Wy 6 (IJO
Dll + 4D16 9x 26 + (Dlz + 4D16) 9x a 2 + 2D26 = 0 (II 94)

Génie mécaniques m’sila 19 /20 Page 45



Chapitre 111

Simulation d’une plaque en
matériaux composite par le code

ANSYS apdl



Chapitre III  Simulation d’une plaque en matériaux composite par le code ANSYS apdl

3-1 Introduction :

Les fonctionnalités du logiciel ANSYS apdl relatives au calcul des structures en matériaux
composites par la méthode des éléments finis ont été utilisées pour déterminer la déflexion de
la plaque et les fréquences et les modes propres de vibration libre de la plaque.

Ce travail représente la simulation par le code ANSYS apdl d’un solide élastique en matériaux
composite (plaque encastrée) figure III.1. Les caractéristiques mécaniques la plaque sont

présentées dans le tableau III.1.

0.4

A

[
»

A 0.002

—_— —

0.4

Unité : m

Figure II1.1: Géométrie de la plaque en matériaux composite étudiée

Epoxy carbone
Ex 119¢9
module d'élasticité E Ey 8.67¢9
Ez 8.67¢9
Gx 5.18¢9
module de rigidit¢ G Gy 3.29¢9
Gz 3.29¢9
1! 0.31
coefficient de Poisson p i 0.31
U 0.31
masse volumique p Rho 1550

Tableau III.1 : Caractéristiques mécanique la plaque en matériaux composite étudiée
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3-2 Simulation d’une plaque en matériaux composite stratifiée carrée
symétrique cross-ply [0] :

Dans cette section, nous allons prendre un exemple de structures d’une plaque stratifiée carrée
symétrique cross-ply [0].

L’¢lément SOLID186 (Figure II1.2) de la bibliotheque de I’ANSYS apdl est utilisé pour
simuler les structures composites par 1’activation de la commande ET, SOLID186, 3.

La figure II1.2 I’élément SOLID186 qui possede 20 nceuds (I, J, K, L, M, N, O, P, Q, R, S, T,
U, V,W, X, Y, Z, A, B) et trois DDL (UX, UY, UZ).

Figure I11.2 : L’¢élément SOLID186

La géométrie de la plaque (Figure I1I.1) est maillée par I’¢lément SOLID186 a 2116 élément,
chaque ¢élément du taille 8 e-3 m (Figure IIL.3).

ANSYS

ELEMENTS [ EN

MAY 7 2020
12:28:30

Figure II1.3 : Maillage en plaque (46*46=2116 Elements)
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Les types de conditions aux limites utilisées dans ce travail est donné comme suit ; (ELLL) qui

sont considérées autour les bords de la plaque e (Figure I11.3.a).

La Figure II1.3.b la Fixation des trois degrés de libertés (DDL) (UX, UY, UZ) au niveau des

nceuds du coté gauche de la plaque.

1
ELEMENTS

ANSYS

Fi%.1

MAY 7 2020
12:30:25

Figure II1.3.a : Conditions au limites autour des bords de la plaque

1
ELEMENTS

Figure II1.3.a : Fixation des trois DDL (UX, UY, UZ) des nceuds du c6té gauche de la plaque
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Chapitre III  Simulation d’une plaque en matériaux composite par le code ANSYS apdl

Dans cette section, nous allons prendre un exemple de structure de plaque stratifiée carrée

symétrique cross-ply [0] (Figure III. 4), cette figure présente un élément finis numéro 709.

ANSYS

LAYER STACKING k18,1

ELEM = 709 MAY 7 2020
SECT = 1 12:35:26
LAYERS :

TOTAL = 1

SHOWN  :

FROM 1 TO 1

Figure II1.4 : L’¢lément 709 de la plaque stratifiée carrée symétrique cross-ply [0]

3-2.1 Analyse statique :

Dans la présente analyse de la plaque composite orthotrope est une étude statique, nous allons

appliquer une force F (Figure I11.5) pour les différentes valeurs (500, 1000 et 1500N).

F

ELEMENTS

ANSYS

kig.1

MAY 7 2020
13:39:32

Figure IIL.5 : Application de la force F sur le nceud 202 (Point (0.2,0.2)
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ANSYS
DISPLACEMENT E18.1]
STEP=1 MAY 7 2020
SUB =1 13:40:11
TIME=1

DMX =.431294

Figure III. 5.a : Déflexion résultant de I’application de F=500 N au point (0.2,0.2)

ANSYS
DISPLACEMENT 18,1
STEP=1 MAY 7 2020
SUB =1 13:41:35
TIME=1

DMX =.862589

Figure III. 5.b : Déflexion résultant de 1’application de F=1000 N au point (0.2,0.2)

DISPLACEMENT Ri8.1
STEP=1 MAY 7 2020
SUB =1 13:42:49
TIME=1

DMX =1.29388

Figure II1. 5. ¢ : Déflexion résultant de 1’application de F=1500 N au point (0.2,0.2)
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Chapitre III.  Simulation d’une plaque en matériaux composite par le code ANSYS apdl

Les figures II1.5.a, IT11.5.b et I11.5.c présentent la forme de déformation de déflexion de la plaque

stratifiée carrée symétrique cross-ply [0].

Le tableau I11.2 montre les trois valeurs des déflexions de la plaque stratifi¢e carrée symétrique

cross-ply [0].

Force 500 1000 1500
Déflexions 0,431294 0.862589 1.293888
Tableau IIL.2 : les trois valeurs des déflexions de la plaque stratifiée carrée symétrique cross-
ply [0].

La tension de la force F est correspondante au valeur de la déflexion.
3-2.2 Analyse dynamique :

L’analyse modale d’une structure admet d’améliorer la connaissance physique et dans certains
cas du comportement : le calcul de la base modale d’une structure est aujourd’hui une étape
raisonnable de son dimensionnement. Du fait de I’excitation forcée a laquelle est soumise la
structure en fonctionnement, pour empécher le probleme d’amplification dynamique souvent
synonyme d’inconfort voire de rupture, on peut désirer lors de la définition de la structure
qu’elle n’a pas de fréquence propre dans une bande donnée. La base modale doit donc étre

calculer et la conception de la structure doit étre parfois modifiée.
Les systémes mécaniques sont toujours dissipatifs :

les modes propres de vibration physique sont des vecteurs complexes au sens algébriques et
les fréquences propres associées sont des nombres complexes, alors que les modes propres
calculés par les programmes d’analyse modale traditionnels sont des vecteurs réels au sens
algébrique, donc simplement manipulables et les fréquences associées sont des nombres réels.

On les nomme modes propres réels bien qu’ils n’aient de réel que leur forme mathématique.

La figure II1.7 montre les quatre premieres formes des modes de vibration libre de la plaque.
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ANSYS ANSYS

E18.1 DISPLACEMENT F18.1]

DISPLACEMENT

MAY 7 2020 STEP=1 7 2020

12:37:24 SuB =2 12:37:41
FREQ=23.1366
DMX =4.53899

Mode 1 Mode 2

ANSYS ANSYS

DISPLACEMENT Ri8,1 DISPLACEMENT [BERI

MAY 7 2020 STEP=1
12:37:55 SUB =4

MAY 7 2020

12:38:16
FREQ=95.1329
DMX =4.41002

Mode 3 Mode 4

Figure II1.7 : Modes propres de vibration libre de la stratifiée carrée symétrique cross-ply [0].

Le tableau II1.3 présente les valeurs des quatre premicres fréquences propres de vibration libre

de la plaque.
Modes Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4
Fréquences (Hz) 17,7442 23,1366 45,6002 95,1323

Tableau II1.3 : Quatre premiéres fréquences propres de vibration libre de la plaque.

3-3 Etude paramétriques:

L’objectif de cette partie d’étude vise a montrer la variation dans les formes des modes de
vibration et les valeurs des fréquences dans les déférentes cas des conditions aux limites de la

méme plaque précédant mais avec trois couches [-45,45,-45] (Figure IIL8).
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Chapitre I11

Simulation d’une plaque en matériaux composite par le code ANSYS apdl

LAYER STACKING

ELEM = 1010
SECT = 1
LAYERS :
TOTAL = 3
SHOWN ~ :
FROM 1 TO 3

ANSYS

R1%.1

MAY 7 2020
13:03:03

Figure I11.8 : L ¢lément 1010 de la plaque stratifiée carrée symétrique cross-ply
[-45,45,-45]

Les types de conditions aux limites utilisées dans ce chapitre sont donnés comme suit ; quatre

cas, (ELLL, ELEL, EELL et EEEE) (Figure IIL9).

ANSYS|
g1

MAY 7 2020
12:30:25

ELEMENTS

ELEMENTS

ANSYS
Fi1g1

MAY 19 2020
22:06:58

ELLL

ELEL

ANSYS)

F18.1)

MAY 19 2020
21:58:25

ELEMENTS

ELEMENTS

ANSYS
e

MAY 19 2020
22:16:23

EELL

EEEE

Figure II1.9 : Déférentes conditions aux limites de la plaque étudiée
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Chapitre III.  Simulation d’une plaque en matériaux composite par le code ANSYS apdl

Les figures (II1.10, III.11, TI1.12 et II1.13) et le tableau (II1.4) représentent les formes et les
fréquences respectivement des modes de vibration libre de la plaque stratifiée carrée

symétrique cross-ply [-45,45,-45].

Les matrices des rigidités de la structure varient selon les conditions aux limites considérées

par conséquent les formes des modes et les valeurs des fréquences aussi varient [REDDY].

La simulation par le code ANSY'S apdl valide cette variation selon les conditions aux limites

considérées choisies dans notre analyse dynamique
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ELLL

ANSYS
DISPLACEMENT [N DISPLACEMENT
MAY 7 2020 0
12:37:24 12:37:41
Mode 2
ANSYS ANSYS
DISPLACEMENT Ri8,1 SPLACEMENT R84
STEP=1 MAY 7 2020
SUB =3 12:38:16
FREQ=45.6002 329
DMX =4.9514 DMX =4.41002
Mode 4
ANSYS ANSYS
DISPLACEMENT Fig.1 DISPLACEMENT FE1g.1
STEP=1 MAY 7 2020 STEP=1 MAY 7 2020
SUB =3 12:37:55 SUB =3 12:37:55

FREQ=45.6002
DMX =4.9514

FREQ=45.6002
DMX =4.9514

Mode 5 Mode 6

Figure I11.10 : Formes des six premiers modes de vibration libre de la plaque (ELLL)
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ANSYS ANSYS
DISPLACEMENT F18.1] DISPLACEMENT k181
STEP=1 MAY 19 2020 MAY 19 2020
SUB =1 22:09:07 22:09:29
FREQ=112.75
DMX =2.45388
Mode 1 Mode 2
ANSYS ANSYS
DISPLACEMENT k18,1 DISPLACEMENT E1¢.1
STEP=1 MAY 19 2020 MAY 19 2020
UB =3 22:13:11 22:10:05
FREQ=128.036
DMX =4.18833 DMX =4.39478
Mode 3 Mode 4
ANSYS ANSYS
DISPLACEMENT LSRR DISPLACEMENT FE18.1
MAY 19 2020 MAY 19 2020
22:10:23 22:10:56
Mode 5 Mode 6

Figure II1.11 : Formes des six premiers modes de vibration libre de la plaque (ELEL)
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ANSYS
DISPLACEMENT DISPLACEMENT Ei8.1
STEP MAY 19 2020
sUB =2 22:00:22
20.354 FREQ=42.1546
DMX =4.94474 DMX =5.22615
Mode 2
ANSYS ANSYS
DISPLACEMENT [HEX DISPLACEMENT [BERY
STEP=1 MAY 19 2020 STEP=1 MAY 19 2020
SUB =3 22:00:37 SUB =4 22:00:53
FREQ=92.9881 FREQ=113.241
DMX =4.55348 DMX =4.66478
Mode 3 Mode 4
ANSYS ANSYS
DISPLACEMENT [N DISPLACEMENT E18.1]
S MAY 19 2020 d MAY 19 2020
22:01:05 22:01:19
Mode 5 Mode 6

Figure II1.12 : Formes des six premiers modes de vibration libre de la plaque (EELL)
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EEEE

FREQ=316.489
DMX =3.25388

ANSYS ANSYS
DISPLACEMENT F18.1] DISPLACEMENT k181
STEP=1 MAY 19 2020 MAY 19 2020
SUB =1 22:19:06 22:19:19
FREQ=120.346
DMX =3.51792
Mode 1 Mode 2
ANSYS ANSYS
DISPLACEMENT Fi8.1] DISPLACEMENT k18,1
MAY 19 2020 MAY 19 2020
° 2 22:19:31 22:19:44
FREQ=215.998 -
DMX =3.34486 DMX =3.30488
Mode 3 Mode 4
ANSYS ANSYS
DISPLACEMENT k18,1 DISPLACEMENT Rig.1
MAY 19 2020 MAY 19 2020
22:19:56 22:20:09

Mode 5

Mode 6

Figure I11.13 : Formes des six premiers modes de vibration libre de la plaque (EEEE)
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Chapitre III.  Simulation d’une plaque en matériaux composite par le code ANSYS apdl

Le tableau III1.4 montre les valeurs des quatre premieres fréquences de vibration libre pour
quatre modeles ou dans chacun des modéles nous mettons une sorte de conditions aux limites
Et chaque type se distingue par quatre fréquences naturelles différentes du reste

Type de Fréquences de vibration libre (Hz)
conditions Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode 5 Mode 6
aux limites
ELLL 17,7442 23,1366 45,6002 95,1329 45,6002 45,6002
ELEL 112,75 115,521 128,036 161,521 225,704 310,114
EELL 20,3542 42,1546 92,9881 113,241 131,798 171,361
EEEE 120,346 151,417 215,998 314,13 316,489 338,796
Tableau I11.4 : Fréquences propres de la plque composite pour les diferentes caondition aux
limites

3-4 Simulation de vibration libre d’une plaque sandwiche avec ANSYS
Workbench ACP :

Un matériau sandwich est formé d’un matériau de faible masse volumique (I’ame) sur lequel
sont collées des feuilles ou plaques (les peaux). La fonction essentielle de I’ame du sandwich
est de transmettre, par cisaillement, les actions mécaniques d’une peau a ’autre.

Dans le cas général, les peaux sont des stratifiés d’épaisseur hl (peau inférieure) et d’épaisseur
h2 (peau supérieure) (figure II1.14). L’épaisseur de 1’ame sera notée h. Le systéme de

coordonnées est choisi de maniere que le plan (x, y) soit le plan moyen.

Figure I11.14 : Plaque en matériaux sandwich

Dans la partie suivante de simulation, nous considérons une plaque sandwiche (400*400*3.2
mm), la plaque est constituée d’ame d’Honeycomb d’épaisseur h=15 mm et de peau d’Epoxy
Carbon UD (230 GPa) Prepreg d’épaisseur h1=0.25 mm.

La peau supérieur est composée de quatre couches d’orientation [-45,45,-45,45] et la peau
inferieure est d’orientation [0,90,0,90].

La figure II1.15 présente la simulation des matériaux et composition de la plaque sandwiche.
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Figure I11.15 : Matériaux et composition de la plaque sandwiche en ANSYS Workbench ACP.

La figure II1.16 montre la géométrie de la plaque sandwiche simulée
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Figure II1.16 : Géométrie de la plaque sandwiche

50,00 150,00

Figure I11.17 : Maillage de la plaque sandwiche (Taille d’é¢lément 10 mm)

Le maillage de plaque sandwiche est lustrée dans la figure I11.17.
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50.00 150.00

Geom Print Preview t Preview,

Figure I11.18 : Conditions aux limites (ELLL)

Nous choisissons la plaque (ELLL) pour simuler la plaque sandwiche (Figure I11.19), ANSYS
Workbench avec I’intégration d’ACP permet d’obtenir 1’analyse modale pour déterminer les
formes des modes de vibration libre de la plaque sandwiche simulée (Figure II1.19) , et au

méme temps les fréquence naturelle (Tableau IIL.5).

Les vibrations constituent un probléme majeur dans de nombreuses applications industrielles

ou de défense.

L’analyse dynamique des structures mécanique et spécialement les structures composites et
sandwiche est déterminé les modes est les fréquences naturelles pour controler et régler les

vibrations de ces structures.
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Figure I11.19 : Formes des modes de vibration libre de la plaque sandwichent simulée

Tableau II1.5 Les fréquences naturelles affichent la vibration libre du panneau sandwich

simulé et nous donnent les valeurs des six premieres fréquences naturelles de la vibration
libre du panneau sandwich.

Modes Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode 5 Mode 6
Fréquences
naturelles 7.7471 14.159 48.379 54.947 58.43 95.457
(Hz)

Tableau IIL.5 : Fréquences naturelles de vibration libre de la plaque sandwiche simulée
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Conclusion

L’objectif principal de ce mémoire est d’amener les modes propres ainsi que les
fréquences de vibration libre des plaques en matériaux composites stratifiés. Nous
avons débuté par une analyse théorique qui expose les matériaux composites stratifiés
en termes trés généraux et leur comportement mécanique, ainsi qu’une ébauche sur les

comportements dynamiques des structures.

La deuxiéme par un peut étre remplacée par en éléments finis. et par un développement.
L'analyse a été basée sur un €lément rectangulaire a quatre nceuds de type Hermite

adapté aux stratifiés.

La dernicre partie de ce mémoire a été sainte a un exemple illustratif et une étude
paramétrique pour mettre en évidence les effets des conditions aux limites sur la

variation des formes et des fréquences naturelles de vibration libre des plaques.



Résumé

Le travail présenté dans ce mémoire est une analyse numérique des vibrations libres des
plaques carrées en matériaux composite stratifié.

L'analyse a été établie sur un élément volumique (SOLID186) a vingt nceuds de type adapté
aux stratifié, pour examiner l'influence de certain parametre, tel que le rapport géométrique,
l'orientation des fibres et les conditions aux limites, etc. sur la variation des fréquences
propres. Au travers un série d’exemples, les résultats de simulation numérique sont
respectées la littérature dans la variation des modes et des valeurs de vibration libre des

structures composés.

Mots clés : plaques, stratifié, matériaux composité, dynamique, modélisation, vibration
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