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Abstract
Let H be a complex Hilbert space, and let B(H ) denote the set of all bounded linear operators
on H.
For A € B(H), we denote by A*;the adjoint of A, For an operator A € B(H); let|A| = (A*A)%
and |A*] = (AA*)z .
For 0 <n <1, A is said to be n-hyponormal if :
AP > AP
When n=1and n = % , A is said to be hyponormal , respectively.
The main objective of this work is to give more informations on the basic properities of

n-hyponormaloperators

Keywords

Hilbert space, operator, hyponormal, n-hyponormal .

Résumé

Soient H un espace de Hilbert complexe et B(H) I’ensemble de tous les opérateurs linéaires
bornés sur H.

Pour A € B(H), on note par A* ; I’ adjoint de l'opérateur A, pour un opérateur A € B(H) ;

soient ;| A| = (A*A)2 et |A*| = (AA*)2 .
Pour 0 < n <1, A est un opérateur n-hyponormal si :
AP > AP
Sin=1letn= %, A est dit hyponormal , respectivement.
L’objectif principal de ce travail est de donner plus d’informations sur les propriétés des

opérateurs n-hyponormaux.

Mots clefs: Espace de Hilbert, opérateur, hyponormal, , n-hyponormal .
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Introduction

Tout au long de cet article ,B (H) dentes a ’algeber de touts les opératours linéaires bornés agissant
sur un espace de hilbert complexe H .Un opérateur A est dit opérateur n-normal si A" A* = A*A™ ;
normal si AA* = A*A (il est clair qu’un opérateur normal uni est un opérateur n-normal pour tout n )
;auto-adjoint si A* = A positif si A* = A et (Az,z) > 0 pour tout = € H et seky-normal si
A2 = A**:projretion si A2 = A = A* pour un opérateur A € Hsi || Az| = ||z| pour tout z € H

(ou équivalent A*A = 1) ,s’appelle alors une isométrie ; A est appelé unitaire si AA* = A*A =

1.Un opérateur sur est appelé hyponormale si AA* < A*A.



Chapitre 1

Espace normé

Définition 1.0.1 Soit ' un espace vectoriel sur le corps K = R ou C; on dit que E est un espace

vectoriel normé s’il est muni d’une norme || . ||.

Proposition 1.0.1 Tout espace vectoriel normé (E, | . ||) est un espace métrisable.

1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1 On appelle espace de Banach (E,||.||) tout espace vectoriel normé et complet

pour la distance déduite de sa norme.

1.1.1 Espace produits

Soient (E, ||.||5) et(F,|.]| ) deux espaces vectoriels normés sur le méme corps K = R ouC} alors

I’espace produit £ x F' défini par
G =E x F ={(z,y) ,tels que zeE et yeF'},
est un espace vectoriel normé sur K , par I’'une des normes produits suivantes:
o @9l = llallp+ Iyl 7 Ve ¢ B,y e F.
o @l = (2l + lgllf)? Vo e By e F51<p < oo.

* (@9l = max{l|zl[p + yllp} Vo e B,y e F.



1.1. Espace de Banach

1.1.2 Opérateurs continus

Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur un sous ensemble G C E dans F'
est dit continu au point zgde G si on a, la propriété suivante

Pour toute suite x,, deG converge vers xg; la suite A(x,) converge vers A(xg); c’est a dire

lim A(z,) =A < lim xn> = A (zo).

n—oo n—oo

Remarque 1.1.1 L’opérateur A est dit continu sur G, s’il est continu en chaque point de l’ensembleG.

Théoréme 1.1.1 Soient E et ' deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur un sous

ensemble G C Edans F'; est dit continu partout surG s’il est continu en un point rode G.

Démonstration. Soit x, une suite convergente vers x alors cette suite peut s’écrire comme

sous la forme
Tn = [zo+ (zn — )]+ (2 — o)
= yn+ (z —20)
Il est clair que la suite y, est une suite convergente vers I’élément xg
limy, = lim[zg + (z, — x)] = w0,
la composition des deux membres par l'opérateur A; donne

A(zy) = A(zo+ (zn —2)) + A(z — 20)
= A(yn) + A(z — z0).
L’opérateur A étant continu au point xg alors, il vient
limA(z,) = limA(yn) + A(z — z0)

= A(zo) + Az) — A(zo)
= A(z).

1.1.3 Opérateurs bornés

Un opérateur linéaireA défini sur E dans Fest dit borné s’il existe une constante positive C' > 0,

telle que
A (@)[[p < Cllz|p Vo € E. (1.1)



1.1. Espace de Banach

Proposition 1.1.1 La plus petite des constantes C' vérifiant la relation (1.1) est appelée norme
de A notée || Al et donnée par

|Al]l = sup |A(z)|p = sup [[A(z)|p- (1.2)
lz]|=1 <1

Démonstration. En effet, de la relation (1.1), les constantes C' s’écrivent

A
MSC,V&:GE@#O.

1]l

D’ou, il est simple de voir que la plus petite des constantes C' notée || A||s’écrit comme suit

A
w20 zllg
De plus, on écrit
= sup|[——A(x)
a0 || 1z]l £ F
= sup A( v )
= sup [[A(z)]|p.
llzl[=1

D’oul la deuxiéme égalité

1Al = P 1A (@)l -

Pour la troisieme égalité, il est clair que I'on a la relation

sup [[A(z)[[p < sup A (2)|p-
lef=1 lell<1 a0

De plus, pour tout z C E tel que||z| <1 et z # 0, on écrit

@1 = el |4 ()

< sup [A@)|p,
lzll=1

F

ou encore

1A @)l F < P, 1A @)l

Passons au supremum sur la boule fermée B (0, 1) des deux membres, on obtient

sup [ A (2)l[p < sup [|A(z)]|p-
[EESEERY lel=1



1.1. Espace de Banach

Des deux inégalités précédentes, on tire la relation suivant

sup [|A(z)|p= sup [|A(2)]lp
llel=1 lzll<1, =70
D’ot la troisiéme égalité
[All = sup [[A(2)].
lzll<1, =70
[
Proposition 1.1.2 La normel||A|| = sup || A (z)|| p sur la boule unité est toujours finie pour tout

opérateur continu.

Démonstration. Supposons que la normel||A|| n’est pas finie, cela veut dire que 'on peut

trouver un élément = de E; tel que
lzll < 1, etsup[|A(z)]|p = oo,
ou encore il existe une suite x,, de E telle que
onl| < 1et | A (z0)lp = an

avec
lim o, = 00

Définissons la suite y,, par

In

Yn = .
Qn

Il est & noter que cette suite converge vers 1’élément 0, c’est & dire lim y,, = 0:
D’on, il vientlim
o1
[A(zn)llp = lim—[|A(zn)|p
Qp
Qp

= lim— =1
On

Contradiction avec le fait que A est un opérateur linéaire continu, car on doit avoir la relation de
la continuité

limy, = 0= lim ||A (yn)||p = 0,

ce qui affirme que la constante C' = || A||est finie pour tout opérateur A linéaire et continu. m

Théoréme 1.1.2 Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.



1.1. Espace de Banach

Démonstration. Condition suffisante. Supposons que 'opérateur A est borné alors, on a
A @)p < Cll=llp,

ou encore

A (z) = AQO)][p < Cllz = Ollg -
D’ou la continuité de 'opérateur A au point 0. Autrement dit, lim A(z) = A (0) lorsque lim = = 0.
Ce qui entraine la continuité partout.

Condition nécessaire. Soient x et y deux éléments de E tels que

z € B(0,1) ={z €k |z]g <1},
et

yGS(O,l)z{yGE,HyHE:l}

Il est clair que 'on a la relation

A W)llF < sup [[A (@)= Al

D’autres part, pour tout x C F tel que x # 0, on a m € 5(0,1) cela veut dire que 'on a

HA() < |4
Oou encore

1

L A@lp < AL

fall 14 @le

ce qui implique la relation

1A @) lp < Al =]l -

D’ou lopérateur A est borné, car la constante || A|| est toujours finie pour les opérateurs A continus.

1.1.4 Espaces isomorphes

Soient (E, ||.||g)et (F,||.||z) deux espaces vectoriels normés, on dit que E et F' sont isomorphes,

s’il existe un opérateur homéomorphe A défini sur F dans F'. c’est & dire

e A est bijectif sur E dans F.

o Aet A7! sont des opérateurs continus.



1.1. Espace de Banach

1.1.5 Espaces isométriques

Soient (E, |.||z) et (F,||.]| ) deux espaces vectoriels normés, on dit que E et F' sont isométriques,

s’il existe une isométrie A appliquant E dans F' , c’est a dire,
|A(z)||p = ||z||; pour tout z € E.
Remarque 1.1.2 La notion d’isométrie est plus forte que celle de l’isomorphie.

1.1.6 Normes équivalentes

Soit E un espace vectoriel muni de deux normes (E, ||.||;) et (£, ]|.]|5); on dit que les deux normes

sont équivalentes, si on peut trouver deux constantes positives « et/ , telles que
allzlly < flzfly < Bl , Ve € E.

Autrement dit, les deux normes sont dites équivalentes si et seulement si, ’application identique

de E dans E soit un isomorphisme entre les espaces normés (E, ||.[|;) et (E, |.]|5)-

Théoréme 1.1.3 Dans un espace vectoriel normé (E,|.||) de dimension finie, toutes les normes

sont équivalentes.
Démonstration. Soit {ej,ea, ..., e,} une base de E , alors pour tout élément x € F on écrit

n
T = g aie; avec a; € K, 1 <1 <n.
i=1

Définissons sur E deux normes (E, ||.||) et (E, N); alors, pour tout z y € E, tel que

n n
=Y aiei,y=Y B
i=1 i=1
on a la relation
IN(z) =N (z)] < N(z—y)
n n
- (S T
i=1 i=1
n
= N (Z |cvi —ﬁi\N(ei)> :
i=1
Cette inégalité entraine la continuité de la norme N sur F car on a

lim N(z) = N(y) lorsquelimz = y.



1.1. Espace de Banach

Etant donné que la sphére S(0,1) = {x € E,||z|| = 1} est compact comme un ensemble fermé et
borné dans un espace F de dimension finie et N(z) une fonction continue positive, alors cette

fonction est uniformément continue et atteint ses bornes sur la sphére, c’est a dire

dM > 0,3dm > 0; telle que m < <$> <M,

]

ou encore

m|zl| < N (z) < M [|z] .

Lemme 1.1.1 Tout espace normé (E, ||.|) de dimension finie est complet.

Démonstration. Soit x, une suite de Cauchy de E | alors la suite est bornée dans un espace
de dimension finie. D’otl on peut extraire une sous suite x,; convergente vers un élément x de E
ce qui implique que la suite x,, converge aussi vers le méme élément x de E. D’ol la complétude

de 'espaceE. m
Corollaire 1.1.1 Tout sous espace F' de dimension finie d’un espace normé (E,||.||) est complet

En effet, F' est de dimension finie toute ses normes sont équivalente. De plus F' est isomorphe

a k™ qui est complet et par conséquent F' est complet dans F.
Lemme 1.1.2 Tout espace Banach (E,||.||) est fermé.

Démonstration. Soit x,, une suite d’éléments de E convergente vers x ,alors z,, est une suite

de Cauchy dans un espace complet E. D’ol z, est convergente dans £. m
Corollaire 1.1.2 Tout sous espace F' complet d’un espace normé (E,||.||) est fermé

En effet, soit xg C F alors il existe une suite z,, d’éléments de F' convergente vers xo dans E , la
suite convergente x, est de Cauchy dans F' complet ce qui implique que la suite x,, est convergente

dans F' , la limite étant unique. D’otl 29 € F' .Autrement dit, F = F ou encore F fermé.
Corollaire 1.1.3 Tout sous espace F' de dimension finie d’un espace normé (E, ||.||) est fermé.
En effet, il est clair que I'espace de dimension finie F' est complet et par conséquent F' est fermé.

Remarque 1.1.3  Tout sous espace F' de dimension infinie d’un espace normé (F,||.||) n’est pas

nécessairement fermé.



1.1. Espace de Banach

En effet, il suffit de prendreE = C([a, b]) l'espace des fonctions continues sur [a; b] muni de la
norme uniforme

= t
o = max 1= 1)

et soit F' I’ensemble des polynémes qui est un sous espace de C([a,b]), non fermé car d’apres
Weierstrass on a, toute fonction continue sur [a;b] est une limite d’une suite uniformément

convergente de Polynémes. Autrement dit, la fermeture de F' coincide avec C([a, b]).

Théoréme 1.1.4 Soient E et F' deux espaces normés. L’ensemble L (E, F') de tous les opérateurs

A linéaires continus sur E dans F' muni de la norme || Al| est un espace normé.
Démonstration. -Soit A € L(E, F) avec ||A|| = 0, la relation de la continuité
lA @) < 4] 2],
nous donne la nullité de 'opérateur A, c’est & dire
A(x) =0,Vz € E.
D’ou la relation A =0
e Soit A;,Ay € L(E,F) alors, on a A} + Ay € L(E, F) ,c’est a dire
[A1 (2) + Az (2)[| < [| A1 + Az [|]

De plus on a, aussi

A1 (z) + Az (@) < [[Ax (2)]| + [| A2 ()]
< [lAxffllzll + [ Azl fl]
< (1Al + [1A2])) [l -

Notons que ||A; + Az|| est une borne supérieure. Autrement dit, le plus petit des majorants

vérifiant I'inégalité. D’ou la relation

[ A1 + Al < [[Ax]] + [| A2] -

e Soit A€ L(E,F) et A € k alors, on a AA € L(E, F), c’est a dire

[AA ()] < [[AA] [l



1.1. Espace de Banach

De plus on a, aussi

[AA ()] IAA ()]

< [AHIA[]-

Notons que ||AA|| est une borne supérieure. Autrement dit, le plus petit des majorants

vérifiant I'inégalité.

D’ou la relation

AL < IATA
D’autres part on a, la relation
1A (@) < Al I,
ou encore
1
[A@I = F7lrd @)l
Al
< o 1A el
< = T
Al

Notons que ||A|| est une borne supérieure. Autrement dit, le plus petit des majorants

vérifiant I'inégalité.

D’ou la relation

1
Al < =7 [IAA]]
Al
ou encore
IALTAL < [IAA]

Des deux inégalités précédentes, on déduit I'égalité

IALTAL = [[AAT-

Théoréme 1.1.5 Soit E un espace normé et F un espace de Banach, alors L(E, F) est un espace

de Banach.
Démonstration. En effet, soit {A,} une suite de Cauchy d’éléments de L(E, F'),

Ve > 0; 3N Vp,q > N ||Ap — Agll €

10



1.2. Espace de Hilbert

alors, pour tout x € F; on a

[4p () = Ag ()] = [[(4p = Ag) (z)]]
< l4p = Agll{l]
< ellz|

D’ou, on tire que {A, (z)} est une suite de Cauchy dans ’espace de Banach F', alors A,(x)

converge dans F' vers un opérateur A(z). Passons a la limite des deux membres, on obtient

lim |4y (z) — Ag (2)[| = |4 (x) = A (2)[| <ellz], Vg = N,

n—oo
d’ou V'opérateur B(x) = A(xz) — Ay(x) est borné donc continu de E dans F, il est un élément
deL(E, F), c’est a dire
[A(z) = Aq (@)]| < [|A = Ag]l[|]] -
Notons que ||A — A, est une borne supérieure. Autrement dit, le plus petit des majorants vérifiant
I'inégalité. m
D’ou la relation

|A— Ayl <e.

Ce qui prouve la convergence de la suite A, vers A dans L(E,F'). L’opérateur A est un élément

de L(E, F) comme différence de deux opérateurs continus

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2.1 On appelle espace de Hilbert tout espace euclidien H complet au sens de la

métrique associée G sa norme

p(fig)=If—gl-

Remarque 1.2.1 Généralement l’espace H est séparable est de dimension infinie, en d’autres
termes, il existe un ensemble dénombrable partout dense dans H et pour tout entier n € N, il

existen vecteurs dans H linéairement indépendants.

Théoréme 1.2.1 ((Riesz-Fischer)) Soit {¢,} un systéme orthonormé dans un espace de Hilbert
H, et soient les valeurs o, g, ..., o, ; ... telles que la série Y p- | soit convergente, alors on peut

trouver un vecteur f € H, tel que
;= (fip)Vi=1,2,....

11



1.2. Espace de Hilbert

et de plus, on a

Yo Kfeal? = lail® = |IFI°.
i=1 1=1

Démonstration. Soit {f,} la suite des sommes partielles donnée par

n
fn = Z ApPr-
k=1

De la convergence de la série Y.°°, |oy|?on déduit que la suite {f,} est de Cauchy, bien entendu
pour des valeurs entiers p et q assez grandes, telles que p < ¢, on a

q

pr_fq||2: Z |o|* < e.

i=p+1
L’espace H étant de Hilbert, alors la suite {f,} est une suite convergente vers un élément f de
H. D’ou de la relation f = f, + (f — fn), et de la composition du systéme {f,,} avec les deux
membres, on obtient

<f7 90i> = <fn’90i> + <f - fn790i>‘

Le second terme (f — f,, ;) de la somme figurant au second membre tend vers 0 quand n — oo

et cela due a la continuité du produit scalaire, car

[(f = Tl < F = Full il

tandis que le premier terme (f,, ;) de la somme figurant au second membre coincide avec la
valeur «;,Vi < n d’ou la relation (f, ;) = (fn, ¥i) = a; pour tout ¢ < n ce qui entraine

n

(=S angn F =S aner) = 1717 = 3l
k=1 k=1

k=1

Passant a la limite quand n — oo, on obtient 1’égalité de Parseval

o0
IFI7 =D lewf?
k=1

Théoréme 1.2.2 Soit {p,} un systéme orthonormé d’éléments d’un espace de Hilbert H, pour
que ce systéme soit complet, il faut et il suffit que, le seul vecteur de H orthogonal au systéme {¢;}
est le vecteur nul. Cela signifie qu’il n’existe pas un vecteur non nul de H, qui soit orthogonal &

tous les vecteurs du systéeme {p}}.

12



1.2. Espace de Hilbert

Démonstration. Soit f un élément de H, orthogonal a tous les vecteurs du systéme complet
{¢4}, alors tous ses coefficients de Fourier sont nuls, (f, p;) = 0; Vi = 1,2, ...1e systéme {¢; } étant

complet donc fermé. D’ou ’égalité de Parseval

1712 =S 1o =S lail?,
=1 =1

qui implique que f = 0.
Inversement, si le systéme {p;} n’est pas complet il existerait dans H un vecteur non nulg qui

réalise I'inégalité de Bessel

o0 o0
2 2 2
> Kaed) P = leal* < gl
i=1 i=1
et d’apres le théoréme de Riesz — Fisher, on peut trouver un élément f de H, tel que
oo o0
2 2 2
D=l = IFI?,
i=1 i=1

il est aisé de voir que le vecteur non nul f — g est orthogonal au systéme {¢;} d’ou la condition

suffisante. m
Théoréme 1.2.3 Tous les espaces de Hilbert séparables sont isomorphes entre eut.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert séparable, il existe alors un systéme orthonormé
et complet {¢;, }tel que, pour tout vecteur f € H il existe une suite {¢; }de coefficients de Fourier

telle que

F@) =Y oy @)
k=1

avec y oo 4 lag|? < oo. cette condition nous affirme que la suite {oy,} est un élément de Ip.

Réciproquement, soit {ag} une suite d’éléments de la, c’est-a-dire

oo
:E:|(1kF < 00,
k=1

il existe alors, d’apres le théoréme de Riesz — Fischer un vecteur f € H tel que,

o0
A1 = lew)®
k=1

avec

Qg ::<f’¢k>

d’ou l'existence d’un isomorphisme entre les espaces de Hilbert séparables et 1’espace 5.

13



1.3. Opérateurs continus

En effet, si les éléments f,g € H ayant pour coefficients de Fourier respectivement les suites

{ax},{BL} € l2, alors les vecteurs f + g et A\f de H ont comme coefficients de Fourier respectives
{ar + 51} et {Aay},de plus
o0
(f,9) = arBy
k=1

car, d’aprés I'égalité de Parseval

<faf> = Z |ak|2’<gag> = Z‘Bk‘za
k=1 k=1

et
(fH+a,f+9) = lar+ B> =D (ar+ By) (s + By)
k=1 k=1
on a

(f+g,f+a) = (fLH)+{fi9) +{9f)+ (9,9
= D el + D B+ D @B+ Y I8
k=1 k=1 k=1 k=1

D’ou I'égalité au dessus, en d’autres termes, I'isomorphisme entre les espaces de Hilbert séparables
H et 'espace de Hilbert ls, signifie qu’il existe une application bijective entre H et ls,de plus, la
somme des vecteurs, la multiplication des vecteurs par un nombre A et le produit scalaire dans
Hsont les mémes que la somme des coordonnées des vecteurs, la multiplication des coordonnées
des vecteurs par un nombre A et le produit scalaire dans l3. Comme il est connu en algebre linéaire,
que tous les espaces vectoriels ou euclidiens de mémes dimensions finies ne sont isomorphes entre
eux, car chacun est isomorphe a l'espace k™, alors de méme tous les espaces de Hilbert sont

isomorphes entre eux, car chacun est isomorphes & l5. =

1.3 Opérateurs continus

1.3.1 Linéarité des opérateurs

Soient F et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur £ dans F' est dit linéaire s’il vérifie

les conditions suivantes

e Condition additive

Vi, € Eyona Ay +¢3) = Apr) + Alpa).
e Condition homogéne

Voe E;xek=RouC),onad (Ap) = A (p).

14



1.3. Opérateurs continus

1.3.2 Continuité des opérateurs linéaires

Soient F et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur un sous ensemble G C E
dans F est dit continu au point x¢ de Gsi, on a la propriété suivante:

Pour toute suite x,, de G converge vers xg, la suite A (x,) converge vers A(xp) c’est a dire

lim A(z,)=A ( lim asn) = A(xzp).

n—oo n—oo
Remarque 1.3.1 L’opérateur linéaire A est dit continu sur G, s’il est continu en chaque point

de l'ensemble G.

Théoréme 1.3.1 Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire A dé ni sur un sous

ensemble G C E dans F, est dit continu partout sur G s’il est continu en point xo de G.

Démonstration. Soit x, une suite convergente vers x alors, cette suite peut s’écrire comme

suit
tn = [zo+ (20— )] + (2 — o)
= yn+ (x—1z0).
Il est clair que la suite y,, est une suite convergente vers 1’élément xg
limy, = lim[zg + (z, — )] = xo
La composition des deux membres par 'opérateur A, donne
A(zp) = Ao+ (zn —2))+ Az — 20)
= A(yn) + A(x —x0).
L’opérateur A étant continu au point xg alors, il vient

limA(z,) = limA(y,)+ Az — x0)
= A(zo)+ A(xz) — A(zo)
= A(x)

1.3.3 Opérateurs bornés

Un opérateur linéaire A défini surE dans F est dit borné s’il existe une constante positive C' > 0,

telle que
[A@)|p < Cllzlg, Ve € E. (1.3)
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1.3. Opérateurs continus

Proposition 1.3.1 La plus petite des constantes C' vérifiant la relation (1.3) est appelée norme
de A notée || Al et donnée par

|A ()]
| Al = sup Tl E = sup [[A(@)|p= sup [|[A@)|p= sup [A(@)|p (1.4)
w20 |2lg  jei= Jel=1 el <1070

Démonstration. En effet, de la relation (1), les constantes C' s’écrivent

A
MSC,V&:GE@#O,

1]l

d’ou, il est simple de voir que la plus petite des constantes C' notée ||A| s’écrit comme suit

A
w20 zllg
De plus, on a aussi
A

= sup A(x)

a0 || 1z]l £ F
= sup A( v )
= sup [[A(z)]p-

llzl[=1

D’oul la deuxiéme égalité

1Al = P 1A (@)l -

Pour la troisiéme égalité, il est clair que I'on a la relation

sup [A@)p< s [A@)]p.
[|lz[|=1 ||| <1,z£0

De plus, pour tout z € E tel que ||z|| <1 et z # 0, on écrit

4@l = ol |4 ()

< sup [A@)|p,
=1

)
F

ou encore

A @)l < P 1A @) -

Passons au supremum sur la boule fermée B (0,1) des deux membres, on obtient

sup  [[A(2)l[p < sup [|A(z)]|p-
lall<1, a0 Jel=1
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1.3. Opérateurs continus

Des deux inégalités précédentes, on tire la relation suivante

sup [[A(z)|p= sup  [JA(2)]|p-
lzfl=1 zl|<1, 270
D’ou la troisiéme égalité
[All = sup [|A(2)]F-
[|lz||<1,27£0
|
Proposition 1.3.2 La norme ||A|| = sup||A (z)||p sur la boule unité est toujours nie pour tout

opérateur linéaire continu.

Démonstration. Supposons que la norme A n’est pas finie, cela veut dire que ’on peut trouver
un élément xzde FE, tel que

|z]] < 1,etsup ||A (z)]| p = oo,
ou encore il existe une suite x,, de E telle que
znll < L et[|A(zn)|p = an,

avec

lim ¢, = 00.
Définissons la suite y,, par
In

Yn = .
Oln,

Il est & noter que cette suite converge vers ’élément 0, c’est a dire limy,, = 0, d’ot1, on obtientlim

1
1A ) lp = lim — A (2l

n
. Qp

= lim— =1
(679

Contradiction avec le fait que A est un opérateur linéaire continu, car on doit avoir la relation de

la continuité

lim g = 0 = lim [|4 (g |- = 0,
ce qui affirme que la constante C' = || A||est finie pour tout opérateur A linéaire et continu. m

Théoréme 1.3.2 Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.

Lemme 1.3.1 Soit x,, une suite de Cauchy dans un espace normé (E, ||.||) contient une sous suite

Tpi convergente vers x alors la suite x, est aussi convergente vers le méme élément x.

Corollaire 1.3.1 Soit F' un sous espace vectoriel de dimension nie d’un espace normé E, alors
F est complet dans E. En effet, F' est isomorphe o K™ qui est complet et par conséquent F est

complet danskE.
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1.4. Opérateurs compacts

1.4 Opérateurs compacts

1.4.1 Opérateurs linéaire compacts

Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace norméF', on dit que Aest un
opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné Gdans E & un ensemble relativement compact

A(G) dans F. Autrement dit ,la fermeture A (G) est compacte

1.4.2 Ensembles relativement compacts

Un ensemble G C FEest relativement compact si pour toute suite{U,} de G, il existe une sous

suite {Un(k)} qui converge dans F'.

Théoréme 1.4.1 (critére de compacité) un opérateur linéaire A: E — F est compacte si
seulement si pour tout suite borné p, de E, la suite Ap, contient une sous suite convergent
de F' .

Démonstration. Il suffit d’appliquer les définitions appropriées d’un ensemble borné et un

ensemble relativement compacte .

Théoréme 1.4.2 Une combinaison linéaire A = Ay + WAy des opérateurs compacts est un
opérateur compact.

Démonstration. soit {U,} une suite borné de E soit { Ay, } une suite de F' ,alors

A‘)On (.T) = O[Al(pn (aj) + BA%Dn (‘7:)

avec ¢, € E,n € N.
Ay et Ay étant compacts ,on peut extraire {A1p,} et de {Asp,} deux sous suites convergentes

qui donne par leur somme une sous suite convergente de {Ap,} ,donc A est compact . m

Théoréme 1.4.3 Le produit AB de deus opérateurs borné A et B est compact si l'un des opéra-

teurs A ou B est compact .

Démonstration. Soit {¢,} un suite bornée deE, alors si B est un opérateur borné la suite
B, () est aussi bornée, et de la compacité de 'opérateur A il existe une sous suite de A (By,, (x))
qui converge, ce qui implique que AB est compact. D’autres part siBest compact, on peut extraire
de la suite By, (z) une sous suite convergente By, (), et de la continuité de I'opérateur A car

il est borné la suite A (B(pn(k) (:13)) converge, ce qui implique que AB est compact.
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1.4. Opérateurs compacts

Théoréme 1.4.4 Soit E un espace normé et F un espace de Banach, et soit {A,} une suite

d’opérateurs compacts de E dans F, convergente en norme vers l'opérateur linéaire A
lim = ||4, — A|| =0
n—oo

Alors A et compact.

Démonstration. Soit {¢,} une suite bornée de E, l'opérateur A, étant compact, on peut
extraire de la suite {Ap,} une sous suite convergente; soit {¢p} une sous suite de {¢p,} telle
que,{Aw}l} soit convergente.

De la méme fagon, on peut extraire de la suite {Agg@}L} une sous suite convergente, car Agest
compact; soit {gp%} une sous suite de {gp}l}telle que,la suite {Aggoi} soit convergente.

Remarquons que, la suite {Aupi} est une sous suite de la suite convergente {Alnp}L} qui G son
tour convergente.

En raisonnant de la méme facon, pour les opérateurs Ay, As, ..., Ap, ..., on détermine les suites
{ob bt {p2}.... {eh},.... 1l est & remarquer que la suite{gh} est une sous suite de toutes les suites
qui lui précédent et que les suites{ Al }sont convergentes pour (k = 1,2, ...,p).

Comme l’espace Y est complet, pour la compacité de 'opérateur Ail suffit de montrer que la

suite { Aph} est une suite Cauchy, alors

[Aph, — ApLll < |Aph — Aneh |l + [[Angh, — Al + | Anel — APl

)

safs ensuite choisissons N tel

Soit ||¢,|| < M; choisissons n de sorte que l'on a||A — A,| <
que, pour tous les p > N et ¢ > N, on a la relation|| A, o5 — Anpi| < scar la suite {Anh} est

convergente. Dans ces conditions on aura pour tout p et q suffisamment grands

[Apy, — Apill <€

Théoréme 1.4.5 Soit A un opérateur borné de E dans F, & image A(E) de dimension finie,

alors A est compact.

Démonstration. En effet, car l'opérateur A transforme tout ensemble bornéG de FE & un
ensemble borné A(G) dans un espace de dimension finieA(E) ce qui implique que A(G) est pré-

compact.
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1.4. Opérateurs compacts

Lemme 1.4.1 Soit G un sous espace fermé d’un espace normé E tel que, G # E, alors il existe

un élément ¢ € E, avec ||¢|| =1 tel que, pour tout ® € G, on a
|l — @ > a,avecd < a < 1.
Démonstration. En effet, soit f un élément de E tel que f¢ G alors, on a
inf ||f—®[=8>0
Inf [|f -2 =5>0,

choisissons un élément ¥ € Gtel que

B
slf-v)<L.
a
Soit @ le vecteur donné par
f—-v
=T o
If =¥
alors le vecteur ¢ est de norme égale a lunité (||¢]| = 1).

De plus, on a

b
If =

g

lp — @[ = = = @
If =]

1f =¥+ (Il = V[ @)} =

Théoréme 1.4.6 ['opérateur identique I de E dans F' est compact si et seulement si E est de
dimension finie .

Démonstration. Soit p; un élément de E, tel que ||p|| = 1, alors G1 = span{¢,} est un sous
espace fermé de E car Gy est de dimension finie. D’aprés Lemme (1.4.1), il existe un élément
vy € E, tel que

liall =1 et llgr — gall > 5.

Prenons une deuxiéme fois le sous espace fermé Gao = span{py, vy}, il existe alors un élément

w3 € B avec
1 1
leall = L. lex — sl > 5 et llga = sl > 5.
On répéte la méme procédure jusqu’a l'obtention d’un suite {p,,} vérifiant ||@, || = 1 et ||p,, — @ml| >

% , pour tout m # n.
Il est a remarquer que cette suite {p,} est bornée mais elle ne contient aucune sous suite

convergente.
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1.4. Opérateurs compacts

Corollaire 1.4.1 La boule unité B(0,1) dans un espace de dimension in nie n’est pas compact.
En effet, il suffit d’appliquer le théoréme6, car la boule unité B(0,1) est sa propre image dans

lespace X de dimension infinie par l’opérateur identique.

Théoréme 1.4.7 Un opérateur compact est un opérateur borné. La réciproque est fausse.

Démonstration. FEn effet, si on désigne par
B(0,1) ={z € X, ||z|| <1},
la boule fermé de rayon 1'unité, alors 'ensemble A(B(0,1)) est compact, donc borné, c’est a dire
[ Az < oo

et par conséquent, sup|, <1 [[Az| < oo, ce qui signifie que 'opérateur Aest borné. Réciproque-

ment, 'opérateur identique I de E dans Fest borné mais il n’est pas compact.

Théoréme 1.4.8 ['opérateur intégrale A de C' (G) dans C (G) & noyau continue .

Démonstration. Soit E un ensemble borné deC(G) alors, on a
llell < M pour tout ¢ € E.
De plus
|Ap (z)| < M |G| ma)é|k(a:,y)| ,Vx € G etVp € E.
RIS

cela veut dire queA(FE) est borné.

Loopérateur K est uniformément continu sur le compact G X G, d’ou

g
M |G|

Ve > 0,30 > 0,Vz,y,z € G, |z —y| < d = |k(z,2) — k(y,2)| <
d’ou
|Ap (z) — Ap (y)| < € pour tout ¢ € E et z,y € G,

avec |z —y| < 4.
Ceci exprime que l’ensemble A(E) est équicontinu, d’ouA(E) est relativement compact d’aprés

le théoréme dlArzela — Ascoli. Alors Aest compact. m
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1.4. Opérateurs compacts

Théoréme 1.4.9 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau faiblement singulier est un

opérateur compact.

Démonstration. Il est & remarquer que 'opérateur

Aw(w)Z/Gk(w,y)sO(y)dy;rv,yeG

existe comme intégrale impropre , car

Wn

d
/ |z —y[* " dy < wn/ p* " tdp = —"d°
G 0 @

ol wy, désigne la surface de la sphére unité dans R", et d le diameétre de I’ensemble G.
Construisons maintenant une suite d’opérateurs compacts Ap, convergente vers 'opérateurA et
telle que
Tim (|4~ 4, = 0.

Soit h une fonction continue par morceau, définie sur [0, co[ & valeurs dans R, par

0 si
h(t) = 2t —1 si

o
IN

t

IN

1
2
1

IN

t

N[
IA

1 sil<t<oo,

s hiple—yl) siz#y
le noyau K, défini sur G x GualeursdansC, parK, (z,y) = est un noyau
0 six =y

continu pour tout p € N et par conséquent, les opérateurs intégraux A, sont compacts.

De plu

[Ap () = App (2)] =

[ -l K @) e ) dy
Gﬂ|x—y\<;

fun

Pyl p—
< Mg|w, /0 71 dp

w
< Mg 22z eq.
ap

Il est aisé de remarquer que la suite des opérateurs A,y converge uniformément versAy quand

p — oo, d’ou Popérateur Ap est un élément de C(G), de plus
w
JA— A4, < M2 g
ap®
lorsque p — 0. Cela implique que l'opérateur A est compact. m

Théoréme 1.4.10 L’opérateur intégral A de C (0G) dans C (0G) a noyau continue ou & noyau

faiblement singulier est un opérateur compact sur C(0G) si OG est de classeC*.
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1.4. Opérateurs compacts

1.4.3 opérateurs linéaire positifs

Définition 1.4.1 soit A un opérateur linéaire définie sur un espace de Hilbert H dans lui méme

;on dit que A est un opérateur positif et que l’on note A> 0 ,si pour tout ¢ € H,on a

(Ap,p) > 0.

Proposition 1.4.1 Soient Ay et Ay deux opérateurs linéaires positifs définis sur un espace de
Hilbert H dans lui méme alors, toute combinaison linéaire cy A1+ anAs o coefficients réels positifs

a1, ag > 0 est un opérateur positif.

Pour tout A € L(H) on a |A] = VA*A.

1.4.4 Opérateur adjoint
Théoréme 1.4.11 Soit H un espace de Hilbert. Alors
VfeL(Hk),Jye H: f(z)=(y,x),Vz € H.

Proposition 1.4.2 Soit A un opérateur linéaire borné défini sur un espace normé E a valeurs
dans un espace normé F alors, lopérateur Adjoint A* est un opérateur linéaire borné de F* dans
E* . De plus on a

[Al = [ A™]]

Proposition 1.4.3 Proposition 1.4.4 Soit Hiet Hy deuxr espace de Hilbert et A € L(H1, H2).
Alors il existe un unique T* € L(H2, H1) tel que, pour tout x € Hjet tout y € Hy,on dit

(Az,y)m, = (z, Ay) m,
est appelée l'adjoint de A.
Exemple 1.4.1 On considére 'opérateur shift S : 12 (C) — (2 (C) défini par
S (x1,22,...) = (0,21, 21, ...)
soit (xy,) et (yn) dans 1? (C) alors:
(5" n,yn) = (Tn,Yn)

= ((z1,22,-), (0,91, 72, ...))

= Z2Uy1 +23Y2 + ....
= ((w2,23,...), (1,92, )7

donc S est défini par:

S* (acl, 9, ) = (xz,xg, ) .
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1.5. Opérateur inverse

1.5 Opérateur inverse

Définition 1.5.1 On dit que A € L(E; F) est inversible s’il existe B € L(F; E) tel que:
AB =1 ,BA=Ip

Uopérateur B (lorsqu’il existe) est unique. On lappelle l'inverse de A noté par A=

Théoréme 1.5.1 Soient H un espace de Hilbert et A € L(H). Les propriétés suivantes sont

équivalentes:

1. A est inversible.

2. A est injectif.

3. A est surjectif.

4. A admet un inverse a droite (i.e. il existe U € L(H) tel que AoU = If).

5. A admet un inverse a gauche (i.e. il existe U € L(H) tel queV o A = I ).

Proposition 1.5.1 Soient T, S des opérateurs linéaires bijectifs de l’espace de Hilbert H sur H,
alors Uinverse (ST)™ du produit (composé) (ST) existe, défini

(ST) ' =17t

Définition 1.5.2 Considérons le couple d’espaces de Hilbert H;(i = 1,2); et les opérateurs A, B €
B(Hy) ,B(H2) nous désignerons par A @ B le produit tensoriel des opérateurs A, B qui est

Uopérateur bilinéaire continu
®B(Hl) XB(HQ) —>B(H1®H2)

défini par :
(A,B) - A® Bet(A® B)M = (A,M)B

on peut considérer le (A® B)M = B M A*). Le produit tensoriel vérifie
(A®B)(X®Y)=(AX ® BY)

Définition 1.5.3 Soit S opérateur de B(H) , on dit que S est similaire a un opérateur T'; s’il

existe un opérateur inversible A tel que :

S=A"1TA
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Chapitre 2

Opérateurs normaux

Définition 2.0.4 On dit que A € B (H).(L'espace d’ opérateurs linéaire bornés défi nies sur H) est

un opérateur normale si A commute avec son adjoint i.e. A*A = AA* .

Exemple 2.0.1 La multiplication A, par une fonction mesurable bornée ¢ est un opérateur nor-

mal sur L*([0,1]).
En effet, on a (Auf) (t) = f(t) o (t) oup € C([0,1]), f € L*([0,1]).

(Apfrg) = (F)e(t),9())

donc (A:;g) (t)=¢(t)g (), Cest-a-dire A7, = Ag .
D’ot
AL A, = AAY,

L’opérateur A, est un hermitien (auto-adjoint ) s’il la fonction ¢ est réelle.
Proposition 2.0.2 Soit A € B(H), alors A est normale , si et seulement si:
|Az|| = ||A*z| pour tout x € H.
Corollaire 2.0.1 Si A € B(H) est normal, on a:
ker(A) = ker(A*).
Proposition 2.0.3 Soit A est normal, on a

1. L’opérateur aA est aussi normal pour tout a € C.
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2. Opérateurs normaux

2. L’opérateur A™ est aussi normal pour tout n € N* |

Démonstration. A est normal, d’ou

AA* = AA
= (AAY)" = (A*A)"
= A" (A%)" = (A" AT
= A" (A" = (A™)* A"

C’est-a-dire A™ est normal, pour tout n € N. =

Corollaire 2.0.2 Soit P est polynome et A est un opérateur normal. Alors est aussi normal.

Remarque 2.0.1 A™ normal # Anormal. En effet , soit

T 2
A= ,
0 —1
on a
e[ 1o
0 -1

est normal,mais n’est pas normal .

Proposition 2.0.4 Soit A € B(H) est normal, on a

ker (A) ¢ Im (A) = H.

Proposition 2.0.5 (Inverse d’un opérateur normal) Soit A € B(H) est normal et inversible

d’inverse A=Y, Alors A Yest aussi normal.

Démonstration. On a

(A—l)*A—l — (A*)fl A—l

Donc A~ 'est un opérateur normal. m
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2.1. Opérateur normaloide

Proposition 2.0.6 pour tout est unitaire. L’opérateur U* AU est normal si et seulement si A est

normal.
Proposition 2.0.7 Soit A € B(H),les assertions suivantes sont équivalentes

i) A est normal.
ii) A7YA* (ou A*A71) est unitaire.

iit) Il existe un opérateur U tel que :A* = U A.

2.1 Opérateur normaloide

Définition 2.1.1 Un opérateur A € B(H) est normaloide si v (A) = ||A]| , ou
r(4) =sup{]A[;A € o (A)} = lim [|4”]|x

est le rayon spectral de A.

Proposition 2.1.1 r(A) = ||A]| si et seulement si ||A™]] = || A" .

Théoréme 2.1.1 Tout opérateur hyponormal est normaloide.

Proposition 2.1.2 Un opérateur A est normaloide si et seulement si
|All = sup {[{(Az,z)|}.
=l=1
Théoréme 2.1.2 Soit A un opérateur tel que (A—\I) est normaloide pour tout numéro complexe

A,alors nous avons

W (A) =coo (A).

Ou co(A) désigne la coque convexe de o (A). Pour prouver le théoréme énonce ci-dessus, nous

avons besoin du lemme du suivant.

Lemme 2.1.1 Soit A un opérateur et A € W (A) un point de W (A), alors il existe un nombre

Ao compleze satisfaisant

\)\—Ag\:sup{]u—)\ol NS (A)}

Lemme 2.1.2 Soit C un sous-ensemble convexe compact non vide du plan et S soit le collection
de tous ses point nus. Alors C est la coque convexe fermée de S . Pour plus de commodité,nous

énoncons le résultat connu suivant sous la forme d’un lemme.
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2.2. Opérateur n-power hyponormaux

Exemple 2.1.1 On utilise le théoréme spectral pour calculer le spectre d’un polynéme par

exemple:

A=
0 1

On a : o (A) ={1,2} Si on veut calculer o (A?) a partir de o (A) on trouve
o (AQ) ={1,4}
car : si P(x) = x? ; alors
o (A%) =0 ((4)*.
2.2 Opérateur n-power hyponormaux

Définition 2.2.1 Un opérateur A € B(H) ,on dit que A est un opérateur hyponormal si et

seulement si :

A*A AA*

v

A*A — AA* > 0,

ot A*est ladjoint de A i.e
((A*A— AA")z,x) > 0 Vo € H.

On note la classe des opérateurs hyponormauz par n(HN).
Remarque 2.2.1 Sin = 1; alors A est hyponormal et si n = % ; A est semi-hyponormal.

Remarque 2.2.2 La définition précédente est équivalente o : A est un opérateur n-hyponormal
St

’A‘Qn Z ’A*‘Qn,

on a

A| = (A*A)? et |A%| = (AA*)7 |
Proposition 2.2.1 Soit A € B(H),alors A est un opérateur hyponormal si et seulement si
A*A + 2XAA* + A24%A > 0,

pour tous A € R.
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Démonstration. Soit A € R et x € H donnés. A est opérateur hyponormal si et seulement si :

(lA%z| < || Az]) [Az|® + 2X [|A%2|* + A% | Az[|* > 0
(Ax, Az) 4+ 2\(A*z, A*z) + N (Az, Az) > 0
(A* Az, x) + 2M(AA*z, x) + N2 (A* Az, ) > 0

((A*A+20AA* + N’ A*A) z,2) > 0

r ¢ ¢ ¢ 2

A" A+ 20AA* + N2A*A > 0.

Remarque 2.2.3 Si A € B(H) est hyponormal, alors (A — XI) est hyponormal pour chaque X\ €
C.

Proposition 2.2.2 Soit A € B(H),et A\ € C,si A est hyponormal et (A — )\I)_lem'ste,alors
(A= X" et hyponormal.

Exemple 2.2.1 Soit H = &> __H,, tel que H, est un espace d’Hilbert de dimension deu.

n=—oo

Soient E et Fdes matrices positives tels que

10
E = et F =2
0 0 2 4

Alors les décompositions polaires de E et Fsont E =V E et F = W respectivement, avec
10 1 2
V= et W =—
5
Soient {Up} et {P,} tels que

\%
U, = etP, =

On défini les opérateurs U et P sur H par
(Uzy) = Up—12p—1 et (Px), = Pyzp,

avec (..., x_1,%0,X1,...); pour x, € Hy; Alors T = UP est n-hyponormal.
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2.3 Propriétés des opérateurs n-hyponormaux

Lemme 2.3.1 Soit A =UA un opérateur n-hyponormal, 0 < P < % ,

alors lopérateur
~ 1 1
rA=|A|2U|A|?
est hyponormal si % <P<1, et (P + %) hyponormal si 0 < P < %

Démonstration. Puisque tout opérateur n-hyponormal pour % < P <1 et U est semi-

hyponormal,nous avons(A*A)% > (AA*)%ou de maniére équivalente
U AU > |A| > U |A|U™.
Maintenant
(%Z) - (inﬁ) = |A|Z (U*|A|U — U |A|U*) > 0,
et donc T est hyponormal. m
Théoréme 2.3.1 Soit A = UA la décomposition polaire de l'opérateur A., si A est inversible,
alors
1 1ol
| Ac| = |A]> 577 A2
et
U= |AFU |A]2 S|A| 2,

ot lopérateur S est défini par ’équation
1 rrs 2¢e 1 ¢
s (147U [AP* U |42 ) = 4],
est inversible.

Démonstration. Par la définition de la décomposition polaire

1_
5—€

A = (A2 = (jA]' U AP U 1A

)

= (JAiz ATt A U e
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Théoréme 2.3.2 Soit E = |A|2 S U* |A/* U|A|z et F = |A].

Si e < P,alors il est claire que E > F et la candition(E%FE%> < FE.

Sie > P,alors on peut montrer en utilisant l'inégalité de Furtura queE? > F2 et donc la condition
(E%FE%> < FE est a nouveau vérifiée, par conséquent il existe un opérateur positif S tel que
SES =F, ainsiS

= (1A= U AP U 4]77) = 4],
ot équivalent

AZTE U AP U A~ = 57 A5
Par conséquent

1
A = (j47 57 A s71A)7)

A2 57142

Puisque la racine carrée d’un opérateur positif est unique. En remplacant l’expression de |A| par
Ae = U: |Ac| on trouve
1 1
U. = |APU A2 S|A| 2.

Proposition 2.3.1 Soient S, A deuzx opérateurs n-hyponormauzx, alors S @ Aest un opérateur

n-hyponormal.

Démonstration. O na:

(SeA)(Se A"

(S A)(S*® A")"

(SS* @ AA")" < (S*S @ A*A)"
(SeA)(SeA)",

alorsS @& T est un opérateur n-hyponormal. m

Théoréme 2.3.3 Soient S, A deux opérateurs n-hyponormal, alors S ® Aest un opérateur n-

hyponormal.

Démonstration. on a pour (z1,22) € H

(S®A)(S@A)) (11032) = )" (21 ® )

( )

(SS*)" 21 @ (AA*)" x5 < (S*S)" 21 @ (AA*) 2o
(5" ® A7) (S® A))" (21 ® x2)
(S®A)" (S®A))" (11 ®2)
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Donc S ® A est un opérateur n-hyponormal. m
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