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Résumé

D ans ce mémoire, nous avons considéré une classe de problèmes inverses pour une équation

d’onde avec involution pour les cas de deux conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann.

L’existence et l’unicité des solutions de ces problèmes sont prouvées. Les solutions sont obtenues sous

forme de développement en série de fonctions en utilisant un ensemble de bases orthogonales appro-

priées pour chaque problème. La convergence des solutions obtenues est également justifiée.

Mots-Clés : Problème inverse, involution, Équation d’onde non locale, Problème de Sturm-Liouville.

I n this memoir, we have considered a class of inverse problems for a wave equation with involution

for the cases of two boundary conditions of Dirichlet and Neumann. The existence and the uni-

queness of the solutions of these problems are proved. Solutions are obtained as a series expansion of

functions using a set of appropriate orthogonal bases for each problem. The convergence of the solutions

obtained is also justified.

Keywords : Inverse problem, involution, Non-local wave equation, Sturm-Liouville problem.
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Introduction générale

D
ans de nombreux problèmes physiques, la détermination des coefficients ou du

membre droit en fonction de certaines informations disponibles dans une équa-

tion différentielle est nécessaire ; ces problèmes sont appelés problèmes inverses.

Ce genre de problèmes sont mal posés au sens d’Hadamard. Notre objective dans ce mémoire

est l’étude des problèmes inverses pour une équation d’onde non locale avec involution de la

variable d’espace x. Nous considérons l’équation d’onde non locale suivante :

utt (x, t) = uxx (x, t)− εuxx (π − x, t) + f (x) , (x, t) ∈ ΩT , (1)

où ΩT := {(x, t) : 0 < x < π, 0 < t ≤ T} avec T > 0 et |ε| < 1.

Nous considérons plus particulièrement les deux problèmes inverses suivants :

+ Problème inverse P1 : Trouver un couple de fonctions (u (x, t) , f (x)) dans le domaine ΩT

satisfaisant l’équation (1) et les conditions suivantes :

u (x, 0) = ϕ (x) , ut (x, 0) = ψ (x) , u (x, T ) = g (x) , x ∈ [0, π] , (2)

u (0, t) = u (π, t) , t ∈ [0, T ] , (3)

où ϕ, ψ et g sont des fonctions données.

+ Problème inverse P2 : Trouver un couple de fonctions (u (x, t) , f (x)) dans le domaine ΩT

satisfaisant l’équation (1), les conditions initiales et finales (2) et la condition de Neumann :

ux (0, t) = ux (π, t) , t ∈ [0, T ] , (4)

1



TABLE DES MATIÈRES 2

Notre objective dans ce mémoire est l’étude de l’existence et l’unicité de la solution des pro-

blèmes inverses P1 et P2.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante : dans le premier cha-

pitre, nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils nécessaires

dans ce mémoire.

Dans le deuxième chapitre, nous discutons l’existence et l’unicité de la solution du problème

inverse P1, en utilisant la méthode de Fourier et un problème spectral d’un opérateur différen-

tiel linéaire du second ordre avec involution et une condition aux limites de Dirichlet.

Dans le dernier chapitre, nous étudions l’existence et l’unicité de la solution du problème in-

verse P2 en utilisant la méthode de Fourier et un problème spectral d’un opérateur différentiel

linéaire du second ordre avec involution et une condition aux limites de Neumann.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES SUR DES OUTILS

MATHÉMATIQUES UTILISÉS

D ans ce chapitre, nous mentionnons quelques définitions et concepts mathématiques de
base dont nous avons besoin dans ce mémoire concernant les espaces fonctionnelles et

problème de Sturm- Liouville et involution.

1.1 Espace vectoriel normé

Définition 1.1. Soit E un K un espace vectoriel , on appele norme sur E toute application
‖.‖ : E → R+ vérifiant :
1. ∀x ∈ E , ‖x‖ ≥ 0,‖x‖ = 0,x = 0.
2. ∀x, y ∈ E , ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, (inégalité triangulaire).
3. ∀x ∈ E , ∀λ ∈ K , ‖λx‖ = |λ|‖x‖, (homogénéité).

Remarque 1.1. toute norme définit une distance suivant la formule :

∀x, y ∈ E : d(x, y) = ‖x− y‖

on dit dans ce que la métrique d dérivé de la norme ‖.‖.

Remarque 1.2. l’espace vectoriel E muni d’un norme s’appelle espace normé ,noté par
(E, ‖.‖)les application suivantes sont des normes usuelle sur Rn

‖x‖∞ = max
1≤i≤m

|xi|

‖x‖1 =
∑
i=1

|xi|

‖x‖p = (
∑
i=1

|xi|p)1/p ∀p ≥ 1

3



1.2. ESPACE DE BANACH 4

Exemple 1.1. soit Ω un ouvert de Rn,l’espace vectoriel des fonctions de carré intégrable sur Ω

est :
L2(Ω) =

{
f : Ω→ R,

∫
Ω

|f(x)|2 dx <∞
}

l’application ‖.‖ : L2(Ω)→ R donnés par :

‖f‖ =

(∫
Ω

|f(x)|2 dx
)1/2

est une norme.

1.2 Espace de Banach

Définition 1.2. toute espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Définition 1.3. soit E un espace vectoriel normé ,une suite (xn)n∈N de E est de Cauchy si

∀ε < 0, ∃N ∈ N/∀n < m ≥ N ⇒ ‖xn − xm‖ < ε.

Définition 1.4. soit E un espace vectoriel normé ,on dit que E est complet si tout suite de E est
de Cauchy dans E est convergente dans E.

Remarque 1.3. dans un espace vectoriel normé ,la limite d’une suite convergente est unique.

Exemple 1.2. (c([0, 1],R), ‖.‖∞)est une espace de Banach.

1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.5. (produit scalaire) soit E un espace vectoriel sur le corps K ,un produit scalaire
sur E est une application < ., . >→ K telle que pour tout x , y , x1 , x2 ∈ E et pour tout λ ∈ K
on a :
1/ < x, x >≥ 0 et < x, x >= 0⇔= 0.
2/ < x, y >=< y, x >.
3/ < x1 + x2 >=< x1, y > + < x2, y >.
4/ < λx, y >= λ < x, y >.

Remarque 1.4. un produit scalaire sur E définie une norme sur E donnée par :

∀x ∈ E : ‖x‖ =
√
< x, x >

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution
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Exemple 1.3. l’espace R muni de produit scalaire :

∀x ∈ Rn : (x, y) =
n∑
i=0

xiyi

, est un produit scalaire .

1.4 converge uniforme

Définition 1.6. soit (fn)une suite de fonctions définie sur I ,à valeur dans R ou C ,on dit que∑
fn converge uniformément sur I si (Sn) converge uniformément sur I .

Remarque 1.5. 1.si
∑
fn converge uniformément sur I , alors

∑
fn converge simplement sur I .

2.si
∑
fn et

∑
gn converge uniformément sur I , alors pour tout λ ∈ R,

∑
(fn + λgn) converge

uniformément sur I .

1.5 Opérateur linéaire

Définition 1.7. (Opérateur linéaire ). Un opérateur A : E → Fest dit linéaire si :
1- son domaine D(A) est un espace vectoriel sur le corps K(K = Rou C)

2- pour tout x, y ∈ D(A) et tout nombre α, β ∈ K l’égalité

A(λx+ βy) = αAx+ βAy

est vérifiée de deux condition :
i)additivité de l’opérateur

∀x, y ∈ E, A(x+ y) = A(x) + A(y)

. ii) homogénéité de l’opérateur

∀x ∈ E et α ∈ K, A(αx) = αAx

Définition 1.8. (opérateur continu ) soientE,F deux espaces de Banach,un opérateur linéaire
A : E → Fde domaine D(A) = E est dit continu au point x0 ∈ E si
Ax→ Ax0 dés que x→ x0

Ici et plus loin,une telle notation signifie que

‖Ax− Ax0‖F → 0 pour ‖x− x0‖E → 0

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution



1.5. OPÉRATEUR LINÉAIRE 6

Définition 1.9. (opérateur bornée ) soient E et F deux espace de Banach ,un opérateur linéaire
A : E → F de domaine D(A) = E est dit l’opérateur linéaire bornée si et seulement s’il existe
une constante M telle que :

‖Ax‖F ≤M ‖x‖E ,∀x ∈ E

Remarque 1.6. l’opérateur linéaire Aest dit continu sur S , s’il est continu en chaque point de
l’ensemble S.

Théorème 1.1. un opérateur linéaire A est continu , si et seulement si il est bornée.

Exemple 1.4. a− I : C ([0, 1])→ C ([0, 1])

est bien bornée car :
‖Ix‖ = ‖x‖ ≤M ‖x‖ , ∀M ≥ 1

b− l’opérateur de multiplication A défini sur l’espace c([1, 2]) , alors :

‖Af‖∞ = supx∈[1,2] |Af(x)|
= supx∈[1,2] |x.f(x)|
≤ 2 ‖f‖∞ (M = 2) ∀f ∈ C([1, 2])

1.5.1 opérateur auto -adjoint

Définition 1.10. un opérateur A ∈ L(H,H) dans l’espace de Hilbert H est appelé un opérateur
auto -adjoint si A∗ = A c’est-à-dire pour tout f, g ∈ H l’égalité

< Af, g >=< f,Ag >

Proposition 1.1. 1-si A et Bsont deux opérateur auto-adjoint alors :
? AB est auto adjoint si seulement si AB = BA.
? αA+ βB est un opérateur auto-adjoint ∀α, β ∈ R
2-si A est auto -adjoint ,alors :

‖A‖ = sup {|< Ax, x >| : ‖x‖ = 1}

Remarque 1.7. si Aest un opérateur quelconque alors AA∗ et A+ A∗ sont auto-adjoint .

Exemple 1.5. 1-un opérateur intégral de Fredholm est auto-adjoint si seulement si son noyau
Kvérifie K(y, x) = K(x, y)

2-considérons l’opérateur Adéfinie sur L2(R) par :

(Ax)(t) = e−|t|x(t)

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution



1.6. PROBLÈME DE STURM-LIOUVILLE 7

A est un opérateur bornée auto-adjoint ,car :

< Ax, y > =
∫ +∞
−∞ e−|t|x(t)y(t)dt

=
∫ +∞
−∞ x(t)e−|t|y(t)dt

= < x,Ay >

Exemple 1.6. pour tout A ∈ L(E,F ) l’opérateur AA∗ ∈ L(E) est auto-adjoint ,car :

(A∗A)∗ = A∗A∗∗ = A∗A

1.6 Problème de Sturm-Liouville

Définition 1.11. l’opérateur de Sturm-Liouville est un opérateur correspondant à la frontière
probléme de valeur pour une équation différentielle ordinaire du second ordre :

Lu = −u′′(x) + q(x)u(x) = f(x), 0 < x < 1 (1.1)

avec les condition limite{
a1u

′(0) + a0u(0) = 0 (1.2)

d1u
′(1) + d0u(1) = 0

ou’ les coefficients a1,a0,λ1,λ0 de la condition aux limites sont des nombres réeles (a1 + a0 6=
0,d1 + d2 6= 0) le coefficient q ∈ C[0, 1] dans l’équation (parfois ou ’appelle un potentiel )est une
fonction à valeur réelles.

Remarque 1.8. donnée sur l’espace linéaire des fonction u ∈ C2[0, 1]vérifiant les condition aux
limites (1, 2).
les spectre et les fonctions propres du problème aux limites de Sturm -Liouville (1, 1)-
(1, 2)seront le spectre et les vecteurs propres de l’opérateur L.

Définition 1.12. le problème spectral de sturm-Liouville est le problème des fonctions propres
est valeurs propres pour l’équation

Lu ≡ −u′′(x) + q(x)u(x) = λu(x), 0 < x < 1 (1.3)

avec les condition aix limites ,c’est -à-dire{
a1u

′(0) + a0u(0) = 0

d1u
′(1) + d0u(1) = 0

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution



1.6. PROBLÈME DE STURM-LIOUVILLE 8

ou’ les coefficients a1,a0,d1,d0de la condition aux limites(1, 2)sont fixes réels nombres
(a0 + a1 6= 0 et d0 + d1 6= 0)les coefficient q ∈ C[0, 1]est une fonction à valeurs réelles.

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution



1.7. INVOLUTION 9

−solutions de l’éq (1.3) dépendent d’un paramètre spectrale λ. par conséquent ,il est
convient de noter ces solutions par u(x, λ), si pour un certain λk le problème aux limites
(1.3),(1.2) admet une solution non trivial .
− u(x, λk) 6= 0, alors le nombre λk est appelé une valeur propre ,et la fonction (u(x, λk) est
appelée une fonction propre du problème aux limites (1.3),(1.2)

Exemple 1.7. soit le problème de Sturm-Liouville

y′′(t) + λy(t) = 0

y′(0) = y′(π) = 0

pour λ > 0 le problème admet seulement la solution trivial (y(t) ≡ 0).
pour λ < 0 la solution générale de l’équation y′′(t) + λy(t) = 0 est la forme

y(t) = c1 sin(
√
λt) + c2 cos(

√
λt)

tenu compte les conditions aux limites y′(0) = 0 et y′(π) = 0 on obtient{
c1

√
λ = 0

c1

√
λ cos(

√
λπ − c2

√
λ sin(

√
λπ) = 0

par conséquent c1 = 0 et c2 sin(
√
λπ) = 0

si c2 = 0alors y(t) = 0.pour c2 6= 0

donc sin(
√
λπ) = 0

il vient
√
λπ = kπ, k = 1, 2, .....

D’ou , λk = k2 sont les valeurs propres et yk(t) = cos(kt) sont les fonctions propres

Exemple 1.8. soit le problème de Sturm Liouville suivant :
y′′(t) + λy(t) = 0 pour t ∈ [0, π]

y(0) = 0

y(π) + y′(π) = 0

1.7 involution

Définition 1.13. soit A ⊂ Run ensemble contenant plus d’un point et f : A → A une fonction
telle que f n’est pas Id d’identité .alors
,f est une involution si

f 2 = f ◦ f = Id

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution
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Définition 1.14. soit A ⊂ R,f : A→ A,n ∈ N,n ≥ 2

on dit que f est un ordre n involution si :

1-fn = f ◦
n︷︸︸︷..... ◦f = Id

2-fk 6= Id, k = 1.....n− 1

Proposition 1.2. (preuve [5],p07)
soient A ⊂ R connexe et f : A→ A une continue d’ordre deux involution,alors :
1-f est strictement décroissant.
2-f a un unique point fixe.

Proposition 1.3. (preuve [5],p07) soient A ⊂ R,f : A → A une involution d’ordre n,alors f est un
inversible.

Théorème 1.2. (preuve [5],p07) les seules involution continues définies dans les ensembles connecté de
R sont d’ordre 2.

Théorème 1.3. (preuve [5],p07) soit A ⊂ Run ensemble connexe f : A → A,une involution continue
,a est l’unique point fixe de fet f de classe deux au voisinage de a ,puis le méthode itérative{

x0 ∈ A
xk+1 = g(xk) k = 0, 1, .....

ou’ g = f+Id
2

,est globalement convergent vers aet d’ordre au moins 2.

Exemple 1.9. les involutions suivantes sont les exemples les plus courants :
1/ f : R→ R,f(x) = −x. est une involution appelée réflexion .
2/ f : R− {0} → R− {0} , f(x) = 1

x
. connu comme renversement

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution



CHAPITRE 2

PROBLÈME INVERSE AVEC CONDITION AUX

LIMITES DE DIRICHLET

D ans ce chapitre, nous discutons l’existence et l’unicité de la solution du problème inverse
P1, en utilisant la méthode de Fourier et un problème spectral d’un opérateur différentiel

linéaire du second ordre avec involution et une condition aux limites de Dirichlet.

2.1 Position de problème

Trouver un couple de fonctions (u(x, t), f(x)) satisfaisant l’équation

utt(x, t)− uxx(x, t) + ε uxx(π − x, t) = f(x) (2.1)

(x, t) ∈ Ω = { 0 < x < π, 0 < t < T}. Sous les conditions
u(x, 0) = 0, x ∈ [0, π],

u(x, T ) = ψ(x), x ∈ [0, π], (2.2)

ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, π].

Et les conditions aux limites de Dirichlet homogènes

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ [0, T ], (2.3)

où ψ(x) est une fonction donnée suffisamment lisse

2.2 Problème spectral

Le problème spectral est :−y′′(x) + ε y′′(π − x) = λy(x) = 0. (2.4)

y(0) = y(π) = 0.

11
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Utilisant de la méthode de Fourier pour résoudre le problème (2.4) conduit au problème spec-
tral pour l’opérateur L donnée par l’expression et la condition aux limite de Dirichlet.
Nous avons le problème d’onde suivant :

utt(x, t) = uxx(x, t)− ε uxx(π − x, t) + f(x),

DT = { (x, t) : 0 < x < π, 0 < t < T}

u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0 x ∈ [0, π], (2.5)

u(x, T ) = ψ(x), x ∈ [0, π],

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ [0, T ].

Pour trouver le problème spectral (2.4) on pose f(x) = 0 dans (2.5) alors donnée le problème
suivant 

utt(x, t)− uxx(x, t) + ε uxx(π − x, t),

DT = { (x, t) : 0 < x < π, 0 < t < T}

u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0 x ∈ [0, π], (2.6)

u(x, T ) = ψ(x), x ∈ [0, π],

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ [0, T ].

Nous avons le problème de Sturn-Liouville suivant :
si on pose u(x, t) = X(t) Y (x),

u(π − x, t) = X(t) Y (π − x).

En remplaçant dans (2.6) on obtient

X ′′(t) Y (x) = X(t) Y ′′(x)− εX(t) Y ′′(π − x).

D’où
X ′′(t)

X(t)
=
Y ′′(x)− ε Y ′′(π − x)

Y (x)
= −λ, λ ∈ R.

Et comme x et t sont indépendant, on trouve :Y ′′(x)− ε Y ′′(π − x) + λY (x) = 0 λ ∈ R

u(0, t) = u(π, t) = 0.

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution
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Ce qui implique Y ′′(x)− ε Y ′′(π − x) + λY (x) = 0 λ ∈ R,

X(t) Y (0) = X(t) Y (π) = 0.

Donc Y ′′(x)− ε Y ′′(π − x) = −λY (x) λ ∈ R

Y (0) = Y (π) = 0.

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution
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on résoudre le probléme spectral (2.4) alors :
on pose S(x) = y(x) + y(π − x)

W (x) = y(x)− y(π − x)

,alors −y′′(x) + ε y′′(π − x) = λy(x).

−y′′(π − x) + ε y′′(x) = λy(π − x).

alors : −S ′′(x) + εS ′′(x) = λS(x).

⇐⇒ S ′′(x) = − λ

(1− ε)
S(x) = −µ2

1S(x) µ1 =
√

λ
(1−ε) .

⇐⇒ 
S ′′(x) = −µ2

1S(x)

S(0) = 0

S(π) = 0

alors : S(x) = A cos(µ1x) +B sin(µ1x).

S(0) = 0⇐⇒ A = 0.

S(π) = 0⇐⇒ B sin(µ1π) = 0.
⇐⇒ µ1π = nπ n ∈ N .
⇐⇒ µ1 = n n ∈ N.

alors : S(x) = B sin(nx) B ∈ R.
D’autre part , on a : 

−W ′′(x)− ε W ′′(x) = λW (x).

⇐⇒ W ′′(x) = − λ
(1+ε)

W (x) = −µ2
2W (x),

pour µ2 =
√

λ
(1+ε)

alors w(x) = A′ cos(µ2x) +B′ sin(µ2x) .
W (0) = 0⇐⇒ A′ = 0.

W (π) = 0⇐⇒ B′ sin(µ2π) = 0.
⇐⇒ µ2π = pπ p ∈ N .
⇐⇒ µ2 = p p ∈ N.
alors : W (x) = B′ sin(px) B′ ∈ R.
on a : S(x) = y(x) + ε y(π − x)

W (X) = y(x)− ε y(π − x)

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution
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⇐⇒ y(x) =
1

2
[B sinnx+B′ sin px] .

En remplaçant yn(x) = B sin(nx) dans l’équation :

−y′′n(x) + εy′′n(π − x) = λnyn(x).

on a :
y′n(x) = Bn cos(nx)

y′′n(x) = −Bn2 sin(nx)

alors :
Bn2 sinnx+ εBn2 sin(nπ − nx) = λnB sinnx.

⇐⇒ n2 sinnx+ εn2[cosnπ sinnx] = λn sinnx.
⇐⇒ n2 (1 + ε cosnπ) sinnx = λn sinnx.
⇐⇒ 1 + ε cosnπ = λn

n2 = 1− ε.
⇐⇒ 1 + ε (−1)n = 1− ε.
⇐⇒ (−1)n = −1

.⇐⇒ n = 2k + 1.

alors λn = (1− ε) (2k + 1)2

yn = B sin(2k + 1)x k ∈ N

de la meme façont de yp = B′ sin(px) dans l’équation , alors :

− y′′p(x) + εy′′p(π − x) = λpyp(x)

on trouve
1 + ε(−1)p = 1 + ε

⇐⇒ (−1)p = 1

⇐⇒ p = 2k k ∈ N∗

alors : λp = (1 + ε)(2k)2

yp = B′ sin 2kx

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution
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donc les valeures propres est :λ2K = (1 + ε)(2K)2 k ∈ N

λ2K+1 = (1− ε)(2K + 1)2 k ∈ N∗

et les vecteurs propres est y2K = B′ sin 2Kx k ∈ N

y2K+1 = B sin(2K + 1)x k ∈ N∗

avec la normalisation , alors :

〈y2k, y2k〉 =

∫ π

0

(y2k(x))2 dx = 1

=

∫ π

0

B′2 sin2(2k)x dx = 1

= B′2
[
x

2
− 1

8k
sin(4kx)

]π
0

= 1

= B′2
[
π

2
− 1

8k
sin(4kπ)

]
= 1

= B′2
(π

2

)
= 1 =⇒ B′2 =

2

π
=⇒ B′ =

√
2

π
.

Et la même façon de la normalisation de y2k+1 telle que :

〈y2k+1, y2k+1〉 =

∫ π

0

(y2k+1(x))2 dx = 1.

On trouve B =

√
2

π
, alors

y2k =

√
2

π
sin(2k)x k ∈ N, (2.7)

y2k+1 =
√

2
π

sin(2k + 1)x k ∈ N∗.

Lemme 2.1. les systèmes de fonction (2.7) sont complets et orthonormal en L2(0, π)

Définition 2.1. (Système complet)
Un système d’éléments d’un espace de Hilbert est dit système complet s’il en existe vecteur
orthogonal à tous les vecteurs de ce système est égal à zéro.

Définition 2.2. (Système orthogonal)

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution
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Deux systèmes d’éléments {xk} et {zk} sont dits systèmes biorthogonaux dans H si la relation

〈xk, zk〉 = δkj ≡

{
1 si k = j

0 si k 6= j

vaut pour toutes les valeurs des indices K et J . Ici δkj est le delta de kronecker.
En particulier, tout système orthonormé {xk} est biorthogonal à lui-meme :

〈xk, xj〉 = δkj

preuve2.1. le système (2.7) est orthonormal
y2k =

√
2

π
sin 2kx k ∈ N

y2k+1 =

√
2

π
sin 2(k + 1)x k ∈ N0

alors :

•〈y2k, y2k′〉 =

∫ π

0

√
2

π
sin(2k)x ·

√
2

π
sin(2k′)xdx

•〈y2k+1, y2k′+1〉 =

∫ π

0

√
2

π
sin(2k + 1)x ·

√
2

π
sin(2k′ + 1)xdx

Si k = k′ on trouve
•〈y2k, y2k′〉 =

∫ π

0

2

π
sin2(2k)xdx

=
2

π

[
x

2
− 1

4k
sin(2k)x

]π
0

=
2

π

[π
2

]
= 1

•〈y2k+1, y2k′+1〉 =

∫ π

0

(y2k+1(x))2dx

=

∫ π

0

2

π
sin2(2k + 1)xdx

=
2

π

[
x

2
− 1

4k + 2
sin(2k + 1)x

]π
0

=
2

π

[π
2

]
= 1

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution
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Si k 6= k′

•〈y2k, y2k′〉 =

∫ π

0

√
2

π
sin(2k)x ·

√
2

π
sin(2k′)xdx

=
2

π

∫ π

0

sin(2k)x · sin(2k′)xdx

=
2

π

[
sin[2(k − k′)x]

4(k − k′)
− sin[2(k + k′)x]

4(k + k′)

]π
0

=
2

π

[
sin 2H ′x

4H ′
− sin 2Hx

4H

]
(H = k + k′) et (H ′ = k − k′) H,H ′ ∈ N∗

=
2

π
[0] = 0

•〈y2k+1, y2k′+1〉 =

∫ π

0

√
2

π
sin(2k + 1)x ·

√
2

π
sin(2k′ + 1)xdx

=
2

π

∫ π

0

sin(2k + 1)x · sin(2k′ + 1)xdx

=
2

π

[
sin[2(a− a′)x]

4(a− a′)
− sin[2(a+ a′)x]

4(a+ a′)

]π
0

(a = 2k + 1) et (a′ = 2k′ + 1) a, a′ ∈ N∗

=
2

π

[
sinH ′x

2H ′
− sinHx

2H

]0

π

(H = a+ a′) et (H ′ = a− a′) H,H ′ ∈ N∗

=
2

π
[0] = 0

preuve2.2. La système (2.7) est complet en L2(0, π) :∫ π

0

f(x) sin(2k)xdx k ∈ N∫ π

0

f(x) sin(2k + 1)xdx k ∈ N0

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution
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pour f ∈ L2(0, π) conduisant à f(x) = 0 dans L2(0, π). Nous avons :∫ π

0

f(x) sin(2k + 1)xdx =

∫ π
2

0

f(x) sin(2k + 1)xdx+

∫ π

π
2

f(x) sin(2k + 1)xdx

=

∫ π
2

0

(f(x)− f(π − x) sin(2k + 1)xdx = 0

Alors par la complétude du système {sin(2k + 1)x}k∈N0 dans
(
0, π

2

)
on obtient f(x) = f(π − x) 0 < x < π

2

De la même manière∫ π

0

f(x) sin(2k)xdx =

∫ π
2

0

f(x) sin(2k)xdx+

∫ π

π
2

f(x) sin(2k)xdx

=

∫ π
2

0

(f(x) + f(π − x) sin(2k)xdx = 0

alors la complétude de système {sin(2kx)}k∈N dans L2
(
0, π

2

)
,

on obtient f(x) = −f(π − x), 0 < x < π
2

.
Après quoi f(x) = 0 dans L2

(
0, π

2

)
, et par conséquent, f(x) = 0 dans L2 (0, π).

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution



CHAPITRE 3

PROBLÈME INVERSE AVEC CONDITION AUX

LIMITES DE NEUMANN

D ans ce chapitre, nous étudions l’existence et l’unicité de la solution du problème inverse
P2 en utilisant la méthode de Fourier et un problème spectral d’un opérateur différentiel

linéaire du second ordre avec involution et une condition aux limites de Neumann.

3.1 Position de problème

Trouver un couple de fonctions (u(x, t), f(x)) satisfaisant l’équation

utt(x, t)− uxx(x, t) + ε uxx(π − x, t) = f(x) (3.1)

(x, t) ∈ Ω = { 0 < x < π, 0 < t < T}. Sous les conditions
u(x, 0) = 0, x ∈ [0, π],

u(x, T ) = ψ(x), x ∈ [0, π], (3.2)

ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, π].

Et les conditions aux limites de Neumann homogènes

ux(0, t) = ux(π, t) = 0, t ∈ [0, T ], (3.3)

où ψ(x) est une fonction donnée suffisamment lisse

3.2 Problème spectral

Le problème spectral est :−y′′(x) + ε y′′(π − x) = λy(x) = 0. (3.4)

y′(0) = y′(π) = 0.

20
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Utilisant de la méthode de Fourier pour résoudre le problème (3.4) conduit au problème spec-
tral pour l’opérateur L donnée par l’expression et la condition aux limite de Neumann.
Nous avons le problème d’onde suivant

utt(x, t) = uxx(x, t)− ε uxx(π − x, t) + f(x),

DT = { (x, t) : 0 < x < π, 0 < t < T}

u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0 x ∈ [0, π], (3.5)

u(x, T ) = ψ(x), x ∈ [0, π],

ux(0, t) = ux(π, t) = 0, t ∈ [0, T ].

Pour trouver le problème spectral (3.4) on pose f(x) = 0 dans (3.5) alors donnée le problème
suivant 

utt(x, t)− uxx(x, t) + ε uxx(π − x, t),

DT = { (x, t) : 0 < x < π, 0 < t < T}

u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0 x ∈ [0, π], (2.6)

u(x, T ) = ψ(x), x ∈ [0, π],

ux(0, t) = ux(π, t) = 0, t ∈ [0, T ].

Nous avons le problème de Sturn-Liouville suivant :
si on pose u(x, t) = X(t) Y (x),

u(π − x, t) = X(t) Y (π − x).

En remplaçant dans (3.6) on obtient

X ′′(t) Y (x) = X(t) Y ′′(x)− εX(t) Y ′′(π − x).

D’où
X ′′(t)

X(t)
=
Y ′′(x)− ε Y ′′(π − x)

Y (x)
= −λ, λ ∈ R.

Et comme x et t sont indépendant, on trouve :Y ′′(x)− ε Y ′′(π − x) + λY (x) = 0 λ ∈ R

ux(0, t) = ux(π, t) = 0.

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution
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Ce qui implique Y ′′(x)− ε Y ′′(π − x) + λY (x) = 0 λ ∈ R,

X(t) Y ′(0) = X(t) Y ′(π) = 0.

Donc Y ′′(x)− ε Y ′′(π − x) = −λY (x) λ ∈ R

Y ′(0) = Y ′(π) = 0.

on résoudre le probléme spectral (3.4) alors :
on pose S(x) = y(x) + y(π − x)

W (x) = y(x)− y(π − x)

,alors −y′′(x) + ε y′′(π − x) = λy(x).

−y′′(π − x) + ε y′′(x) = λy(π − x).

alors : 
−S ′′(x) + εS ′′(x) = λS(x).

⇐⇒ S ′′(x) = − λ
(1−ε)S(x) = −µ2

1S(x),

pour µ1 =
√

λ
(1−ε) .

⇐⇒ 
S ′′(x) = −µ2

1S(x)

S ′(0) = 0

S ′(π) = 0

D’autre part , on a : 
−W ′′(x)− ε W ′′(x) = λW (x).

⇐⇒ W ′′(x) = − λ
(1+ε)

W (x) = −µ2
2W (x),

pour µ2 =
√

λ
(1+ε)

.
W ′′(x) = −µ2

2W (x)

W ′(0) = 0

W ′(π) = 0

alors
∗ si λ = 0 alors

S ′′(x) = 0⇒ S(x) = ax+ b .
et S ′(x) = a.

A. Benalia Problèmes inverses pour une équation d’onde avec involution
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⇔ S ′(0) = S ′(π) = a = 0 .
⇔ S(x) = b.

D’autre part , on a :

W ′′(x) = 0⇒W (x) = a′x+ b′ .
et W ′(x) = a′

⇔W ′(0) = W ′(π) = a′ = 0.
⇔W (x) = b′.

on a : y(x) = 1
2

[S(x) +W (x)]

⇐⇒ y(x) = 1
2

[b+ b′]

alors : y(x) = c .
∗ si λ0 alors :

S(x) = A cos(µ1x) +B sin(µ1x).

alor : S ′(0) = 0⇐⇒−Aµ1 sin(µ10) +Bµ1 cos(µ10) = 0

⇐⇒ Bµ1 = 0⇒ B = 0.
S ′(π) = 0⇐⇒−Aµ1 sin(µ1π) = 0⇒ sin(µ1π) = 0.
⇐⇒ µ1π = nπ n ∈ N
⇐⇒ µ1 = n n ∈ N
alors : S(x) = A cos(nx) A ∈ R.
et on a,
w(x) = A′ cos(µ2x) +B′ sin(µ2x).

W ′(0) = 0⇐⇒−A′µ2 sin(µ20) +B′µ2 cos(µ20) = 0

⇒ B′µ2 = 0⇒ B′ = 0.

W (π) = 0⇐⇒−A′ sin(µ2π) = 0⇒ sin(µ2π) = 0.

⇐⇒ µ2π = pπ p ∈ N
⇐⇒ µ2 = p p ∈ N

alors : W (x) = A′ cos(px) A′ ∈ R.
on a : S(x) = y(x) + ε y(π − x)

W (X) = y(x)− ε y(π − x)

⇐⇒ y(x) =
1

2
[A cos(nx) + A′ cos(px)] .

En remplaçant yn(x) = A cos(nx) dans l’équation :

−y′′n(x) + εy′′n(π − x) = λnyn(x).
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on a :
y′n(x) = −nA sin(nx)

y′′n(x) = −n2A cos(nx)

alors :
n2A cosnx+ εAn2 cos(nπ − nx) = λnA cosnx.

⇐⇒ n2 cosnx− εn2[cos(nπ − nx)] = λn cosnx.
⇐⇒ n2 cosnx− εn2[cos(nπ) cos(nx)] = λn cosnx.
⇐⇒ n2 − εn2(−1)n = (1− ε)n2.
⇐⇒ 1− ε(−1)n = 1− ε.
⇐⇒−(−1)n = −1

.⇐⇒ (−1)n = 1

⇐⇒ n = 2k.

alors λn = (1− ε) (2k)2

yn = A cos(2k)x k ∈ N

de la meme façont de yp = A′ cos(px) dans l’équation , alors :

− y′′p(x) + εy′′p(π − x) = λpyp(x)

on trouve
1− ε cos(πp) = 1 + ε

1− ε(−1)p = 1 + ε

⇐⇒−(−1)p = 1

⇐⇒ (−1)p = −1

⇐⇒ p = 2k + 1 k ∈ N∗

alors : λp = (1 + ε)(2k + 1)2

yp = A′ cos(2k + 1)x

donc les valeures propres est :λ2K = (1− ε)(2K)2 k ∈ N∗

λ2K+1 = (1 + ε)(2K + 1)2 k ∈ N∗
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et les vecteurs propres est y0 = cy2K = A cos 2Kx k ∈ N

y2K+1 = A′ cos(2K + 1)x k ∈ N∗

avec la normalisation , alors :
*

〈y0, y0〉 =

∫ π

0

(y0(x))2 dx = 1

=

∫ π

0

c2 dx = 1

= c2 [x]π0 = 1.

= c2(π) = 1 =⇒ c2 =
1

π

= c⇐⇒ c =

√
1

π
.

∗〈y2k, y2k〉 =

∫ π

0

(y2k(x))2 dx = 1

=

∫ π

0

A2 cos2(2k)x dx = 1

= A2

[
x

2
+

1

8k
sin(4kx)

]π
0

= 1

= A2

[
π

2
− 1

8k
sin(4kπ)

]
= 1

= A2
(π

2

)
= 1 =⇒ A2 =

2

π
=⇒ A =

√
2

π
.

Et la même façon de la normalisation de y2k+1 telle que :

∗〈y2k+1, y2k+1〉 =

∫ π

0

(y2k+1(x))2 dx = 1.

On trouve A′ =

√
2

π
, alors


y0 =

√
1

π
;

y2k =
√

2
π

cos(2k)x k ∈ N; (3.7)

y2k+1 =
√

2
π

cos(2k + 1)x k ∈ N∗;
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Lemme 3.1. les systèmes de fonction (3.7) sont complets et orthonormal en L2(0, π)

preuve3.1. le système (3.7) est orthonormal alors :

•〈y0, y0〉 =

∫ π

0

√
1

π

2

dx

•〈y2k, y2k′〉 =

∫ π

0

√
2

π
cos(2k)x ·

√
2

π
cos(2k′)xdx

•〈y2k+1, y2k′+1〉 =

∫ π

0

√
2

π
cos(2k + 1)x ·

√
2

π
cos(2k′ + 1)xdx

Si k = k′ on trouve
•〈y0, y0〉 =

∫ π

0

1

π
dx

=
1

π
[x]π0

=
1

π
[π] = 1

•〈y2k, y2k′〉 =

∫ π

0

2

π
cos2(2k)xdx

=
2

π

[
x

2
+

1

8k
sin(4k)x

]π
0

=
2

π

[π
2

]
= 1

•〈y2k+1, y2k′+1〉 =

∫ π

0

(y2k+1(x))2dx

=

∫ π

0

2

π
cos2(2k + 1)xdx

=
2

π

[
x

2
− 1

8k + 4
sin(4k + 2)x

]π
0

=
2

π

[π
2

]
= 1
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Si k 6= k′

•〈y2k, y2k′〉 =

∫ π

0

√
2

π
cos(2k)x ·

√
2

π
cos(2k′)xdx

=
2

π

∫ π

0

cos(2k)x · cos(2k′)xdx

=
2

π

[
sin[2(k′ − k)x]

4(k′ − k)
+

sin[2(k′ + k)x]

4(k′ + k)

]π
0

=
2

π

[
sin 2H ′x

4H ′
+

sin 2Hx

4H

]π
0

(H = k′ + k) et (H ′ = k′ − k) H,H ′ ∈ N∗

=
2

π
[0] = 0

•〈y2k+1, y2k′+1〉 =

∫ π

0

√
2

π
cos(2k + 1)x ·

√
2

π
cos(2k′ + 1)xdx

=
2

π

∫ π

0

cos(2k + 1)x · cos(2k′ + 1)xdx

=
2

π

[
sin[2(a′ − a)x]

4(a′ − a)
+

sin[2(a′ + a)x]

4(a′ + a)

]π
0

(a = 2k + 1) et (a′ = 2k′ + 1) a, a′ ∈ N∗

=
2

π

[
sinH ′x

2H ′
+

sinHx

2H

]0

π

(H = a′ + a) et (H ′ = a′ − a) H,H ′ ∈ N∗

=
2

π
[0] = 0

preuve3.2. La système (3.7) est complet en L2(0, π) :∫ π

0

f(x) cos(2k)xdx k ∈ N∫ π

0

f(x) cos(2k + 1)xdx k ∈ N0
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pour f ∈ L2(0, π) conduisant à f(x) = 0 dans L2(0, π). Nous avons :∫ π

0

f(x) cos(2k + 1)xdx =

∫ π
2

0

f(x) cos(2k + 1)xdx+

∫ π

π
2

f(x) cos(2k + 1)xdx

=

∫ π
2

0

(f(x)− f(π − x) cos(2k + 1)xdx = 0

Alors par la complétude du système {cos(2k + 1)x}k∈N0 dans
(
0, π

2

)
on obtient f(x) = f(π − x) 0 < x < π

2

De la même manière∫ π

0

f(x) cos(2k)xdx =

∫ π
2

0

f(x) cos(2k)xdx+

∫ π

π
2

f(x) cos(2k)xdx

=

∫ π
2

0

(f(x) + f(π − x) cos(2k)xdx = 0

alors la complétude de système {cos(2kx)}k∈N dans L2
(
0, π

2

)
,

on obtient f(x) = −f(π − x), 0 < x < π
2

.
Après quoi f(x) = 0 dans L2

(
0, π

2

)
, et par conséquent, f(x) = 0 dans L2 (0, π).
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié une classe de problèmes inverses pour une équation
d’onde avec involution pour les cas de deux conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann.
Ce travail se déroule en deux étapes :

3 Nous avons discuté l’existence et l’unicité de la solution du problème inverse P1, en uti-
lisant la méthode de Fourier et un problème spectral d’un opérateur différentiel linéaire
du second ordre avec involution et une condition aux limites de Dirichlet.

3 Nous avons étudié l’existence et l’unicité de la solution du problème inverse P2 en utili-
sant la méthode de Fourier et un problème spectral d’un opérateur différentiel linéaire du
second ordre avec involution et une condition aux limites de Neumann.

Dans les deux problèmes inverse, nous avons utilisé la méthode Fourier.
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D ans ce mémoire, nous avons considéré une classe de problèmes inverses pour une équation d’onde

avec involution pour les cas de deux conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann. L’exis-

tence et l’unicité des solutions de ces problèmes sont prouvées. Les solutions sont obtenues sous forme

de développement en série de fonctions en utilisant un ensemble de bases orthogonales appropriées

pour chaque problème. La convergence des solutions obtenues est également justifiée.

Mots-Clés : Problème inverse, involution, Équation d’onde non locale, Problème de Sturm-Liouville.

I n this memoir, we have considered a class of inverse problems for a wave equation with involution for

the cases of two boundary conditions of Dirichlet and Neumann. The existence and the uniqueness

of the solutions of these problems are proved. Solutions are obtained as a series expansion of functions

using a set of appropriate orthogonal bases for each problem. The convergence of the solutions obtained

is also justified.

Keywords : Inverse problem, involution, Non-local wave equation, Sturm-Liouville problem.
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