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Résumé

ans ce mémoire, nous avons considéré une classe de problemes inverses pour une équation
d’onde avec involution pour les cas de deux conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann.
L’existence et 1'unicité des solutions de ces probléemes sont prouvées. Les solutions sont obtenues sous
forme de développement en série de fonctions en utilisant un ensemble de bases orthogonales appro-

priées pour chaque probléme. La convergence des solutions obtenues est également justifiée.

Mots-Clés : Probléme inverse, involution, Equation d’onde non locale, Probléme de Sturm-Liouville.

n this memoir, we have considered a class of inverse problems for a wave equation with involution
for the cases of two boundary conditions of Dirichlet and Neumann. The existence and the uni-
queness of the solutions of these problems are proved. Solutions are obtained as a series expansion of
functions using a set of appropriate orthogonal bases for each problem. The convergence of the solutions

obtained is also justified.

Keywords : Inverse problem, involution, Non-local wave equation, Sturm-Liouville problem.

1ii



Table des matieres

IIntroduction générale] 1
1 Préliminaires sur des outils mathématiques utilisés 3
1.1 Espace vectorielnormé|. . . . .. ... ... ... ... o o oL 3
1.2 EspacedeBanachl . . . ... .... ... ... ... ... .. ... .. . . .0 .. 4
1.3 EspacedeHilbertl . . . . ... ... ... .. ... .. . . ... . 4
1.4 convergeuniforme| . . ... . .. ... .. ... e 5
1.5 Opérateur linéaire| . . . . ... ... ... ... ... Lo 5
[1.5.1 opérateurauto-adjoint|. . . . ... ... o Lo oo 6

1.6 Problem rm-Liouvillel . . ... ... ... o oo ool 7
.7 involution| . . . . . . . . . 9

5 Problome; R Timites de Dinichl 11
2.1 Positiondeprobleme| . . . . . . ... .. L oo 11
2.2 Problémespectrall . . . . . ... oo oo 11

3 Problome; e Timites de N 20
3.1 Positiondeprobleme| . . . . . .. ... . Lo oo o 20
3.2 Problémespectral| . . . ... ... oo oo o 20
IBibliographie| 30

v



Introduction générale

ans de nombreux problémes physiques, la détermination des coefficients ou du
membre droit en fonction de certaines informations disponibles dans une équa-
tion différentielle est nécessaire; ces problemes sont appelés problemes inverses.
Ce genre de problemes sont mal posés au sens d’Hadamard. Notre objective dans ce mémoire
est ’étude des problémes inverses pour une équation d’onde non locale avec involution de la

variable d’espace z. Nous considérons 'équation d’onde non locale suivante :

Ut (T, 1) = Upy (T,1) — €Uy (T — 2, t) + f (), (2,1) € Qrp, (1)

ouQr :={(z,t):0<z<m 0<t<T}avecT >0etle| < 1.

Nous considérons plus particulierement les deux problémes inverses suivants :

1= Probleme inverse P1 : Trouver un couple de fonctions (u (z, ), f (x)) dans le domaine Q

satisfaisant I’équation (1)) et les conditions suivantes :

U(ZL’,O) :(p(lt), ut(x,O)=1/)(m), U(I7T):g(x)v LS [077T]7 (2)

uw(0,t) =u(m,t), t €[0,T7], 3)

ou ¢, 1 et g sont des fonctions données.

i Probleme inverse P2 : Trouver un couple de fonctions (u (x, ), f (x)) dans le domaine Q

satisfaisant 1’équation (1)), les conditions initiales et finales (2) et la condition de Neumann :

ug (0,t) = uy (m,t), t €[0,T7], 4)
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Notre objective dans ce mémoire est I’étude de l'existence et 1'unicité de la solution des pro-
blemes inverses P1 et P2.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniére suivante : dans le premier cha-
pitre, nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils nécessaires
dans ce mémoire.

Dans le deuxieme chapitre, nous discutons ’existence et 1'unicité de la solution du probleme
inverse P1, en utilisant la méthode de Fourier et un probleme spectral d"un opérateur différen-
tiel linéaire du second ordre avec involution et une condition aux limites de Dirichlet.

Dans le dernier chapitre, nous étudions 1’existence et 1'unicité de la solution du probleme in-
verse P2 en utilisant la méthode de Fourier et un probleme spectral d"un opérateur différentiel
linéaire du second ordre avec involution et une condition aux limites de Neumann.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES SUR DES OUTILS
MATHEMATIQUES UTILISES

ﬂ) ans ce chapitre, nous mentionnons quelques définitions et concepts mathématiques de
base dont nous avons besoin dans ce mémoire concernant les espaces fonctionnelles et
probleme de Sturm- Liouville et involution.

1.1 Espace vectoriel normé

Définition 1.1. Soit £ un K un espace vectoriel , on appele norme sur E toute application
.|| : E — RT vérifiant :

L.Vz e E,|z|| >0,z| =0,z =0.

2.Vz,y e E, ||z +y| < [lz|| + |lyll, (inégalité triangulaire).

3.Ve e E,VA e K, || Az| = |\|||l=|, (homogénéité).

Remarque 1.1. toute norme définit une distance suivant la formule :
Vo,y € E:d(z,y) = ||lz -yl

on dit dans ce que la métrique d dérivé de la norme |.||.

Remarque 1.2. 1'espace vectoriel £ muni d’'un norme s’appelle espace normé noté par
(E, ].]])les application suivantes sont des normes usuelle sur R”

. = max foi

Izl = lai)
i=1

Iz, = Q_ lail")? Vp>1
i=1
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Exemple 1.1. soit 2 un ouvert de R",1’espace vectoriel des fonctions de carré intégrable sur 2

est:

L2(Q) = {f:Q—>R,/Q|f(a:)\2d:c<oo}

I'application ||.|| : L*(2) — R donnés par :

11 = ([ 15 ae) "

est une norme.

1.2 Espace de Banach

Définition 1.2. toute espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Définition 1.3. soit £ un espace vectoriel normé ,une suite (x,,),en de E est de Cauchy si
Ve < 0,aN e N/Vn<m > N = ||z, — 2| <e.

Définition 1.4. soit £ un espace vectoriel normé ,on dit que E est complet si tout suite de E est
de Cauchy dans I est convergente dans .

Remarque 1.3. dans un espace vectoriel normé ,la limite d'une suite convergente est unique.

Exemple 1.2. (¢([0, 1],R), ||.]|,)est une espace de Banach.

1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.5. (produit scalaire) soit I/ un espace vectoriel sur le corps K ,un produit scalaire
sur E est une application < .,. >— K telle que pour tout z, vy, x1 , 2 € E et pour tout A € K
ona:

1/ <z,x>>0 et <z,x>=0c=0.

2/ <x,y >=<T7,T >.

3/ <ay+mg >=< 121,y >+ < T2,y >.

4 < A,y >= A< x,y >.

Remarque 1.4. un produit scalaire sur & définie une norme sur & donnée par :

Vee E:|z| =v<z,x>

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution



1.4. CONVERGE UNIFORME 5

Exemple 1.3. l'espace R muni de produit scalaire :

Ve eR": (x,y) = leyl
=0

, est un produit scalaire .

1.4 converge uniforme

Définition 1.6. soit (f,,)une suite de fonctions définie sur / ,a valeur dans R ou C ,on dit que

> fn converge uniformément sur / si (.5,,) converge uniformément sur /.

Remarque 1.5. 1.si ) f,, converge uniformément sur /, alors ) f, converge simplement sur /.
2.s1 ) f, et > g, converge uniformément sur /, alors pour tout A € R, > (f, + Ag,) converge

uniformément sur /.

1.5 Opérateur linéaire

Définition 1.7. (Opérateur linéaire ). Un opérateur A : £ — Flest dit linéaire si :
1- son domaine D(A) est un espace vectoriel sur le corps K(K = Rou C)
2- pour tout z,y € D(A) et tout nombre «, 5 € K 'égalité

Az + By) = aAz + BAy

est vérifiée de deux condition :

i)additivité de 1’opérateur
Veye B, Alr+y) = Alz) + Ay)
. 71) homogénéité de 1'opérateur
Vee E et a €K, Alaz) = aAx

Définition 1.8. (opérateur continu ) soientE, F' deux espaces de Banach,un opérateur linéaire
A: E — Fde domaine D(A) = E est dit continu au point z, € E si

Axr — Azy désque z — x

Ici et plus loin,une telle notation signifie que

|Ax — Azl =0 pour ||z — x|z — 0

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution



1.5. OPERATEUR LINEAIRE 6

Définition 1.9. (opérateur bornée ) soient £ et F' deux espace de Banach ,un opérateur linéaire
A: E — F de domaine D(A) = E est dit 'opérateur linéaire bornée si et seulement s'il existe
une constante M telle que :

|Az], < M |2l Vo € B

Remarque 1.6. I'opérateur linéaire Aest dit continu sur S, s’il est continu en chaque point de
I'ensemble S.

Théoreme 1.1. un opérateur linéaire A est continu , si et seulement si il est bornée.

Exemple 1.4. a— [ : C'([0,1]) — C([0,1])
est bien bornée car :
[{z]| = ||zl| < M|lz||, VM >1

b— l'opérateur de multiplication A défini sur 1’espace ¢([1,2]) , alors :

HAfHoo = SUPgeq1,2] |Af(z)]
= SUPgep,2) lz.f(z)]
< 2fll (M=2) VfeC(12])

1.5.1 opérateur auto -adjoint
Définition 1.10. un opérateur A € L(H, H) dans I’espace de Hilbert H est appelé un opérateur
auto -adjoint si A* = A c’est-a-dire pour tout f, g € H 'égalité

<Af,g>=<[f Ag>

Proposition 1.1. 1-si A et Bsont deux opérateur auto-adjoint alors :
* AB est auto adjoint si seulement si AB = BA.
* A + BB est un opérateur auto-adjoint Vo, 5 € R

2-si A est auto -adjoint ,alors :
[l = sup {|< Az, >| - [|z[| = 1}

Remarque 1.7. si Aest un opérateur quelconque alors AA* et A + A* sont auto-adjoint .

Exemple 1.5. 1-un opérateur intégral de Fredholm est auto-adjoint si seulement si son noyau

Kvérifie K (y,z) = K(z,y)
2-considérons 1'opérateur Adéfinie sur L*(R) par :

(Az)(t) = e"t'x(t)

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution



1.6. PROBLEME DE STURM-LIOUVILLE 7

A est un opérateur bornée auto-adjoint ,car :

<Av,y> = [Zela(t)yt)at
J23 w(t)e My (t)dt

= <z Ay >

Exemple 1.6. pour tout A € L(E, F') l'opérateur AA* € L(FE) est auto-adjoint ,car :

(A"A)" = A"A™ = A*A

1.6 Probléme de Sturm-Liouville

Définition 1.11. I'opérateur de Sturm-Liouville est un opérateur correspondant a la frontiere

probléme de valeur pour une équation différentielle ordinaire du second ordre :

Lu=—u"(z) + ¢(z)u(z) = f(z),0 <z <1 (1.1)

avec les condition limite

a1u'(0) + apu(0) =0 (1.2)
diu' (1) + dou(l) =0

ou’ les coefficients aj,ap,\1,A\¢ de la condition aux limites sont des nombres réeles (a; + ag #
0,dy + do # 0) le coefficient ¢ € C|0, 1] dans 1’équation (parfois ou “appelle un potentiel )est une

fonction a valeur réelles.

Remarque 1.8. donnée sur 1’espace linéaire des fonction u € C?|0, 1]vérifiant les condition aux
limites (1, 2).
les spectre et les fonctions propres du probleme aux limites de Sturm -Liouville (1,1)-

(1, 2)seront le spectre et les vecteurs propres de 'opérateur L.

Définition 1.12. le probléme spectral de sturm-Liouville est le probleme des fonctions propres

est valeurs propres pour 1’équation
Lu=—u"(z) + ¢(z)u(z) = Mu(x),0 <z < 1 (1.3)
avec les condition aix limites ,c’est -a-dire

a1u'(0) + apu(0) =0
diu' (1) + dou(l) =0

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution



1.6. PROBLEME DE STURM-LIOUVILLE 8

ou’ les coefficients aj,ag,di,dpde la condition aux limites(1,2)sont fixes réels nombres
(ap+ a1 #0 et dy+ dy # 0)les coefficient ¢ € C[0, 1]est une fonction a valeurs réelles.

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution



1.7. INVOLUTION 9

—solutions de 'éq (1.3) dépendent d'un parametre spectrale \. par conséquent ,il est
convient de noter ces solutions par u(x,\), si pour un certain )\, le probléme aux limites
(1.3),(1.2) admet une solution non trivial .

— u(z, ;) # 0, alors le nombre \; est appelé une valeur propre ,et la fonction (u(z, \;) est
appelée une fonction propre du probleme aux limites (1.3),(1.2)

Exemple 1.7. soit le probleme de Sturm-Liouville

y'(t) + Ay(t) =0
y(0) =y (m) =0

pour A > 0 le probleme admet seulement la solution trivial (y(¢) = 0).
pour A < 0 la solution générale de I"équation y”(¢) + \y(t) = 0 est la forme

y(t) = ¢ sin(VAL) + ¢ cos(VAL)

tenu compte les conditions aux limites y'(0) = 0 et ¢'(7) = 0 on obtient

clx/X =0
eV cos(vV AT — e/ Asin(v ) = 0

par conséquent ¢; = 0 et ¢, sin(v/Ar) = 0
si co = Oalors y(t) = 0.pour ¢ # 0

donc sin(v/Ar) = 0

il vient VAT = km, k=1,2, ...

D’ou, A\, = k% sont les valeurs propres et yx(t) = cos(kt) sont les fonctions propres

Exemple 1.8. soit le probleme de Sturm Liouville suivant :

y"(t) + Ay(t) =0 pour t € [0,n]
y(0)=0
y(m) +y'(m) =

1.7 involution

Définition 1.13. soit A C Run ensemble contenant plus d’un point et f : A — A une fonction
telle que f n’est pas Id d’identité .alors
,f est une involution si

fP=fof=1d

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution



1.7. INVOLUTION 10

Définition 1.14. soit ACR,f: A > AneN,n > 2
on dit que f est un ordre n involution si :

1-f" = foSmof = Id

2-fF£1d, k=1..n-1

Proposition 1.2. (preuve [5],p07)

soient A C R connexeet f : A — A une continue d’ordre deux involution,alors :
1-f est strictement décroissant.

2-f a un unique point fixe.

Proposition 1.3. (preuve [5],p07) soient A C R,f : A — A une involution d’ordre n,alors f est un
inversible.

Théoreme 1.2. (preuve [5|,p07) les seules involution continues définies dans les ensembles connecté de
R sont d’ordre 2.

Théoreme 1.3. (preuve [5],p07) soit A C Run ensemble connexe f : A — A,une involution continue
,a est 'unique point fixe de fet f de classe deux au voisinage de a ,puis le méthode itérative

Xo € A
T = g(xr) k=0,1,...

ou’ g = L% est globalement convergent vers aet d’ordre au moins 2.

Exemple 1.9. les involutions suivantes sont les exemples les plus courants :

1/ f:R—=>R,f(z)=—=z est une involution appelée réflexion .

2/ f:R—{0} - R— {0}, f(r)=21. connucomme renversement

T

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution



CHAPITRE 2

PROBLEME INVERSE AVEC CONDITION AUX
LIMITES DE DIRICHLET

g) ans ce chapitre, nous discutons 1’existence et 1'unicité de la solution du probléme inverse
P1, en utilisant la méthode de Fourier et un probléme spectral d"un opérateur différentiel
linéaire du second ordre avec involution et une condition aux limites de Dirichlet.
2.1 Position de probléme
Trouver un couple de fonctions (u(z,t), f(z)) satisfaisant ’équation
Ut (T, 1) — U (T, 1) + € Uy (T — 2, 8) = f(2) (2.1)

(x,t) e 2={0< 2z <m0<t<T}. Sous les conditions

u(z,0) =0, ze€]l0,7],
u(z,T) =(z), x€]|0,m7], (2.2)
w(z,0) =0, z€]l0,n].

Et les conditions aux limites de Dirichlet homogenes
u(0,t) = u(m,t) =0, tel0,7T], (2.3)

ol ¢(z) est une fonction donnée suffisamment lisse

2.2 Probleme spectral

Le probleme spectral est :

—y"(z) + ey (m—z) = My(z) = 0. (2.4)
y(0) = y(m) = 0.

11
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Utilisant de la méthode de Fourier pour résoudre le probleme (2.4) conduit au probleme spec-
tral pour I'opérateur L donnée par l'expression et la condition aux limite de Dirichlet.

Nous avons le probleme d’onde suivant :

(

Ut (T, 1) = U (T, 1) — € Uge (T — 2, 1) + f(2),
Dr={(z,t):0<z<m0<t<T}

u(z,0) =0,

u(z,0) =0 z€l0,7], (2.5)
u(z, T) =(x), xe€]|0,m7],

(w(0,t) =u(r,t)=0, te][0,T]

Pour trouver le probleme spectral (2.4) on pose f(z) = 0 dans (2.5) alors donnée le probleme

suivant )

Ut (2,1) — U (2, 8) + € Ugy (T — 7, 1),
Dr={(z,t):0<z<m0<t<T}

u(z,0) =0,

u(z,0) =0 =z €[0,7], (2.6)
u(z,T) =(z), xe€]|0,m7],

\u(O,t) =u(m,t)=0, te]l0,T].

Nous avons le probleme de Sturn-Liouville suivant :
si on pose
u(z,t) = X(t) Y(x),
u(m —x,t) = X(t) Y(r — x).

En remplacant dans (2.6) on obtient
X"t)Y(x)=X(t)Y"(x) —eX(t) Y'(r — x).

D’ou
X"(t) _ Y'(x) —eY"(m —x)
X(t) Y (x)

Et comme z et ¢ sont indépendant, on trouve :

=)\, )MER

Y'(z)—eY"(r—2)+AY(z) =0 AeR
u(0,t) = u(m,t) = 0.

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution



2.2. PROBLEME SPECTRAL 13

Ce qui implique
Y'(x)—eY"(m—2)+AY(x) =0 XeR,
X(t)Y(0)=X(t) Y(r)=0.
Donc
Y'z)—eY"(m—2)==-AY(z) AeR
Y (0) = Y(x) = 0.

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution



2.2. PROBLEME SPECTRAL 14

on résoudre le probléme spectral (2.4) alors:
on pose

{sm>mm+ywx>
W(z) = y(z) — y(r — =)

,alors
—y'(z) + ey’ (m — ) = Ay(x).
—y"(m—x) +ey’(z) = My(m — z).

alors : —S"(x) + eS"(x) = AS(z).

alors : S(z) = Acos(uix) + Bsin(px).

S(0)=0«<= A=0.
S(m) =0 <= Bsin(u;m) = 0.
= mm=nm neN.
< u=n neN.

alors: S(z)= Bsin(nz) BeR.
D’autre part,on a:
—W"(x) — e W"(x) = AW (z).

= W (w) = — 25 W () = —3W (),

pour s = \f iy

alors w(z) = A’ cos(uax) + B’ sin(pax) .
W(0) =0 < A’ =0.

W(r) =0<«= B'sin(usm) = 0.

& lloT = pT peN.

<~ pu2=p peN

alors: W(x)= B'sin(px) B €R.

ona:

S(z) = y(r) +ey(r — )
W(X) =y(x) —ey(r — )

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution
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1
— y(x) = 5 [Bsinnx + B'sinpz].

En remplagant y,,(x) = Bsin(nz) dans 1’équation :

—Y (%) + €y (T — ) = Anyn ().
ona:
y, (x) = Bncos(nz)
y!(z) = —Bn?sin(nz)

alors :

Bn?sinnx + eBn?sin(nt — nz) = A\, Bsinnz.
<= n?sinnz + en?[cos nwsin nz| = A\, sinnz.
<= n? (1 + ecosnm)sinnz = \, sin nz.
<:>1—|—ecosmr:2—3:1—e.
—l+e(-1)"=1-¢
= (-1)" = -1
= n=2k+1.

alors

A= (1—¢€) (2k+1)?
Yo = Bsin(2k+ 1)z keN

de la meme fagont de y, = B’sin(pz) dans ’équation , alors :

- yg(@ + Ey;lo/(ﬂ — ) = A\pyp()

on trouve
l+e(-1)P=1+¢
= (-1 =
<—p=2k keN*
alors :

A = (1 +€)(2k)?
Y, = B'sin2kz

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution



2.2. PROBLEME SPECTRAL 16

donc les valeures propres est :

)\QK:<1+€)<2K)2 keN
>\2K+1 = (1 - €)<2K + 1)2 k S N*

et les vecteurs propres est

Yo = B'sin2Kx k€N
Yor+1 = Bsin(2K +1)r ke N*

avec la normalisation , alors :

(Yo, Yor) = /07r (yar(2))? dz =1

= % sin®(2k)z dr = 1

™

= B” [— — —sin 4]{91:)} =1
2 0

8

— 5 |F - gosintabn)| =1

:B’2<E):1 —opr=? B/:\ﬁ.
2 s T

Et la méme fagon de la normalisation de y,;1; telle que :

(Yort1, Yort1) = / (Yo (2))* do = 1.
0

2
On trouve B = \/j , alors
T

2
Yok = \/jsin(Qk:)x keN, (2.7)
T
Yokt1 = \/gsin(Qk + 1)z ke N
Lemme 2.1. les systemes de fonction (2.7) sont complets et orthonormal en L*(0, )

Définition 2.1. (Systéme complet)
Un systeme d’éléments d"un espace de Hilbert est dit systéeme complet s’il en existe vecteur

orthogonal a tous les vecteurs de ce systeme est égal a zéro.

Définition 2.2. (Systéme orthogonal)

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution
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Deux systemes d’éléments {x;} et {z;} sont dits systemes biorthogonaux dans H si la relation

1 si k=j

) :55
(wn, 2) = 0ny {0 si kg

vaut pour toutes les valeurs des indices K et J. Ici d;; est le delta de kronecker.
En particulier, tout systéme orthonormé {x} est biorthogonal a lui-meme :

(Tr, 15) = Opj

preuve2.l. le systeme (2.7) est orthonormal

2
Yor = \/jsin 2kx keN

T
2 .

Yokt1 = \/;sm 2(k+ 1)z keNg

]2 2 . )

o (Yor, Yor') = —sin(2k)x -/ — sin(2k")zdz
o Vo T
o (Yok i1, Yok +1) / \/jsm 2k +1 \/jsm(2k: + 1)adz

Si k = k' on trouve

alors :

™ 2 )
® Yok, Yo' :/ = sin?(2k)wdw
0

™

. <y2k+17 y2k’+1 / y2k+1
0

2 1 g
. in(2k + 1
w{2 g mkt bz
2
:_[E]:l
m L2

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution
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Sik £ k'

o (Yo, Yor') = / \/isin(Qk)x . \/jsin(Qk:')xdm
0 T v

® (Yokt1, Yok'+1) / \/jsm 2k +1

preuve2.2. La systéme (2.7) est complet en L*(0, ) :

/ f(x)sin(2k)xdx k € N

/ f(z)sin(2k + 1)zdzr k€ Ny

2 s
= —/ sin(2k)z - sin(2k")zdx
T Jo
2 [sin[2(k = K)z]  sin2(k + K)2]]"
om 4(k — k) dk+F) |,
2 [sin2H' in2H
_ = SIH4H/$_SIH4HJZ':| (H:k’—l—k?/) ot (H/:/{?—/{?I) H,HIGN*
m
2
= ;[0] =0
\/jsm(Qk + 1)zdx
2 /
=— sm(Qk + D)z - sin(2k" + 1)zdx
T Jo
2 [sin[2(a — a')z]  sin[2(a +d')z]]”
== é[l(a—a’)) | _ 4[1(51—{—&/) ]} (a=2k+1) et (¢/ =2k +1)
0

2 [sin H'z  sin Hz]° i}
= Y T L (H=a+d) et (H=a-d) HH €N
0] =0

a,a’ € N*

A. Benalia
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pour f € L*(0,7) conduisant a f(z) = 0 dans L?(0, 7). Nous avons :
/ f(x)sin(2k 4+ 1)zdr = /2 f(x)sin(2k 4+ 1)zdx + / f(x)sin(2k + 1)zdx
0 0 %

jus
2

= / (f(z) — f(mr —2)sin(2k + 1)zdx = 0
0
Alors par la complétude du systéme {sin(2k + 1)z} en, dans (0, %)

2
onobtient f(z) = f(r —z) 0<z <3
De la méme maniére

/07r f(z)sin(2k)zdr = /072r f(x)sin(2k)xdr + [Fﬂ f(x)sin(2k)zdx

= /OQ(f(:E) + f(m — ) sin(2k)xdx =0

alors la complétude de systeme {sin(2kx)}ren dans L? (0, %),
onobtient f(r) = —f(r —z), 0 <z < 7.
Apres quoi f(z) = 0dans L? (0, 2), et par conséquent, f(z) = 0 dans L? (0, 7).

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution



CHAPITRE 3

PROBLEME INVERSE AVEC CONDITION AUX
LIMITES DE NEUMANN

g) ans ce chapitre, nous étudions l'existence et 1'unicité de la solution du probleme inverse
P2 en utilisant la méthode de Fourier et un probléme spectral d’un opérateur différentiel
linéaire du second ordre avec involution et une condition aux limites de Neumann.
3.1 Position de probleme
Trouver un couple de fonctions (u(z,t), f(z)) satisfaisant ’équation
Ut (T, 1) — U (T, 1) + € Uy (T — 2, 8) = f(2) (3.1)

(x,t) e 2={0< 2z <m0<t<T}. Sous les conditions

u(z,0) =0, ze€]l0,7],
u(z,T) =(z), x€]|0,m7], (3.2)
w(z,0) =0, z€]l0,n].

Et les conditions aux limites de Neumann homogenes
uy(0,8) = uy(m,t) =0, tel0,T], (3.3)

ol ¢(z) est une fonction donnée suffisamment lisse

3.2 Probleme spectral

Le probleme spectral est :

—y"(z) + ey’ (m—z) = My(z) = 0. (3.4)
(0) =/ (x) =0

20
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Utilisant de la méthode de Fourier pour résoudre le probleme (3.4) conduit au probleme spec-
tral pour I'opérateur L donnée par l'expression et la condition aux limite de Neumann.

Nous avons le probleme d’onde suivant

(

Ut (T, 1) = U (T, 1) — € Uge (T — 2, 1) + f(2),
Dr={(z,t):0<z<m0<t<T}

u(z,0) =0,

u(z,0) =0 z€l0,7], (3.5)
u(z, T) =(x), xe€]|0,m7],

| 4:(0,1) = ug(m,t) =0, t€[0,T].

Pour trouver le probleme spectral (3.4) on pose f(z) = 0 dans (3.5) alors donnée le probleme

suivant )

Ut (T, 1) — U (2, 1) + € U (T — 2, 1),
Dr={(z,t):0<z<m0<t<T}

u(z,0) =0,

u(z,0) =0 =z €[0,7], (2.6)
u(z,T) =(z), xe€]|0,m],

\u:,;(O,t) =u,(mt) =0, tel0,7T]

Nous avons le probleme de Sturn-Liouville suivant :
si on pose
u(z,t) = X(t) Y(x),
u(m —x,t) = X(t) Y(r — x).

En remplacant dans (3.6) on obtient
X"t)Y(x)=X(t)Y"(x) —eX(t) Y'(r — x).

D’ou
X"(t) _ Y'(x) —eY"(m —x)
X(t) Y (x)

Et comme z et ¢ sont indépendant, on trouve :

=)\, )MER

Y'(z)—eY"(r—2)+AY(z) =0 AeR
uz(0,t) = uy(m, t) = 0.

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution
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Ce qui implique
Y'(x)—eY"(m—2)+AY(x) =0 XeR,
X(@)Y'(0)=X(t) Y'(mr) =0.

Donc

Y'z)—eY"(m—2)==-AY(z) AeR
Y'(0) = Y'(r) = 0.

on résoudre le probléme spectral (3.4) alors:

on pose
{S(x) = y(2) + y(x — @)
W(z) =y(z) — y(r — z)
,alors
{y"w +ey(m— 1) = Ny().
—y" (1 — ) +ey"(x) = My(m — ).
alors :
—8"(x) + €S"(x) = AS(x).
= 5"(x) = 25 58(x) = —piS(x),
pour 1 = \/%
<

§"(x) = —piS(x)
S'(0) =0
S'(m) =0
D’autre part ,ona:

—W"(x) — e W"(x) = AW (z).

= W'(z) = —5 W) = —3W(2),

T (e

pour iy = (1%5)

W"(x) = —pW (x)
W' (0)=0
W' (r)=0
alors

*si A =0 alors

S"(z)=0=S(x)=ax +b.

et S'(z) = a.

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution
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D’autre part ,ona:

ona:y(z) =3 [S(z) + W(z)]
= y(2) =3[0+
alors : y(x) = c.

* si AO alors :

W'x)=0=W((z)=dz+V.

et W'(z)=d
& W/(0)=W'(r)=d =0.
e Wx)=1V.

S(x) = Acos(pz) + Bsin(pz).
alor : S’(0) = 0 <= —Ap; sin(p10) + By cos(110) = 0

< Buy =0=B=0.

S'(r) =0<«<= —Apy sin(pym) = 0= sin(uym) = 0.

< umm=nt néeN

< muy=n neN
alors: S(z) = Acos(nz) A€
etona,

R.

w(x) = A’ cos(par) + B’ sin(pax).

W' (0) =0 <= — Ay sin(uz0)
= Buy=0=B"=0.

W(r) =0 <= —A'sin(pam) =
< pyr=pr peN

= {2 =P peN

alors: W(x)= A’ cos(px)

ona:

+ B’ cos(pu20) = 0

0 = sin(pem) = 0.

A eR.

S(z) = y(r) +ey(r — )
W(X) =y(x) —ey(r — )

— y(z) = % [Acos(nz) + A’ cos(px)] .

En remplagant y,,(x) = A cos(nx) dans I"équation :

—yg(l‘) + E?JZ(W - {L‘) = /\nyn(x>

A. Benalia
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ona:

Y. () = —nAsin(nx)
y! () = —n*Acos(nz)

alors :

n?Acosnx + eAn? cos(nm — nx) = A\, A cosnz.
<= n?cosnz — en*[cos(nm — nx)] = A\, cosnz.
<= n?cosnz — en?[cos(nm) cos(nx)] = A, cosnz.
< n? —en?(—1)" = (1 — e)n’
= l-e-1)"=1-¢
= —(-1)"=-1
e (1) =1
—n = 2k.

alors

A= (1 —¢€) (2k)?
Yo = Acos(2k)r k€N

de la meme fagont de y, = A’ cos(px) dans 1’équation , alors :

- ?J;Z(ff) + Eyzlgl(7T — ) = Apyp(2)

on trouve

1 —ecos(mp) =1+¢€

l—e(-1)P=1+c¢

— (1) =1

= (—1)p=-1

p=2k+1 keN*

alors :
A= (1+€)(2k+1)?
yp = A’ cos(2k + 1)z

donc les valeures propres est :

/\2K = (]_ — 6)(2K)2 k € N*

/\2K+1 = (1 + 6)(2K + 1)2 k e N*

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution
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et les vecteurs propres est

Yo = cyoxx = Acos2Kx keN
Yyor 11 = A'cos(2K + 1) k € N*

avec la normalisation , alors :

*

(Y0, Yo) = /07r (yo(2))? dz =1

Il
o\;‘
o

0
QU
&
I
—_

I
o
[S%]
5
)
Il
—_

*(Yok, Yok) = /07r (yar(2))? dz =1
7TA

s?(2k)xr dx =1

_A{

:A2<g):1 o422

™

S—

™

1
+ % Slﬂ(4/€l’)1 ) =1

VRS

2|7 sk =1

:A:

Et la méme fagon de la normalisation de ;1 telle que :

Yokt 1, Y2k+1) Z/ (Yo () da = 1.
0

2
On trouve A’ = \/j , alors
s

\/T

Yo = \/ =

T

Yor, = \/gcos(Zk‘)x ke N; (3.7)
Yokt1 = \/gcos(2k + 1)z ke N

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution
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Lemme 3.1. les systemes de fonction (3.7) sont complets et orthonormal en L*(0, )

preuve3.l. le systeme (3.7) est orthonormal alors :

2
/1
= —d
* (40, Yo) /0 \/; z
]2 2 ,
o (Yor, Yor') = —cos(2k)x - | — cos(2k")xdx
o Vo 7r
™ 2 2 ,
o (Yori1, Yorrg1) = - cos(2k + 1)z - - cos(2k' + 1)zdx
0

Si k = k' on trouve

T2
® (Yo, Yorr) =/ = cos?(2k)wdx
0

™

T

2|z 1 |
= — [5 + o sm(4k)x]

0

® Yok 1, Yok +1) :/ (y2k+1($))2d$
0

T2
= / = cos®(2k + 1)zdx
0o

2 |x 1 T
L in(4k + 2
w[z sk Sk + 2|
2

:_[5]21

ml2
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Sik#k
™ 2 2 ,
o (Yo, Yor') = / \/jcos(Qk)x : \/jcos(Zk Yrdz
o VT T
9 (7 ,
= — [ cos(2k)x - cos(2k")xdx
T Jo
2 [sin[2(K" — k)] | sin[2(kK' + k)z]]"
Cor | 4K —k) 4K +k) |,
_ 2 [sin2H'z  sin2Hz|" o L ) X
= am +—17 }0 (H=kK+k) et (H=K—-k) HH €N
2
= 210] =0
20

2
® (Yoki1, Yorr+1) / \/jcos 2k +1 \/jcos(Zk’ 1)xdz

2
= —/ cos(2k + 1)z - cos(2k" + 1)zdx

™ Jo

[sin[2(a’ — a)x] = sin[2(d’ +a)z]]" B o a— o o )
4(d — a) 4@+ a) ]0 (a=2k+1) et (' =2k +1) a,a €N

5 Tsin 1’ 0 Hal?

= SHSH,%SIEHI} (H=d +a) et (H=d ~a) HHeN
2
o]

preuve3.2. La systéme (3.7) est complet en L*(0, ) :

/ f(z)cos(2k)xdx k €N

/ f(z)cos(2k + 1)zdr k€ Ny

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution
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pour f € L*(0,7) conduisant a f(z) = 0 dans L?(0, 7). Nous avons :
/ f(x)cos(2k + 1)xdx = /2 f(z)cos(2k + 1)zdx + / f(x) cos(2k + 1)xdx
0 0 %

us
2

= / (f(x) = f(m — x) cos(2k + Dadx = 0
0
Alors par la complétude du systeme {cos(2k + 1)z} en, dans (0, %)
onobtient f(z) = f(r —z) 0<z <3
De la méme maniére

/07r f(z) cos(2k)zdr = /Og f(x) cos(2k)zdx + /; () cos(2k)xdx

jus

= /02 (f(x)+ f(m —x)cos(2k)xdr =0

alors la complétude de systéme {cos(2kz)} ey dans L? (0, %),
onobtient f(r) = —f(r —z), 0 <z < 7.
Apres quoi f(z) = 0dans L? (0, 2), et par conséquent, f(z) = 0 dans L? (0, 7).

A. Benalia Problemes inverses pour une équation d’onde avec involution



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié une classe de problemes inverses pour une équation
d’onde avec involution pour les cas de deux conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann.

Ce travail se déroule en deux étapes :

v Nous avons discuté 1'existence et 1'unicité de la solution du probléme inverse P1, en uti-
lisant la méthode de Fourier et un probleme spectral d’un opérateur différentiel linéaire

du second ordre avec involution et une condition aux limites de Dirichlet.

v Nous avons étudié l'existence et l'unicité de la solution du probleme inverse P2 en utili-
sant la méthode de Fourier et un probleme spectral d"un opérateur différentiel linéaire du

second ordre avec involution et une condition aux limites de Neumann.

Dans les deux problemes inverse, nous avons utilisé la méthode Fourier.

29
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ans ce mémoire, nous avons considéré une classe de problemes inverses pour une équation d’onde
avec involution pour les cas de deux conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann. L'exis-
tence et l'unicité des solutions de ces problémes sont prouvées. Les solutions sont obtenues sous forme
de développement en série de fonctions en utilisant un ensemble de bases orthogonales appropriées

pour chaque probléme. La convergence des solutions obtenues est également justifiée.

Mots-Clés : Probléme inverse, involution, Equation d’onde non locale, Probléeme de Sturm-Liouville.

n this memoir, we have considered a class of inverse problems for a wave equation with involution for

the cases of two boundary conditions of Dirichlet and Neumann. The existence and the uniqueness
of the solutions of these problems are proved. Solutions are obtained as a series expansion of functions
using a set of appropriate orthogonal bases for each problem. The convergence of the solutions obtained
is also justified.

Keywords : Inverse problem, involution, Non-local wave equation, Sturm-Liouville problem.
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