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Résumé

D ans ce mémoire, nous avons étudié un problème inverse pour déterminer un coefficient de po-

tentiel en fonction du temps t et le déplacement d’onde à la position x et au temps t dans une

équation hyperbolique linéaire du second ordre avec des conditions aux limites non locales et une condi-

tion supplémentaire sur le coté x = 1. Pour le temps T est suffisamment petit et avec des hypothèses

sur les données du problème, nous avons prouvé l’existence et l’unicité de la solution par le théorème

de point fixe. Ensuite, nous avons proposé un algorithme pour calculer la solution numérique de ce pro-

blème inverse. Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Tchebychev, la méthode de New-

mark et la méthode des moindres carrés avec régularisation de Tikhononv. Des exemples numériques

sont présentés pour valider l’efficacité de cet algorithme.

Mots-Clés : Théorème de point fixe , Problème non auto-adjoint, Méthode de Newmark, Moindres

carrés, Polynômes de Tchebychev, Régularisation de Tikhononv.

I n this memoir, we studied an inverse problem to determine a coefficient of potential as a function

of time t and the wave displacement at position x and at time t in a second-order linear hyperbolic

equation with non-local boundary conditions and an additional condition on the side x = 1. For the

time T is small enough and with assumptions on the data of the problem, we proved the existence and

uniqueness of the solution by the fixed point theorem. Then, we proposed an algorithm to calculate the

numerical solution of this inverse problem. This algorithm based on Chebyshev’s collocation method,

Newmark’s method and the least squares method with Tikhononv regularization. Numerical examples

are presented to validate the efficiency of this algorithm.

Keywords : Fixed point theorem, Non self-adjoint problem, Newmark method, Least squares,

Chebyshev polynomials, Tikhononv regularization.
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Introduction générale

D
e nombreux modèles physiques incluent des coefficients inconnus dans l’équation,

et la résolution des problèmes inverses consistant en l’identification de ces coeffi-

cients est devenue un domaine de recherche très populaire ces dernières années.

Les problèmes inverses pour les équations hyperboliques présentes une valeur significative

pour les applications physiques telles que la corde vibrante, la sismologie, la géophysique, etc.

Considérons le problème de la corde vibrante avec des conditions initiales arbitraires

vtt (x, t) = c2vxx (x, t) + a (t) v (x, t) + s (x, t) , (x, t) ∈ DT , (1)

v (x, 0) = v0 (x) , vt (x, 0) = v1 (x) , 0 ≤ x ≤ 1, (2)

où DT = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 ≤ t ≤ T} pour un T > 0 fixe, c = Υ
ρ

est la vitesse de phase du

mouvement des ondes, Υ est la force de tension exercée sur la corde, ρ est la masse de densité,

s (x, t) est la fonction des forces externes, v (x, t) représente le déplacement d’onde à la position

x et au temps t et les fonctions v0 (x) et v1 (x) sont respectivement la forme d’onde et la vitesse.

Dans ce mémoire, on suppose que c = 1.

Pour une fonction donnée a (t), le problème de trouver v (x, t) à partir de l’équation (1) avec

la condition initiale (2) et la condition aux limites non locales

v (0, t) = b (t) , vx (0, t) = vx (1, t) , 0 ≤ t ≤ T, (3)

est appelé problème direct. La condition aux limites v (0, t) = b (t) se produit si l’extrémité

gauche de la corde est attachée à un système ressort-masse et b (t) est la position de la masse à
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l’extrémité gauche.

Si a (t) est inconnu, trouver le couple de solution {v(x, t), a (t)} du problème (1)-(3) avec la

condition supplémentaire

v (1, t) = r (t) , 0 ≤ t ≤ T, (4)

est appelé problème inverse.

Les problèmes inverses pour l’équation hyperbolique avec différentes conditions aux limites

et coefficients dépendant de l’espace sont étudiés dans [5, 7, 11, 13] et plus récemment dans

[4, 12]. Le problème inverse de l’équation hyperbolique à coefficient dépendant du temps avec

condition intégrale est étudié dans [10].

Dans ce mémoire, nous avons concerné les deux aspects suivants :

☞ Étude théorique : nous avons étudié l’existence et l’unicité de la solution du problème

inverse (1)-(4) en utilisant la méthode de Fourier, méthode de point fixe et un problème

spectral non autoadjoint.

☞ Étude numérique : nous avons proposé un algorithme pour résoudre le problème inverse

(1)-(4). Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Tchebychev, la méthode de

Newmark et la méthode de moindres carrés non linéaires avec régularisation de Tchekhov.

Des exemples numériques sont présentés et discutés.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante : dans le premier chapitre,

nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils nécessaires dans

ce mémoire concernant les espaces fonctionnels, un problème spectral non autoadjoint et la

méthode de point fixe.

Dans le deuxième chapitre, la méthode de Fourier convertit le nouveau problème inverse en

un problème de point fixe dans un espace de Banach choisi. Sous certaines conditions de régu-

larité sur les données initiales et aux limites, l’existence et l’unicité de la solution du problème

inverse sont démontrées par la principe de contraction de Banach pour T est suffisamment

petit.
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TABLE DES FIGURES 8

Dans le dernier chapitre, nous avons proposé un algorithme pour résoudre le problème

inverse (1)-(4). Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Tchebychev, la méthode

de Newmark et la méthode des moindres carrées non linéaires avec régularisation de Tekhonov.

Des exemples numériques sont présentés pour valider l’efficacité de cet algorithme.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.

H. Khalfa Problème inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRE SUR DES OUTILS

MATHÉMATIQUES UTILISÉS

D ans ce chapitre, nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils
nécessaires dans ce mémoire concernant les espaces fonctionnels, un problème spectral

non autoadjoint et la méthode de point fixe de Banach.
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1.1. ESPACE DE BANACH 10

1.1 Espace de Banach

1.1.1 Normes

Définition 1.1. ([3]) Soient E un espace vectoriel sur un corps K(K = Rou bienC).Une norme
sur E est une fonction ∥.∥ : E −→ R, définie sur E à valeurs dans l’ensemble des nombres réels,
vérifiant les quatre propriétés suivants :

1. ∀u ∈ E : ∥u∥ ≥ 0 [ Positivité].

2. un élément u de E vérifie ∥u∥ = 0 ⇔ u = 0 [Séparabilité]

3. ∀u ∈ E,∀λ ∈ K; ∥λu∥ = |λ| ∥u∥ [Homogènété]

4. ∀u ∈ E,∀v ∈ E : ∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥ [Inégalité triangulaire]

Pour ∀u ∈ E donné, le nombre réel ≥ 0, ∥u∥ est appelé norme de u.

1.1.2 Espaces vectoriels normés

Définition 1.2. Un espace vectoriel normé réel [resp.complexe] est un couple constitué par un
espace vectoriel E réel [complexe]et par une norme ∥u∥ sur l’espace vectoriel E.

Définition 1.3. Soit E un espace vectoriel sur K, et soit ∥u∥ une norme sur E. On associe à cette
norme une distance d sur E par la formule :

∀u ∈ E,∀v ∈ E : d(u, v) = ∥u− v∥ .

Cette distance est dite la distance associée à la norme ∥.∥ .

Définition 1.4. Deux normes sur un même espace vectoriel E seront dites équivalentes si les
distances associées sont équivalentes. ∥.∥1 et ∥.∥2 sont équivalentes ssi il existe α > 0 et β > 0

tels que :
∀u ∈ E : α ∥.∥1 ≤ ∥.∥2 ≤ β ∥.∥1 .

Exemple 1.1. On considère E = Rn comme l’espace vectoriel produit : E = Rn n fois, chaque
exemplaire de étant muni de la norme usuelle, i,e. la valeur absolue. On obtient grâce à ce qui
précède les normes holdériennes sur Rn : pour tout x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn et pour tout p > 1

réel

∥x∥p = (
n∑

i=1

|xi|p)
1
p et ∥x∥∞ = max

1≤i≤n
|xi| .

1. Inégalité de Hölder : ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤ ∥x∥p ∥y∥q .

H. Khalfa Problème inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre



1.1. ESPACE DE BANACH 11

2. Inégalité de Young :

∀a, b ∈: ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

3. Inégalité de Minkowski :
∥x+ y∥p ≤ ∥x∥p + ∥y∥p .

ou 1 ≤ p ≤ ∞ et q exposant conjugué de p défini par la relation

1 =
1

p
+

1

q
.

Exemple 1.2. Soit E = C([a, b] ,R) l’espace vectoriel réel de toutes les fonctions :

f : [a, b] −→ R

qui sont continues sur [a, b] avec a < b. Les fonctions

E −→ R

f −→ ∥f∥

suivantes :

∥f∥1 =
∫ b

a

|f(t)| dt

∥f∥2 =
(∫ b

a

|f(t)|2 dt
) 1

2

∥f∥∞ = max
a≤t≤b

|f(t)| .

définissant trois normes usuelles sur E appelées respectivement :
norme de la moyenne, norme de la moyenne quadratique, norme uniforme.

1.1.3 Espace complet

Définition 1.5. Soit (E, ∥.∥) un espace normée. Une suite de points (xn)n∈Nde E est une suite de
Cauchy si

∀ϵ > 0,∃N ∈ N,∀p > q > N, ∥xp − xq∥ < ϵ.

Remarque 1.1. — Une suite convergente est de Cauchy.
— Une suite de Cauchy est bornée.

Définition 1.6. On dite qu’un espace normée (E,R) est complet si toute suite de Cauchy de E

H. Khalfa Problème inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre



1.2. ESPACE DE HILBERT 12

converge dans E.
Un espace vectoriel sur R ou C normé complet.

1.1.4 Espace Banach

Définition 1.7. On appel espace de Banach un espace vectoriel normé complet.

Exemple 1.3. — Tout espace vectoriel normé de dimension finie est (en particulier Rn) est
un espace de Banach.

— E = C([a, b] ,R) est un espace de Banach pour la norme ∥.∥∞.

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.8. On dit que φ est une forme hermitienne définie positive sur H si φ vérifie :

1. φ(αx+ βx
′
, y) = αφ(x, y) + φ(x′ , y) pour x, x′

, y ∈ H et α, β ∈ C (linéarité en x)

2. φ(x, y) = φ(y, x) ∀x, y ∈ H (Symétrie hermitienne )

3. φ(x, x) ≥ 0 ∀x ∈ H (Positivité)

4. φ(x, x) = 0 ⇔ x = 0 (Positivité stricte)

On notera que l’application x −→ φ(x, y) ou y étant fixé est aussi linéaire dans la seconde
variable, il est ”bilinéaire symétrique”. On dit aussi (propriété(4)) qu’il est défini positif.

Remarque 1.2. Comme une conséquons de (1)et(2), on a l’antilinéaire par rapport a la deuxième
variable

φ(x, αy + βz) = αφ(x, y) + βφ(x, z) pour α, β ∈ C.

Lemme 1.1. (Inégalité de Cauchy -Schwarz) Soit φ est une forme hermitienne définie positive sur un
espace vectoriel H, alors

∀x, y ∈ H |φ(x, y)|2 ≤ φ(x, x).φ(y, y)

Théorème 1.1. Soit φest une forme hermitienne définie positive sur un espace vectoriel H, alors H est
un espace vectoriel normé

∥x∥ =
√
φ(x, x) pour tout x ∈ H.

muni de cette norme H est appelé espace préhilertien
Si l’espace pré-hilbertien est complet, il est appelé de Hilbert. Dans ce qui suivra φ(x, y) sera notée
⟨x, y⟩ :

H. Khalfa Problème inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre



1.3. PROBLÈME SPECTRALE 13

Exemple 1.4. 1. Rn est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

⟨x, y⟩ =
n∑

i=1

xiyi pour tout x = (x1, ..., xn), x = (y1, ..., yn) ∈ Rn

2. L2(µ) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

⟨f, g⟩ =
∫
fgd(µ) pour tout f, g ∈ L2(µ).

Remarque 1.3. On peut aussi définir une distance d sur H par

d(x, y) = ∥x− y∥ =
√
⟨x− y, x− y⟩ pour tout x, y ∈ H

1.2.1 Bases hilbertiennes

Définition 1.9. Soit H espace pré-hilbertien. On dit qu’une famille (xi)i∈I d’éléments de H est
orthogonale si l’on a

∀i, j ∈ I : i ̸= j alors ⟨xi, xj⟩ = 0

On dit que (xi)i∈I est orthonormale si elle est orthogonale et si de plus ∥xi∥ = 1 pour tout i ∈ I

Proposition 1.1. (inégalité de Bessel). Soient (H, ⟨., .⟩) un espace pré-hilbertien et (ei)i∈I une famille
orthonormale dans H. Pour tout x ∈ H ,la famille (|⟨x, ei⟩|2)i∈I est sommable dans R+ et on a∑

i∈I

|⟨x, ei⟩|2 ≤ ∥x∥2 .

1.3 Problème spectrale

On considère le problème spectrale suivant(voir [2]) :{
X

′′
(x) + λX(x) = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

X(0) = 0, X
′
(0) = X

′
(1).

(1.1)

Ce problème est problème non auto-adjoint, il a le problème adjoint suivant :{
Y

′′
(x) + λY (x) = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

Y
′
(1) = 0, Y (0) = Y (1).

(1.2)

En effet∫ 1

0
Y X

′′
dx = X

′
(1)(Y (1)−Y (0))−Y ′

(1)X(1)+
∫ 1

0
Y

′′
Xdx. Il est clair que le cote droit de cette re-

H. Khalfa Problème inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre
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lation s’annule si Y ′
(1) = 0, Y (0) = Y (1) Le problème spectral (1.1) possède les valeurs propres

λn = (2πn)2 .

et les fonction propres

X0(x) = xpourλ0, X2n(x) = 2 sin (2πnx)pourλn = (2πn)2 n ∈ N∗.

L’ensemble des fonctionX0, X2n−1 ne forme pas un système complet et n’est pas une base pour
l’espace L2(0, 1). Pour compléter la base, nous considérons les fonctions propres X2npourλn
associées aux X2n−1 définies comme la solution du problème suivant :{

X
′′
2n−1(x) + λX2n−1(x) = −

√
λnX2n(x), 0 ≤ x ≤ 1,

X2n−1(0) = 0, X
′
2n−1(0) = X

′
2n−1(1).

(1.3)

Le problème (1.3) possède les fonctions propres suivantes

X2n(x) = x cos (2πnx) , n ∈ N∗.

En résolvant le problème adjoint (1.2), on obtient les fonctions propres

Y0(x) = 2pourλ0, Y2n−1(x) = x cos (2πnx)pourλn = (2πn)2 n ∈ N∗

et les fonctions propres associés Y2n(x) = sin (2πnx)n ∈ N∗, sont obtenus à partir du problème
aux limites suivant : {

Y
′′
2n−1(x) + λY2n(x) = −

√
λnY2n−1(x), 0 ≤ x ≤ 1,

Y
′
2n(1) = 0, Y2n(0) = Y2n(1).

(1.4)

1.4 Théorème de point fixe de Banach

Définition 1.10. ([6]) Soient (E, ∥.∥) un espace normée, une application f est défini par f :

E −→ E, on dit que x ∈ E est point de f si f(x) = x.

Théorème 1.2. .Soit (E, ∥.∥) un espace normée complet nom vide et soit f : E −→ E une application
α-contraction i.e il existe 0 < α < 1 tel que ∥f(x)− f(y)∥ ≤ α ∥x− y∥ pour tout x, y ∈ E. Alors f
possède un unique point fixe.

H. Khalfa Problème inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre
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1.5 Polynômes de Tchebychev

Les polynômes de Tchebychev sont largement utilisés dans l’analyse numérique, l’approxi-
mation des moindres carrés, l’approximation polynomiale, l’intégration numérique et les mé-
thodes spectrales pour les équations aux dérivées partielles. Il existe quatre type des polynômes
de Tchebychev. Dans cette mémoire ,on considère les polynômes de Tchebychev du première
espèce qui sont des solutions de l’équation différentielle ordinaire suivante :

(
1− x2

)
y

′′
(x)− xy

′
(x) + n2y(x) = 0

Les polynôme de Tchebychev du quatrième espèce notés par Wn(x).

Définition 1.11. ([8]) le polynôme de Tchebychev du première espèce Tn(x) est un polynôme
de degré n en x défini par :

Tn(x) = cos(nθ), (1.5)

ou x = cos(θ), θ ∈ [0, π]

Proposition 1.2. Les polynômes de Tchebychev du première espèce Tn(x) sont orthogonaux dans l’in-
tervalle [−1, 1] par rapport la fonction poids w(x) =

√
1

1−x2 c’est à dire

∫ 1

−1

√
1

1− x2
Tn(x)Tm(x)dx =

{
π
2

si n = m

0 si n ̸= m

Démonstration. Soient n,m ∈ N et x = cos(θ). Nous avons :

1. Si n ̸= m ,alors ,∫ 1

−1

√
1

1− x2
Tn(x)Tm(x)dx =

∫ π

0

cos(n)θ cos(m)θdθ

=
1

2

∫ π

0

[cos(n−m)θ + cos(n+m)θ] dθ

=
1

2

[
sin(n−m)θ

n−m
+

sin(n+m)θ

n+m

]π
0

= 0
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2. Si n = m ,alors , ∫ 1

−1

√
1

1− x2
T 2
n(x)dx =

∫ π

0

cos2(nθ)dθ

=
1

2

∫ π

0

[1 + cos(2nθ)] dθ

=
1

2

[
θ +

sin(2nθ)

2n

]π
0

=
π

2
.

Proposition 1.3. Les polynômes de Tchebychev du première espèce Tn(x) vérifiant la relation de récur-
rence d’ordre deux suivante :

T0(x) = 1

T1(x) = x

Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x) ∀n ≥ 2.

(1.6)

Démonstration. Soit x ∈ [−1, 1] etx = cos(θ). Nous avons :

cos(n+ 1)θ + cos(n− 1)θ = 2 cos

[
(n+ 1)θ + (n− 1)θ

2

]
cos

[
(n+ 1)θ − (n− 1)θ

2

]
= 2 cosnθ cos θ.

donc
cos(n+ 1)θ + cos(n− 1)θ = 2 cosnθ cos θ. d’où le résultat (1.6).

Proposition 1.4. La forme explicite de polynôme de Tchebychev du première espèce Tn(x) est

E(n/2)∑
k=0

(−1)k2n−2k−1 n

n− k
Ck

n−kx
n−2k. (1.7)

Proposition 1.5. Les zéros de Tn(x) sont de la forme :

xk = cos
(n− 1/2) π

n
, k = 1, 2, ..., n.

Démonstration : D’après, les zéros pour x dans [−1, 1] de Tn(x) doivent correspondre les zéros pour
θdans [0, π] de cosnθ,i,e.

nθ = (n− 1/2) π, k = 1, 2, ..., n.

donc, θ = (n−1/2)
n

c’est à dire xk = cos (n−1/2)π
n

.

H. Khalfa Problème inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre



CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

D ans ce chapitre, nous avons démontré par la méthode de Fourier et la méthode de point
fixe de Banach l’existence et l’unicité de la solution du problème inverse (1)-(4) pour T est

suffisamment petit.
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2.1 Position de problème

(voir[14])Comme la condition aux limites (3) n’est pas homogène, nous introduisons une
nouvelle variable u (x, t) = v (x, t)− b (t). Alors, u (x, t) satisfait le problème suivant :

utt = uxx + a(t)u(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ DT , (2.1)

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ 1, (2.2)

u(0, t) = 0, ux(0, t) = ux(1, t), 0 ≤ t ≤ T, (2.3)

u(1, t) = h(t), 0 ≤ t ≤ T, (2.4)

ou f(x, t) = s(x, t)+ a(t)b(t)− b
′′
(t), φ(x) = v0(x)− b(0), ψ(x) = v1(x)− b

′
(0) et h(t) = r(t)− b(t).

2.2 Problème spectral auxiliaire

On pose f(x, t) = 0.

On suppose la solution s’écris ce la forme u(x, t) = X(x).Y (t)

Donc
X(x)Y

′′
(t) = X

′′
(x)Y (t) + a(t)X(x)Y (t)

D’ou
Y

′′
(t)− a(t)Y (t)

Y (t)
=
X

′′
(x)

X(x)
= −λ

D’après les conditions (2.3)
u(0, t) = X(0)Y (t) = 0 ⇒ X(0) = 0

et
ux(0, t) = ux(1, t) ⇒ X

′
(0)Y (t) = X

′
(1)Y (t) ⇒ X

′
(0) = X

′
(1).

Donc le problème spectrale auxiliaire :

{
X

′′
(x) + λX(x) = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

X(0) = 0, X
′
(0) = X

′
(1).

(2.5)

H. Khalfa Problème inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre
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Pour λ = 0

X
′′
0 (x) = 0 ⇒ X0(x) = ax+ b

X0(0) = 0.⇒ b = 0

X
′
0(0) = X

′
0(1) ⇒ a = a on choisi a = 1

Donc
X0(x) = x

Pour λ > 0

L’équation caractéristique r2 + λk = 0 ⇒ r = i
√
λk avec

√
λk = µk

X2k(x) = A cos(µkx) +B sin(µkx)

X
′

2k(0) = X
′

2k(1)

Alors

Bµk = −Aµk sin(µk) +Bµk cos(µk) ⇒

{
cos(µk) = 1

sin(µk) = 0
⇒ µk = 2kπ.

X2k(0) = 0 ⇒ A = 0

Donc
X2k(x) = B sin(µkx)

X
′

2k(0) = X
′

2k(1) ⇒ Bµk = −A sin(µk) +B cos(µk)

D’ou
Bµk = Bµk ⇒ B = Bon choisiB = 2

Alors
X2k(x) = 2 sin(µkx).

Donc le problème specral à les valeurs propres µk = 2kπ, k = 0, 1, 2, ... et les fonction propres

X0(x) = x(µ = 0), X2k(x) = 2 sin(µkx)k = 1, 2, ...

Donc Xk = {X0(x) = x,X2k(x) = 2 sin(µkx)}
Si λ < 0 (donné solution trivial)
La famille Xk, est un système nom complet, car les fonctions propres X2k ne sont pas orthogo-
nous a X0.Donc ils forment pas une base sur L2[0, 1].
L’ idée présentée pour compléter la base
Alors complété le système Xk, k = 0, 1, 2, ... avec la fonction associées suivante

X2k−1 = x cos(µkx). (2.6)

On définit un problème auxiliaire associée Xkpourλk correspondant à Xk définit comme la
solution de problème suivant :

H. Khalfa Problème inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre
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{
−X ′′

2k−1(x) = µ2
kX2k−1(x) + µkX2k(x), 0 ≤ x ≤ 1,

X2k−1(0) = 0, X
′

2k−1(0) = X
′

2k−1(1), k = 1, 2, ...
(2.7)

pour trouver l’équation (2.6) en utilise l’équation (2.7).
Nous avons{

X
′′

2k−1(x) + µ2
kX2k−1(x) = −µkX2k(x), 0x1,

X2k−1(0) = 0, X
′

2k−1(0) = X
′

2k−1(1), k = 1, 2, ...

La solution homogène :
On a X ′′

2k−1(x) + µ2
kX2k−1(x) = 0 ⇒ X2k−1(x) = A cos(µkx) +B sin(µkx)

On a le système suivante{
A

′
cos(µkx) +B

′
sin(µkx) = 0,

−A′
µk sin(µkx) +B

′
µk cos(µkx) = −µk2 sin(µkx).

H=

(
cos(µkx) sin(µkx)

−µk sin(µkx) µk cos(µkx)

)
, Donc |H| = µk ̸= 0, k = 1, 2, ...

A =
1

µk

∫
− sin(µkx)(−2µk sin(µkx))dx

= 2

∫
sin2(µkx)dx

=

∫
(1− cos(2µkx))dx

= x− 1

2µk

sin(2µkx) + C1

B =
1

µk

∫
cos(µkx)(−2µk sin(µkx))dx

= −2

∫
cos(µkx) sin(µkx)dx

= −
∫

sin(2µkx)dx

=
1

2µk

cos(2µkx) + C2.

Donc

X2k−1(x) = C1 cos(µkx) + C2 sin(µkx) + cos(µkx)(x−
1

2µk

sin(2mukx)) + sin(µkx)(
1

2µk

cos(2µkx))

= (C1 + x) cos(µkx)−
1

2µk

(sin(2µkx) cos(µkx)− cos(2µkx) sin(µkx)) + C2 sin(µkx)

= (C1 + x) cos(µkx) + (C2 −
1

2µk

sin(µkx)

H. Khalfa Problème inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre



2.2. PROBLÈME SPECTRAL AUXILIAIRE 21

X2k−1(0) = 0 ⇒ C1 = 0.

et
X

′

2k−1(0) = X
′

2k−1(1) ⇒ 1 + µkC2 − 1
2
= cos(µk)− µk(C1 + 1) sin(µk) + (µkC2 − 1

2
(cos(µk)

comme cos(µk) = 1et sin(µk) = 0.

D’où 1 + µkC2 − 1
2
= 1 + µkC2 − 1

2
on choisi C2 =

1
2µk.

Donc
X2k−1(x) = x cos(µkx)

Le problème spectrale auxiliaire admit valeurs propres λk = (2kπ)2k = 0, 1, 2, ...et fonctions
propres correspondant :

X0(x) = x,X2k−1(x) = x cos(µkx), X2k(x) = 2 sin(µkx) (2.8)

S = {X0(x) = x,X2k−1(x) = x cos(µkx), X2k(x) = 2 sin(µkx)} est un système complet mais nom
orthogonale
on prendre contre exemple ∫ 1

0

X0(x)X2k(x)dx = − 2

µk

̸= 0.

Donc l’ensemble S n’est pas orthogonale sur [0, 1].
On contruire un problème spectrale adjointe qui orthonormale avec S on [0, 1]∫ 1

0
Y X

′′
dx = Y (1)X

′
(1)− Y (0)X

′
(0)− Y

′
(1)X(1) + Y

′
(0)X(0) +

∫ 1

0
Y

′′
Xdx, (par intégration par

partie ) Donc∫ 1

0
Y X

′′
dx = X

′
(1)(Y (1) − Y (0)) − Y

′
(1)X(1) +

∫ 1

0
Y

′′
Xdx,(d’après les conditions de problème

spectrale auxiliare)
pour

∫ 1

0
Y X

′′
dx =

∫ 1

0
Y

′′
Xdx il est claire que Y (1) = Y (0), Y

′
(1) = 0.

Donc {
Y

′′
+ λY = 0, 0 ≤ x ≤ 1

Y
′
(1) = 0, Y (0) = Y (1)

(2.9)

pour λ = 0

Y
′′
0 (x) = 0 ⇒ Y0(x) = ax+ b

Y
′
0 (1) = 0 ⇒ a = 0

Y
′
0 (0) = Y

′
0 (1) ⇒ b = b on choisi b = 2.

Donc
Y0(x) = 2.

pour λ > 0
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L’équation caractéristique r2 + λk = 0 ⇒ r = i
√
λk avec

√
λk = µk

Y2k−1(x) = A cos(µkx) +B sin(µkx)

Y2k−1(0) = Y2k−1(1)

alors

A = A cos(µk) +B sin(µk) ⇒

{
cos(µk) = 1

sin(µk) = 0
⇒ µk = 2kπ

Y
′

2k−1(1) = 0 ⇒ Bµk = 0 ⇒ B = 0

Donc
Y2k−1(x) = A cos(µkx)

Y2k−1(0) = Y2k−1(1) ⇒ A = A cos(µk) +B sin(µk)

D’ou
A = Aon choisiA = 4

Alors
Y2k−1(x) = 4 cos(µkx).

Pour complet la base{
Y

′′

2k(x) + µ2
kY2k(x) = −4µkY2k−1(x), 0 ≤ x ≤ 1,

Y
′

2k(1) = 0, Y2k(0) = Y2k(1), k = 1, 2, ...

La solution homogène :
On a
Y

′′

2k(x) + µ2
kY2k(x) = 0 ⇒ Y2k(x) = a cos(µkx) + a sin(µkx)

On a le système suivante{
a

′
cos(µkx) + b

′
sin(µkx) = 0

−a′
µk sin(µkx) + b

′
µk cos(µkx) = −4µk cos(µkx)

H=

(
cos(µkx) sin(µkx)

−µk sin(µkx) µk cos(µkx)

)
, Donc |H| = µk ̸= 0, k = 1, 2, ...

a
′
=

1

µk

∫
− sin(µkx)(−4µk cos(µkx))dx

= 2

∫
sin(2µkx)dx

= − 1

µk

cos(2µkx) + C
′

1
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b
′
=

1

µk

∫
cos(µkx)(−4µk cos(µkx))dx

= −4

∫
cos2(µkx)dx

= −4

∫
(1− sin(µkx))dx

= −4

∫
(1− 1

2
+

1

2
cos(2µkx)

= −2x− 1

µk

sin(2µkx) + C
′

2

Donc

Y2k(x) = C
′

1 cos(µkx) + C
′

2 sin(µkx)−
1

µk

cos(µkx) cos(2µkx)− 2x sin(µkx)−
1

µk

sin(µkx) sin(2µkx)

= (C
′

1 −
1

µk

) cos(µkx) + (C
′

2 − 2x) sin(µkx)

Y
′

2k(1) = 0 ⇒ −2 sin(µk) + µk(C
′
2 − 2) cos(µk)− ((C

′
1 − 1

µk
) cos(µk) = 0

comme cos(µk) = 1et sin(µk) = 0

D’où µk(C
′
2 − 2) = 0 ⇒ C

′
2 = 2, et

Y2k(0) = Y2k(1) ⇒ C
′
1 − 1

µk
+ C

′
1 − 1

µk
on choisi C ′

1 =
1
µk
,

Donc
Y2k(x) = 2(1− x) sin(µkx).

le problème (2.9) admit même valeurs propres de problème (2.5) et fonctions propres corres-
pondant

Y0(x) = 2, Y2k−1(x) = 4 cos(µkx), Y2k(x) = 2(1− x) sin(µkx) (2.10)

S̃ = {Y0(x) = 2, Y2k−1(x) = 4 cos(µkx), Y2k(x) = 2(1− x) sin(µkx)} .
Il est facile que vérifie les systèmes S et S̃ est bi-orthomormale dans [0, 1] ,i.e.

(Xi(x), Yj(x)) =

∫ 1

0

Xi(x)Yj(x)dx =

{
0, i ̸= j

1, i = j
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On construire l’espace fonctionnel suivant :

B3
2.T =

{
u(x, t) =

∞∑
k=0

uk(t)Xk(x) : uk(t) ∈ C[0, T ], ∥u(x, t)∥B3
2.T

= ∥u0(t)∥C[0,T ]

+

(
∞∑
k=1

(µ3
k ∥u2k(t)∥C[0,T ])

2

)1/2

+

(
∞∑
k=1

(µ3
k ∥u2k−1(t)∥C[0,T ])

2

)1/2

<∞

 .

est un espace de Banach. clairementE3
T = B3

2.T × C[0, T ]de la fonction vectorielle z(x, t) =

{u(x, t), a(t)} avec le norme ∥z(x, t)∥E3
T
= ∥u(x, t)∥B3

2.T
+ ∥a(t)∥C[0,T ] est aussi espace Banach.

Démonstration : (voir [15], [9])

1. Il est facile pour démontre B3
2.T est un espace normé.

2. B3
2.T Espace complet.

Espace complet :
Soit (un)n∈N ∈ B3

2.T :
un(x, t) =

∑∞
k=0 u

n
k(t)Xk(x) est une suite de Cauchy

Alors

∀ϵ > 0,∃N ∈ N,∀n ≥ r ≥ N, ∥un(x, t)− ur(x, t)∥B3
2.T

≤ ϵ.

=⇒

∥un0 (t)− ur0(t)∥C[0,T ] +

(
∞∑
k=1

(µ3
k ∥un2k(t)− ur2k(t)∥C[0,T ])

2

)1/2

+

(
∞∑
k=1

(µ3
k

∥∥un2k−1(t)− ur2k−1(t)
∥∥
C[0,T ]

)2

)1/2

< ϵ.

(2.11)

En conséquence, pour tout k = 1, 2, ...

∥un0 (t)− ur0(t)∥C[0,T ] < ϵ

∥un2k(t)− ur2k(t)∥C[0,T ] < ϵ∥∥un2k−1(t)− ur2k−1(t)
∥∥
C[0,T ]

< ϵ

(2.12)
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(C[0, T ], ∥.∥∞) est un espace complet
Donc

∥un0 (t)− u0(t)∥C[0,T ] −→ 0, n −→ ∞
∥un2k(t)− u2k(t)∥C[0,T ] −→ 0, n −→ ∞∥∥un2k−1(t)− u2k−1(t)

∥∥
C[0,T ]

−→ 0, n −→ ∞
(2.13)

Par (2.11), pour tout m nombre fixée

∥un0 (t)− ur0(t)∥C[0,T ] +

(
m∑
k=1

(µ3
k ∥un2k(t)− ur2k(t)∥C[0,T ])

2

)1/2

+

(
m∑
k=1

(µ3
k

∥∥un2k−1(t)− ur2k−1(t)
∥∥
C[0,T ]

)2

)1/2

< ϵ ∀n, r ≥ N.

(2.14)

D’après (2.13), et par passage à limite r −→ ∞ in (2.14), on obtient

∥un0 (t)− u0(t)∥C[0,T ] +

(
m∑
k=1

(µ3
k ∥un2k(t)− u2k(t)∥C[0,T ])

2

)1/2

+

(
m∑
k=1

(µ3
k

∥∥un2k−1(t)− u2k−1(t)
∥∥
C[0,T ]

)2

)1/2

< ϵ ∀n ≥ N.

(2.15)

Par passage à limite m −→ ∞, on obtient

∥un0 (t)− u0(t)∥C[0,T ] +

(
∞∑
k=0

(µ3
k ∥un2k(t)− u2k(t)∥C[0,T ])

2

)1/2

+

(
∞∑
k=0

(µ3
k

∥∥un2k−1(t)− u2k−1(t)
∥∥
C[0,T ]

)2

)1/2

< ϵ ∀n ≥ N.

(2.16)

On démontre u(x, t) =
∑∞

k=0 uk(t)Xk(x) in B3
2.T

On a u(x, t) = u(x, t) − un(x, t) + un(x, t), et par (2.16) u(x, t) − un(x, t) ∈ B3
2.T et un(x, t) ∈ B3

2.T

on comprend ça
u(x, t) ∈ B3

2.T .
Par (2.16) et pour tout ϵ > 0 il existe N tel que
∥un(x, t)− u(x, t)∥B3

2.T
< ϵ∀n ≥ N .

Donc
la suite un(x, t) converge vers u dans B3

2.T

Alors B3
2.T est complet,

B3
2.T est Banach.
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2.3 Existence et l’unicité

Le couple {a(t), u(x, t)} de classeC[0, T ]×C2(DT ), solution classique de problème (2.1)-(2.4).
Telle que (2.8) c’est forme de base de Riesz et les systèmes (2.8) , (2.10) est bi-orthonormale dans
L2[0; 1]

u(x, t) =
∞∑
k=0

uk(t)Xk(x). (2.17)

Où

uk(t) =

∫ 1

0

u(x, t)Yk(x)dx,

la solution de problème (2.1)-(2.4) s’écris ce la forme :

u(x, t) = u0(t)X0(x) +
∞∑
k=1

u2k−1(t)X2k−1(x) +
∞∑
k=1

u2k(t)X2k(x)

On utilise la méthode de Fourier, on remplace u(x, t) =
∑∞

k=0 uk(t)Xk(x) dans (2.1)
f(x, t) =

∑∞
k=0 fk(t)Xk(x)avec fk(t) =

∫ 1

0
f(x, t)Yk(x)dx on trouve

u
′′

0(t)X0(x) +
∞∑
k=1

u
′′

2k−1(t)X2k−1(x) +
∞∑
k=0

u
′′

2k(t)X2k(x) = u0(t)X
′′

0 (x) +
∞∑
k=1

u2k−1(t)X
′′

2k−1(x)

+
∞∑
k=0

u2k(t)X
′′

2k(x) + a(t)u0(t)X0(x) + a(t)
∞∑
k=1

u2k−1(t)X2k−1(x)

+ a(t)
∞∑
k=0

u2k(t)X2k(x) + f0(t)X0(x) +
∞∑
k=1

f2k−1(t)X2k−1(x)

+
∞∑
k=0

f2k(t)X2k(x)

On a

X
′′

0 (x) = 0, X
′′

2k−1(x) = −2µk sin(µkx)− µ2
kx cos(µkx)etX

′′

2k(x) = −2µ2
k sin(µkx)

. Donc

u
′′

0(t) = a(t)u0(t) + f0(t),

u
′′

2k−1(t) + µ2
ku2k−1(t) = a(t)u2k−1(t) + f2k−1(t), k = 1, 2, ...

u
′′

2k(t) + µ2
ku2k(t) = a(t)u2k(t) + f2k(t)− 2µku2k−1(t), k = 1, 2, ...
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et d’après le condition (3.26) on trouve

uk(0) = φk, u
′

k(0) = ψk avec φk =

∫ 1

0

ψ(x)Yk(x)dx, ψk =

∫ 1

0

ψ(x)Yk(x)dx,

on pose Fk(τ ;u, a) = a(t)uk(t) + fk(t),

1. u′′
0(t) = a(t)u0(t) + f0(t)

u
′′
0(t) = F0(τ ;u, a)

par intégration sur [0, t]

u
′
0(t) = u

′
0(0) +

∫ t

0
F0(τ ;u, a)dτ et par deuxième intégration sur [0, t]

avecH0(τ ;u, a) =
∫ t

0
F0(s;u, a)on trouve

u0(t) = φ0 + ψ0t+
∫ t

0
H0(τ ;u, a)dτ∫ t

0
H0(τ ;u, a)dτ = [τH0(τ ;u, a)]

t
0 −

∫ t

0
τF0(τ ;u, a)dτ =

∫ t

0
(t− τ)F0(τ ;u, a)dτ

Alors

u0(t) = φ0 + ψ0t+

∫ t

0

(t− τ)F0(τ ;u, a)dτ, (2.18)

2. u′′

2k−1(t) + µ2
ku2k−1(t) = a(t)u2k−1(t) + f2k−1(t)

La solution homogène
u2k−1(t) = C1 cos(µkt) + C2 sin(µkt)

La solution générale

u2k−1(t) = A cos(µkt) +B sin(µkt)−
1

µk

cos(µkt)

∫ t

0

F2k−1(τ ;u, a) sin(µkτ)dτ

+
1

µk

sin(µkt)

∫ t

0

F2k−1(τ ;u, a) cos(µkτ)dτ

Donc
u2k−1(t) = A cos(µkt) +B sin(µkt) +

1
µk

∫ t

0
F2k−1(τ ;u, a) sinµk(t− τ)dτ

par condition initiale
u2k−1(0) = A = φ2k−1

u
′

2k−1(0) = Bµk = ψ2k−1 ⇒ B = 1
µk
ψ2k−1

Alors

u2k−1(t) = φ2k−1 cos(µkt) +
1

µk

ψ2k−1 sin(µkt) +
1

µk

∫ t

0

F2k−1(τ ;u, a) sinµk(t− τ)dτ, (2.19)

3. u′′

2k(t) + µ2
ku2k(t) = a(t)u2k(t) + f2k(t)− 2µku2k−1(t)

la solution homogène
u2k(t) = C1 cos(µkt) + C2 sin(µkt)
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La solution générale

u2k(t) = A cos(µkt) +B sin(µkt)

− 1

µk

cos(µkt)

(∫ t

0

F2k(τ ;u, a)− 2µkφ2k−1 cos(µkτ)− 2ψ2k−1 sin(µkτ)

−2

∫ τ

0

F2k−1(ξ;u, a) sinµk(τ − ξ)dξ

)
sin(µkτ)dτ

+
1

µk

sin(µkt)

(∫ t

0

F2k(τ ;u, a)− 2µkφ2k−1 cos(µkτ)− 2ψ2k−1 sin(µkτ)

−2

∫ τ

0

F2k−1(ξ;u, a) sinµk(τ − ξ)dξ

)
cos(µkτ)dτ

Donc

u2k(t) = A cos(µkt) +B sin(µkt)

− 2

µk

∫ t

0

∫ τ

0

F2k−1(ξ;u, a) sinµk(τ − ξ)dξ sinµk(t− τ)dτ

+
1

µk

∫ t

0

F2k(τ ;u, a) sinµk(t− τ)dτ

+ 2φ2k−1

∫ t

0

(cos(µkt) cos(µkτ) sin(µkτ)− sin(µkt) cos(µkτ) cos(µkτ)) dτ

+ ψ2k−1

∫ t

0

2

µk

(cos(µkt) sin(µkτ) sin(µkτ)− sin(µkt) sin(µkτ) cos(µkτ)) dτ

Comme

2φ2k−1

∫ t

0

(cos(µkt) cos(µkτ) sin(µkτ)− sin(µkt) cos(µkτ) cos(µkτ))dτ = −tφ2k−1 sin(µkt),

et

ψ2k−1

∫ t

0

2

µk

(cos(µkt) sin(µkτ) sin(µkτ)− sin(µkt) sin(µkτ) cos(µkτ))dτ =
1

µk

tψ2k−1

− 1

µ2
k

ψ2k−1 sin(µkt),

par les conditions initiale on a
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u2k(t) = φ2k cos(µkt) +
1

µk

ψ2k sin(µkt)

− 2

µk

∫ t

0

∫ τ

0

F2k−1(ξ;u, a) sinµk(τ − ξ)dξ sinµk(t− τ)dτ

+
1

µk

∫ t

0

F2k(τ ;u, a) sinµk(t− τ)dτ

− tφ2k−1 sin(µkt) +
1

µk

tψ2k−1 −
1

µ2
k

ψ2k−1 sin(µkt).

(2.20)

On remplace (2.18)-(2.20) dans (2.17)

u(x, t) =

(
φ0 + ψ0t+

∫ t

0

(t− τ)F0(τ ;u, a)dτ

)
X0(x)

+

(
∞∑
k=0

φ2k−1 cos(µkt) +
1

µk

ψ2k−1 sin(µkt) +
1

µk

∫ t

0

F2k−1(τ ;u, a) sinµk(t− τ)dτ

)
X2k−1(x)

+

(
∞∑
k=0

φ2k cos(µkt) +
1

µk

ψ2k sin(µkt)−
2

µk

∫ t

0

∫ τ

0

F2k−1(ξ;u, a) sinµk(τ − ξ)dξ sinµk(t− τ)dτ

+
1

µk

∫ t

0

F2k(τ ;u, a) sinµk(t− τ)dτ − tφ2k−1 sin(µkt) +
1

µk

tψ2k−1 −
1

µ2
k

ψ2k−1 sin(µkt)

)
X2k(x).

Considérer x = 1 dans l’équation (2.1) et on utilise le condition (2.4) on trouve :
u(1, t)tt = u(1, t)xx + a(t)u(1, t) + f(1, t),

u(1, t)xx = −
∑∞

k=1 µ
2
ku2k−1(t)

(
carX ′′

0 (1) = 0, X
′′

2k(1) = 0, X
′′

2k−1(1) = −µ2
k

)
a(t) =

1

h(t)

[
h

′′
(t)− f(1, t) +

∞∑
k=1

µ2
k

(
φ2k−1 cos(µkt) +

1

µk

ψ2k−1 sin(µkt)

+
1

µk

∫ t

0

F2k−1(τ ;u, a) sinµk(t− τ)dτ

)]
.

Dénotons z = [a(t), u(x, t)]Tet considère l’opérateur suivant :

z = ϕ(z) = [ϕ0(z), ϕ1(z)] ,
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avec

ϕ0(z) =
1

h(t)

[
h

′′
(t)− f(1, t) +

∞∑
k=1

µ2
k

(
φ2k−1 cos(µkt) +

1

µk

ψ2k−1 sin(µkt)

+
1

µk

∫ t

0

F2k−1(τ ;u, a) sinµk(t− τ)dτ

)]
.

ϕ1(z) =

(
φ0 + ψ0t+

∫ t

0

(t− τ)F0(τ ;u, a)dτ

)
X0(x)

+

(
∞∑
k=0

φ2k−1 cos(µkt) +
1

µk

ψ2k−1 sin(µkt) +
1

µk

∫ t

0

F2k−1(τ ;u, a) sinµk(t− τ)dτ

)
X2k−1(x)

+

(
∞∑
k=0

φ2k cos(µkt) +
1

µk

ψ2k sin(µkt)−
2

µk

∫ t

0

∫ τ

0

F2k−1(ξ;u, a) sinµk(τ − ξ)dξ sinµk(t− τ)dτ

+
1

µk

∫ t

0

F2k(τ ;u, a) sinµk(t− τ)dτ − tφ2k−1 sin(µkt) +
1

µk

tψ2k−1 −
1

µ2
k

ψ2k−1 sin(µkt)

)
X2k(x).

On va montre ϕ ∈ E3
T , nous devons montrer ϕ0(z) ∈ C [0, T ] et ϕ1(z) ∈ B3

2.T pour
z = [a(t), u(x, t)]T avec a(t) ∈ C [0, T ] , u(x, t) ∈ B3

2.T

On utilise les conditions suivantes :

(A) φ(x) ∈ C3 [0, 1] , φ(0) = φ
′′
(0) = 0, φ

′
(0) = φ

′
(1),

(B) ψ(x) ∈ C2 [0, 1] , ψ(0) = 0, ψ
′
(0) = ψ

′
(1),

(C) h(t) ∈ C2 [0, T ] , h(0) = φ(1), h
′
(0) = ψ(1),

(D) f(x, t) ∈ C(D̄T ), fx, fxx ∈ C [0, 1] , f(0, t) = o, fx(0, t) = fx(1, t),

On va montre ϕ0(z) ∈ C [0, T ] avec les conditions (A)-(D), on obtient :

|ϕ0(z)| ≤
1

|h(t)|

(∣∣∣h′′
(t)
∣∣∣+ |f(1, t)|+

∞∑
k=1

1

µk

|α2k−1|

+
1

µk

|β2k−1|+
1

µk

∫ T

0

(
|γ2k−1|+ µ2

k |a(t)| |u2k−1(t)|
)
dt

)
,

α2k−1 = µ3
kφ2k−1avecα2k−1 = −4

∫ 1

0
φ

′′′
(x) sin(µkx)dx

φ2k−1 = 4
∫ 1

0
φ(x) cos(µkx)dx,(par intégration par partie on trouve α2k−1

β2k−1 = µ2
kψ2k−1avecβ2k−1 = 4

∫ 1

0
ψ

′′
(x) cos(µkx)dx,

γ2k−1(t) = µ2
kf2k−1(t)avecγ2k−1 = 4

∫ 1

0
fxx(x, t) cos(µkx)dx,
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|ϕ0(z)| ≤
1

|2h(t)|

(∣∣∣2h′′
(t)
∣∣∣+ |2f(1, t)|+

∞∑
k=1

1

µk

4

∫ 1

0

∣∣∣φ′′′
(x)
∣∣∣ |sin(µkx)| dx

+
∞∑
k=1

1

µk

4

∫ 1

0

∣∣∣ψ′′
(x)
∣∣∣ |cos(µkx)|+

∞∑
k=1

∫ T

0

1

µk

4

∫ 1

0

|fxx(x, t)| |cos(µkx)| dx

+
∞∑
k=1

∫ T

0

1

µ2
k

|a(t)|
(
µ3
ku2k−1(t)

))
dt,

(
∫ 1

0
sin2(µkx))

1/2 = 1/4, et (
∫ 1

0
cos2(µkx))

1/2 = 1/4.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz on trouve

|ϕ0(z)| ≤
1

|h(t)|

[∣∣∣h′′
(t)
∣∣∣+ |f(1, t)|+

∞∑
k=1

1

µk

∥∥∥φ′′′
(x)
∥∥∥
L2(0,1)

+
∞∑
k=1

1

µk

∥∥∥ψ′′
(x)
∥∥∥
L2(0,1)

+
√
T

∞∑
k=1

1

µk

∥fxx(x, t)∥L2(DT ) + T ∥a(t)∥C[0,T ]

∞∑
k=1

1

µ2
k

(
µ3
k ∥u2k−1(t)∥C[0,T ]

)]
,

Donc
∥ϕ0(z)∥C[0,T ] ≤ A1(T ) + A2(T ) ∥a(t)∥C[0,T ] ∥u(x, t)∥B3

2.T
,

avec c0 = (
∑∞

k=1
1
µ2
k
)
1
2 , c1 = (

∑∞
k=1

1
µ4
k
)
1
2

et

A1(T ) =
1

∥h(t)∥C[0,T ]

[∥∥∥h′′
(t)
∥∥∥
C[0,T ]

+ ∥f(1, t)∥C[0,T ] + c0

(∥∥∥φ′′′
(x)
∥∥∥
L2(0,1)

+
∥∥∥ψ′′

(x)
∥∥∥
L2(0,1)

+
√
T ∥fxx(x, t)∥L2(DT )

)]
,

A2(T ) =
c1T

∥h(t)∥C[0,T ]

,

Donc ϕ0(z) ∈ C [0, T ] .

On va montre ϕ1(z) ∈ B3
2.T

ϕ1.0(z) = φ0 + ψ0t+
∫ t

0
(t− τ)F0(τ ;u, a)dτ ,
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ϕ1.2k−1(z) =
∑∞

k=0 φ2k−1 cos(µkt) +
1
µk
ψ2k−1 sin(µkt) +

1
µk

∫ t

0
F2k−1(τ ;u, a) sinµk(t− τ)dτ ,

ϕ1.2k−1(z) =
∞∑
k=0

φ2k cos(µkt) +
1

µk

ψ2k sin(µkt)

− 2

µk

∫ t

0

∫ τ

0

F2k−1(ξ;u, a) sinµk(τ − ξ)dξ sinµk(t− τ)dτ

+
1

µk

∫ t

0

F2k(τ ;u, a) sinµk(t− τ)dτ − tφ2k−1 sin(µkt) +
1

µk

tψ2k−1 −
1

µ2
k

ψ2k−1 sin(µkt),

D’autre part, on a

|ϕ1.0(z)|+

(
∞∑
k=1

(
µ3
k |ϕ2k−1(z)|

)2) 1
2

+

(
∞∑
k=1

(
µ3
k |ϕ2k(z)|

)2) 1
2

≤ |φ0|+ T |ψ0|+ T

∫ T

0

(|f0|+ |a(t)| |u0(t)|)dt+

(
∞∑
k=1

(
µ3
k |φ2k−1|

)2) 1
2

+

(
∞∑
k=1

(
µ2
k |ψ2k−1|

)2) 1
2

+

(
∞∑
k=1

(
µ2
k

∫ T

0

|f2k−1(t)| dt
)2
) 1

2

+

(
∞∑
k=1

1

µk

(
µ3
k

∫ T

0

|a(t)| |u2k−1(t)| dt
)2
) 1

2

+

(
∞∑
k=1

(
µ3
k |φ2k|

)2) 1
2

+

(
∞∑
k=1

(
µ2
k |ψ2k|

)2) 1
2

+

(
∞∑
k=1

(
µ2
k

∫ T

0

|f2k(t)| dt
)2
) 1

2

+

(
∞∑
k=1

1

µk

(
µ3
k

∫ T

0

|a(t)| |u2k(t)| dt
)2
) 1

2

+

(
∞∑
k=1

(µk |ψ2k−1|)2
) 1

2

+ T

(
∞∑
k=1

(
µ2
k |ψ2k−1|

)2) 1
2

+ T

(
∞∑
k=1

(
µ3
k |φ2k−1|

)2) 1
2

+

(
∞∑
k=1

2

(
µ2
k

∫ T

0

∫ t

0

|f2k−1(τ)| dτdt
)2
) 1

2

+

(
∞∑
k=1

2

µk

(
µ3
k

∫ T

0

∫ t

0

|a(t)| |u2k−1(τ)| dτdt
)2
) 1

2

,
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d’où

|ϕ1.0(z)|+

(
∞∑
k=1

(
µ3
k |ϕ1.2k−1(z)|

)2) 1
2

+

(
∞∑
k=1

(
µ3
k |ϕ1.2k(z)|

)2) 1
2

≤ 2

∫ 1

0

φ(x)dx+ 2T

∫ 1

0

ψ(x)dx+ 2T

∫ T

0

∫ 1

0

f(x, t)dxdt+ T 2 ∥a(t)∥C[0,T ] ∥u0(t)∥C[0,T ]

+ 4

(
∞∑
k=1

(∫ 1

0

∣∣∣φ′′′
(x)
∣∣∣ sin(µkx)dx

)2
) 1

2

+ 4T

(
∞∑
k=1

(∫ 1

0

∣∣∣φ′′′
(x)
∣∣∣ sin(µkx)dx

)2
) 1

2

+ 4

(
∞∑
k=1

(∫ 1

0

∣∣∣ψ′′
(x)
∣∣∣ cos(µkx)dx

)2
) 1

2

+ 4T

(
∞∑
k=1

(∫ 1

0

∣∣∣ψ′′
(x)
∣∣∣ cos(µkx)dx

)2
) 1

2

+ 4

(
∞∑
k=1

(
1

µk

∫ 1

0

∣∣∣ψ′′
(x)
∣∣∣ cos(µkx)dx

)2
) 1

2

+ 2

(
∞∑
k=1

(∫ 1

0

∣∣∣φ′′′
(x)(1− x)− 3φ

′′
(x)
∣∣∣ cos(µkx)dx

)2
) 1

2

+ 2

(
∞∑
k=1

(∫ 1

0

∣∣∣ψ′′
(x)(1− x)− 2ψ

′
(x)
∣∣∣ sin(µkx)dx

)2
) 1

2

+ 4

(
∞∑
k=1

(∫ T

0

∫ 1

0

|fxx(x, t)| cos(µkx)dxdt

)2
) 1

2

+ 8

(
∞∑
k=1

(∫ T

0

∫ t

0

∫ 1

0

|fxx(x, t)| cos(µkx)dxdτdt

)2
) 1

2

+ 2

(
∞∑
k=1

(∫ T

0

∫ 1

0

|fxx(x, t)(1− x)− 2fx(x, t)| cos(µkx)dxdt

)2
) 1

2

+ ∥a(t)∥C[0,T ]

c0T ( ∞∑
k=1

(
µ3
k ∥u2k−1(t)∥C[0,T ]

)2) 1
2

+c0T
2

(
∞∑
k=1

(
µ3
k ∥u2k−1(t)∥C[0,T ]

)2) 1
2

+c0T

(
∞∑
k=1

(
µ3
k ∥u2k(t)∥C[0,T ]

)2) 1
2

 ,
D’après l’inégalité de Bessel et Cauchy-Schwartz on trouve

∥ϕ1(z)∥B3
2.T

≤ B1(T ) +B2(T ) ∥a(t)∥C[0,T ] ∥u(x, t)∥B3
2.T
,
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B1(T ) = 2 ∥φ(x)∥C(0.1) + 2T ∥ψ(x)∥C(0.1) + 2T 2 ∥f(x, t)∥C(DT ) + (2
√
2 + 2

√
2T )

∥∥∥φ′′′
(x)
∥∥∥
L2(0.1)

+ (2
√
2 + 2

√
2T + 2

√
2c0)

∥∥∥φ′′
(x)
∥∥∥
L2(0.1)

+
√
2
∥∥∥φ′′′

(x)(1− x)− 3φ
′′
(x)
∥∥∥
L2(0.1)

+
√
2
∥∥∥ψ′′

(x)(1− x)− 2ψ
′
(x)
∥∥∥
L2(0.1)

+
√
2T ∥fxx(x, t)(1− x)− 2fx(x, t)∥L2(DT )

+ (2
√
2T + 4

√
2

3
T 3/2) ∥fxx(x, t)∥L2(DT ) ,

B2(T ) = max
(
T 2, 2c0T, c0T

2
)
,

Donc
ϕ1(z) ∈ B3

2.T .

Kr est une boule de rayon r = A(T ) + 2 et de centre zéro dans E3
T

Théorème 2.1. (voir [10]) Si les conditions (A)-(D) et

(A(T ) + 2)B(T ) ≤ 1, (2.21)

vérifiée et pour petite T le probleme (2.1)-(2.4) admet unique solution dans la boule de rayon A(T ) + 2

et de centre zéro dans E3
T .

Démonstration
∥ϕ(z)∥E3

T
≤ A(T ) +B(T ) ∥a(t)∥C[0,T ] ∥u(x, t)∥B3

2.T

avec A(T ) = A1(T ) +B1(T ), B(T ) = A2(T ) +B2(T )

pour tout z1, z2 dans E3
T .

Ona ∥ϕ(z1)− ϕ(z2)∥E3
T

= ∥ϕ0(z1)− ϕ0(z2)∥C(0.T ) + ∥ϕ1(z1)− ϕ1(z2)∥B3
2.T
aveczi =

[ai(t), ui(x, t)] , i = 1, 2

ϕ0(z1)−ϕ0(z2) =
∑∞

k=1
1

h(t)µk

(∫ t

0
F2k−1(τ ;u

2, a1) sinµk(t− τ)dτ −
∫ t

0
F2k−1(τ ;u

2, a1) sinµk(t− τ)dτ
)
,

ϕ1(z1)− ϕ1(z2) =

(∫ t

0

(t− τ)F0(τ ;u
1, a1)dτ −

∫ t

0

(t− τ)F0(τ ;u
2, a1)dτ

)
X0(x)

+
∞∑
k=1

(
1

µk

∫ t

0

F2k−1(τ ;u
1, a1) sinµk(t− τ)dτ

− 1

µk

∫ t

0

F2k−1(τ ;u
2, a1) sinµk(t− τ)dτ

)
X2k−1(x)

+
∞∑
k=1

(
1

µk

∫ t

0

F2k(τ ;u
1, a1) sinµk(t− τ)dτ − 1

µk

∫ t

0

F2k(τ ;u
2, a1) sinµk(t− τ)dτ

− 2

µk

∫ t

0

∫ τ

0

F2k−1(ξ;u
1, a1) sinµk(τ − ξ)dξ sinµk(t− τ)dτ

+
2

µk

∫ t

0

∫ τ

0

F2k−1(ξ;u
2, a1) sinµk(τ − ξ)dξ sinµk(t− τ)dτ

)
X2k(x),
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∥ϕ(z1)− ϕ(z2)∥E3
T
= ∥ϕ0(z1)− ϕ0(z2)∥C(0.T ) + ∥ϕ1(z1)− ϕ1(z2)∥B3

2.T

≤ A2(T )
∥∥a1 − a2

∥∥
C[0,T ]

∥∥u2∥∥
B3

2.T
+B2(T )

∥∥a1∥∥
C[0,T ]

∥∥u1 − u2
∥∥
B3

2.T

≤ A2(T )
∥∥a1 − a2

∥∥
C[0,T ]

(
B1(T ) +B2(T )

∥∥a1∥∥
C[0,T ]

∥∥u2∥∥
B3

2.T

)
+B2(T )

∥∥u1 − u2
∥∥
B3

2.T

(
A1(T ) + A2(T )

∥∥a1∥∥
C[0,T ]

∥∥u2∥∥
B3

2.T

)
≤ A2(T )B1(T )

∥∥a1 − a2
∥∥
C[0,T ]

+ A1(T )B2(T )
∥∥u1 − u2

∥∥
B3

2.T

+ A2(T )B2(T )
∥∥a1∥∥

C[0,T ]

∥∥u2∥∥
B3

2.T

(∥∥a1 − a2
∥∥
C[0,T ]

+
∥∥u1 − u2

∥∥
B3

2.T

)
≤ A(T )B(T )

(∥∥a1 − a2
∥∥
C[0,T ]

+
∥∥u1 − u2

∥∥
B3

2.T

)
+B(T )2

∥∥a1∥∥
C[0,T ]

∥∥u2∥∥
B3

2.T

(∥∥a1 − a2
∥∥
C[0,T ]

+
∥∥u1 − u2

∥∥
B3

2.T

)
,

on a ∥z∥E3
T
≤ A(T ) + 2 ⇒ ∥a1∥C[0,T ] + ∥u2∥B3

2.T
≤ A(T ) + 2,

et ona ∥a1∥C[0,T ] + ∥u2∥B3
2.T

≤ A(T ) +B(T ) ∥a1∥C[0,T ] ∥u2∥B3
2.T

,
Donc
∥a1∥C[0,T ] ∥u2∥B3

2.T
≤ 2

B(T )
,

∥ϕ(z1)− ϕ(z2)∥E3
T
≤ B(T ) (A(T ) + 2)

(
∥a1 − a2∥C[0,T ] + ∥u1 − u2∥B3

2.T

)
,

avec 0 ≤ B(T ) ≤ 1 (T est petit)
D’après le condition (2.21) et le théorème de point fixe de Banach ϕ est contracte dans Kr donc
ϕ admet unique point de fixe z,
Alors le problem (2.1)-(2.4) admet unique solution Kr.
On déduire que v(x, t) = u(x, t) + b(t) (1)-(4)avec les condition suivant :

1. v0(x) ∈ C3[0, 1], v0(0) = b(0), v
′′
0 (0) = 0, v

′
0(0) = v

′
0(1),

2. v1(x) ∈ C2[0, 1], v1(0) = b
′
(0), v

′
1(0) = v

′
1(1),

3. r(t) ∈ C2[0, T ], v0(1) = r(0), v1(1) = r
′
(0),

4. s(x, t) ∈ (D̄T )sx, sxx ∈ C[0, 1], ∀t ∈ [0, T ] , s(0, t) = −a(t)b(t) + b
′′
(t), sx(0, t) = sx(1, t),

admet solution unique.
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CHAPITRE 3

ÉTUDE NUMÉRIQUE

D ans ce chapitre, nous avons proposé un algorithme pour résoudre le problème inverse
(1)-(4). Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Tchebychev, la méthode de

Newmark et la méthode des moindres carrées non linéaires avec régularisation de Tekhonov.
Des exemples numériques sont présentés pour valider l’efficacité de cet algorithme.

36
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3.1 Problème direct

3.1.1 Polynômes de Tchebychev décales du première espèce

On pose(voir [1], [8])

s = 2x− 1oux =
1

2
(s+ 1), avec s ∈ [−1, 1] etx ∈ [0, 1] .

Donc les polynômes de Tchebychev décales du première espèce T ∗
n(x) de degrés n en x sont

définis sur [0, 1] par

T ∗
n(x) = Tn(s) = Tn(2x− 1). (3.1)

Proposition 3.1. Les polynômes de Tchebychev décales du première espèce T ∗
n(x) vérifiant la formule de

récurrence suivante : 
T ∗
0 (x) = 1

T ∗
1 (x) = 2x− 1

T ∗
n(x) = 2(2x− 1)T ∗

n−1(x)− T ∗
n−2(x) n = 2, 3, ...

Proposition 3.2. La forme explicite de T ∗
n(x) de dégrés n est donnée par :

T ∗
n(x) =

n∑
k=0

(−1)k22n−2k n

2n− k
Ck

2n−kx
n−k. (3.2)

Proposition 3.3. Les racines du polynôme T ∗
n(x) sont de la forme

xp =
1

2

(
1 + cos

(
(p− 1

2
)π

n

))
, p ∈ N∗. (3.3)

Proposition 3.4. Les polynômes de Tchebychev décales du première espèce T ∗
n(x) sont orthogonaux dans

l’intervalle [0, 1] par rapport à la fonction poids x −→ 1√
x−x2 i,e

∫ 1

0

T ∗
n(x)T

∗
m(x)dx√

x− x2
=


0 si n ̸= m

π si n = m = 0
π
2

si n = m ̸= 0

Une fonction u(x), qui est carré intégrable dans [0, 1], peut être exprimée en termes de poly-
nômes de Tchebychev décales du première espèce T ∗

n(x) comme suit :

u(x) =
+∞∑
k=0

ciT
∗
i (x).
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ou

c0 =
1

π

∫ 1

0

u(x)T ∗
i (x)dx√

x− x2
, ci =

2

π

∫ 1

0

u(x)T ∗
i (x)dx√

x− x2
.

pour des raisons pratiques, nous prenons seulement les premiers (m + 1)-termes de T ∗
n(x) qui

donné par :

um(x) =
m∑
k=0

ciT
∗
i (x). (3.4)

3.1.2 Analyse de convergence

Théorème 3.1. (Convergence uniforme) Soit u est une fonction deux fois différentiable sur [0, 1] et la
deuxième dérivée est bornée sur [0, 1] c’est à dire

∃m ≥ 0,∀x ∈ [0, 1] :
∣∣∣u′′

(x)
∣∣∣ ≤ m.

Si
∑+∞

i=0 ciT
∗
i (x), alors la suite des somme partielles (um(x)) avec

∑m
i=0 ciT

∗
i (x) converge uniformément

vers u(x) sur [0, 1].

Démonstration. . En utilisant la changement de variable 2x− 1 = cos(θ) dans , nous obtenons :

ci =
2

π

∫ π

0

u

(
1 + cos θ

2

)
cos iθdθ

Par intégration par parties deux fois, on obtiens :

ci =
1

2π

∫ π

0

u
′′
(
1 + cos θ

2

)
ai(θ)dθ

avec
ai(θ) = sin θ 1

i

[
sin(i−1)θ

i−1
− sin(i+1)θ

i+1

]
,

|ci| =
∣∣∣∣ 12π

∫ π

0

u
′′
(
1 + cos θ

2

)
ai(θ)dθ

∣∣∣∣ ≤ m

2π

∫ π

0

|ai(θ)| dθ ≤
m

i2 − 1
≈ m

i2
,

D’autre part, on a :

|u(x)− um(x)| ≤
+∞∑
m+1

|ci| |T ∗
i (x)| ≤

+∞∑
m+1

|ci| ≈
+∞∑
m+1

m

i2
,

Donc,
∑+∞

i=1
1
i2

est la séries de Riemann converge, alors le reste de cette séries converge vers zéro,
donc la suite um(x) est converge uniformément vers u(x) sur [0, 1].
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3.1.3 Méthode de collocation de Tchebychev

Dans cette section, nous appliquons le méthode de collocation de Tchebychev sur le pro-
blème (1)-(4). Notons vm(x, t) comme approximation de v(x, t) donnée par :

vm(x, t) =
m∑
k=0

ci(t)T
∗
i (x). (3.5)

En utilisant (3.5), (3.5) et (1), on obtient :

m∑
k=0

c
′′

i (t)T
∗
i (x) =

m∑
i=0

ci(t)(T
∗
i )

′′
(x) + a(t)

m∑
k=0

ci(t)T
∗
i (x) + s(x, t). (3.6)

En remplaçant x dans (3.6) par les racines xp de polynôme T ∗
m−1(x), définis par :

xp =
1

2

(
1 + cos

(
(p− 1

2
)π

m− 1

))
, p = 1, 2, ...,m− 1

nous obtenons

m∑
k=0

c
′′

i (t)T
∗
i (xp) + ci(t)Si(xp) = s(xp, t). (3.7)

ou 
R0(xp) = R1(xp) = 0,

Ri(xp) = (T ∗
i )

′′
(xp), i = 2, 3, ...

Si(xp) = −a(t)T ∗
i (xp)−Ri(xp), i = 0, 1, ...,m

(3.8)

D’après les condition (3), on obtient :

m∑
k=0

(−1)ici(t) = b(t),
m∑
i=0

ci(t)2
[
T

′

i (−1)− T
′

i (1)
]
= 0 (3.9)

avec
T

′
i (−1)− T

′
i (1) = −(i)2((−1)i + 1)

On introduit les vecteurs V(t) et F(t) définis par :

V (t) = (c0(t), ..., ci(t))
T , (3.10)

F (t) = (f(x1, t), ..., f(xm−1, t), b(t), 0)
T . (3.11)
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En remplaçant (3.5)dans (2), on obtient

V (0) = (c0(0), ..., ci(0))
T , (3.12)

d

dt
V (0) =

(
c
′

0(0), ..., c
′

i(0)
)T

. (3.13)

En conbinant avec les équations (3.7) et (3.9), nous trouvons la forme matricielle suivant :
MV̈ (t) +K(t)V (t) = F (t),

V (0) = (c0(0), ..., ci(0))
t ,

V̇ (0) =
(
c
′
0(0), ..., c

′
i(0)
)t
.

(3.14)

ou Mest la matrice de masse donnée par :

M =



T ∗
0 (x1) T ∗

1 (x1) · · · T ∗
m(x1)

T ∗
0 (x2) T ∗

1 (x2) · · · T ∗
m(x2)

... . . . · · · ...
T ∗
0 (xm−1) T ∗

1 (xm−1) · · · T ∗
m(xm−1)

0 0 · · · 0

0 0 · · · 0


(3.15)

etK(t) est la matrice de rigidit donnée par :

K(t) =



S∗
0(x1) S∗

1(x1) · · · S∗
m(x1)

S∗
0(x2) S∗

1(x2) · · · S∗
m(x2)

... . . . · · · ...
S∗
0(xm−1) S∗

1(xm−1) · · · S∗
m(xm−1)

1 −1 · · · (−1)i

0 0 · · · 2
[
T

′
m(−1)− T

′
m(1)

]


(3.16)

Pour résoudre le système les équations différentielle du second ordre, nous utilisons la méthode
de Newmark.

3.1.4 Méthode de Newmark

Soit T ≥ 0, pour N ∈ N∗ donné, ∆t = T/N est le pas de la variable t. Nous définissons
donctj = j∆t dans lequel j = 0, 1, ..., N , et nous introduisons les notations suivants

ci(tj) = cji , b(tj) = bj, V j =
(
cj0, ..., c

j
i

)T
, F j = (s(x1, tj), ..., s(xm−1, tj), b(tj), 0)

T .
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En 1959 N.M,Newmark a proposé une méthode, qui relie les accélérations, les vitesses et les
déplacements des nœuds à l’instance tj+1et tj comme suit :

V j+1 = V j +∆tV̇ j +
(∆t)2

2

[
(1− 2θ)V̈ j + 2θV̈ j+1

]
. (3.17)

V̇ j+1 = V̇ j +∆t
[
(1− γ)V̈ j + γV̈ j+1

]
. (3.18)

ou 0 ≤ θ ≤ 1/2 et 0 ≤ γ ≤ 1, La méthode la plus couramment utilisée est la méthode de
l’accélération moyenne pour θ = 1/4, et γ = 1/2 On résoudre le système a l’instant tj+1 =

(j + 1)∆t.

MV̈ j+1 +Kj+1V j+1 = F j+1.j = 0, 1, ..., N − 1 (3.19)

En réarrangeant (3.17) pour une expression de V̈ j+1 telle que

V̈ j+1 =
V j+1 − V j

θ(∆t)2
− V̇ j

θ∆t
−
(

1

2θ
− 1

)
V̈ j. (3.20)

En substituant (3.17)et (3.20) dans (3.19), nous obtenons le système linéaire suivant :

Aj+1V j+1 = Bj+1, (3.21)

ou

Aj+1 =
M

θ(∆t)2
+Kj+1, (3.22)

Bj+1 = F j+1 +M

[
V j

θ(∆t)2
+

V j

θ∆t
+

(
1

2θ
− 1

)
V̈ j

]
. (3.23)

L’algorithme complet utilisant de Newmark est suivant :
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Algorithme 1 (Algorithme de Newmark)
1: Initialisations :

1. Donner le terme sources(x, t), les conditions initiales v0(x) et v1(x)

2. Donner a(t)

3. Donner le condition aux limite de Dirichlet b(t)

4. Donner les polynôme de Tchebychev T ∗
0 (x), ..., T

∗
m(x)

5. Donner les racines x1, ..., xm−1 de polynôme de Tchebychev décalé T ∗
m−1(x)

6. Donner le pas de temps θ∆t

7. On fixe θ = 1/4 et γ = 1/2 et on donne les paramètre suivants :

b0 =
1

θ(∆t)2
, , b1 =

1

θ∆t
, b2 =

1

2θ
− 1, b3 = ∆t(1− γ), b4 = γ∆t;

8. Calculer la matrice de masse M;

9. Calculer V 0, V̇ 0, V̈ 0

2: Pour chaque pas de temps :

1. Calculer la matrice Kj+1

2. Calculer la matrice Aj+1 = b0M +Kj+1

3. Calculer la matrice Bj+1 = F j+1 +M
[
b0V

j + b1V̇
j + b2V̈

j
]

4. Résoudre le système linéaire suivant :

Aj+1V j+1 = Bj+1

5. Calculer les vecteurs de vitesse et d’accélération :

V̈ j+1 = b0
(
V j+1 − V j

)
− b1V̇

j − b2V̈
j

V̇ j+1 = V̇ j + b3V̈
j + b4V̈

j+1

6. Poser j = j + 1 et aller à l’étape 2 :1.

Exemple 3.1. On considère le problème inverse (1)-(4), avec

s(x, t) = (2πx− (1 + 4π2) sin(2πx)) exp(t)− (2πx− sin(2πx)) exp(−t),

v0(x) = 2πx− sin(2πx), v1(x) = 2πx− sin(2πx),
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b(t) = 0, r(t) = 2π exp(t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, 1],

Il facile de vérifier que la solution analytique du problème (1)-(4)est

{a(t), v(x, t)} = {exp(−2t), (2πx− sin(2πx)) exp(t)} . (3.24)

FIGURE 3.1 – solution exacte et approchée pour T = 1.
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FIGURE 3.2 – l’erreur pour T = 1.

3.2 Problème inverse

3.2.1 position de problème

Si le potentiel a(t) est inconnu, nous cherchons par des observations supplémentaires à x =

1, i,e,

v(1, t) = r(t), 0 ≤ t ≤ T. (3.25)

Ainsi, un problème inverse est formulé par l’équation (1), la condition initiale et les condi-
tions aux limites (2),(3)avec une condition supplémentaire.(4)

Pour la solution de ce problème inverse, supposons que la fonction a doit être paramétrée
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sous la forme d’un polynôme de Tchebychev suivant :

a(t) =
m∑
i=0

diT
∗
i (t). (3.26)

Pour tout a(t) une solution unique de problème direct correspondant, désigné par v(1, t; a)
peut être élaboré par la méthode de collocation de Tchebychev, la méthode de Newmark , alors
v(1, t; a) est obtenu.

Par conséquent, obtenir le potentiel a équivaut à trouver un vecteur D, ce qui signifie que
nous pouvons dire v(1, t; a) = v(1, t;D).
Ou

D = (d0, d1, ..., dm)
t. (3.27)

3.2.2 Problème de moindres carrés non linéaire

Pour résoudre le problème inverse on résoudre un problème de moindres carrés non linéaire
suivant :

min
D

Ψα(D), (3.28)

Ou

Ψ(D) = ∥v(1, t;D)− r(t)∥22 0 ≤ t ≤ T. (3.29)

Le problème (3.28) est mal posé de sorte que ce problème admet plusieurs. Pour l’unicité, en
utilisant la régularisation de Tikhonov.

Régularisation de Tikhonov

([16])On considère le problème régularisé suivant

min
D

Ψα(D). (3.30)

Ou

Ψ(D) = ∥v(1, t;D)− r(t)∥22 + α ∥D∥22 0 ≤ t ≤ T. (3.31)

tel que α ≥ 0est le paramètre de régularisation.
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Maintenant, pour obtenir Dj , on suppose que

aj+1 = aj + δaj, j = 0, 1, 2, ...

Ou
jest le nombre d’itération,

δajdésigne une perturbation de aj.

D’après (3.26) nous avons

aj(t) =
m∑
i=0

djiT
∗
i (t).

et

δaj(t) =
m∑
i=0

δdjiT
∗
i (t).

Ou δDj désigne une perturbation pourDj donné. Ainsi, pour obtenirDj+1 à partir deDj donné
il suffit d’obtenir une perturbation δDj .

Dj+1 = Dj + δDj, j = 0, 1, 2, ... (3.32)

Ensuite, nous avons seulement besoin de déterminer un vecteur de perturbation

δDj = (δdj0, δd
j
1, ..., δd

j
m)

t. (3.33)

Dans la suite, pour faciliter l’écriture, Dj et δDj sont abrégés en D et δD, respectivement.

Problème linéaire

Nous avons la solution directe v(1, t;D + δD)est dépend de Dimplicitement, donc avec le
développement de Taylor à l’ordre un trouve :

v(1, t;D + δD) ≈ v(1, t;D) +∇t
Dv(1, t;D).δD. (3.34)

En utilisant (3.29) on obtient

ψ(D + δD) =
∥∥∇t

Dv(1, t;D).δD − (r(t)− v(1, t;D))
∥∥2
2

Avec (3.31), la fonction objectif de moindres carrés devient

Fα(δD) =
∥∥∇t

Dv(1, t;D).δD − (r(t)− v(1, t;D))
∥∥2
2
+ α ∥δD∥22 (3.35)
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Nous discrétisons le domaine [0, T ] par tn(n = 1, 2, ..., N) et 0 = t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tN = T

Par la méthode de différence finie , nous avons

∇t
Dv(1, tn;D).δD ≈

m∑
i=0

v(1, tn; d0, ..., di + τ, ..., dm)− v(1, tn;D)

τ
δdi (3.36)

Pour n = 1, 2, ..., N , ou τ et un pas différentiel numérique. D’où, on définit la matrice

H = (hni)N×(m+1) ,

Ou
hni =

v(1, tn; d0, ..., di + τ, ..., dm)− v(1, tn;D)

τ
,

Alors

H =


h10 h11 · · · h1m

h20 h21 · · · h2m
...

... . . . ...
hN0 hN1 · · · hNm

 . (3.37)

Soit

V = (v(1, t1;D), v(1, t2;D), ..., v(1, tN ;D))T , (3.38)

R = (r(t1), r(t2), ..., r(tN))
T . (3.39)

En utilisant (3.36),(3.37) et (3.38) on peut écrire (3.35) sous la forme suivante

Fα(δD) = ∥HδD − (R− V )∥22 + α ∥δD∥22 . (3.40)

Lemme 3.1. δDα un minimum de Fα si et seulement si δDα résout l’équation normale suivante

αδDα +HTHδDα = HT (R− V ). (3.41)
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Démonstration.

Fα(δD)− Fα(δD
α) =

(
∥HδD − (R− V )∥22 + α ∥δD∥22

)
−
(
∥HδDα − (R− V )∥22 + α ∥δDα∥22

)
=
(
∥HδD∥22 + ∥R− V ∥22 − 2 ⟨HδD,R− V ⟩+ α ∥δD∥22

)
−
(
∥HδDα∥22 + ∥R− V ∥22 − 2 ⟨HδDα, R− V ⟩+ α ∥δDα∥22

)
= ∥H(δD − δDα)∥22 − 2 ∥HδDα∥22 + 2 ⟨HδD,HδDα⟩ − 2 ⟨HδD,R− V ⟩

+ 2 ⟨HδDα, R− V ⟩+ α ∥δD − δDα∥22 − 2α ∥δDα∥22 + 2α ⟨δD, δDαδDα⟩

= 2 ⟨HδDα − (R− V ), H(δD − δDα⟩+ 2 ⟨δDα, δD − δDα⟩

+ ∥H(δD − δDα)∥22 + α ∥δD − δDα∥22
= 2

〈
HT (HδDα − (R− V )) + αδDα, δD − δDα

〉
+ ∥H(δD − δDα)∥22

+ α ∥δD − δDα∥22 .
(3.42)

Pour tout δD, δDα ∈ Rm+1. Si δDαsatisfait (3.41), puis Fα(δD) − Fα(δD) ≥ 0, alors δDα mini-
mise(3.40)
D’autre part, si δDαminimise(3.40), choisisons δD = δDα+ tZpour tout t ≥ 0 et Z ∈ Rm+1. On a

Fα(δD)− Fα(δD
α) ≥ 0,

donc,
2t
〈
HT (HδDα − (R− V )) + αδDα, Z

〉
+ t2 ∥HZ∥22 + αt2 ∥Z∥22 ≥ 0,

diviser par t > 0 et quand t −→ 0 on obtient

〈
HT (HδDα − (R− V )) + αδDα, Z

〉
≥ 0, pourtoutZ ∈ Rm+1,

si on choisirZ = −
(
HT (HδDα − (R− V )) + αδDα

)
, nous obtenons

〈
HT (HδDα − (R− V )) + αδDα,−

(
HT (HδDα − (R− V )) + αδDα

)〉
≥ 0

d’où

−
∥∥HT (HδDα − (R− V )) + αδDα

∥∥2
2
≥ 0

donc ∥∥HT (HδDα − (R− V )) + αδDα
∥∥2
2
≤ 0

implique que
HT (HδDα − (R− V )) + αδDα = 0
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ce que montre δDα résout l’équation normale (3.41).

Existence

Théorème 3.2. Il existe au moins δDα ∈ Rm+1point de minimum de la fonction Fα

Démonstration. Soit δDn ∈ Rm+1une suite minimisante,i.e,
Fα(δDn) −→ I = infδD∈Rm+1 Fα(δD)quand n −→ ∞.On montre que (δDn) est une suite de
Cauchy.

Fα(δDn) + Fα(δDm) =
(
∥HδDn − (R− V )∥22 + α ∥δDn∥22

)
+
(
∥HδDm − (R− V )∥22 + α ∥δDm∥22

)
= ∥HδDn∥22 + ∥R− V ∥22 − 2 ⟨HδDn, R− V ⟩+ α ∥δDn∥22
+ ∥HδDm∥22 + ∥R− V ∥22 − 2 ⟨HδDm, R− V ⟩+ α ∥δDm∥22
= ∥HδDn∥22 + 2 ∥R− V ∥22 − 2 ⟨H(δDn + δDm), R− V ⟩+ α ∥δDn∥22
+ ∥HδDm∥22 + α ∥δDm∥22 ,

(3.43)

Nous avons

∥HδDn∥22 + ∥HδDm∥22 =
1

2

(
∥H(δDn + δDm)∥22 + ∥H(δDn − δDm)∥22

)
,

et
α
(
∥δDn∥22 + ∥δDm∥22

)
=

1

2

(
∥δDn + δDm∥22 + ∥δDn − δDm∥22

)
,

D’où

Fα(δDn) + Fα(δDm) =
1

2
∥δDn + δDm∥22 + 2 ∥R− V ∥22 − 2 ⟨H(δDn + δDm), R− V ⟩

+
α

2
∥δDn + δDm∥22 +

1

2
∥H(δDn − δDm)∥22

α

2
∥δDn − δDm∥22 ,

(3.44)

D’autre part

2Fα

(
1

2
(δDn + δDm)

)
= 2

∥∥∥∥H 1

2
(δDn + δDm)− (R− V )

∥∥∥∥2
2

+ 2α

∥∥∥∥12(δDn + δDm)

∥∥∥∥2
2

=
1

2
∥H(δDn + δDm)− 2(R− V )∥22 +

α

2
α ∥(δDn + δDm)∥22

=
1

2

(
∥δDn + δDm∥22 + 4 ∥R− V ∥22 − 4 ⟨H(δDn + δDm), R− V ⟩

)
+
α

2
∥δDn + δDm∥22

=
1

2
∥δDn + δDm∥22 + 2 ∥R− V ∥22 − 2 ⟨H(δDn + δDm), R− V ⟩

+
α

2
∥δDn + δDm∥22 ,

(3.45)
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En remplaçant (3.44)dans(3.45)on obtient

Fα(δDn) + Fα(δDm) = 2Fα

(
1

2
(δDn + δDm)

)
+

1

2
∥δDn − δDm∥22 +

α

2
∥δDn − δDm∥22

≥ 2I +
α

2
∥δDn − δDm∥22 .

(3.46)

On aFα(δDn) + (δDm) −→ 2Iquant n,m tend vers l’infini

∥δDn − δDm∥22 ≤ 0.

Ceci montre que (δDn) est une suite de Cauchy et donc convergente puisque l’espace eucli-
dien est un espace de Hilbert .δDα = limn−→+∞ δDn, ,nous avons δDα ∈ Rm+1, et de la continuité
de Fα,nous concluons que Fα(δDn) −→ Fα(δD

α),alors Fα(δD
α) = I . Cela prouve l’existence

d’un minimum de Fα.

Unicité

. Fαadmet un minimum unique δDα ∈ Rm+1. Ce minimum δDαest la solution unique de
l’équation normale

αδDα +HTHδDα = HT (R− V ),

Démonstration. . Il suffit de montre que l’équation normale admet une solution unique parce
que nous avons un équivalence entre (3.41)et (3.40)
Nous avons l’équation normale

(αI +HTH)δDα = HT (R− V ),

pour montrer que cette équation admet une solution unique, il doit montrer qe la matrice (αI+

HTH)est définie positive.
Alors, ∀δD ̸= 0〈

(αI +HTH)δDα, δDα
〉
= ⟨αδDα, δDα⟩+

〈
HTHδDα, δDα

〉
= α ∥δDα∥22 + ∥HδDα∥22 ,

(3.47)

On a
∥HδDα∥22 > 0,

et
∥δDα∥22 > 0,

donc
α ∥δDα∥22 + ∥HδDα∥22 > 0,
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alors 〈
(αI +HTH)δDα, δDα

〉
> 0.

Cela prouve que la matrice (αI + HTH) est définie positive donc inversible implique que
l’équation (3.40) admet une solution unique, alors, nous concluons que Fα admet un minimum
unique.

Par conséquent, une perturbation peut être déterminée par (3.40)

αDα = (αI +HTH)−1HT (R− V ). (3.48)

Ainsi, une solution optimale peut être approchée par la procédure d’itération (3.32) tant que
le normale d’itérations est atteint, ou que la perturbation satisfait à une précision convergente
prescrite donné par

∥δDα∥2 ≤ ϵ

Ou ϵ est une précision convergente donné.

Algorithme 2 (Algorithme d’inverse)
1: Donner l’itération initiale D, et le pas différentiel numérique τ , et la précision convergente
ϵ, et la condition supplémentaire r(t).

2: Résoudre le problème direct par le système linéaire,obtenirv(1, tn;D) et v(1, tn; (d0, ..., di +
τ, ..., dm)),pour n = 1, 2, ..., N et i = 0, 1, ...,m,puis obtenir le vecteur V et la matrice H par
la formule (3.37)

3: Choisir un paramètre de régularisation approprié α ≥ 0, et obtenir un vecteur perturbation
δDα en utilisant la formule (3.48) puis obtenir δaα

4: S’il y a ∥δDα∥2 ≤ ϵ, alors l’algorithme d’inverse est terminé,et a + δaα est considéré la
solution que nous voulons juste déterminer. Si non, passez à l’étape (2) en remplaçant D
par D + δD.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié un problème inverse pour une équation hyperbolique
linéaire du second ordre avec des conditions aux limites non locales et une condition supplé-
mentaire sur le coté x = 1. Ce travail se déroule en deux étapes :

✓ Étude théorique : Avec des hypothèses sur les données du problème inverse et le temps
suffisamment petit, nous avons prouvé l’existence et l’unicité de la solution par le théo-
rème de point fixe.

✓ Étude numérique : nous avons proposé un algorithme pour calculer la solution numé-
rique de ce problème inverse. Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Tche-
bychev, la méthode de Newmark et la méthode des moindres carrés avec régularisation
de Tikhononv. Des exemples numériques sont présentés pour valider l’efficacité de cet
algorithme.

Comme perspectives, nous avons prévu le sujet de recherche suivant :

☞ Problème inverse pour une équation des ondes avec condition au limite non locale :

utt (x, t) = a (t)uxx (x, t) + f (x, t) , (x, t) ∈ ΩT

u (x, 0) = φ (x) , ut (x, 0) = ψ (x) 0 ≤ x ≤ 1

u (0, t) = b (t) , 0 ≤ t ≤ T

ux (0, t) = ux (1, t) , 0 ≤ t ≤ T,

u (1, t) = E (t) , 0 ≤ t ≤ T,

où ΩT = {(x, t) : 0 ≺ X ≺ 1, 0 ≺ t ≤ T} et f (x, t), φ (x), ψ (x), b (t) et E (t) sont des fonc-
tions données.
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D ans ce mémoire, nous avons étudié un problème inverse pour déterminer un coefficient de poten-

tiel en fonction du temps t et le déplacement d’onde à la position x et au temps t dans une équation

hyperbolique linéaire du second ordre avec des conditions aux limites non locales et une condition sup-

plémentaire sur le coté x = 1. Pour le temps T est suffisamment petit et avec des hypothèses sur les

données du problème, nous avons prouvé l’existence et l’unicité de la solution par le théorème de point

fixe. Ensuite, nous avons proposé un algorithme pour calculer la solution numérique de ce problème

inverse. Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Tchebychev, la méthode de Newmark

et la méthode des moindres carrés avec régularisation de Tikhononv. Des exemples numériques sont

présentés pour valider l’efficacité de cet algorithme.

Mots-Clés : Théorème de point fixe , Problème non auto-adjoint, Méthode de Newmark, Moindres

carrés, Polynômes de Tchebychev, Régularisation de Tikhononv.

I n this memoir, we studied an inverse problem to determine a coefficient of potential as a function

of time t and the wave displacement at position x and at time t in a second-order linear hyperbolic

equation with non-local boundary conditions and an additional condition on the side x = 1. For the

time T is small enough and with assumptions on the data of the problem, we proved the existence and

uniqueness of the solution by the fixed point theorem. Then, we proposed an algorithm to calculate the

numerical solution of this inverse problem. This algorithm based on Chebyshev’s collocation method,

Newmark’s method and the least squares method with Tikhononv regularization. Numerical examples

are presented to validate the efficiency of this algorithm.

Keywords : Fixed point theorem, Non self-adjoint problem, Newmark method, Least squares,

Chebyshev polynomials, Tikhononv regularization.
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