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Résumé

ans ce mémoire, nous avons étudié un probleme inverse pour déterminer un coefficient de po-

tentiel en fonction du temps ¢ et le déplacement d’onde a la position x et au temps ¢ dans une
équation hyperbolique linéaire du second ordre avec des conditions aux limites non locales et une condi-
tion supplémentaire sur le coté x = 1. Pour le temps 7" est suffisamment petit et avec des hypothéses
sur les données du probléme, nous avons prouvé 1'existence et 1'unicité de la solution par le théoreme
de point fixe. Ensuite, nous avons proposé un algorithme pour calculer la solution numérique de ce pro-
bleme inverse. Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Tchebychev, la méthode de New-
mark et la méthode des moindres carrés avec régularisation de Tikhononv. Des exemples numériques

sont présentés pour valider 'efficacité de cet algorithme.

Mots-Clés : Théoreme de point fixe , Probléme non auto-adjoint, Méthode de Newmark, Moindres

carrés, Polyndmes de Tchebychev, Régularisation de Tikhononv.

n this memoir, we studied an inverse problem to determine a coefficient of potential as a function

of time ¢ and the wave displacement at position = and at time ¢ in a second-order linear hyperbolic
equation with non-local boundary conditions and an additional condition on the side x = 1. For the
time 7" is small enough and with assumptions on the data of the problem, we proved the existence and
uniqueness of the solution by the fixed point theorem. Then, we proposed an algorithm to calculate the
numerical solution of this inverse problem. This algorithm based on Chebyshev’s collocation method,
Newmark’s method and the least squares method with Tikhononv regularization. Numerical examples

are presented to validate the efficiency of this algorithm.

Keywords : Fixed point theorem, Non self-adjoint problem, Newmark method, Least squares,

Chebyshev polynomials, Tikhononv regularization.
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Introduction générale

e nombreux modeéles physiques incluent des coefficients inconnus dans 1’équation,
et la résolution des problémes inverses consistant en l'identification de ces coeffi-
cients est devenue un domaine de recherche tres populaire ces derniéres années.
Les problemes inverses pour les équations hyperboliques présentes une valeur significative
pour les applications physiques telles que la corde vibrante, la sismologie, la géophysique, etc.

Considérons le probleme de la corde vibrante avec des conditions initiales arbitraires

Vg (2,1) = Pugg (2, 1) +a (t) v (z,t) + s (x,t), (x,t) € Dy, (1)

v(x,0) =v(x), vy (x,0) =v;(x), 0 <z <1, (2)

o Dy = {(z,t):0<2x<1,0<t<T}pourun T > 0 fixe, ¢ = % est la vitesse de phase du
mouvement des ondes, T est la force de tension exercée sur la corde, p est la masse de densité,
s (z,t) est la fonction des forces externes, v (x,t) représente le déplacement d’onde a la position
x et au temps ¢ et les fonctions vy (z) et vy (z) sont respectivement la forme d’onde et la vitesse.
Dans ce mémoire, on suppose que ¢ = 1.

Pour une fonction donnée « (t), le probleme de trouver v (z,t) a partir de 1’équation (1)) avec

la condition initiale (2) et la condition aux limites non locales
v(0,t) =b(t), v (0,t) =v, (1,¢), 0 <t < T, 3)

est appelé probleme direct. La condition aux limites v (0,¢) = b(¢) se produit si I'extrémité

gauche de la corde est attachée a un systéme ressort-masse et b (¢) est la position de la masse a



I'extrémité gauche.
Si a (t) est inconnu, trouver le couple de solution {v(z,t),a (t)} du probleme (I)-(3) avec la

condition supplémentaire

v (1,1)

r(t),0<t<T, (4)

est appelé probleme inverse.

Les problémes inverses pour I’équation hyperbolique avec différentes conditions aux limites
et coefficients dépendant de 1'espace sont étudiés dans [5] 7, 11}, 13] et plus récemment dans
[4,12]. Le probleme inverse de 1’équation hyperbolique a coefficient dépendant du temps avec
condition intégrale est étudié dans [10].

Dans ce mémoire, nous avons concerné les deux aspects suivants :

= Ftude théorique : nous avons étudié ’existence et 'unicité de la solution du probleme
inverse (I)-(@) en utilisant la méthode de Fourier, méthode de point fixe et un probleme

spectral non autoadjoint.

> Etude numérique : nous avons proposé un algorithme pour résoudre le probleme inverse
(I)-(). Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Tchebychev, la méthode de
Newmark et la méthode de moindres carrés non linéaires avec régularisation de Tchekhov.

Des exemples numériques sont présentés et discutés.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniére suivante : dans le premier chapitre,
nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils nécessaires dans
ce mémoire concernant les espaces fonctionnels, un probléme spectral non autoadjoint et la
méthode de point fixe.

Dans le deuxieme chapitre, la méthode de Fourier convertit le nouveau probléme inverse en
un probleme de point fixe dans un espace de Banach choisi. Sous certaines conditions de régu-
larité sur les données initiales et aux limites, I’existence et 'unicité de la solution du probleme
inverse sont démontrées par la principe de contraction de Banach pour 7" est suffisamment

petit.
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Dans le dernier chapitre, nous avons proposé un algorithme pour résoudre le probleme
inverse -@). Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Tchebychev, la méthode
de Newmark et la méthode des moindres carrées non linéaires avec régularisation de Tekhonov.
Des exemples numériques sont présentés pour valider 1'efficacité de cet algorithme.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.

H. Khalfa Probleme inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRE SUR DES OUTILS
MATHEMATIQUES UTILISES

ﬁ) ans ce chapitre, nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils
nécessaires dans ce mémoire concernant les espaces fonctionnels, un probléme spectral

non autoadjoint et la méthode de point fixe de Banach.



1.1. ESPACE DE BANACH 10

1.1 Espace de Banach

1.1.1 Normes

Définition 1.1. ([3]) Soient E un espace vectoriel sur un corps K(K = Rou bienC).Une norme
sur E est une fonction ||.|| : £ — R, définie sur F a valeurs dans 1’ensemble des nombres réels,

vérifiant les quatre propriétés suivants :
1. Yu € E : ||u|| > 0 [ Positivité].
2. un élément u de E vérifie ||u| = 0 < u = 0 [Séparabilité]
3. Vu € E, VX € K, || Aul| = |\ [Ju|| [Homogenété]
4. Yue E.VYv € E: ||lu+v| < |ul + |v|| [[négalité triangulaire]

Pour Vu € E donné, le nombre réel > 0, ||u|| est appelé norme de u.

1.1.2 Espaces vectoriels normés

Définition 1.2. Un espace vectoriel normé réel [resp.complexe] est un couple constitué par un

espace vectoriel E réel [complexe]et par une norme ||u|| sur l'espace vectoriel E.

Définition 1.3. Soit E un espace vectoriel sur K, et soit ||u|| une norme sur E. On associe a cette

norme une distance d sur E par la formule :
Vu e E,Yv € E:d(u,v) = |lu—1].

Cette distance est dite la distance associée a la norme ||.|| .

Définition 1.4. Deux normes sur un méme espace vectoriel E seront dites équivalentes si les
distances associées sont équivalentes. |.||, et ||.||, sont équivalentes ssi il existe a > 0 et 5 > 0
tels que :

Vue Ezall < [l <81

Exemple 1.1. On considere £ = R" comme ’espace vectoriel produit : £ = R" n fois, chaque
exemplaire de étant muni de la norme usuelle, ie. la valeur absolue. On obtient grace a ce qui
précede les normes holdériennes sur R" : pour tout z = (z1, 22, ..., z,,) € R" et pour tout p > 1
réel
n 1
lzll, = O lzif)r et =], = max |z, .
=1

1. Inégalité de Holder :

< [lll, lyll, -

n
E XTiYi
i=1

H. Khalfa Probleme inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre



1.1. ESPACE DE BANACH 11

2. Inégalité de Young :
ab b
Va,b €:ab < — + —.
p q

3. Inégalité de Minkowski :
Iz +yll, < ll=ll, +llyll,-

ou 1l < p < oo et g exposant conjugué de p défini par la relation

11
1==+-.
P q

Exemple 1.2. Soit £ = C(]a, b], R) I'espace vectoriel réel de toutes les fonctions :

f:la,b) — R

qui sont continues sur [a, b] avec a < b. Les fonctions

EF—R

f—= 1

suivantes :

I, = [ 15wl a

i = b\f(t)\?dt)é

1l = max [f(£)].

a<t<b
définissant trois normes usuelles sur E appelées respectivement :

norme de la moyenne, norme de la moyenne quadratique, norme uniforme.

1.1.3 Espace complet

Définition 1.5. Soit (E, ||.||) un espace normée. Une suite de points (z,),ende E est une suite de
Cauchy si
Ve>0,IN e NVp > ¢ > N, ||z, — z4|| <e.

Remarque 1.1.  — Une suite convergente est de Cauchy.
— Une suite de Cauchy est bornée.

Définition 1.6. On dite qu'un espace normée (£, R) est complet si toute suite de Cauchy de E

H. Khalfa Probleme inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre
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converge dans E.
Un espace vectoriel sur R ou C normé complet.

1.1.4 Espace Banach

Définition 1.7. On appel espace de Banach un espace vectoriel normé complet.

Exemple 1.3.  — Tout espace vectoriel normé de dimension finie est (en particulier R") est
un espace de Banach.
— E =C([a,b],R) est un espace de Banach pour la norme ||.||

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.8. On dit que ¢ est une forme hermitienne définie positive sur H si ¢ vérifie :

1. p(az + Bz',y) = ap(z,y) + o(z’,y) pour z,2’,y € H et a, 3 € C (linéarité en x)
cp(x, y) =@y, x)Var,y € H (Symétrie hermitienne )
o(z,x) > 0Vr € H (Positivité)
4. p(z,z) =0« x = 0 (Positivité stricte)
On notera que l'application z — ¢(z,y) ou y étant fixé est aussi linéaire dans la seconde

variable, il est “bilinéaire symétrique”. On dit aussi (propriété(4)) qu’il est défini positif.

Remarque 1.2. Comme une conséquons de (1)et(2), on al’antilinéaire par rapport a la deuxieme

variable
o(x, oy + Bz) = ap(x,y) + Bp(z,z) pour «,f € C.

Lemme 1.1. (Inégalité de Cauchy -Schwarz) Soit ¢ est une forme hermitienne définie positive sur un
espace vectoriel H, alors

Va,y € H |p(z,y)[° < o(z,2).0(y,y)

Théoreme 1.1. Soit pest une forme hermitienne définie positive sur un espace vectoriel H, alors H est

|z|| = Vp(z,z) pourtout x € H.

muni de cette norme H est appelé espace préhilertien

un espace vectoriel normé

Si 'espace pré-hilbertien est complet, il est appelé de Hilbert. Dans ce qui suivra o(x,y) sera notée
(z,y) :

H. Khalfa Probleme inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre
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Exemple 1.4. 1. R™ est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(x,y) = inyi pour tout = = (z1,....,2,),2 = (Y1, ..., Yn) € R”
i=1

2. L*(p) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(f.9) = / fgd(i) pourtout f.ge L*(u).

Remarque 1.3. On peut aussi définir une distance d sur H par

d(z,y) =|lr —y|| = V{(r —y,x —y) pourtout z.yec H

1.2.1 Bases hilbertiennes

Définition 1.9. Soit H espace pré-hilbertien. On dit qu'une famille (z;);c; d’éléments de H est
orthogonale sil’on a

Vi,jel:i#j alors (z;,z;)=0
On dit que (z;);es est orthonormale si elle est orthogonale et si de plus ||z;|| = 1 pour touti € /

Proposition 1.1. (inégalité de Bessel). Soient (H, (.,.)) un espace pré-hilbertien et (e;);c; une famille
orthonormale dans H. Pour tout = € H ,la famille (|(z, ¢;)|*)ics est sommable dans R* et on a

> Hzedl” <zl

1.3 Probleme spectrale

On considere le probleme spectrale suivant(voir [2]) :

X'(z)+2X(2)=0,0< 2 <1, 1.1)

X(0) =0,X'(0) = X'(1). '
Ce probleme est probleme non auto-adjoint, il a le probleme adjoint suivant :

Y'(2) + AY(2) =0,0< z < 1, (12)

Y'(1) = 0,Y(0) = Y(1). '

En effet
[ YX"de = X' (1)(Y(1) =Y (0)) =Y (1)X (1) + f, Y Xdx. Il est clair que le cote droit de cette re-

H. Khalfa Probleme inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre
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lation s’annule si Y'(1) = 0, Y (0) = Y(1) Le probléme spectral possede les valeurs propres
An = (2mn)%.
et les fonction propres
Xo(z) = xpour)y, Xop () = 2sin (27nz) pourh, = (27n)*n € N*.

L’ensemble des fonction X, X5, 1 ne forme pas un systeme complet et n’est pas une base pour
I'espace L*(0,1). Pour compléter la base, nous considérons les fonctions propres Xs,pour),

associées aux Xy, définies comme la solution du probleme suivant :

(1.3)

/

Xy 1(2) + AXon 1 () = =V X Xon(2),0 < 2 < 1,
{ Xon_1(0) =0, X5, ,(0) =X, (1)
Le probléeme possede les fonctions propres suivantes
Xon(z) = x cos (2mnzx) ,n € N*.
En résolvant le probleme adjoint (1.2), on obtient les fonctions propres

Yo(x) = 2pour), Ya, 1 () = z cos (2mnx) pour), = (27n)’n € N*

et les fonctions propres associés Ys, (z) = sin (2rnz)n € N*, sont obtenus a partir du probleme

aux limites suivant :

{ Yy (%) + AYan(z) = —/AnYan_1(2),0 < 2 < 1, w0

YZ/n(l) = 07 )/271(0) = Yén(l)

1.4 Théoreme de point fixe de Banach

Définition 1.10. ([6]) Soient (£, ||.||) un espace normée, une application f est défini par f :
E — E,onditque = € E est pointde f si f(x) = x.

Théoreme 1.2. .Soit (E, ||.||) un espace normée complet nom vide et soit f : E — E une application
a-contraction i.e il existe 0 < o < 1 tel que || f(z) — f(y)|| < a||lz — y|| pour tout x,y € E. Alors f

posséde un unique point fixe.

H. Khalfa Probleme inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre
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1.5 Polyndomes de Tchebychev

Les polynomes de Tchebychev sont largement utilisés dans 1’analyse numérique, 1’approxi-
mation des moindres carrés, 'approximation polynomiale, I'intégration numérique et les mé-
thodes spectrales pour les équations aux dérivées partielles. Il existe quatre type des polynomes
de Tchebychev. Dans cette mémoire ,on considere les polynomes de Tchebychev du premiere
espece qui sont des solutions de I’équation différentielle ordinaire suivante :

(1—=2")y"(x) — 2y () + n’y(z) = 0
Les polynome de Tchebychev du quatrieme espece notés par W, (z).

Définition 1.11. ([8]) le polynome de Tchebychev du premiere espece T, (z) est un polyndme

de degré n en x défini par :
T, (z) = cos(nh), (1.5)

ou x = cos(f),0 € [0, 7]

Proposition 1.2. Les polynomes de Tchebychev du premiere espece T,,(x) sont orthogonaux dans l'in-
tervalle [—1,1] par rapport la fonction poids w(x) = /== c’est a dire

1 1 us ; —
/ Vimsh@ e =4 2 7 "7
G V1—-x 0 si n#m

Démonstration. Soient n,m € N et x = cos(#). Nous avons :
1. Sin # m ,alors,

/_11 \/1—Iw2Tn(l‘)T o (2)da

™

cos(n)f cos(m)0do

I
S—

S N = N

/07r [cos(n — m)f + cos(n + m)d] do

™

sin(n —m)6 N sin(n +m)6
n—m n+m 0

H. Khalfa Probleme inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre



1.5. POLYNOMES DE TCHEBYCHEV 16

2. Sin =m ,alors,

™

cos?(nf)df

|\
— =
—_
] =
S
(Y]
3
G
<Y
S
I
c\

/7r [1 4 cos(2nd)] do

0

o = N

Proposition 1.3. Les polynomes de Tchebychev du premiere espece T,,(x) vérifiant la relation de récur-
rence d’ordre deux suivante :

1
)==x (1.6)
20T, 1(x) — Tho(x) Vn>2.

Démonstration. Soit z € [—1, 1] etz = cos(f). Nous avons :

cos(n 4+ 1)8 + cos(n — 1)0 = 2 cos

(n+1)0+ (n— 1)9} cos [(n +1)0 — (n—1)0
2 2

= 2cosnfcosb.

donc
cos(n + 1)0 + cos(n — 1)8 = 2 cos nf cos 6. d’otr le résultat (L.6). O

Proposition 1.4. La forme explicite de polynome de Tchebychev du premiere espéce T,,(x) est

E(n/2)

_q)kon—2k—1_" Ok pn—2k 1.7
];( ) Oy (17)

Proposition 1.5. Les zéros de T,,(x) sont de la forme :

—1/2
T = Cosu, k=1,2,...,n.
n
Démonstration : D’apres, les zéros pour x dans [—1,1] de T, (x) doivent correspondre les zéros pour
Odans [0, 7| de cos nb,ie.

nd=mn-1/2)m k=1,2,....,n.

done, 0 = "2 cest a dire 1y, = cos AT,

H. Khalfa Probleme inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre



CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

@ ans ce chapitre, nous avons démontré par la méthode de Fourier et la méthode de point
fixe de Banach l'existence et 1'unicité de la solution du probleme inverse (I)-@) pour T est

suffisamment petit.

17
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2.1 Position de probléeme

(voir[14])Comme la condition aux limites (3) n’est pas homogene, nous introduisons une
nouvelle variable u (z,t) = v (x,t) — b(t). Alors, u (x,t) satisfait le probleme suivant :

Uy = Uy + a(t)u(x, t) + f(x,t), (x,t) € Dy, (2.1)
u(z,0) = @(x),u(,0) = (r),0 < <1, (22)
w(0,1) = 0,u,(0,) = uy(1,1),0 < t < T, (2.3)
w(l,t) =h(t),0<t < T, (2.4)

ou f(z,t) = s(z,t)+a(t)b(t) — b”(t), o(z) = vo(x) — b(0), ¥ (x) = v1(z) — b/(O) et h(t) = r(t) —b(t).

2.2 Probléme spectral auxiliaire

On pose f(z,t) = 0.
On suppose la solution s’écris ce la forme u(zx,t) = X (x).Y(t)

Donc

D’ou

D’apres les conditions

u(0,t) = X(0)Y(t) =0= X(0) =0

et

U, (0,1) = u(1,) = X (0)Y () = X (1)Y(t) = X' (0) = X '(1).

Donc le probleme spectrale auxiliaire :

{ X'(z)+ XX () =0,0<z <1, 2.5)

X(0)=0,X'(0) = X'(1).

H. Khalfa Probleme inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre
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Pour A =0
X,y(2)=0= Xo(z) =az +b

X,(0) = X,(1) = a =aonchoisia =1
Donc

Pour A > 0

L'équation caractéristique 72 + A\, = 0 = 7 = i/ A, avec vV A; = iy
Xog(z) = Acos(pux) + Bsin(px)

X3y (0) = Xy (1)

Alors

Bug = —Apy,sin(pg) + B cos(pr) = {
Xop(0)=0=A=0

Donc
Xok(x) = Bsin(ugx)
X,5,.(0) = X5, (1) = Buy = —Asin(uy,) + B cos(uy)
D’ou
Buy = Bup = B = Bon choisiB = 2
Alors
Xok(x) = 2sin(pugx).

Donc le probleme specral a les valeurs propres u, = 2km, k =0,1,2, ... et les fonction propres
XO(;U) = .CL’(,LL = 0)7 sz(ﬂf) = QSln(ka)k = 17 27

Donc Xy, = {Xo(z) = x, Xox(z) = 2sin(uiz)}

Si A < 0 (donné solution trivial)

La famille X}, est un systéme nom complet, car les fonctions propres X»; ne sont pas orthogo-
nous a Xy.Donc ils forment pas une base sur L?[0, 1].

L’ idée présentée pour compléter la base

Alors complété le systeme X, k = 0, 1,2, ... avec la fonction associées suivante
Xog—1 = x cos(pgx). (2.6)

On définit un probléme auxiliaire associée X;pour); correspondant a X définit comme la
solution de probleme suivant :

H. Khalfa Probleme inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre



2.2. PROBLEME SPECTRAL AUXILIAIRE 20

(2.7)

’

~Xop 1 (7) = 2 Xop 1 () + i Xop(z), 0< <1,
Xoe1(0) = 0, Xpp 1(0) = Xy 4 (1), k=1,2,..

pour trouver I'équation en utilise I'équation (2.7).
Nous avons
Kooy (@) + pg Xop-1(2) = —ueXan(z), Ozl

Xor1(0) =0, X5, ,(0) = Xy, (1), k=1,2,...
La solution homogene :
Ona Xy, ,(2) + 2 Xop_1(z) = 0= Xop_1(x) = Acos(upz) + Bsin(ugr)
On a le systeme suivante

A cos(ppx) + B sin(upx) = 0,
{ — A e sin(upz) + B g cos(pupx) = —pp2 sin ().

e costma) sinGuer) N o 20k =19,
—puesin(uz) s cos(ie)

1
A= — | —sin(pugz)(—2u sin(ugz))dx
M

_ / sin? () da
_ / (1 — cos(2u))da

1
=x— —sin(2 C
x o sin(2ugz) + C4

1
B = — [ cos(upz)(—2pu sin(ppx))dx
Hoke

= —Q/COS(,LLkSB) sin(,ukx)dl”
= —/sin(2,ukx)dx

1
= — 2 C.
o cos(2upx) + Co

Donc

1 1
Xop—1(x) = Cy cos(ppx) + Cosin(ppx) + cos(uwr)(z — o sin(2muyx)) + sin(ukx)(ﬂ cos(2/ux))
k k

1
= (Cy + x) cos(pxx) — ﬂ(sin(zukx) cos(ugx) — cos(2ugz) sin(urx)) + Co sin( )
k

1
= (C} + x) cos(upx) + (Cy — — sin(upx)
24,
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Xop_1(0) =0 = C; = 0.
et

Xopp1(0) = Xop 1 (1) = 14 Gy — 5 = cos(pux) — pux(Cr + 1) sin(pag) + (pxCo — 5(cos(py,)
comme cos () = 1et sin(ug) = 0.

Dot 1+ p,Co — 5 =1+ . Cy — —on choisi Cy =

Donc

Hk

Xok—1(z) = x cos(upx)

Le probleme spectrale auxiliaire admit valeurs propres \, = (2k7m)?k = 0,1,2,...et fonctions

propres correspondant :
Xo(x) = x, Xog_1(x) = x cos(pux), Xok(x) = 2sin(pgx) (2.8)

S = {Xo(x) =z, Xop_1(x) = x cos(px), Xok(z) = 2sin(pge) } est un systeme complet mais nom
orthogonale

on prendre contre exemple

/ XO sz dflf - —— # 0.

Donc I’ensemble S n’est pas orthogonale sur [0, 1].

On contruire un probléme spectrale adjointe qui orthonormale avec S on [0, 1]

[ YX"de = Y(1)X'(1) = Y(0)X'(0) — Y'(1)X (1) + Y (0)X(0) + [} Y" X dz, (par intégration par
partie ) Donc

[ YX"de = X' (1)(Y(1) — Y(0)) — Y'(1)X (1) + [, Y Xdx,(d’apres les conditions de probleme
spectrale auxiliare)

pour fol YX"dr = fol Y" Xdz il est claire que Y (1) = Y (0),Y'(1) = 0.

Donc

(2.9)

Y'4+AY =0, 0<z<1
Y'(1) =0,Y(0) = Y(1)

pour A =0
Yy (2) =0=Yy(z) =ar +b
Yy(1)=0=a=0

Y5(0) = Y (1) = b = b on choisi b = 2.
Donc

pour A >0
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L’équation caractéristique 2+ X\, =0 =1r =iy, avec VA, = 1y,
Yor_1(x) = Acos(ugpz) + B sin(pupx)
Yor-1(0) = Yor_1(1)

alors
=1
A = Acos(u) + Bsin(ug) = c?s(uk)
sin(ug) =0

Yo (1) =0= Buy=0=B=0
Donc

= u = 2km

Yor—1(x) = Acos(uix)
Yor-1(0) = Yor_1(1) = A = Acos(u) + B sin(uy)
D’ou
A = Aon choisiA =4

Alors
Yor_1(z) = 4 cos(pupz).

Pour complet la base
Yor(2) 4+ p3Yar(x) = —4pYora (2), 0< 2 <1,
Yo (1) = 0, Yo (0) = Yo (1), k = 1,2, ...
La solution homogene :
Ona
Yo () + 12Yor(z) = 0 = Yo (x) = acos(pupr) + asin(uz)
On a le systeme suivante
{ a’ cos(upx) + b sin(upz) = 0
—a pg sin(ppx) + 0 g cos(ppr) = —4py, cos(pxx)
e ( cos(pr) sin(ugx)

_ ,Donc |H| = #0,k=1,2,...
— e sin () gy cos(pa)

/ 1
a = — [ —sin(ugz)(—4pg cos(pupr))dr
M

= 2/sin(2ukx)dx

1 /
= —— cos(2ux) + C}
Mk
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/ 1
b = . cos(pupx) (—4py cos(px))dx
k

— _4/0082(ukx)dx
-~ _4/(1 — sin(py.z))de

1 1
- —4/(1 ~ 3 + 5008(2,ukx)

1 /
= =2z — — sin(2ux) + Cy
M

Donc

/ , 1 1
Yor(z) = C cos(pyx) + Cysin(ppx) — . cos(ppr) cos(2upr) — 22 sin(pupx) — . sin () sin(2u,x)

/ 1 / .
= (C, — E> cos(upx) + (Cy — 2x) sin( )

Yo (1) = 0 = —2sin(uy) + pux(Cy — 2) cos(pu) — ((C) — ;) cos(pux) = 0
comme cos(py) = letsin(ug) =0
D'ott py(Cy —2) = 0= Cy = 2, et
Yar(0) = Yar(1) = ) — -1 + €} — -on choisi €} = .-,
Donc
Yor(x) = 2(1 — x) sin(px).

le probleme (2.9) admit méme valeurs propres de probleme (2.5) et fonctions propres corres-
pondant

Yo(z) = 2, Yor—1(x) = 4 cos(ugx), Yor(z) = 2(1 — ) sin(ugx) (2.10)

S = {Yo(x) = 2, Yap_1(z) = dcos(pupz), Yor(x) = 2(1 — z) sin(pzz)} .
Tl est facile que vérifie les systémes S et S est bi-orthomormale dans [0, 1] ,i.e.

0, i#J

(i) Vy(@) = [ Xiijz:{ -
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On construire I'espace fonctionnel suivant :

B%z{m%w=§)mwa@ww@eOMHWMaM@T:mwwmﬂ

00 1/2 0o 1/2
+ (Z(Mi Hu%(t)HC[o,T])Z) + (Z(M% ”u2k1<t)HC[O,T])2) < o0

k=1 k=1

est un espace de Banach. clairementE? = B3, x C[0,T]de la fonction vectorielle z(z,t) =
{u(z,t),a(t)} avec le norme ||z(x,t)||E% = ||“($7t)”Bg4T + lla(®)[| o7y est aussi espace Banach.
Démonstration : (voir [15], [9])

1. Tl est facile pour démontre Bj ;. est un espace normé.

2. B3 Espace complet.

Espace complet :

Soit (u™),en € BS 1

u"(x,t) =Y po o up(t) Xy (z) est une suite de Cauchy
Alors

Ve > 0,3N e NVn >r > N, [|u"(z,t) — u’"(a:,t)HBgT <e.

o 1/2
[[ug () — HCOT] + (Z i Ny (1) — usy (¢ )HC[O,T]>2>
k=
~ 1/2
(z s u;k_1<t>ucm>2) <e

k=1

—_

(2.11)

En conséquence, pour tout k = 1,2, ...

g () = w5(®) oy < €
g (8) = sy ()l oz < € 2.12)

‘\uSk_l(t) - UQk—l(t)”O[mTl =
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(C10,77,].]|.) estun espace complet
Donc

[|ug () — UO(t)HC[O,ﬂ — 0,n — o0
[[ugy (t) = war ()l ooy — 0,m — 00
Hugkq(t) - qu_l(t)”C[O,T] — 0,n — o0

Par (2.11)), pour tout m nombre fixée

m 1/2
[[ug () — HCOT] + (Z i Ny (1) “gk@)HC[O,T])Q)
k=1

3

k=1
D’aprés (2.13), et par passage a limite » — oo in (2.14), on obtient
m 1/2
Jug () — ||C[OT (Z i |y () U2k(t)HC[0,T})2>

k=

m1 1/2
+ (Z(ui [ uhe_i (1) — qu_l(t)HC[o,T])2> <e VYn>N.
k=1

Par passage a limite m — oo, on obtient
o

1/2
[ug () — U’O(t)HC[O,T] + (Z(ui [Juze(t) — u2k(t)HC[0,T})2>

k=0
00 1/2

+ (Z(ui Hugk—l(t) - UQk—l(t)|{C[07T])2> <e VYn> N.
k=0

On démontre u(x,t) = >~ u(t) Xp(2z) in B3 -

1/2
+(Zuﬁ;Husk_1<t>—u;k_1<t>ucm>2) PR

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

On a u(x,t) = u(x,t) — u"(z,t) + u"(z,t), et par R.16) u(z,t) — u™(z,t) € By, etu(x,t) € B3,

on comprend ¢a

u(z,t) € BS .

Par et pour tout € > 0 il existe N tel que
|lu™(x,t) — u(m,t)HBST < €eVn > N.

Donc

la suite u"(z,t) converge vers u dans Bj
Alors B3 ;. est complet,

B3 ;- est Banach.
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2.3 Existence et I'unicité

Le couple {a(t), u(x,t)} de classe C[0, T] x C?(Dr), solution classique de probleme (2.1))-(2-4).
Telle que c’est forme de base de Riesz et les systémes , (2.10) est bi-orthonormale dans
L2[0;1]

= ur(t) Xp(2). (2.17)

1
w(®) = [ ulz. Vi)
0
la solution de probleme (2.1)-(2.4) s’écris ce la forme :

u(z,t) = uo(t) Xo(x) + > tap_1(t) Xop1 () + Y uk(t) Xon()

On utilise la méthode de Fourier, on remplace u(z,t) = > 77 ug(t) Xy (z) dans
[z, t) =370 fr(t) Xy(x)avec fi(t) fo z,t)Yy(z)dx on trouve

+Zu2k 1 (1) Xap—1( +ZU () Xow () = uo(t +Zu2k 1 2k: ()
- Z o ) + a(t)ue(t) Xo(z) + alt) Z Ugp—1 (1) Xop—1 ()
k=1
a t)ZUQk(t)XQk( + fo(t)X +Zf2k 1(1) Xog-1(2)
k= k=1
+ ) for(t) Xok (@)
k=0
Ona
Xo () =0, Xop 1 (x) = =2pup, sin () — piw cos(pp)etXop () = —2p17 sin(pr)
. Donc

"

ug(t) = a(t)uo(t) + fo(t),
Uog— (8) + pius 1 (1) = a(t)ugs1(8) + fora (), k= 1,2, ...

u;k(t) + piuor(t) = a(t)ugk(t) + for(t) — 2upusp—_1(t), k= 1,2, ...
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et d’apres le condition (3.26) on trouve

w@z%%@z%awcw=£¢@%@%%=£¢@%@m

on pose Fy(1;u,a) = a(t)ux(t) + fr(t),

1. ug(t) = a(t)ue(t) + fo(t)
uy(t) = Fo(r;u,a)
par intégration sur [0, ¢|
up(t) = ug(0) + [) Fo(7;u, a)dr et par deuxieme intégration sur [0, ]
avecH(7;u,a) = [ Fy(s;u,a)on trouve
uo(t) = o + ot + f(f Hoy(7;u,a)dr
fot Hy(7;u,a)dr = [THo(T;u,a)]f, — f(f TFy(T5u,a)dr = fot(t — 1) Fo(T5u, a)dr
Alors

w@zwmww+/@—ﬂ%@wwﬁ, (2.18)

2. uy_y (1) + piusn-1 () = a(t)uze—1(t) + for-1(t)
La solution homogeéne
Ugg—1(t) = Cy cos(puxt) + Co sin(pugt)
La solution générale

1 t
Uok—1(t) = Acos(uxt) + Bsin(pugt) — . cos(puxt) / For_1(T;u, a) sin(py7)dr
0

1 t
+ — sin(uxt) / For—1(1;u,a) cos(ugT)dr
Hok 0

Donc

g1 (t) = Acos(ugt) + Bsin(uxt) + - [y For—1 (73 u, @) sin puy,(t — 7)dr
par condition initiale

Ugk—1(0) = A = pop—1

Ul2k71(0) = By = top_1 = B = i@b%—l

Alors

1 , 1 [t .
Ugg—1(t) = par_1 cos(upt) + M—w%_l sin(ugt) + ,u_ / Fop_1(7;u,a) sin g (t — 7)dr, (2.19)
k k Jo

3. gy (1) + puok(t) = a(t)uge(t) + for(t) — 2ppuon—1(t)
la solution homogene
uak (t) = Cy cos(puyt) + Co sin(jut)
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La solution générale

ugk(t) = Acos(uxt) + Bsin(ut)

1

t
— E cos(fuxt) </ Fop(T;u,a) — 200k —1 cos(pugpT) — 200ak 1 sin(puyT)
0

2 [ Fua(&ua)smp(r - s>d5) sin(yr)dr
0
1 t
+ — sin(uxt) (/ For(T;u,a) — 2pppop—1 cos(pxT) — 2ok 1 sin(pugT)
0

M

-2 /T For_1(&u, a) sin pg (T — f)df) cos(puT)dT
0
Donc

ugr(t) = Acos(puxt) + B sin(ugt)

2 t T ) )
— —/ / Fop1(&5 u, @) sin i (7 — §)dE sin (T — 7)dr
Mk Jo Jo
1 t
+ — | Fo(r;u,a)sin ug(t — 7)dr
Mk Jo

t
+ 2g02k_1/ (cos(pxt) cos(pe) sin(pgr) — sin(pyt) cos(pupt) cos(puet)) dr
f 2
+ op—1 / . (cos(pugt) sin(p) sin(pgT) — sin(pgt) sin(py) cos(pugT)) dr
0 Hk
Comme
t
20951 / (cos(put) cos(p) sin(ppm) — sin(pgt) cos(ueT) cos(pgT))dT = —twor—1 sin(uxt),
0

et

L2 : : : : 1
¢2k1/ ﬁ(cos(,ukt) sin(pgT) sin(pugT) — sin(ugt) sin(ugr) cos(ugt))dr = u—twgk,l
0 k

1 .
— —5ap—1 sin(put),
M

par les conditions initiale on a
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1 :
Uok (t) = Qo cos(urt) + E@Z)Qk sin(puyt)

— %/0 /OTFle(f;U,CL) sin pg (7 — &)d€ sin . (t — 7)dr

1 t
+ — [ For(m;u,a)sin ug(t — 7)dr
Hik Jo

(2.20)

. 1 1 .
— tpop—1 sin(pxt) + —thop_1 — —5ap—1 sin(ut).
20 Hi
On remplace (2.18)-(2.20) dans (2.17)
t
u(z,t) = <¢0 + ot + / (t — 7)Fo(T;u, a)dT) Xo(z)
0

> 1 , 1 [t ,
+ (Z Yor_1 cos(pgt) + u—@bgk_l sin(pgt) + H_/ For_1(T;u, a) sin py(t — T)dT) Xok_1()
k 0

k=0 k

= I 2 [T . .
+ Z ok cos(puxt) + —thop sin(pugt) — — / / Fap—1(& u, a) sin pug,(7 — €)dE sin i (t — 7)dr
om0 223 He Jo Jo
1 [t ) . 1 1 .
+ — | Fo(miu,a)sin pu(t — 7)d7T — tpgp_y sin(pugt) + —thg—1 — —5¥a—1 sin(pxt) | Xog(z).
Kk Jo ok 25

Considérer x = 1 dans I'équation (2.1) et on utilise le condition (2.4) on trouve :
u(1,t)u = u(l, )z + a(t)u(l,t) + f(1,1),
W1 = = Y52 1z () (arXy (1) = 0, X (1) = 0, X, (1) = —pi2)

a(t) = %ﬁ) [h” (t) - f(17 t) + ; Mi (@Qk—l COS(M}J) + ii/)gk_l Sin(,ukt)
1

t
—|——/ Fop_1(7;u,a) Sin,LLk(f}—T)dT>:| .
0

k

Dénotons z = [a(t), u(x, t)]" et considere 'opérateur suivant :

z=¢(2) = [po(2), #1(2)],
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avec
$o(z) = % [h”( ) — f(1,0) + Zﬂi (90% 1 cos(puyt) + 1/}% 1 sin(put)
k=1
—i—i /0 For_1(m;u, a) sin g (t — T)dT)] :
(900 + Yot + (t — 1) Fo(T; 0, a)dT) Xo(x)
+ <Z Pok—1 cos(pugt) —|— ¢2k 1 sin(ugt) + i/ Fop_1(7;u, a) sin py(t — T)dT) Xop_1(x)
0

+ (Z ok cos(fut) + @ngk sin(pxt) — —/ / Forp—1(&u, a) sin g (7 — €)dE sin py (t — 7)dr

k=0

I . : :

+— | For(T;u,a)sin pg(t — 7)dT — twog_1 sin(ugt) + —tl/JQk_l — —2¢2k_1 sm(,ukt)) Xog ().
HE Jo 27" o

On va montre ¢ € FE3, nous devons montrer ¢o(z) € C[0,7] et ¢1(2) € Bs; pour

z = la(t),u(z,t)]" aveca(t) € C[0,T],u(z,t) € B3,

On utilise les conditions suivantes :

(A) p(x) € C*[0,1],9(0) = ¢"(0) = 0,¢'(0) = ¢ (1),
(B) v(x) € C*[0,1],%(0) = 0,4'(0) = ¢/ (1),
(©) h(t) € C?[0,T],h(0) = (1), 7' (0) = ¥(1),
(D) f(x,t) € C(Dr), fu, fou € C[0,1], (0, 1) = 0, f:(0,1) = fu(1,1),
On va montre ¢y(z) € C [0, 7] avec les conditions (A)-(D), on obtient :

1 " =1
#0(2)| < G ( B+ 170, 0] + > oz
1

1 T
bl b [ (el + o0 s 0) dt) ,
Mk M Jo

1 /// .
Qop—1 = fljPar—1avecao,_1 = —4 [ ¢ () sin(pz)dz
Yor—1 =4 fo cos(,ukx)da: (par mtegratlon par partle on trouve agi_1
Bak—1 = pjthok—1avecSar_1 = 4f0 ) cos(upx)dr,

Yor—1(t) = pi for—1(t)avecyop_1 = 4 fol faz(2,t) cos(ppz)dz,
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1
[po(2)] < 2h(0)]

(‘2h"(t)‘ +\2f(1,t)y+§:i4/1
+Z—4/ V(e ]|eosuka:\+2/ /\fm:ctucos(ukxndx

oy Mk

e [t (uiu%_l(t))) .

@ (@) Isin(u) do

(Jiy sin?(ppa))/? = 1/4, et () cos® () /2 = 1/4.
D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz on trouve

s R
— ()] + +Y — |l (@ ]
60(2)] < |()|[ "(6)] +1£1,1) Z oo * 27 17,
1
+\/TZ — fom<x7t)HL2(DT) +T Ha(t)HC[O,T] Z w3 (Mi Hu%l(t)HC[o,T])] )
1 e 1 Hk
Donc
160( Mo < Ar(T) + Ao(T) [la()ll ooy 1wl D) g3,
avec g = (D rey é)%&l = (2 é)%
et
(1) = i [0 #1500l + oo @)
e T AT TR y C X
' ||h(t>||c[o7:r] clo,1] cor T |I¥ L2(0,1)
@], + VT Wt o )]
ClT
Ao (T) = 7,
’ 1Pl oo,

Donc ¢y(z) € C'[0,17].
On va montre ¢:(z) € B3,
®1.0(2) = o + Yot + fg(t — 7)Fy(T;u,a)dr,
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P1.25-1(2) = D pe P2r—1 cos(pxt) + L por_1 sin(put) + - fot For_1(T;u, a) sin g (t — 7)dr,
12> M

1.2k 1 Z Y2k COS(/MJ) + wzk sm(ukt)
k=0

2 / / Fap-1(& u, @) sin ue(r — €)dE sin ug (t — 7)dr
kJo Jo
I . : 1 1 :
+ — | For(miu,a)sin pu(t — 7)dT — tpop—y sin(pugt) + —tthop—1 — —5ar—1 sin(put),
Mk Jo Kk oy

D’autre part, on a

[N

|p1.0(2)] + (Z (1 |¢2k1(2)|)2> + < (117, |d2n(2) )

k=1 k=

SIS

< ool + Thul +7 [ (ol + a0 et dt+<§ i o] ) (: i e )
+(3( /Oszkl(t)dt)2>é+<;i(ui o) 01 )é

+ (i (i 902k)2>§ + (i (v w%)2>%+ (i (1 [ 1toar) )

+ (iui (1t [ a0 st ) + (i (1 wm?)é

T (i (1 muf)é w (i (i sozkl)?)é n <iz (2 [ [ 17ato) dfdtf)
: (i% (i [ [ a0l aes) drdt)2> )
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d’ou

NI

+ <Z (1 |¢1.2k(2)\)2>

k=1

[b1.0(2)] + (Z (12 |¢1_2k_1<z>|>2)
<2

1 T 1
o(x)dz + 2T / (@) + 2T / / F(o, Oydadt + T2 |a®llopm 1ot o
0 0 0

/01 " (z) Sin(ﬁbkx)dx) 2>% 4+ AT (i (/01 o (2) Sin(ﬂﬂ)@) 2)%
/01 wu(x)‘ COS(MkI)dI)Q)% T (i (/01

o @) cos(unoie )

o @) cos(na)ie ) :

N|=

+4

0
2
k=1
s
k=1
2
k=1

Jun

W () (1 —z) — 20 (2)

+2 i /01 sin(ukx)dx)2>%
/ / oo, 1) cos<ukx>dxdt)2> 5
+38 i / // | fou(z, )] cOS ,uw)dxdrdt) )2
w2( S ([ [ 1t -0 - 2000.0) cos(m)cwedt)2)é

-

a3
k=

-

(
(
(
(S ([ ) <a:><1—x>—3d<x>]cos<ukx>dx)2>2
(
(
(

k=1
- N « N
+ ||a(t)||c[0,T} col’ (Z (Mz HU?k—l(t)HC[O,T]) ) +eoT? (Z <u2 Hu%—l(t)Hc[o,T]) )
k=1 k=1
1
o0 5 2 2
ool (D (e ®lleony) | |-
k=1

D’apres I'inégalité de Bessel et Cauchy-Schwartz on trouve

o1 (2l gg . < Bi(T) + Ba(T) la(®)l| oo,z 1wz, )l g5,
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"

B(T) =2 H‘P(@Hc(o.g + 2T ||¢(I)Hc(0.1) + 277 Hf(xat)”c* (2\/_ + 2\/_T) ‘ (2)
+(2v2 + 23T + 2v2¢)) o \/_‘ 2)(1 - ) — 39" (z)

V[ @2 =20 @)+ VTl (1 = 2) = 26, )l 2oy

L£2(0.1)

/ll

’90 (z) L2(0.1)

L2(0.1)

(2\/ﬁ+4\/7T3/2) [ fza (@, Ol 2Dy »

By(T) = max (T?,2¢T, coT?)

Donc

gbl (Z) € B3

K, est une boule de rayon r = A(T) + 2 et de centre zéro dans E3.

Théoréme 2.1. (voir [10]) Si les conditions (A)-(D) et
(A(T)+2)B(T) <1, (2.21)

vérifiée et pour petite T le probleme (2.1))-(2.4) admet unique solution dans la boule de rayon A(T) + 2
et de centre zéro dans E3.

Démonstration
16:) g < AT) + BT la(0)] e e ),
avec A(T) = Ay(T) + Bi(T), B(T) = Ay(T) + Bo(T)
pour tout z1, 25 dans Ej3.
Ona |[l¢(z1) = d(2)lpg = lldo(z) = do(z2)llcory + lo1(z) — d1(z0)llpy avecz =
[ai(t), u'(z,t)],i=1,2
Po(z1)—¢o(22) = D pey h(t—l)#k (fot Fo_1(T;u?, a') sin pg,(t — 7)d7 — f(f For_1(m;u?, ab) sin g (t — T)dT) ,

61(21) — 61 (22) = (/Ot(t Bt al)dr — /Ot(t By, al)dT> Xo(x)

1 [ :
+ Z (E/ Fop_1(m;ut, ab) sin g (t — 7)d7
k=1

0

1 t
_M_ For_1 (7502, a') sin g (t — T)dT) Xog—1(2)
k Jo

+ Z ( / Fop(r;ut, a') sin g (t — 7)dr — — | For(m;u?, a") sin uy(t — 7)d7
Hk Jo

_E// Forp_1(&ut, ab) sin pg (17 — €)dE sin py(t — 7)d7
0 Jo

+;% /Ot /OT Fye—1(& u?, a') sin puye(7 — €)dE sin pu(t — T)dT) Xoi(2),
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< Ay(T) |a1 - a2HC’[0,T] HU2HB§’_T + By(T) HGIHC[O,T] Hul N u2HB§’,T

[6(21) = ¢(22)ll gz = ll@0(21) = do(22)llco.ry + 91(21) = dr1(22) I3
|
|

(
< A(T) [|a’ = a?[| o 1y (Bl(T) + Bo(T) [|a’| o HUQHBS’.T>
+ By(T) Hul — UQHBQ{T <A1(T) + A2(T) Hach[o,T] HU2||B§'T>
< A(D)BUT) [|a* = @[l gy gy + 4D Bo(T) [Ju’ = 5y,

+ Az(T) Ba(T) Haluc[o,T] ||u2||Bg_T <Ha1 - a2HC[0,T] + [Ju’ - “2||Bg_T>

< ADBD) ([la = oy + ' = ¥l )
4 B |y 1975 (lla* = @l gy + e =2l ).

ona |zl gy < AT) +2 = llat o + 102l < AT) +2,
etona ”alnc[o,T} + ||u2||Bg'T < A(T) + B(T) ||al”COT] ||u2||B§"T'
Donc
||a1”C[O,T} HU2HBS{ = T
6(:0) = 6l gg < BE) (AT +2) (0! = g + o = g, ),
avec 0 < B(T) < 1 (T est petit)
D’apres le condition et le théoreme de point fixe de Banach ¢ est contracte dans K, donc
¢ admet unique point de fixe z,
Alors le problem (2.1)-(2.4) admet unique solution K.
On déduire que v(z,t) = u(z,t) + b(t) (1)-@)avec les condition suivant :
1. () € C?[0, 1], 0(0) = b(0), v (0) = 0,v(0) = vy(1),
2. vi(z) € C?[0,1],v1(0) = b'(0),v,(0) = vy (1),
3. 7(t) € C?[0,T], vp(1) = r(0), va(1) = r'(0),
4. s(x,t) € (Dr)sy, Spe € C[0,1],¥t € [0,T],5(0,¢) = —a(t)b(t) +b"(t),5.(0,t) = s,(1,1),

admet solution unique.
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CHAPITRE 3

ETUDE NUMERIQUE

@ ans ce chapitre, nous avons proposé un algorithme pour résoudre le probleme inverse
-. Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Tchebychev, la méthode de
Newmark et la méthode des moindres carrées non linéaires avec régularisation de Tekhonov.

Des exemples numériques sont présentés pour valider 1’efficacité de cet algorithme.

36
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3.1 Probléme direct

3.1.1 Polyndomes de Tchebychev décales du premiére espéce

On pose(voir [1], [8])

1
s =2z — loux = 5(5 +1),avecs € [—1,1] etz € [0,1].

Donc les polyndmes de Tchebychev décales du premiere espece 7,/ (x) de degrés n en x sont
définis sur [0, 1] par

Tr(x) =Tn(s) = Tn(2x — 1). (3.1)

Proposition 3.1. Les polyndmes de Tchebychev décales du premiere espece T, (x) vérifiant la formule de
récurrence suivante :

Ti(z) = 1
Ti(x) =22 —1
THx) =22z — 1)T; () =T} 4(z) n=2,3,..

Proposition 3.2. La forme explicite de T} (x) de dégrés n est donnée par :

n

* n— n n—
k=0

Proposition 3.3. Les racines du polyndme T} (x) sont de la forme

mp:% (l—l—cos <M>) ,p € N*. (3.3)

n

Proposition 3.4. Les polyndmes de Tchebychev décales du premiere espece T, (x) sont orthogonaux dans
54 N . . 1 .
Uintervalle [0, 1] par rapport a la fonction poids x — ———= ie

0 st n#m
[ T e
=< 7T Si n=m=
0 Vo — 22 _
5 s n=m#0

Une fonction u(z), qui est carré intégrable dans [0, 1], peut étre exprimée en termes de poly-
ndomes de Tchebychev décales du premiére espece 7)(x) comme suit :

—+00

k=0
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3.1. PROBLEME DIRECT 38

ou

Co —

pour des raisons pratiques, nous prenons seulement les premiers (m + 1)-termes de 7, (z) qui

donné par :
Um(x) = Ty (x). (34)

3.1.2 Analyse de convergence
Théoreme 3.1. (Convergence uniforme) Soit u est une fonction deux fois différentiable sur [0, 1] et la
deuxieme dérivée est bornée sur [0, 1] c’est a dire

Im > 0,Vz € [0,1] : ‘u"(x)‘ <m.
Si > % ¢, T7 (x), alors la suite des somme partielles (u,,(x)) avec > i, ¢;T; () converge uniformément
vers u(x) sur [0, 1].

Démonstration. . En utilisant la changement de variable 2z — 1 = cos(¢) dans , nous obtenons :

C = g/ U (ﬂ) cos 10d0o
T Jo 2

Par intégration par parties deux fois, on obtiens :

1 (™ (14 cosf
avec

al(Q) — sin 9% |:sin§i_—11)9 N singi—-‘rll)e] :

1 (™ .[1
ci| = ’_/ u (LOSQ) (g)dg‘ < _/ |a;(6)
2m Jo 2

D’autre part,ona:

gs

—_

—+00

u(@) = um(2 |<§ICZIIT* |<§|Cz > 2
m~+1 m~+1 m~+1
Dong, >_, % Lest la séries de Riemann converge, alors le reste de cette séries converge vers zéro,
donc la su1te U, () est converge uniformément vers u(z) sur [0, 1]. O
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3.1.3 Méthode de collocation de Tchebychev

Dans cette section, nous appliquons le méthode de collocation de Tchebychev sur le pro-

bleme (I)-@). Notons v,,(z, t) comme approximation de v(z,t) donnée par :

m

= Z ()T (x

k=0

En utilisant (3.5), et (1), on obtient :

ST (@) = > W) (0) + alt) Y T (@) + sl ),

k=0 1=0 k=0

En remplagant x dans par les racines z, de polynome 7}, _,(x), définis par :

1 — YHyx
=3 (1+cos<<2;n_21 )) p=12 m—1

nous obtenons
z:cZ 0T () + ci(t)Si(z,) = s(zp, t).
k=0
ou
Ro(xp) = Ra(xp) = 0,

Rl(xp) = (n*)ll(xp)vi =2,3,...
Si(xy) = —a(t)T;(x,) — Ri(z,),i=0,1,....,m

D’apres les condition (3)), on obtient :

> (=D'alt) = (1), Y a2 |T/(-1) - T/ ()] =0

k=0

avec
Ti(=1) = T;(1) = =(i)*((=1)" + 1)
On introduit les vecteurs V(t) et F(t) définis par :

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)
(3.11)
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3.1. PROBLEME DIRECT 40

En remplagant (3.5)dans (2), on obtient

V(0) = (co(0), ..., i(0)" (3.12)

Yvi) = <c’0(0),...,c;(0)>T. (3.13)

En conbinant avec les équations (3.7) et (3.9), nous trouvons la forme matricielle suivant :

(0))", (3.14)

15 (1) Ty (1) 1 (z1)
15 (2) 17 (2) T, (x2)
M = : h o : (3.15)
T(T(xm—l) Tf@m—l) T (Tm-1)
0 0 0
0 0 0

et/{(t) est la matrice de rigidit donnée par :

Sg(z)  Si(w) - Sy (1)
Sp(w2) St(wa)  --- Sy (2)
FOZ Goms) Stom) - Stan) 19
1 1 .. (—1)f
0 0 e 2[T, (1) = T,,(1)]

Pour résoudre le systeme les équations différentielle du second ordre, nous utilisons la méthode
de Newmark.

3.14 Méthode de Newmark

Soit T > 0, pour N € N* donné, At = T'/N est le pas de la variable ¢. Nous définissons
donct; = jAt dans lequel j = 0,1, ..., N, et nous introduisons les notations suivants

Glty) =, bt) =0,V =(c,...d)  FI = (s(ar,t;), ., $(xm-1,1;), b(t;),0)T .

7
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En 1959 N.M,Newmark a proposé une méthode, qui relie les accélérations, les vitesses et les

déplacements des nceuds a l'instance ¢, et t; comme suit :
J+ J

) ) .. At)? . ..
VIt = Vi 4 AtV + % [(1 —20)V7 + 20VJ+1} : (3.17)
VIt — Vi 4 A [(1 Wit Wﬁl} . (3.18)

oul < 6 <1/2et0 < v < 1, La méthode la plus couramment utilisée est la méthode de
I'accélération moyenne pour § = 1/4, et v = 1/2 On résoudre le systéme a l'instant ¢,,; =
(7 + DAt

MVI+L ¢ g+t — pitl j 01, N — 1 (3.19)

En réarrangeant (3.17) pour une expression de V7' telle que

- Vit _ i Vi 1 .
J+L _ = _1 J
v O(At)2 AL <29 > v (320

En substituant (3.17)et (3.20) dans (3.19)), nous obtenons le systeme linéaire suivant :

ATyt = gitt (3.21)

ou
AL = % + K9t (3.22)
Bt = it M 9(%1)2 - QLA]% + (% — 1) Vﬂ'] . (3.23)

L’algorithme complet utilisant de Newmark est suivant :
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Algorithme 1 (Algorithme de Newmark)

1: Initialisations :

1.

8
9

Donner le terme sources(z, t), les conditions initiales vy(x) et vy (z)

. Donner a(t)

. Donner le condition aux limite de Dirichlet b(¢)

2
3
4.
5
6
7

Donner les polynome de Tchebychev T (z), ..., T ()

. Donner les racines 1, ..., z,,—1 de polyndme de Tchebychev décalé T’} _,(x)
. Donner le pas de temps 0 At

. Onfixe # = 1/4 ety = 1/2 et on donne les parametre suivants :

1 1 1
bo = 7512@, 522%—1,b3:At(1—7)7b4=7At;

Calculer la matrice de masse M ;

Calculer V9, V0, V0

2: Pour chaque pas de temps :

1.

6.

Calculer la matrice K71

. Calculer la matrice A7+ = pyM + Ki+1

2
3.
4

Calculer la matrice B! = Fitl o+ M bV + by VI + by V7

. Résoudre le systéeme linéaire suivant :

Aj+1vj+1 — Bj+1

. Calculer les vecteurs de vitesse et d’accélération :

VIt = by (VI — V) — b, VI — by V7

Vj+1 - Vj + bgvj + b4vj+1

Poser j = j + 1 et aller a I'étape 2 :1.

Exemple 3.1. On considere le probleme inverse (1))-(4), avec

s(z,t) = (22 — (14 47%) sin(272)) exp(t) — (27 — sin(277)) exp(—t),

vo(x) = 2mx — sin(27x), vy (x) = 2w — sin(27x),
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b(t) = 0,7(t) = 2mexp(t), z € [0,1],¢ € [0, 1],

I facile de vérifier que la solution analytique du probleme (I)-(@)est

15

16

RS

{a(t),v(z,t)} = {exp(—2t), 27z — sin(27zx)) exp(t)} . (3.24)

—# — zolution approchee
solution exacte

FIGURE 3.1 — solution exacte et approchée pour 7" = 1.

H. Khalfa
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FIGURE 3.2 —I'erreur pour 7' = 1.

3.2 Probléme inverse

3.2.1 position de probleme
Si le potentiel a(t) est inconnu, nous cherchons par des observations supplémentaires a x =
1,1ie,

v(1,t) =r(t), 0<t<T. (3.25)

Ainsi, un probléme inverse est formulé par 1'équation (1), la condition initiale et les condi-
tions aux limites (2),(8)avec une condition supplémentaire. (4)

Pour la solution de ce probléeme inverse, supposons que la fonction a doit étre paramétrée

H. Khalfa Probléme inverse pour une équation différentielle hyperbolique du second ordre
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sous la forme d'un polynéme de Tchebychev suivant :
at) =Y _dT;(t). (3.26)
=0

Pour tout a(t) une solution unique de probléme direct correspondant, désigné par v(1,t;a)
peut étre élaboré par la méthode de collocation de Tchebychev, la méthode de Newmark , alors
v(1,t; a) est obtenu.

Par conséquent, obtenir le potentiel a équivaut a trouver un vecteur D, ce qui signifie que
nous pouvons dire v(1,¢;a) = v(1,¢; D).
Ou

D = (do,dy, ..., dn)". (3.27)

3.2.2 Probléme de moindres carrés non linéaire

Pour résoudre le probléme inverse on résoudre un probleme de moindres carrés non linéaire

suivant :

m[i)n U, (D), (3.28)

¥(D) = [[o(1,6: D) — r(D)]} 0<t<T. (3.29)

Le probleme (3.28) est mal posé de sorte que ce probléeme admet plusieurs. Pour 'unicité, en
utilisant la régularisation de Tikhonov.

Régularisation de Tikhonov

([16])On considere le probléme régularisé suivant

ml%n U, (D). (3.30)

U(D) = |lv(1,t;D) —r(t)|; +a||D|; 0<t<T. (3.31)

tel que o > Oest le parametre de régularisation.
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Maintenant, pour obtenir D7, on suppose que

T =a +6a?, §=0,1,2, ...

jest le nombre d’itération,
da’désigne une perturbation de a’.

D’apres (3.26) nous avons

m

ai(t) = 3 AT (1),

=0

et .
dal(t) = SdiT; (t).
=0

Ou 0D’ désigne une perturbation pour D’ donné. Ainsi, pour obtenir D’*! & partir de D’ donné

il suffit d’obtenir une perturbation § D’.
DIt =pi4 5D/ j=0,1,2,... (3.32)
Ensuite, nous avons seulement besoin de déterminer un vecteur de perturbation
oD = (6, 6d, ..., 0 )t (3.33)
Dans la suite, pour faciliter I'écriture, D’ et § D7 sont abrégés en D et D, respectivement.

Probléme linéaire

Nous avons la solution directe v(1,¢; D + dD)est dépend de Dimplicitement, donc avec le
développement de Taylor a 1’ordre un trouve :

v(1,t; D+ 6D) =~ v(1,t; D) + Vhu(l,t; D).6D. (3.34)
En utilisant on obtient
W(D +6D) = ||[Vho(1,t; D).6D — (r(t) — v(1,t; D))||2
Avec (3.31), la fonction objectif de moindres carrés devient

Fo(0D) = ||Vpu(1,¢D).0D — (r(t) — v(1,t; D))Hi +al|dD|; (3.35)
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Nous discrétisons le domaine [0, 7| par t,(n =1,2,...,N)et0=t; <t, < ... <ty =T

Par la méthode de différence finie , nous avons

" v(1,t,;do, ..., d; coydy) —v(1,ty; D
VtDv(l,tn;D).éD%ZU( bni oy di 75 o) = 0L 63 D) g (3.36)

- T
=0

Pourn =1,2,..., N, ou 7 et un pas différentiel numérique. D’ot1, on définit la matrice

H = (hni) y m1) -

Ou
o v(1,tp;doy ey di + T, oy di) — (1,805 D)
ni T I
Alors
th hll hlm
hoo  hoi -+ hom
F=| 0 (3.37)
hno hni o+ hm
Soit
V = (1,133 D), v(1, ta; D), .., v(1, t; D)), (3.38)
R = (r(t1),r(t2), ..., (tn))". (3.39)

En utilisant (3.36),(3.37) et (3.38) on peut écrire (3.35) sous la forme suivante

Fo(6D) = |[H6D — (R = V)[|; + a [ 6D][5. (3.40)
Lemme 3.1. 0 D* un minimum de F,, si et seulement si D résout I'équation normale suivante

aéD*+ H'HSD* = H' (R - V). (3.41)
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Démonstration.

Fo(0D) = Fu(6D*) = (|HSD — (R = V)|l; + a[|dD|3) = (| HOD* = (R=V)|3 + o [[6D°|3)
|H6D||5 + ||[R = V|3 = 2(H3D, R — V) + a[|6D]3)

— (IH5Dl3+ [[R = V|5 = 2 (HSD*, R = V) + a [|6D°|3)

= ||H(6D — 6D%)||2 — 2||[HSD™||5 + 2 (H6D, H3D®) — 2 (HSD, R — V)
+2(HSD*, R— V) +a||6D — 6D°|2 — 2« ||6D%||2 + 2 (5D, 6 D*6 D)
=2(HSD™ — (R—V),H(6D — 0D*) +2(6D*,§D — 6D*)

+[|H(8D = 6D*)||; + al[sD = 6D°;

=2(H"(HsD* — (R~ V)) +adD*,0D — 6D*) + |H(6D — 6D%)||;
+al6D — D2

~—~

(3.42)

Pour tout 6D,5D* € R™*!. Si § D*satisfait (3.41), puis F,,(0D) — F,(6D) > 0, alors 6 D* mini-

mise(3.40)
D’autre part, si § D*minimise(3.40), choisisons §D = 6D +¢Zpour toutt > 0et Z € R™". On a

F.(6D) — F.(6D%) > 0,

donc,
2t (HY(HSD™ — (R — V) + a6D, Z) + (* |HZ|3 + at* | Z|)3 > 0,

diviser par ¢ > 0 et quand t — 0 on obtient
(H"(HSD* — (R—V)) 4+ aéD*, Z) > 0, pourtoutZ € R™
si on choisirZ = — (HT(HSD* — (R — V)) + adD*), nous obtenons

(H"(HSD* — (R—V)) + adD*, — (H"(HSD* — (R —V)) + aéD%)) > 0

—|ET(H6D® — (R~ V)) + aéD?|[5 > 0

donc
|HT(H6D* — (R —V)) + adD?|; < 0

implique que
H"(HSD* — (R—V)) +aéD* =0
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ce que montre D résout I'équation normale (3.41). O

Existence

Théoréme 3.2. Il existe au moins §D* € R™ point de minimum de la fonction F,

Démonstration. Soit §D,, € R™*lune suite minimisante,i.e,
F,(0D,) — I = infspegm+1 Fp(6D)quand n — 00.0n montre que (4D,,) est une suite de

Cauchy.

Fu(6Dy) + Fo(0Dy) = (|IHOD, — (R = V)|l5 + e [|6Dnl13) + (1HIDp — (R = V)5 + o [[6Dy[3)
= [HOD, |5 + [|1R = VI3 = 2(H8D,, R = V) + a||6D,;
+ |HSDw|l 4+ |R = V|5 = 2(H6Dp, R — V) + «||0 D, |12
= ||H6D, |5+ 2||R - V|5 —2(H(D, +0D,),R—V) +a|dD,]|;
+ | HODnll; + 10D,

(3.43)

Nous avons

1
|H6D, |5 + [|H Dyl = 3 (I1H Dy + 6Dy)|l3 + | H(8Dy — 6D |3) »
et .
o (I8Dnll3 + 16D l13) = 5 (18D + 6Dully + 10D — 6 D)
D’ou
1
F.(6D,)+ F,(6D,,) = 5 10D, + 5Dm\|§ +2||R - V||§ —2(H(D, +6D,,),R—V)

(3.44)

a 1 a
+ S NDu + 8Dll3+ 5 I H (D, — 6D 3 5 15D, = 6Dw3,

D’autre part

2 2

+ 2«
2

%(wn +6D,,)

oF, (%(wn + 5Dm)) —9 HH%((SDH +6D,) — (R—V)

2

|H(ED + D) = 2(R = V)[I3 + S (0D, +6D) 3

(19D +0Dwll; + 4|IR = Vl; = 4 (H(Do + 6D). R=V)) 5 45

N =N =

+ 26D, + 6Dy
1
= S 16D, +3Dull; +2 R = VII; = 2 (H(EDy +0Dy), R V)

+ % 16Dy + 5Dy,
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En remplacant (3.44)dans(3.45)on obtient

1 1
Fa(5D,) + Fa(3D,,) = 2F, (—(wn + 6Dm)) + = 16Dn — 6Dw|2 + 2 (16D, — D,
O? 2 2 (3.46)
> 21 + 2 0D, = 0Dl

Onarf,(dD,) + (6D,,) — 2Iquant n, m tend vers l'infini
16D, — 6Dyl < 0.

Ceci montre que (0D,,) est une suite de Cauchy et donc convergente puisque 1'espace eucli-
dien est un espace de Hilbert .0 D* = lim,,_,, D, nous avons 6 D € R™*!, et de la continuité
de F,,nous concluons que F,(0D,) — F,(dD%),alors F,(0D*) = I. Cela prouve 1'existence

d’un minimum de F,,. O

Unicité

. F,admet un minimum unique 6D* € R™. Ce minimum §D“est la solution unique de
I"équation normale
aéD*+ H'H§D* = H' (R - V),

Démonstration. . Il suffit de montre que 1’équation normale admet une solution unique parce
que nous avons un équivalence entre (3.41)et (3.40)

Nous avons I’équation normale
(al + H'H)OD* = H'(R - V),

pour montrer que cette équation admet une solution unique, il doit montrer ge la matrice (o +
HT H)est définie positive.
Alors, VoD # 0

((al + H"H)6D*,6D*) = (adD*,6D*) + (H" H6D, 6 D)

(3.47)
= a||sD*|3 + [|[HID®||; ,
On a
[H5D||3 > 0,
et
I6D||5 > 0,
donc

o |5D° |2 + [ HSD®||2 > o,
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alors
((aI + H"H)6D*,6D) > 0.

Cela prouve que la matrice (al + H" H) est définie positive donc inversible implique que
I'équation (3.40) admet une solution unique, alors, nous concluons que F,, admet un minimum
unique.

Par conséquent, une perturbation peut étre déterminée par (3.40)
aD* = (al + H'H)'"H"(R - V). (3.48)

Ainsi, une solution optimale peut étre approchée par la procédure d’itération tant que
le normale d’itérations est atteint, ou que la perturbation satisfait a une précision convergente
prescrite donné par

10D, < e

Ou € est une précision convergente donné. [

Algorithme 2 (Algorithme d’inverse)

1: Donner l'itération initiale D, et le pas différentiel numérique 7, et la précision convergente
¢, et la condition supplémentaire r(t).

2: Résoudre le probleme direct par le systeme linéaire,obtenirv(1,t,; D) et v(1,t,; (do, ..., d; +
T,....dy)),pourn = 1,2, ..., N eti=0,1,..., m,puis obtenir le vecteur | et la matrice H par
la formule

3: Choisir un parameétre de régularisation approprié a > 0, et obtenir un vecteur perturbation
dD* en utilisant la formule puis obtenir da®

4: Sl y a ||[6D%||, < ¢, alors l'algorithme d’inverse est terminé,et a + da® est considéré la
solution que nous voulons juste déterminer. Si non, passez a I’étape (2) en remplacant D
par D +0D.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié un probléme inverse pour une équation hyperbolique
linéaire du second ordre avec des conditions aux limites non locales et une condition supplé-

mentaire sur le coté z = 1. Ce travail se déroule en deux étapes :

v Etude théorique : Avec des hypotheses sur les données du probleme inverse et le temps

suffisamment petit, nous avons prouvé l’existence et 1'unicité de la solution par le théo-
réme de point fixe.

v Etude numérique : nous avons proposé un algorithme pour calculer la solution numé-

rique de ce probléme inverse. Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Tche-
bychev, la méthode de Newmark et la méthode des moindres carrés avec régularisation
de Tikhononv. Des exemples numériques sont présentés pour valider 1'efficacité de cet
algorithme.

Comme perspectives, nous avons prévu le sujet de recherche suivant :

i Probléme inverse pour une équation des ondes avec condition au limite non locale :

u (2,1) = a(t) uge (2, 1) + f (2,1), (2,1) € Qp
u(z,0) =@ (@), u(2,0) =9 (r) 0<z <1
w(0,t)=0b(t),0<t<T

ug (0,t) = u, (1,8), 0 <t <T,

w(l,t)=B(t),0<t<T,

ou Qr = {(z,t): 0 < X <1, 0<t<T}et f(x,t),v(x), () b(t) et E(t)sont des fonc-
tions données.
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ans ce mémoire, nous avons étudié un probleme inverse pour déterminer un coefficient de poten-

tiel en fonction du temps ¢ et le déplacement d’onde a la position x et au temps ¢ dans une équation
hyperbolique linéaire du second ordre avec des conditions aux limites non locales et une condition sup-
plémentaire sur le coté = 1. Pour le temps T est suffisamment petit et avec des hypothéses sur les
données du probleme, nous avons prouvé I’existence et 1'unicité de la solution par le théoreme de point
fixe. Ensuite, nous avons proposé un algorithme pour calculer la solution numérique de ce probléme
inverse. Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Tchebychev, la méthode de Newmark
et la méthode des moindres carrés avec régularisation de Tikhononv. Des exemples numériques sont

présentés pour valider l'efficacité de cet algorithme.

Mots-Clés : Théoreme de point fixe , Probleme non auto-adjoint, Méthode de Newmark, Moindres

carrés, Polyndmes de Tchebychev, Régularisation de Tikhononv.

n this memoir, we studied an inverse problem to determine a coefficient of potential as a function

of time ¢ and the wave displacement at position = and at time ¢ in a second-order linear hyperbolic
equation with non-local boundary conditions and an additional condition on the side x = 1. For the
time 7T is small enough and with assumptions on the data of the problem, we proved the existence and
uniqueness of the solution by the fixed point theorem. Then, we proposed an algorithm to calculate the
numerical solution of this inverse problem. This algorithm based on Chebyshev’s collocation method,
Newmark’s method and the least squares method with Tikhononv regularization. Numerical examples

are presented to validate the efficiency of this algorithm.

Keywords : Fixed point theorem, Non self-adjoint problem, Newmark method, Least squares,

Chebyshev polynomials, Tikhononv regularization.
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