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Introduction

Euclide a fondé sa géométrie sur un systéme d’axiomes, qui assure en particulier
qu’il est toujours possible de tracer une droite passant par deux point donnés, et
qu’il est toujours possible de tracer un cercle de centre donné, et passant par un point
donné. La géométrie Euclidienne est donc la géométrie des droites et des cercles, donc
de la régle et du compas. L’intuition d’Euclide était que tout nombre pouvait étre
construit, ou « obtenu », & I'aide des deux instruments.

Cette conjecture va d’une part remettre en question la définition d’'un nombre :
les nombres rationnel ne suffisent pas a exprimé toutes les longueures puisque la
diagonale d’un carré de coté 1 est constructible, mais correspont au nombre /2 dont
on démontre facilement qu’il ne saurait étre le rapport de deux entiers et, d’autre part,
engager la commuanté mathématique dans la recherche de résoluction impossible,
comme la duplication du cube, la quadrature du cercle et la trisection de ’angle sont
trois problémes grecs classique qui été résolu grace aux progres de la théorie des corps
au XVIIIe et XIXe s.

Ainsi, ce mémoire comport trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on présente de notions fondamentales sur les anneaux,
corps, sous-corps, idéaux d’'un anneau, anneau quotient, anneau principal, et éléement
irréductible.

Dans le deuxiéme chapitre, on définit les extensions d’un corps et le type de ces
extensions : extensions simples, extensions algébriques et extensions finies.

Dans le troisieme chapitre, on va donner des constructions géométriques et les
trois problémes grecs : la duplication du cube, la quadrature du cercle, et la trisection
des angles, les nombres constructibles a la regle et au compas, nombre constructible

et extensions quadratiques, applications aux problemes grecs.



Chapitre 1

Notions fondamentales

1.1 Anneaux

Définition 1.1

Un anneau (A, +, ) est la donnée d’un ensemble non vide A, muni de deux lois
de composition internes notées ” + 7 et 7 -7 (appelées respectivement addition et

multiplication) telles que :

- (A, +) est un groupe abélien (on notera 0 son élément neutre)

- Laloi” -7 est associative i.e. Vr,y,z€ A, x-(y-2)=(x-y)- 2
- Laloi 7 -7 est distributive par rapport a la loi 7 +”

Ve,y,z€ A,z (y+z2)=x-y+x-z et (x+y)-z=x-24+y-z

Remarques 1.1

1. Silaloi ” -7 est commutative i.e Vx,y € A, x -y =y - x, on dit que 'anneau A

est commutatif.

2. Silaloi ” -7 posséde un élément neutre 1, on dit que A est un anneau unitaire.

Exemples 1.1

(Z,4+, %), (Q,+, %), (R,+, %) et (C,+, x) sont des anneaux commutatifs uni-

taires.



1.1.1 Diviseurs de zéro
Définition 1.2

Soit A un anneau non réduit & {0}, on dit qu'un élément a € A est un diviseur
de zéro a gauche (résp. a droite) si a # 0 et s’ il existe un élément non nul b de A tel

que a - b= 0(resp. b-a = 0)

Exemple 1.2

pour Z/6Z, 2 et 3 sont des diviseurs de zéro car 2-3 =6 =0 .

Définition 1.3

Un anneau commutatif A est dit intégre s’il est non nul, et si ne psséde pas de
diviseur de zéro. Autrement dit ’anneau A est intégre si la relation a - b = 0 implique
a=0oub=0.

Exemples 1.3

1. Pour n € N, Z/nZ est intégre si et seulement si n est premier.

2. Z,Q, R et C sont des anneaux intégres.

1.1.2 Division dans un anneau

Définition 1.4

Soient A un anneau commutatif unitaire intégre, a et b deux éléments de A. On

dit que a divise b et on ecrit a | b si il existe ¢ de A tel que b =a - q.

Exemples 1.4
1) A=Z, 3|9 et (—=3)]9
2) A=7/6Z, 5|4 car2-5=10=4



1.1.3 Eléments invérsibles (unités)
Définition 1.5

Soit A un anneau unitaire, et soit a € A. On dit que a est un élément inversible ou
élément unité de A si a posséde un symétrique pour la multiplicalion. Nous noterons
U(A) 'ensemble des éléments inversibles

de A.

Exemples 1.5

1. Pour Z, les éléments inversibles sont 1 et —1. De fagon général, dans tout anneau

unitaire 1 et —1 sont des éléments unités.
2. Pour R, tout réal non nul est inversible.
3. Pour Z/6Z, 1 et 5 sont des élément unités.
Proposition 1.1

Soit A un anneau unitaire.
L’ensemble U(A) des éléments inversibles de A est un groupe pour la multiplica-

tion de A.

Exemples 1.6

1. Dans lanneau Z, on a U(Z) = {—1,1}
2. Pourn > 1, U(Z/nZ) = {7 € Z/nZ, (x,n) = 1}.
sin=6, U(Z/6Z) ={1,5}.

1.2 Corps

Définition 1.6

Un corps est un anneau commutatif, non nul, dans lequel tout élément non nul

admet un inverse.

Exemple 1.7
(Q,+, x), (R,+, x) et (C,+, x) sont des corps.
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Définition 1.7

Un polynéme d’indéterminée X et a cofficients dans A est une somme for-

melle
P(X):G0+a1X+a2X2+a3X3+ ..... + aan
avecVi>0,a;, € Aeta;=0pours>n-+1.

Définition 1.8

Si a, # 0, on dit que P(X) est de degré n , et on écrit deg (P) =d °P =mn;
)

sitag=a;=....=a,=0, P(X) est le polynéme nul ( P(X) =0
Sur A[X] on définit

e Addition

f(X)=ap+ a1 X +as X?+ ... .. + a, X"

g(X) =by+ b X + b X%+ ... .. + by X*®

(f +9)(X) = (a0 + bo) + (a1 + b1) X + (az + b)) X°+ . ..
e Multiplication

(f-9)(X)=c+aX+ X2 ... + ap X, tels que
co = agbo, ¢1 = agby + a1bo,

Co = a0b2 + a1b1 + (lgbg e Cp = aobk + albk_l + a2bk_2—|— .ot akbo

1.3 Sous-anneaux

Définition 1.9

Soient A un anneau, et B une partie non vide de A. On dit que B est un sous-

anneau de A si (B ,+, -) est un anneau.

Exemples 1.8

1. (2Z,+,-) est sous-anneau de (Z, +, -).

2. (Z,+,-) est sous-anneau de (Q,+,-).
Proposition 1.2

Soient A un anneau, et B une partie non vide de A. Les conditions souivantes

sont équivalentes :



1. B est un sous-anneau de A.

2. 1 € B et quels que sotent v,y € B, onax—y € Betx-yeB.

Preuve.
(=)
B est un sous-anneau deA, il est clair que la condition 2) est vérifiée.

(<)

B # () car 1 € B et B est sous-groupe du groupe additif A (puisque les relations

x € B ety € B entrainent x — y € B). D’autre part, comme les relations z € B et

y € B impliquent z - y € B, on voit que B est bien un sous -anneau de A. =

1.4 Idéaux d’un anneau

Définition 1.10

Soit (A, +,-) un anneau.

Un idéal bilatere de A est une partie non vide de A tel que :

1. Ve,yel onax—yel

2.YVae A,Vxrel onax-a€leta-xel.

Exemples 1.9

1. {0} et A sont des idéaux de A. Ce sont les seuls si A est un corps.

2. Les ideaux de Z sont les nZ avec n € N.

Proposition 1.3

Soient A un anneau commutatif unitaire, et I un idéal de A.
l.1€el <= I=A4
2. Soit x € U(A) rel < [=A4A
Preuve.
1) L’implication (< ) est evidente
(=)

Supponsons que 1 € I. Comme I C A, il suffit de montrer que A C I.



Soit © € Aet 1 € I et comme [ est un idéal de A alors z-1=1-2=x¢€ 1
Donc A C I.

2) Soit x € U (A)

L’implication (< ) est evidente

(=)

SizelavecreU(A),alorsilexistey € Atelque z-y=y-x=1

Il resulte que 1 € I, donc I =A. m

1.5 Anneau quotient

Définition 1.11

Soit A un anneau commutatif et unitaire, et soit I un idéal de A, et a € A. On

définit a + I = {a+ x; x € I}, appelée la classe de @ modulo l'idéal I.

Définition 1.12

On définit sur A la relation binaire suivante
aRbsSa—-bel
R est une relation d’équivalence sur A
la réflexivité :
aRa,cara—a=0¢€el
la symétrie :
aRbsa—-bels —(a-belsb—acl<bRa
la transitivité :
(aRbetbRc)& (a—beletb—cel)= (a—b)+(b—c)el=a—cel=a
Rec
Soit a € A
a={beA;bRa}={bcA;b—acl}
={beAs;b—a=z,2€1l}
={beA;b=a+z,xel}
=a+1.



Proposition 1.4
1. AJl=A/R={a;aec A} ={a+1,ac A}
2. (a+1)+(b+I)=a+0b+1
3. (a+1)-(b+1)=a-b+1.

Cest -a-direa+b=b+aeta-b=a-b.
Théoréme 1.1

L’ensemble A/I pour les lois intérnes définies ci-dessus, est un anneau appelée

l’anneau quotient de A sur 1.

Exemple 1.10

A=2%Z,1=nZ,neN.

1.6 Anneau principal

Définition 1.13
Soit A un anneau, et [ un idéal de A. On dit que [ est un idéal principal de A
s’ il existe a € A tel que [ = (a) ={a -z |z € A}

Définition 1.14
Un anneau est dit principal si il est intégre, et si tout ses idéaux sont principaux.
Exemples 1.11

1) Z est un anneau principal .

2) Soit k un corps commitatif, Panneau k[X| est principal.

1.6.1 Idéal premier
Définition 1.15

Soit (A, +, ) un anneau. Un idéal I est dit premier, s’il est porpre (I # A), et s'il
vérifie :

Ve,ye A, z-yel =xe€louyel.



Exemples 1.12

1. Les idéaux premiers de Z sont les pZ, ou p est premier.

Pour A =7, soit I = (5) = 5Z. I est idéal premier de Z car si z,y € Z, tels que
x-y €5Z,ona 5|x-y, et comme 5 est premier, alors 5 | z ou 5 | y ¢ ést a dire

x € 5Z ou y € 57.

Théoréme 1.2

Soit A un anneau et I un idéal de A.

I est un idéal premier si et seulement si A/ est intégre.
Preuve.

(<) Soient x,y € Atel que z-y € I, on a:

r-y+I=1

=(@+1)-(y+1)=1

sz+I=Touy+I=1

= x € [ ouy € I, donc I premier.

(=)1 premier tel que :

r-yel =xeclouyel

=ax+I=1ouy+I=1donc A/I est intégre. m

1.6.2 1Idéal maximal
Définition 1.16

Un idéal I est un idéal maximal dans A si :
1. I #£A,
2. Si J estidéalde Atelque: I CJ alors J =1 ou J=A.

Exemples 1.13

1. Les idéaux maximaux de Z sont les pZ, ou p est premier.

A=7Z, I =37, I est idéal maximal car on a 3Z # Z, et si J = nZ un idéal de
Z vérifiant 3Z C nZ , alorsn |3 doun=1oun=3

Sin=1alors J =7 = A.

Sin=3alors J=3Z=1.



Théoréme 1.3
1. I idéal mazimal <= A/I corps
2. I idéal mazximal = I idéal premier.

Preuve.
De 2) [ idéal maximal < A/I corps = A/I intégre < [ idéal premier, donc [

idéal maximal = I idéal premier. m

1.6.3 Homomorphisme d’anneaux
Définition 1.17

Si A et B sont deux anneaux, un homomorphisme d’anneaux est une application

f: A — B vérifiant les propriétés suivantes :

a) Pour tousaet b€ A, f(a+b) = f(a)+ f(b);
b) Pour tous a et b € A, f(a-b) = f(a)- f(b);
Proposition 1.5

Si f est homomorphisme d’anneauz, on a
L f(
S
3. f(—a) = ( ), a € A.

4. f(a™) =[f(a)]", n €N et a € A.

Définition 1.18

Un isomorphisme est un homomorphisme bijectif; un automorphisme est un iso-
morphisme d’un anneau sur lui-méme.

L’image d’un homomorphisme d’anneaux A — B est sous-anneau de B .
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Exemple 1.14

Si I est idéal bilatére d’'un anneau A. L’application canonique II :A — A/I,

x — x + I est un morphisme d’anneaux. On 'appelle 'homomorphisme canonique.

1.7 Eléments irréductibles

Définition 1.19

Un élément p € A est dit irréductible si :

L p#0,etp¢U(A)
2. p=a.bavec a,b € A, alors a € U(A) oub € U(A).

Exemples 1.15

A =7, les élément irréductibles de 7Z, sont les élément +p avec p premiers.

11



Chapitre 2

Extension d’un corps

Nous citions des propositions qui lient deux corps, lorsque I'un est inclus dans

l'autre.

2.1 Extension d’un corps

Définition 2.1

Une extension d’un corps commutatif K est un corps L qui contient K comme
SOUS-COTps.

On note parfois L/K pour indiquer que L est une extenion de K.

Exemples 2.1

1. C est une extension de R.

2. R est une extension de Q.

2.2 Extensions simples

Définition 2.2

Une extension L d’un corps K est dite simple, s’il existe un élément a de L, tel
que L est égale a K (a),
o K () = {19, f,g ¢ Klal, g(a) # 0},

12



2.2.1 Homomorphisme de corps
Définition 2.3

Un homomorphisme de corps commutatifs est par définition un homomorphisme
d’anneaux entre deux corps commutatifs.
Les monomorphisme sont les homomorphisme injectifs. Un homomorphisme sur-

jectif est un épimorphisme.

Définition 2.4

Soinent L; et Ly deux extension du méme corps K, si f : L; — Ly est un ho-
momorphisme de corps, et pour tout x € K, f(x) = z. On dit que f est K—

homomorphisme.

Proposition 2.1

Si f 1 By — Ey est un homomorphisme de corps, alors f =0 (Vx € Ey : f(x) =0)
ou f est injectif.
Preuve.

Ker f ={x € E, : f(x) =0} est un idéal de Ej. Les seuls idéaux de E; sont {0}
et B1. Si Ker f = Ej alors f = 0. Si Ker f = {0} alors f injectif (dans ce cas F;

peut étre considére comme sous corps de E;). m

Exemple 2.2

f:Q(v2) - Q(V2)
a+bvV2 —a—bv2
Ona:siz=a+byv2,y=c+dy2dans Q(v2),
fle+y) = fla+e)+(b+d)V2)

=(a+c)— (b+d)V2

= (a=bV2) + (c — dV?2)

= f(x)+ fy),
et de méme f(z-y) = f(x) - f(y).

Donc f est un Q— homomorphisme de corps.

13



2.2.2 Eléments algébriques et éléments transcendants
Définition 2.5

Soit L/K une extension.
Un élément o de L est dit algébrique sur K, s’il existe un polynéme non nul &
coefficients dans K, tel que f(a) = 0.

Un élément qui n’est pas algérique sur K est dit transcendant sur K.

Exemples 2.3

1. o € K, est algébrique sur K, car « est une racine de f(z) =z —«, f(z) € K|x],
2. K=Q, L =R, a = /2 est algébrique sur Q, car « est une racine de
fla) =222,
3. K=0Q, L =R, a = /5 est algébrique sur Q, car a est une racine de
flx) =23 -5,
4. K =R, L =C, a =i est algébrique sur R, car « est une racine de f(x) = 2*+1,
f(z) € Rla].

5. le nombre e ou le nombre 7 sont des réels transcendants sur Q.

Théoréme 2.1 [Gelfond-Shneider]

Sia#0 et 1 est algébrique sur Q, 3 est algébrique sur Q et 3 ¢ Q alors o est

transcendant sur Q.

Exemples 2.4

a) a=2 0= V2, implique 2V2 est transcendant sur Q.

b) a =+/2, B =+/3, implique \/5\/5 est transcendant sur Q.

14



Théoréme 2.2

St o € L est algébrique sur K alors :

1. il existe un polynome P(x) € K]|x], irréductible normalisé unique qui vérifie

P(a) =0.
2. si f(x) € K[x] tel que f(a) =0 alors P(x)|f(x).

Définition 2.6

Soit L/K une extension.
Le polynome P(z) défini par le théoréme précédent est noté;

Irr(a, K, x) = Irrg(a, x) est appelé le polynome minimal de o sur K.

Exemples 2.5

1. K=Q, L=R, a = v/2, on a Irr(v/2,Q,z) = 2% — 2.
2. K=R, L=C, a =4, on a Irr(i,R,z) = 2* + 1.

Théoréme 2.3
Soit o € L algébrique sur K, et P(x) = Irr(a, K, z) alors :
1. [K(x): K] =n, avec n = deg(P(x))

2. {1,a,a?,...,a" 1} est une base de K (o) sur K.

Exemples 2.6
a) K=Q, L=R,a=+v?2,onalrr(v2,Q,xz) =2> -2 et
L [Q(v2): Q] =2
2. {1,/2}est une base de Q(v/2) sur Q.
Donc Q(v2) = {a-1+b-v2:a,b € Q}.
b) K=R, L=C,a=14,onalrr(i,R,z)=2?+1et
1. [R(i) : R] = 2
2. {1,i}est une base de R(¢) sur R.
Donc R(i) ={a-1+0b-i:a,beR}.
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c) K=Q,L=R,a=+5,onalrr(y50Q,z)=2°—5et
1. [Q(V5):Q] =3
2. {1, /5, \‘72—5}est une base de Q(v/5) sur Q.
Donc@(\?’/g):{a-l—l—b-{)’/5—1—0-\37%:@,@06@}.

2.3 Extensions finies

Définition 2.7

Si la dimension de extension L d’un corps K, considéré commeK -espace vectoriel
est finie, on dit que L est une extension finie de K, de degré [L : K| = dimgL.

Si ce degré vaut 2, nous parlerons d’une extension quadratique.

Exemple 2.7

[C : R] = 2, C est une extension finie de R.

Théoréme 2.4

Soit L/K une extension, a € L.

K () est une extension finie de K si et sulement si o algébrique sur K.

Théoréme 2.5

Si K, L, H sont trois corps avec K C L C H et si les extensions ont un degré fini
alors : [H : K| =[H : L][L : K].
Preuve.

Soit {l1,1s, ..., 1, une base de H sur L et soit {e1, €3, ..., €y} une base de L sur K.
{lier, liea, ..., l1em, laer, laea, ..., lo€m, ..., lner, lnea, . e} = {lie;, 1 <i < n,

1 < 7 < m} est une base de H sur K.Donc H est une extension finie de K et on

alH:K|l=m-n=[H:L|[L:K]. =
Remarque 2.1

Soit L/K une extension.

L:K]=1&L=K.
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Proposition 2.2

1. Soit L une extension finie du corps K. St x € L, alors x est un nombre algé-

brique.
2. Si x un nombre algébrique, alors K(x) est une extension finie de K.

3. Si x est un nombre algébrique, alors le degré de lextension [K(z) : K| et le

degré algébrique de x coincident.

Preuve.

1) Soit L une extension finie de K, et soit n = [L : K]|. Fixons z € L. Les n + 1
éléments(1, z, 22, ..., 2") forment une famille de n + 1 vecteurs dans un espace vectoriel
de dimension n. Donc cette famille est liée. Il existe donc une combinaison linéaire

n
nulle non triviale, c’est-a-dire il existe a; € K non tous nuls tels que > a;2" = 0. Si
i=0

a; X;, alors P(X) € K[X], P(X) n’est pas le polynome nul et
=0
P(x) = 0. C’est exactement dire que x est un nombre algébrique.

2) Soit P(X) = > a; X" non nul qui vérifie P(z) = 0. En écartant le le cas trivial
i=0
x = 0, on peut donc supposer que ag # 0 et a,, # 0.

I'on définit P(X) =

n

n—1 n
Alors 2" = —i Saxtett = a—l()Zaix“l. Ce qui prouve que =" € Vect(1,z,...,z" 1)
i=0 i=1

et % € Vect(1, x, ...,;”*1). De méme pour tout k € Z, 2% € Vect(1,x,..., 2" 1), donc
K(z) C Vect(1,z,...,2"'). Ce qui prouve que K(z) est un espace vectoriel de di-
mension finie sur K.

3) Ce sont a peu pres les mémes arguments. Si m = [K(x) : K| alors il existe
a; € K non tous nuls tels que iaixi = 0.Donc il existe un polynéme non nul de
degré m annulant x. Donc le degg algébrique de z est inférieur ou égal a m.

Mais s’il existait un polynéme P(X) = mz_jlbiX “ non nul de degré strictement infé-

i=0
rieur & m qui annulait x, alors nous aurions une combinaison linéaire nulle non triviale

m72)

m—1 )
S bt = 0. Cela impliquerait que ™ € Vect(1,z, ...,z et plus généralement

=0
que K(z) C Vect(l,z,...,2™?), ce qui contredirait le fait que K(x) soit un espace

vectoriel de dimension m sur K.

Donc le degré algébrique de z est exactement [K(z): K|. m
Corollaire 2.1
Si x et y sont des nombres réels algébriques sur K, alors x + vy et xy sont aussi.
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Preuve.

Comme x est un nombre algébrique alors L = K () est une extension finie de K.
Posons M = K(z,y) = (K(z))(y). Comme y est un nombre algébrique alors M est
une extension finie de K (z). Par le théoréme 2.4 M = K(z,y) est une extension finie
de K.

Comme =z +y € K(z+y) C K(x,y) et que K(x,y) est une extension finie de K
alors par la proposition 2.1 , x + y est un nombre algébrique.

C’est la méme preuve pour xy € K(zy) C K(z,y). m

Corollaire 2.2

St L est une extension finie d’un corps K, de degré n, alors tout élément de L
est algébrique sur K et son degré est diviseur n.
Preuve.

Quel que soit o € L, les n+1 éléments o = 1, o, o2, ..., o™ de L sont linéairement
dépendants sur K. On a danc une relation de la forme :

anQ™ + ap 10" M+ a9 =0 (a; € K, i de 0 an)

ol les a; ne sont pas tout nuls. Donc « est zéro d’un polynéme non nul de K|z,
c’est -a-dire « est algébrique sur K. L’élément o engendre une extension simple
K(a) C L.

On a donc d’apres le théoréme 2.4 :

2.4 Extensions algébriques

Définition 2.8

On dira qu'une extension L d’un corps K que c’est une extension algébrique de

K, si tout élément o € L est algébrique sur K.

Exemple 2.8

Toute extension finie du corps K est une extension algébrique de K.

18



Théoréme 2.6

Soit H une extension algébrique d’un corps K et L une extension algébrique de
H, alors L est une extension algébrique de K.
Preuve.

Un élément « de L est par hypothése un élément algébrique sur H. Soit g(X) =
Zn:hiXi le polynome de H[X] annulé par o et F' = K(hg,hq, ..., h,) le corps obtenu
i):a?r adjonction d’'un nombre fini d’éléments algébriques sur K, coefficients de g. Ce

corps F' est une extension finie de K et on a K C F' C F(«). Puisque F(«) est une

extension finie de K, donc « est un élément algébrique sur K. m
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Chapitre 3

Constructions géométriques

3.1 Constructions et les trois problémes grecs

3.1.1 La duplication du cube

Commengons par un probléme assez simple : étant donné un carré, construire (a
la régle et au compas) un carré dont ’aire est le double. C’est facile, car cela revient
A savoir tracer un coté de longueur av/2 a partir d’un coté de longueur a. En fait
diagonale de notre carré original a la longeur volume a+/2. Partant de cette longeur,
on construit un carré dont l'aire est (av/2)? = 2a? : son aire est bien le double de

cette carré de départ.

iy 2

=]

5= &= Tyl
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Posons nous la question dans l’espace : étant donné un cube, peut-on construire
un second cube dont le volume est le double de celui du premier ? Si le premier cube
a ses cotés de longueur a, alors le second doit avoir ses cotés de longueur av/2. La

question se formule alors de la maniére suivante :

o0

V=a* V =2a”
Probléme de la duplication du cube. Etant donné un segment de longueur 1, peut-

on construire & la régle et au compas un segment de longueur /2 ?

3.1.2 La quadrature du cercle

Probléme de la quadrature du cercle. Etant donné un cercle, peut-on construire a

la régle et au compas un carré de méme aire 7

oar
. . "

S—mr® S=xurt

Cela revient a construire un segment de longueur\/7 a la régle et au compas, a

partir d’un segment de longueur 1.
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3.1.3 La trisection des angles

Considérons un angle 6, c’est-a-dire la donnée d’un point A et de deux demi-
droites issues de ce point. Nous savons diviser cet angle en deux a I’aide d’une régle
et d'un compas : il suffit de tracer la bissectrice. Pour cela on fixe un écartement de
compas et on trace un cercle centré en A : il recoupe les demi-droites en des points

B et C. On trace maintenant deux cercles centrés en B puis C' (avec le méme rayon

pour les deux cercles). Si D est un point de 'intersection de ces deux cercles alors la

droite (AD) est la bissectrice de langle.

Probléme de la trisection. Peut-on diviser un angle donné en trois angles égaux a

laide de la régle et du compas ?
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3.2 Les nombres constructibles a la régle et au

compas

On consideére le plan euclidien ¢ muni d’un repére orthonormé, que 1’on identifiera

a R? (ou C). On définit des ensembles de points X; C £ par récurrence.

e On se donne au départ seulement deux points : Xy ={O; I} ou O = (0,0) et
I=(1,0).

e Fixons 7 > 0, et supposons qu’'un certain ensemble de points X; soit déja
construit. Alors on définit X, ; par récurrence, comme l’ensemble des points élé-
mentairement constructibles & partir de Xj.

C’est-a-dire : P € X, si et seulement si

1. Pe X;

2. ou P e (AB) N (A'B’) avec A, B, A", B’ € X,

3.ouP e (AB) NX(A,AB') avec A, B, A", B’ € X,

4. ouP € X(A,AB) NX (A", A’B’) avecA, B, A', B’ € X;.

On a noté X (A,r) le cercle de centre A et de rayon r.

Il faut comprendre cette construction ainsi : si A, B, A", B’ ont été construits et
sont dans X; alors, & partir de ces points, on peut tracer plusieurs objets a la régle
et au compas : par exemple la droite (AB) — & 'aide de la régle — ou le cercle de
centre A’et de rayon de longueur A’B’ en placant la pointe du compas en A’ avec un

écartement faisant passer le cercle par B'. Si cette droite (AB) et ce cercle X (A, A'B’)

s’intersectent alors les points d’intersection sont par définition dansX; .
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Voici les trois situations possibles. Les pointsA, B, A’, B’ en bleu sont dans X; , et

les points P rouge sont dans X;.

J

| s

F-

UI_;l'-
-
T
-]

e

Voici la premiére étape. Partant de Xy ( en bleu a gauche), on peut tracer une droite

et deux cercles (au milieu), ce qui donne pour X; quatre points supplémentaires (en

rouge a droite).

Pour X, on repartirait de tous les points (rouges ou bleus) de X3, et on tracerait
tous les cercles ou droites possibles (il y en a beaucoup!), et les points d’intersection

formeraient ’ensemble X5.

Définition 3.1

o X = U;>0X; est ensemble des points constructibles. Autrement dit

X - X()UXl UX2

De plus P € X si et seulement s’il existe i > 0 tel que P € X .
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e Xr C R est 'ensemble des abscisses des points constructibles : ce sont les nombres

(réels) constructibles.

e X C C est I'ensemble des affixes des points constructibles : ce sont les nombres

complexes constructibles.

Attention! Méme si deux points A, B sont constructibles et que ’on peut tracer
la droite (AB), pour autant les points de (AB) ne sont pas tous constructibles. Seuls
les points d’intersection de(AB) avec d’autres objets construits sont constructibles.

Déterminer les points constructibles X ou déterminer les nombres constructibles
Xg sont deux problémes équivalents.

En effet, si (x,y) est un point constructible alors par projection sur l'axe des
abscisses nous obtenons le réel constructible x, et de méme pour y projection sur ’axe
des ordonnées, puis report sur ’axe des abscisses. Réciproquement on peut passer de
deux nombres constructibles x, ¥y € R & un point constructible (x,y) dans le plan.
Voici comment : partant du point(y, 0) on construit (0, y) sur ’axe des ordonnées par
un coup de compas en reportant y. Une fois que (z,0) et (0,y) sont construits, il est

facile de construire (z,y).

3.3 Nombre constructible et extensions quadra-
tiques

Théoréme 3.1 [Wantzel, 1837]

Un nombre réel x est constructible si et seulement s’il existe des extensions qua-

dratiques
Q=KyCK; C..CK,, telles que x € K,.

Preuve.

intersection d’une droite et d'un cercle (ou de deux cercles) dont les équations
sont a coefficients dans K. On est ramené a résoudre une équation du deuxieme degré
dont les racines sont dans une extension quadratique de K.

Tout revient & dire qu’il existe une suite infinie de corps :

Q=KyC K, C..CK,,telles que x € K,.
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tel que [K; : K;—1] = 2. Un nombre réel est constructible si son degré sur Q est

une puissance de 2. m

Corollaire 3.1

Tout nombre réel constructible est un nombre algébrique dont le degré algébrique
est de la forme 2™, n > 0.

Preuve.

Si x nombre est constructible. Par le théoréme de Wantzel, il existe des extensions
quadratiques Q = Ky C K; C ... C K, telles que x € K,. Donc x appartient a une
extension de Q de degré fini. Ainsi, par la proposition , x est un nombre algébrique.

On sait de plus que [K;;; : K;] = 2, donc par la proposition, nous avons

[K, : Q] = 2". Il nous reste & en déduire le degré algébrique [Q(z) : Q]. Comme
Q(z) C K., alors nous avons toujours par la proposition que :

K, : Q(2)]|Q(x) : Q] = [K, : Q] = 2". Donc [Q(z) : Q] divise 2" et est donc de la

forme 2". ®m

Corollaire 3.2

Xg est le plus petit sous-corps de R stable par racine carrée, c’est-a-dire tel que :
o (e Xpetax>0)=re X,

e si K est un autre sous-corps de R stable par racine carrée alors Xg C K.

3.4 Applications aux problémes grecs

Corollaire 3.3
1. S un nombre réel x est constructible, alors x est un nombre algébrique. C’est-
a-dire qu’il existe un polynéme P € Q[X] tel que P(x) = 0.

2. De plus le degré algébrique de x est de la forme 2™, n > 0. C’est-a-dire que
le plus petit degré, parmi tous les degrés des polynomes P € Q[X]| vérifiant

P(z) =0, est une puissance de 2.
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3.4.1 L’impossibilité de la duplication du cube
Théoréme 3.2

/2 nlest pas un nombre constructible.
Preuve.

V/2 est une racine du polynéme P(X) = X* — 2. Ce polynéme est unitaire et
irréductible dans Q[X], v/2 donc est un nombre algébrique de degré 3. Ainsi son

degré algébrique n’est pas de la forme 2". Donc /2 n’est pas constructible. m

3.4.2 L’impossibilité de la quadrature du cercle
Théoréme 3.3

7 n’est pas un nombre algébrique (donc n’est pas constructible).
Preuve. Comme 7 n’est pas constructible, alors /7 n’est pas constructible non plus
(c’est la contraposée de r € Xp = 22 € Xp).

Le fait que 7 est transcendant (c’est & dire non algébrique) est démontré par

Lindemann en 1982. m

3.4.3 L’impossibilité de la trisection des angles

Théoréme 3.4

L’angle Z est constructible, mais ne peut pas étre coupé en trois car cosZ n’est
3 g 9

pas un nombre constructible.

Preuve.

L’angle 30 = % est constructible car cos 36 = cos § = %, impossible dans le cas

L —

5 = z, il faut résoudre

général car cos30 = 4cos® — 3cosf, on posant cosf = cos
I'équation 42> — 3z — cos3 = 0 qui irréductible, = est algébrique sur Q de degré

algébrique 3, donc il n’est pas constructible. m

Remarque 3.1

« est constructible si seulement si cos o est constructible.
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Exemple 3.1

pour I'angle 30 = %

La trisection n’est donc pas possible en général, mais attention, pour certains

angles particuliers c’est possible : par exemple les angles 7 ou 7 !
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce travail des constructions, et les trois problemes grecs :
la duplication du cube, la quadrature du cercle et la trisection des angles, les nombres
constructibles a la régle et au compas et nombre constructible et extensions quadra-
tiques qui nous a donné des applications aux problémes grecs comme 'impossibilité
de la duplication du cube, I'impossibilité de la quadrature du cercle et 'impossibilité

de la trisection des angles.
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Dans ce mémoire, nous avons étudié le probléme de les constrictions géométriques,
en n’ utilisant que la regle et le compas. Cette étude est basée sur la théorie des
extensions de corps. En particulier, nous avons appliqué cette étude aux problemes
grecs connus : la duplication du cube, la quadrature du cercle et trisection de angles.

Mots clés :

constrictions géométriques - la duplication du cube- la quadrature du cercle- trisection de
angles- régle- compas.

Abstract:

In this work, we have studied the problem of geometric construction, using only the
rule and the compass. This study is based on the theory of field extension. In particular
we applied this study to the in ancient greece problems : the duplication the cube,
guadrature of the circle and trisection of angles.

Keywords:

geometric construction - the duplication the cube- quadrature of the circle-trisection of

angles- rule- compass.
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