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Introduction

La plupart des problémes mathématiques et physiques sont résolus par des équations dif-
férentielles;dont la majorité sont trop compliqués & résoudre analytiquement. Parfois on peut
assurer l’existance et I'unicité de la solution mais on ne peut pas connaitre la forme explicite
de cette soltion Donc, nous présentons dans ce travail quelques méthodes qui permettent de
résoudre numériquement un probléme de valeur initial.Sachant que notre travail.se compose
de trois chapitres.

Le premier chapitre: Aborde des notions et un rappel sur les.opérateurs compacts.

Le deuxiéme chapitre: On donne le théoréme qui assure que ’équation différentielle
admet une solution unique ., on ne peut pas résoudre un probléme de valeur initiale (du
premier ordre ou du deuxiéme ordre) analytiquement,alors on a besoins.de chercher des
méthodes pour la résolution numérique de ces problémes,en se basant sur la méthode d’Euler.

On applique cette derniere sur les (PVI) du premier et du deuxiéme ordre.

Le troisiéme chapitre: On transforme un probléme initial du premier et du deuxiéme
ordre a une équation intégrale de Volterra.On applique la méthode des Trapeézes pour la
résolution numérique de I’équation intégrale de Volterra

On termine notre mémoire par une conclusion générale.



Chapitre 1

Opérateurs Compacts

1.1 Opérateurs linéaires compacts

Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé F dans un espace normé F', on dit que A est

un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné GG dans E & un ensemble relativement

compact A(G) dans F. Autrement dit la fermeture A(G) est compacte

1.1.1 Ensembles relativement compacts

Un ensemble G C F est relativement compact si pour toutes suites {u,} de G,il existe une

sous suite {uy,x)} qui converge dans F.

Théoréme 1.1.1 (critére de compacité) un opérateur linéaire A : E — F est compact
si et seulement si pour toute suite bornée v, de E ,la suite Ap, contient une sous suite

convergente de F

Preuve. il suffit d’appliquer les définitions appropriés d’un ensemble borné et un en-

semble relativement compact

Théoréme 1.1.2 une combinaison linéaire A = a Ay + Ay des opérateurs compacts est un

opérateur compact



1.1. Opérateurs linéaires compacts

Preuve. Soit {¢, } une suite borné de E et soit { Ay, } une suite de F,alors
Ap,(x) = aAip,(x) + A, (z) avec v, € En €N

A; et Ay étant compacts,on peut extraire de {A;¢p, } et de {Asp, } deux sous suites conver-
gentes qui donne par leur somme une sous suite convergente de {Ayp,, },donc A est compact

Théoréme 1.1.3 Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l'un des
opérateurs A ou B est compact.

Preuve. Soit {p,} une suite bornée de E, alors si B est un opérateur borné la suite
By, (x) est aussi bornée, et de la compacité de I’ opérateur A il eriste une sous suite
A(Byp,()) qui converge, ce qui implique que AB est compact.D’autre part si B est com-
pact,on peut extraire de la suite By, () une sous suite convergente By, ) (z), et de la
continuité de l'opérateur A car il est borné la suite A(Bwp, ) (x)) converge,ce qui implique

que AB est compact. m

Théoréme 1.1.4 Soit E un espace normé et F' un espace de Banach,et soit { A, }une suite
d’opérateurs compacts de E& dans F ,converge en norme vers l'opérateur linéaire A de E dans
E

lm 4, ~ 4] =0

alors A est compact.

Preuve. Soit {y,,} une suite bornée de E 'opérateur A; étant compact,on peut ex-
traire de la suite {A;¢, } une sous suite convergente,soit {,!} une sous suite de {¢,} telle
que,{ A1l } soit convergente De la méme fagon,on peut extraire de la suite {Aypl} une
sous suite convergente,car Ay est compact,soit {2} une sous suite de {¢?} telle que la suite
{Ayp2} soit convergente. Remarquons que , la suite {A;¢?} est une sous suite de la suite
convergente { AL} qui & son tour convergente. En raisonnant de la méme fagon, pour les
opérateurs A, Ay, ...A,, ..., on détermine les suites {¢L}, {©2}, ..., {@E}.Il est & remarquer
que la suite {¢P} est une sous suite de toutes les suites qui lui précedent et que les suites
{AgpP} sont convergentes pour (k = 1,2, ..., p).Comme I'espace Y est complet,pour la com-

pacité de lopérateur A il suffit de montrer que la suite { AP} est une suite de Cauchy,



1.1. Opérateurs linéaires compacts

alors
Al — Apl|| < [|Agh — [|Aph — AQL|||| + || Anh — An@l]] + [|Anpl — Apl]]

Soit ||, || < M; choisissons n de sorte que 'on a ||A — A, || < 337, ensuite choisissons N tel

que pour tous les p > N et ¢ > N,on a la relation ||A,¢h — Al < § car la suite { A, }

est convergente Dans ces conditions on aura pour tout p et ¢ suffisamment grands
[Apy — Al <€
[

Théoréme 1.1.5 Soit A un opérateur borné de E dans F, a image A(E) de dimension

finie. Alors A est compact.

Preuve. En effet,car 'opérateur A transforme tout ensemble borné G de F & un en-
semble borné A(G) dans un espace de dimension finie A(FE) ce qui implique que A(G) est

précompact. ®

Lemme 1.1.1 Soit G un sous espace fermé d’un espace normé E tel que,G # E,alors il

existe un élément p € E, avec ||¢|| = 1 tel que,pour tout ¢ € G,on a
lo — ¢l > a, avec 0 < v < 1
Preuve. En effet,soit f un élément de E tel que f ¢ G alors,on a
inf | f— | =5>0,
inf |f —¢ll =5

choisissons un élément ¢ € G tel que

s
Bllf vl <=
a
soit ¢ le vecteur donné par
oo IV
If =l
alors le vecteur ¢ est de norme égale a 'unité (|||l = 1).De plus, on a
1
le =0l = 77 IIf ={&+(lf =)}l
If =
> P > o
If =



1.1. Opérateurs linéaires compacts

Théoréme 1.1.6 L’opérateur identique I est compact de E dans E si et seulement si E

est de dimension finie.

Preuve. Soit ¢; un élément de F.tel que ||| = l,alors G; = span{¢,} est un sous
espace fermé de F car Giest de dimension finie.D’aprés le lemme précédent ,il existe un
élément ¢, € E tel que [|¢,|| = 1et [l¢; — ¢, > 3. Prenons une deuxiéme fois le sous espace
fermé G = span{py, ¢, },il existe alors un élément ¢y € E avec||ps|| = 1,[l¢; — @5 > 5 et
s — @3]l > 1. On répréte la méme procédure jusqu’a 'obtention d’une suite {¢, } vérifiant
lenll =1 et [lo, — @nll = 3, pour tout m # n. Il est & remarquer que cette suite {¢,} est

bornée mais elle ne contient aucune sous suite convergente C.Q.F.D. m

Corollaire 1.1.1 La boule unité B(0,1) dans un espace de dimension infinie n’est pas com-
pact. En effet, il suffit d’appliquer le théoréme précédent , car la boule unité B(0,1) est sa

propre image dans l’espace X de dimension infinie par l’opérateur identique

Théoréme 1.1.7 Un opérateur compact est un opérateur borné . La réciproque est fausse

Preuve. En effet , si on désigne par
B(0,1) ={zx € X, ||z|]| <1}

La boule fermé de rayon de l'unité, alors l'ensembleA(B(0,1)) est compact ,donc borné ,c’est
a dire

||Az|| < 0o et par conséquent , sup ||Az|| < oo
[l=]I<1

ce qui signifie que l'opérateur A est borné . Réciproquement, 'opérateur identique I de E

dans E est borné mais il n’est pas compact m

Théoréme 1.1.8 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyan continu est un opéra-
teur compact

Preuve. Soit E un ensemble borné de C(G) alors,on a
llell < M pour tout ¢ € E

De plus,
|Ap(z)| < M |G| ma>é|K(x,y)| Vo e G,Vp € E,
Y€



1.1. Opérateurs linéaires compacts

cela veut dire que A(E) est borné. L”opérateur K est uniformément continu sur le compact
G x G,d’ou

€

MG

Ve = 0,36 = 0,Vo,y, 2z € G, |z —y| < 6 = |K(2,2) — K(y,2)| <

d”ot
|Ap(z) — Ap(y)| < € pour tout p € E et x,y € G, avec |x —y| < ¢

Ceci exprime que ['ensemble A(FE) est équicontinu, d’ot A(E) est relativement compact

d’apres le théoreme d’Arzela-Ascoli. Alors A est compact m

1.1.2 Noyau faiblement singulier

On appelle noyau faiblement singulier la fonction K continue sur G x G C R™ x R" sauf

peut etre aux points x = y et telle que

Ve,ye G, x#y, IM >0, |K(z,y)| < 0O<a<n

|n—oz’

[z —y
Théoréme 1.1.9 L’oprérateur intégral A de C'(G) dans C(G) a noyau faiblement singulier

est un opérateur compact

Preuve. Il est a remarquer que 'opérateur

Ap(z) = /Gk(x,y)s&(y)dy, z,y € G

existe comme une intégrale impropre, car

K (z, y)e(x)] < Mgl [z —y|*™"

De plus, on a
d

T — afnd S W a—n n—ld — ﬂda’
|z —y y P " dp
G (e}
0

ol w, désigne la surface de la sphére unité dans R" , et d le diamétre de ’ensemble
G'.Construisons maintenant une suite d’opérateurs compacts A,, convergente vers I’'opérateur

A et telle que, on a

lim [|[A— A,|| =0
p—00



1.1. Opérateurs linéaires compacts

Soit h une fonction continue par morceau, définie sur [0, co[ & valeur dans R, par
h(t)=4q 2t—1si1<t<1

le noyau K, défini sur G x G a valeurs dans C, par

h(plr —y|) siz #y

KP<$7:U): 0 si
S1T0 =Y

est un noyau continu pour tout p € N et par conséquent , les opérateurs intégraux A, sont

compacts. De plus,

|Ap(x) — App(z)] =

/Gn - |<;{1 = h(ple =y (2, )¢ (y)dy

IN

M |l¢llwn [ p* o™ dp

(=]
D=

Wn
< Mgl —,z€G
ap®

Il est aisé de remarquer que la suite des opérateurs A,y converge uniformément vers Ay

quand p — oo, d’ou Popérateur Ap est un élément de C'(G), de plus

Wn
— — 0, lorsque p — o0

A—A)| <M
4= 4y <32

cela implique que 'opérateur A est compact m

Théoréme 1.1.10 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) & noyau continu ou & noyau

faiblement singulier est un opérateur compact sur C(G) si G est de classe C*



Chapitre 2

La résolution numérique d’un

probléme initial

2.1 Equation différentielle linéaire du premier et du

second ordre

Définition 2.1.1 (équation du premier ordre )

une équation différentielle qui peut s’écrire sous la forme
a(z)y +b(z)y = c(x) (2.1.1)

ot a(x),b(x) et c(x) sont des fonctions continues sur un méme intervalle I C R et on

demande Yz € I;a(z) # 0 la forme standard de ’équation (1) est
Y + b (x)y = c1(x) (2.1.2)

ot by (z) = X2 ¢ (z) = 42

Définition 2.1.2 (équation du second ordre)

appelle équation différentielle linéaire du second ordre wune équation du type

A(z)y" + B(x)y + C(x)y = g(x)



2.2. Théoréme d’existence et de I'unicité

ot A(z), B(z),C(x),g(x) sont des fonctions continues sur un méme intervalle (I)de sorte

que A(z) #0 Yx € I la forme standard de [’éq précédente

y" + Bi(x)y + Ci(z)y = g1(x)

ot By(x) = 55, Ci(x) = 55, 1 (x) = 42

2.2 Théoréme d’existence et de 1’unicité

Théoréme 2.2.1 (existence et l’unicité) Soit l'équation différentielle suivante

y = f(z,y) (2.2.1)
ot f(x,y) est une fonction continue de deux variables (x,y) sur l’ensemble
D={(z,y) e RxR, |z —xo| <a;ly —yo| < b} CU
et satisfait a la condition de Lipschitzienne en y

[f (@, y2) = fz, 1) < Llya — v V(z, 1), (2, 92) € D

Alors , il existe une solution unique y = @(x) de Uéquation (3) définie sur lintervalle

T =]ty —d,to+d[ , avec d < a et satisfait & la condition

©(x0) = Yo (2.2.2)

xT

o(z) = o + / f(r o(r))dr (2.2.3)

xo
Preuve. (existence de la solution)
La fonction f(z,y) étant continue dans 1’ensemble D fermé et borné ,alors il existe une

constante M telle que

f(z,y)] < M, ¥(z,y) € D (2.2.4)

soit maintenant la suite de fonctions définie par

T

(@) = 10 » @i(x) =0 + / (7 g5 a(r))dr i = 1,2, . (2.2.5)

o



2.2. Théoréme d’existence et de I'unicité

on va montrer que les fonctions ¢, (z)sont définies et continues sur le segment 7" autrement
dit
¢i(x) € C(T\R) i =0,1,2; ...

on a pour ¢ =1
x

¢1(x) = yo + /f(T, Yo)dT

Zo
il est clair de voir que la fonction ¢, (x) est définie et continue sur le segment 7T = [zg —

a, o+ a] et on a en vertu de (5)

(@) —wo| < / o)l

< Mz — o
le graphe de la fonction ¢, € D si
b
|x — 20| < i
posons
b
d = min(a, — 2.2.6
min(a, M) ( )
on obtient
{(z,¢,(2)),z €T} C D (2.2.7)

alors la fonction ¢, (z) € D si x € TOn a

x

Gi11(2) = o+ / f(r pu(r))dr

o

il vient que la fonction ¢, ;(z) est bien définie et continuse sur 7". De plus

i () — 0] < / F(r i) ldr < Mla — a0 < Md < b (2.25)

Zo

d’apres les relations précédentes on obtient

{(z,0;41), €T} C D

10



2.2. Théoréme d’existence et de I'unicité

Il est & noter que la convergence uniforme de la suite sur le segment 1" est équivalente a celle

de la série des fonctions

wo(x) + @1 () — o)) + - + [pia (@) — @i(@)] + .. (2.2.9)
voir que

o1(2) — o) < / (7 po(r)ldr < Mz — o (2.2.10)
alors

T

o) — p1(a)] < / (T on(n) — £y o(r))dr

zo

IA
h
—
AS
=
|
S
S
S
=
\]

A
=<
h

—
\]

|

&8
=

\]

Par récurrence , supposons que

u(2) — u ()] < mpir T =Tl

' (2.2.11)
2!

alors , on obtient

x

|0i1(2) —i(2)] < /|f<7—790i(7—)> — (i (7)) dr

Zo

N
i (i 4 1)!

finalement, on obtient
i1

(i+1)

|01 (2) — @;(x)] < ML VeeT, i=1,2,..

11



2.2. Théoréme d’existence et de I'unicité

H%H(CU) - %(@H < max [p;4(7) — ¢;(z)]
; di+1 o
< MLm, 1=20,1,2, ...

on a la série majorante

d d 1+1
Md+ ML ML?=— ML
Yol + Md + o T T G +1)!+
0 dz+1
= |3/0‘+ZML1
P ( >
= ‘?Jo

M
—(eLd —1) <00

Donc la série(11) converge uniformément sur 7" vers une fonction ¢(x) continue sur T ¢’est-
a-dire
lim [, — [l =0 (2.2.12)
Démontrons que le graphe dela fonction ¢ appartient & D.Autrement dit
{(z,¢(z),zeT)}C D
En effet,

T

o(r) =yo + /f(T,(,O(T))dT,VfL‘ eT

Zo

est obtenue en faisant tendre i vers oo ,il vient
lp(x) —yol < b, Ve €T

il reste maintenant & montrer que la fonction ¢(x) est la solution de I’équation(5),on a

I/f(T,%(T)) — f(r0(7))dr| < /If(T,%(T)) — f(r,0(7))ldr

< Ld||90i — ¢

12



2.2. Théoréme d’existence et de I'unicité

En tenant compte de (14), on obtient

T

lim [ f(7, (7 /fT(p ))dr ,x €T

1—00
o

Faisant tendre i vers oo dans I’expression (7),on obtient

1—00

lim g (a) = w0+ Jim [ £(76(0)

xT

= o+ / f(r o(r))dr

o
d’ou

xT

‘P(x):yOﬂL/f(T,sO(T))dT,xGT

zo

Unicité de la solution Pour la démonstration de I'unicité de la solution de I’équation

différentielle on doit utiliser le lemme de (Gronwalle - Bellman) suivant m

Lemme 2.2.1 Soient f(z) et g(z) deux fonctions scalaires continues et positives sur [xq, 00|;

avec

<c+/f T)dT, Yz € [19,00] € > 0,

Preuve. alors , on a

x

f(z) <cexp /g(T)dT, Vi € [z9.00]

zo
Passons maintenant a l'unicité . Soient ¢(x) et ¥ (z) deux solutions avec la conditions
initiales

p(x0) = yo et 1(x0) = Yo

alors pour = € [z, + d],on a

() — ()] < /IfT (1)) — F(r ()]

< /Is@ 7)|dT

13



2.3. La résolution d’un probléme de valeur initiale du premier odre

Posons la fonction
et la fonction

et la constante ¢ = 0 Applique le lemme de Gronwalle-Bellman a la relation au dessus ,
on obtient f(x) = 0 sur l'intervalle [zg, ¢ + d],et d’'une maniére analogue ,on traite le cas

ol x € [xg—d,z0]C.Q.F.D m

2.3 La résolution d’un probléme de valeur initiale du
premier odre
Les solutions aux problémes de valeur initiale sont obtenues en résolvant d’abord 1’équation

différentielle donnée puis en appliquant les conditions initiales.

2.3.1 Un probléme de valeur initiale du premier ordre:

Etant donnée I’équation sous la forme suivante:

V@ =Iey la, b] (2.3.1)
avec y(xo) = Yo
les problémes différentielles de ce type sont appellés probléme de cauchy ou probléme
de valeur initiale
ou f est une fonction continue Lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable.Le

théoréeme de Cauchy Lipschitz assure I’existence et | unicité de la solution.

14



2.3. La résolution d’un probléme de valeur initiale du premier odre

2.3.2 La résolution numérique d’un probléme de valeur initiale

du premier ordre:

On va chercher a approcher numériquement les solutions d’équations différentielle de la

forme :
") = f(z,y(x
V@) = J@v@)
avec y(zo) = Yo
Il arrive que 'on sache résoudre ce probléme de maniére analytique mais dans un grand
nombre de cas on ne connais pas de forme explicite de la solution. On peut alors essayer

d’approcher la solution par un schéma numérique

2.3.3 La méthode d’Euler :

La méthode d’Euler est le prototype le plus simple des méthodes numériques de résolution

des équations différentielles,pour ’équation de forme :

y'(x) = flx,y(x))

Vo € [a,b]
y(zo0) = Yo

Découpons le segment [a, b] a Iaide des points en N parties égales (a = 29 < 71 < ... <
Tn =10)

introduisons la notation ;1 —zg =29 — 21 =... =2, — Tp_1 =h

par conséquent :

h:b—a

n

donc la méthode Euler s’écrit

Yo : (donné)
Tip1 =i+ h (2.3.2)
Yir1 = Yi + hox f(2i,9:)
dans cette egalité xg,yo = y(xg), h sont connus, donc on va estimer la valeur de y(x1)

utilisant la formule suivante:

y/(c)

y(z1) = y(wo) + y/ (o) (w1 — o) + (1 — o)

15



2.3. La résolution d’un probléme de valeur initiale du premier odre

telle que ¢ € (zg , 1) ,
on a y'(xo) = f(xo,y(xo)) donc la formule précédente devient

y/(c) 2

(z1 — 70)

y(x1) = y(wo) + f(20, y(w0)) (21 — 20) +

on définit 1’ erreur par la valeur £ = y/éc) (r1 — x9)?, donc on obtient
y(@1) = y(xo) + f (2o, y(@o))(z1 — T0)
on va estimer la valeur de y(z3) , on aura :
y(x2) = y(z1) + [z, y(z1)) (22 — 21)

plus généralement Vk =1,2,....,n — 1

on peut approximer y(zx,1) d’apres la relation suivante

Ykt1 = Y + ho* fxr, y) (2.3.3)

Exemple 2.3.1 résoudre le probleme initial suivant utilisant la méthode d’ Fuler :

/

y = —y+axerp(—1?)

y(0) = 0
sachant que la solution exacte est :
yex(t,x) = exp(—2?) * (x — x * exp(—t))

Solution 2.3.1 ona xz=a:h:b telle que h ( le pas) a,b :les bords de l'intervalle

,N : le nombre de la subdivision
b—a

h
N

en appliquant le schéma de la méthode

Yit1 2 Y + hxw;

Tip1 =1+ h

16



2.4. Un probléme de valeur initiale du second ordre

On obtient

la valeur x

la solution exacte

la solution approchée

lerreur

0.000000000000000

0.000000000000000

0.000000000000000

0.000000000000000

0.200000000000000

0.034832315617154

0.000000000000000

0.034832315617154

0.400000000000000

0.112373890046959

0.038431577566093

0.073942312480866

0.600000000000000

0.188870064057551

0.098916765170171

0.089953298887380

0.800000000000000

0.232291732288741

0.162854571264661

0.069437161024081

1.000000000000000

0.232544157934830

0.214650444858616

0.017893713076213

Exemple 2.3.2 résoudre [’équation suivante

y =y + 22y
y(0) = -1

Solution 2.3.2 ona N =5,a=0.,b=1,r=a:h:b telle queh:b’T‘l

On obtient

Ricaty vy = A(z)y? + B(z)y + C(x)

la valeur de x la solution exacte la valeur approchée lI7erreur
0.000000000000000 | —1.000000000000000 | —1.000000000000000 | 0.000000000000000
0.200000000000000 | —1.217627475700369 | —1.200000000000000 | 0.017627475700369
0.400000000000000 | —1.449947898662102 | —1.428480000000000 | 0.021467898662102
0.600000000000000 | —1.636156803786667 | —1.648878236467200 | 0.012721432680533
0.800000000000000 | —1.692989734134272 | —1.782900324174587 | 0.089910590040315
1.000000000000000 | —1.581976706869326 | —1.732602492568948 | 0.150625785699621

2.4 Un probléme de valeur initiale du second ordre

Le probléme aux valeurs initiales consiste & trouver une fonction y : I — R solution de :

y(zo) =1

y'(x0) = 12

rzel

La condition y(z),y (o) sont des conditions initiales , ce probléme est un probléme

d’évolution , c’est a dire a partir de la conditions initiale on peut calculer la solution a

I'instant 2. On remarque que la solution doit obligatoirement passer par le point (xg, yo).

pour ces équations d’un intérét pratique , on trouve rarement la solution y(z) exprimée

avec une formule exacte.

permettant de résoudre numériquement ce genre des problémes.
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2.4. Un probléme de valeur initiale du second ordre

2.4.1 La résolution numérique d’un probléme de valeur initiale

du second ordre :

On suppose qu’on va resoudre le probléme initial sur 'intervalle I, a <z <b

Etant donnée I’équation suivante sous la forme:

y'(x) = f(z,9,9)
y(zo) = o , ¥'(x0) = 1
ou
y' (@) +p(@)y (z) + q(@)y(x) = f(z)

ou p(x), q(z), f(x) sont des fonctions continues sur l'intervalle I, donc il existe y(z) solution
unique pour ce probleme

on va chercher & approximer la solution par un schéma numeérique.

Dévisant l'intervalle I ;(a <z < b) en N parties égales (a = g < 1 < ... < x, = b) ou
h=x4—x9y=2y—2,=..=2x, — T, 1 on 'appelle le pas,

ce pas h = I”T‘l, sachant que z;,1 = x; + h

2.4.2 La réduction d’équations différentielles linéaire a un sys-

téme du premier ordre :
Tout probléme de valeur initiale de la forme

y" = a(z)y’ +b(z)y + c(x)
yla)=a  y'(a)=p
peut se réduire & un systéme matriciel du premier ordre
y'(x) = Alz)y(z) + 9(z)
yla) =c
ou A(z),g(x),c et I'instant initial 2y sont connus

on pose y; =y et yo = y' alors on obtient y; = y

y" = a(x)ys + b(z)y + c(x)
y(a) = a,y'(a) = f

18



2.4. Un probléme de valeur initiale du second ordre

alors on aura

la forme matricielle est :

Y/(:L‘) _ y, _ 0 1 hn + 0
Ké bz) a(z) | | w o(x)
Y(we) = | °
B

on va chercher a approximer la solution de ce genre de probléme utilisant la méthode

d’Euler

2.4.3 La méthode d’Euler

x:a:h:btellequeh:b_T“

h2
Y’(in_;,_l) = Y(ZEZ) + hY’(Il) + ?Y”(wl) , i | W < Tigq
telle que 'erreur d’approximation est :
h2
E = ?Y”(w,) , g R W < Tiqq

d’autre terme on a : ¥’ = f(z,v,v) ,y=vy ¥ =wu

(x) y(z)
v) = | I ) = LY (20) =
y' () Y1 ()
v (Y@ _[w@ ) [ w
yi () Y1 () f(@, )
Y(Tit1) ~ y(zi) h Yii
n (ﬂfi+1) Y1 (1'@) f(l"i, Yis y;)

Exemple 2.4.1 résoudre le probléme suivant:
y" = -9y — 14y + 1sin(z)
y(0)=1 ¢'(0)=1

19



2.4. Un probléme de valeur initiale du second ordre

Solution 2.4.1 a=0 b=1 h= b_T“ telle que N le nombre des subdivitions

on obtient

la valeur de x la solution exacte | la solution approchée lerreur
0.000000000000000 | 1.000000000000000 | 1.000000000000000 | 0.000000000000000
0.200000000000000 | 0.925690501840839 | 1.200000000000000 | 0.274309498159161
0.400000000000000 | 0.687937549559603 | 0.480000000000000 | 0.207937549559603
0.600000000000000 | 0.484696802486111 | 0.387973386615901 | 0.096723415870210
0.800000000000000 | 0.339231881605946 | 0.200583044169353 | 0.138648837436593

1.000000000000000

0.240358785213677

0.144523071089588

0.095835714124089
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Chapitre 3

Transformation d’un probléme initiale

a une équation intégrale de Volterra:

3.1 L’équation intégrale de Volterra:

Considerons I'équation intégrale de Volttera sous la forme suivante:

T

o(x) = f(x) + / ke, y)o(y)dy s a <z < b (3.1.1)

z0

Sachant que f(x) et le noyau de I’équation intégrale k(x,y) sont des fonctions données , ou

¢(x) est une fonction inconnue on va la determiner.

3.2 Transformation d’un probléme initiale & une équa-
tion intégrale de Volterra:

On va chercher comment transformer un (PVI) & une équation intégrale de Volterra

(PVI) du premier ordre qui est sous la forme:
/
= .1:,
{ y' = flz,y) (3.2.1)
ol «v est une constante et f(z,y) est une fonction continue

21



3.2. Transformation d’un probléme initiale 4 une équation intégrale de Volterra:

On intégre 1’équation precedente 3.2.1) de xp & x on aura:

/ - e
y(z) — y(wo) /fxy

T)=a+ /f(x,y)dx (3.2.2)

Alors on obtient:

(PVI) du second ordre qui est sous la forme :

Yy = f(@,y,y)
y(zo) = Y'(20) =B

ou « ,/3 sont des valeurs données et f(x,y,y’) est une fonction continue

(3.2.3)

On intégre 1’équation précédente (3.2.3 )de z¢ & =, on obtient:

/ /f:cyy
y'( (o) /fmyy

=ﬂ+/ffv,y,y

iy’(x) = j(6+jf(w,y’,y))

\ Zo

(3.2.4)

Alors on obtient:

y(x) = a+ B(x — x) + //f(:v,y’,y) (3.2.5)

3.2.1 Approximation de la solution de I’équation intégrale de Volterra
La méthode des Trapézes

Rappelons que I'équation intégrale de Voltérra est donnée par:

T

ul(e) = g(a) + / Bz, y)uly)dy (3.2.6)

Zo
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3.2. Transformation d’un probléme initiale 4 une équation intégrale de Volterra:

Notre objectif est d’approximer la solution u* de I’équation(3.2.5 )sur un systéme des noeuds
o=a<z; <2< ...<z,=0b
supposons que ce systéme est equidistant

ri=a+ih 1=1,2,...,n

ou h est le pas de la discritisation telle que:

_b—a

h
n

La méthode des Trapézes, est usuelle dans le but d’approchée numériquement la quantité
qui se présente sous forme intégrale dans I’équation précédente (3.2.6)
Schéma de la méthode des Trapézes:

x1

[ @) = hComn) + 585 (o)

1

= h(f(xo, yo) + i(f(xh yl) - f(xO; yO)))

— g(f(xo,yo) + f(z1,11))

pour lintervalle [x7, 23] on obtient

[ £) = 570, + T )

et pour le dernier intervalle [x,_1,z,] on obtient
f h
f<x7y) = E(f(xn—la yn—l) + f(xm yn))

finalement on aura

T
v n—1

[ £ = 5 ) + 23 7o) + Fansn)

20 =1

Evaluation de l'erreur
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3.2. Transformation d’un probléme initiale 4 une équation intégrale de Volterra:

1"

—1 " 7 "
E = Ehg(fo +f1 + .+ fn—l)

alors
E = _—1h3nf" (z,7)
12
R i)
telle que
nh=(b—a)

Exemple 3.2.1 résoudre l’équation suivante utilisant la méthode des Trapézes:

/

y = —y+axxerp(—2°)
y(0) = 0

Solution 3.2.1

/

Y = —y+xx* e:cp(—a:Q); y(0) =0

transformation a une équation de Volterra

T

y(x) = / —y+x * exp(—1?)

0

alors on obtient:
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Conclusion générale

Conclusion

On conclu que tout probléme de valeur initial peut se transformer a une équation inté-
grale de Volterra, telle que la solution numérique obtenu par la méthode des Trapézes est

la meilleure par rapport a celle qui est déja obtenue par la méthode d’Euler.

25



Conclusion générale

Résumé

Dans ce travail, on résout le probléme de valeur initial du premier et deuxiéme or-

drenumériquement utilisant la méthode d’Euler.Puis, on transforme (PVI) & une équation

intégrale de Volterra , sa solution numérique obtenu par la méthode des Trapézes. est la

meilleure par rapport & celle d’Euler.
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Résume :

Dans ce travail, on résout le probleme de valeur initial du premier et deuxieme
ordre numériquement utilisant la méthode d’Euler. Puis, on transforme (PVI)a
une équation intégrale de Volterra, sa solution numérique obtenue par la
méthode de Trapeze est la meilleure par rapport a celle d’Euler

Abstract:

In this work, we solve initial value problem for a second

order numerically using Euler. On the other hand, we show that after the
transformation of the (IVP) into Volterra integral equation of the second kind,
its numerical solution using trapezoidal method is better than Euler method
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