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Introduction

La plupart des problèmes mathématiques et physiques sont résolus par des équations dif-

férentielles;dont la majorité sont trop compliqués à résoudre analytiquement. Parfois on peut

assurer l’existance et l’unicité de la solution mais on ne peut pas connaitre la forme explicite

de cette soltion Donc, nous présentons dans ce travail quelques méthodes qui permettent de

résoudre numériquement un problème de valeur initial.Sachant que notre travail.se compose

de trois chapitres.

Le premier chapitre: Aborde des notions et un rappel sur les.opérateurs compacts.

Le deuxiéme chapitre: On donne le théorème qui assure que l’équation différentielle

admet une solution unique ., on ne peut pas résoudre un problème de valeur initiale (du

premier ordre ou du deuxième ordre) analytiquement,alors on a besoins.de chercher des

méthodes pour la résolution numérique de ces problèmes,en se basant sur la méthode d’Euler.

On applique cette dernière sur les (PVI) du premier et du deuxième ordre.

Le troisiéme chapitre: On transforme un problème initial du premier et du deuxième

ordre à une équation intégrale de Volterra.On applique la méthode des Trapèzes pour la

résolution numérique de l’équation intégrale de Volterra

On termine notre mémoire par une conclusion générale.
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Chapitre 1

Opérateurs Compacts

1.1 Opérateurs linéaires compacts

Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé F , on dit que A est

un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E à un ensemble relativement

compact A(G) dans F . Autrement dit la fermeture A(G) est compacte

1.1.1 Ensembles relativement compacts

Un ensemble G ⊂ E est relativement compact si pour toutes suites {un} de G,il existe une
sous suite {un(k)} qui converge dans F.

Théorème 1.1.1 (critère de compacité) un opérateur linéaire A : E → F est compact

si et seulement si pour toute suite bornée ϕn de E ,la suite Aϕn contient une sous suite

convergente de F

Preuve. il suffi t d’appliquer les définitions appropriés d’un ensemble borné et un en-

semble relativement compact

Théorème 1.1.2 une combinaison linéaire A = αA1+βA2 des opérateurs compacts est un

opérateur compact
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1.1. Opérateurs linéaires compacts

Preuve. Soit {ϕn} une suite borné de E et soit {Aϕn} une suite de F ,alors

Aϕn(x) = αA1ϕn(x) + βA2ϕn(x) avec ϕn ∈ E n ∈ N

A1 et A2 étant compacts,on peut extraire de {A1ϕn} et de {A2ϕn} deux sous suites conver-
gentes qui donne par leur somme une sous suite convergente de {Aϕn},donc A est compact

Théorème 1.1.3 Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l’un des

opérateurs A ou B est compact.

Preuve. Soit {ϕn} une suite bornée de E, alors si B est un opérateur borné la suite

Bϕn(x) est aussi bornée, et de la compacité de l’ opérateur A il existe une sous suite

A(Bϕn(x)) qui converge, ce qui implique que AB est compact.D’autre part si B est com-

pact,on peut extraire de la suite Bϕn(x) une sous suite convergente Bϕn(k)(x), et de la

continuité de l’opérateur A car il est borné la suite A(Bϕn(k)(x)) converge,ce qui implique

que AB est compact.

Théorème 1.1.4 Soit E un espace normé et F un espace de Banach,et soit {An}une suite
d’opérateurs compacts de E dans F ,converge en norme vers l’opérateur linéaire A de E dans

E

lim
n→∞

‖An − A‖ = 0

alors A est compact.

Preuve. Soit {ϕn} une suite bornée de E,l’opérateur A1 étant compact,on peut ex-
traire de la suite {A1ϕn} une sous suite convergente,soit {ϕ1n} une sous suite de {ϕn} telle
que,{A1ϕ1n} soit convergente De la même façon,on peut extraire de la suite {A2ϕ1n} une
sous suite convergente,car A2 est compact,soit {ϕ2n} une sous suite de {ϕ1n} telle que la suite
{A2ϕ2n} soit convergente. Remarquons que , la suite {A1ϕ2n} est une sous suite de la suite
convergente {A1ϕ1n} qui à son tour convergente. En raisonnant de la même façon, pour les
opérateurs A1, A2, ...Ap, ..., on détermine les suites {ϕ1n}, {ϕ2n}, ..., {ϕpn}.Il est à remarquer
que la suite {ϕpn} est une sous suite de toutes les suites qui lui précèdent et que les suites
{Akϕpn} sont convergentes pour (k = 1, 2, ..., p).Comme l’espace Y est complet,pour la com-

pacité de l’opérateur A il suffi t de montrer que la suite {Aϕpn} est une suite de Cauchy,
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1.1. Opérateurs linéaires compacts

alors

‖Aϕpn − Aϕqn‖ ≤ ‖Aϕpn − ‖Aϕpn − Aϕqn‖‖+ ‖Anϕpn − Anϕqn‖+ ‖Anϕqn − Aϕqn‖

Soit ‖ϕn‖ ≤M ; choisissons n de sorte que l’on a ‖A− An‖ < ε
3M
, ensuite choisissons N tel

que pour tous les p > N et q > N ,on a la relation ‖Anϕpn − Anϕqn‖ < ε
3
car la suite {Anϕpn}

est convergente Dans ces conditions on aura pour tout p et q suffi samment grands

‖Aϕpn − Aϕqn‖ < ε

Théorème 1.1.5 Soit A un opérateur borné de E dans F , à image A(E) de dimension

finie. Alors A est compact.

Preuve. En effet,car l’opérateur A transforme tout ensemble borné G de E à un en-

semble borné A(G) dans un espace de dimension finie A(E) ce qui implique que A(G) est

précompact.

Lemme 1.1.1 Soit G un sous espace fermé d’un espace normé E tel que,G 6= E,alors il

existe un élément ϕ ∈ E, avec ‖ϕ‖ = 1 tel que,pour tout φ ∈ G,on a

‖ϕ− φ‖ ≥ α, avec 0 < α < 1

Preuve. En effet,soit f un élément de E tel que f /∈ G alors,on a

inf
φ∈E
‖f − φ‖ = β > 0,

choisissons un élément ψ ∈ G tel que

β ≤ ‖f − ψ‖ ≤ β

α

soit ϕ le vecteur donné par

ϕ =
f − ψ
‖f − ψ‖ ,

alors le vecteur ϕ est de norme égale à l’unité (‖ϕ‖ = 1).De plus, on a

‖ϕ− φ‖ =
1

‖f − ψ‖ ‖f − {ψ + (‖f − ψ‖φ)}‖

≥ β

‖f − ψ‖ ≥ α
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1.1. Opérateurs linéaires compacts

Théorème 1.1.6 L’opérateur identique I est compact de E dans E si et seulement si E

est de dimension finie.

Preuve. Soit ϕ1 un élément de E,tel que ‖ϕ1‖ = 1,alors G1 = span{ϕ1} est un sous
espace fermé de E car G1est de dimension finie.D’après le lemme précédent ,il existe un

élément ϕ2 ∈ E tel que ‖ϕ2‖ = 1 et ‖ϕ1 − ϕ2‖ > 1
2
. Prenons une deuxième fois le sous espace

fermé G = span{ϕ1, ϕ2},il existe alors un élément ϕ3 ∈ E avec‖ϕ3‖ = 1,‖ϕ1 − ϕ3‖ > 1
2
et

‖ϕ2 − ϕ3‖ > 1
2
. On réprète la même procédure jusqu’à l’obtention d’une suite {ϕn} vérifiant

‖ϕn‖ = 1 et ‖ϕn − ϕm‖ � 1
2
, pour tout m 6= n. Il est à remarquer que cette suite {ϕn} est

bornée mais elle ne contient aucune sous suite convergente C.Q.F.D.

Corollaire 1.1.1 La boule unité B(0, 1) dans un espace de dimension infinie n’est pas com-

pact. En effet, il suffi t d’appliquer le théorème précédent , car la boule unité B(0, 1) est sa

propre image dans l’espace X de dimension infinie par l’opérateur identique

Théorème 1.1.7 Un opérateur compact est un opérateur borné . La réciproque est fausse

Preuve. En effet , si on désigne par

B(0, 1) = {x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}

La boule fermé de rayon de l’unité, alors l’ensembleA(B(0, 1)) est compact ,donc borné ,c’est

à dire

‖Ax‖ <∞ et par conséquent , sup
‖x‖≤1

‖Ax‖ <∞

ce qui signifie que l’opérateur A est borné . Réciproquement, l’opérateur identique I de E

dans E est borné mais il n’est pas compact

Théorème 1.1.8 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) à noyan continu est un opéra-

teur compact

Preuve. Soit E un ensemble borné de C(G) alors,on a

‖ϕ‖ ≤M pour tout ϕ ∈ E

De plus,

|Aϕ(x)| ≤M |G| max
x,y∈G

|K(x, y)| ,∀x ∈ G,∀ϕ ∈ E,
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1.1. Opérateurs linéaires compacts

cela veut dire que A(E) est borné. L”opérateur K est uniformément continu sur le compact

G×G,d’où

∀ε � 0,∃δ � 0,∀x, y, z ∈ G, |x− y| < δ ⇒ |K(x, z)−K(y, z)| < ε

M |G|

d”où

|Aϕ(x)− Aϕ(y)| < ε pour tout ϕ ∈ E et x, y ∈ G, avec |x− y| < δ

Ceci exprime que l’ensemble A(E) est équicontinu, d’où A(E) est relativement compact

d’après le théorème d’Arzela-Ascoli. Alors A est compact

1.1.2 Noyau faiblement singulier

On appelle noyau faiblement singulier la fonction K continue sur G × G ⊂ Rn × Rn sauf
peut etre aux points x = y et telle que

∀x, y ∈ G , x 6= y, ∃M > 0, |K(x, y)| < M

|x− y|n−α
, 0 < α ≤ n

Théorème 1.1.9 L’oprérateur intégral A de C(G) dans C(G) à noyau faiblement singulier

est un opérateur compact

Preuve. Il est à remarquer que l’opérateur

Aϕ(x) =

∫
G

k(x, y)ϕ(y)dy, x, y ∈ G

existe comme une intégrale impropre, car

|K(x, y)ϕ(x)| ≤M ‖ϕ‖ |x− y|α−n

De plus, on a ∫
G

|x− y|α−n dy ≤ ωn

d∫
0

ρα−nρn−1dρ =
ωn
α
dα,

où ωn désigne la surface de la sphère unité dans Rn , et d le diamètre de l’ensemble

G.Construisons maintenant une suite d’opérateurs compactsAp, convergente vers l’opérateur

A et telle que, on a

lim
p→∞
‖A− Ap‖ = 0
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1.1. Opérateurs linéaires compacts

Soit h une fonction continue par morceau, définie sur [0,∞[ à valeur dans R,par

h(t) =


0 si 0 ≤ t ≤ 1

2

2t− 1 si 1
2
≤ t ≤ 1

1 si 1 ≤ t ≤ ∞

le noyau Kp défini sur G×G à valeurs dans C, par

Kp(x, y) =

 h(p|x− y|) si x 6= y

0 si x = y

est un noyau continu pour tout p ∈ N et par conséquent , les opérateurs intégraux Ap sont
compacts. De plus,

|Aϕ(x)− Apϕ(x)| =

∣∣∣∣∣
∫
G∩|x−y|≺ 1

p

{1− h(p|x− y|)}K(x, y)ϕ(y)dy

∣∣∣∣∣
≤ M ‖ϕ‖ωn

1
p∫
0

ρα−nρn−1dρ

≤ M ‖ϕ‖ ωn
αpα

, x ∈ G

Il est aisé de remarquer que la suite des opérateurs Apϕ converge uniformément vers Aϕ

quand p→∞, d’où l’opérateur Aϕ est un élément de C(G), de plus

‖A− Ap‖ ≤M
ωn
αpα
→ 0, lorsque p→∞

cela implique que l’opérateur A est compact

Théorème 1.1.10 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) à noyau continu ou à noyau

faiblement singulier est un opérateur compact sur C(G) si G est de classe C1
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Chapitre 2

La résolution numérique d’un

problème initial

2.1 Equation différentielle linéaire du premier et du

second ordre

Définition 2.1.1 (équation du premier ordre ) est

une équation différentielle qui peut s’écrire sous la forme

a(x)y
′
+ b(x)y = c(x) (2.1.1)

où a(x), b(x) et c(x) sont des fonctions continues sur un même intervalle I ⊂ R et on

demande ∀x ∈ I; a(x) 6= 0 la forme standard de l’équation (1) est

y′ + b1(x)y = c1(x) (2.1.2)

où b1(x) = b(x)
a(x)

, c1(x) = c(x)
a(x)

Définition 2.1.2 (équation du second ordre) on

appelle équation différentielle linéaire du second ordre une équation du type

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = g(x)
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2.2. Théorème d’existence et de l’unicité

où A(x), B(x), C(x), g(x) sont des fonctions continues sur un même intervalle (I)de sorte

que A(x) 6= 0 ∀x ∈ I la forme standard de l’éq précédente

y′′ +B1(x)y′ + C1(x)y = g1(x)

où B1(x) = B(x)
A(x)

, C1(x) = C(x)
A(x)

, g1(x) = g(x)
A(x)

2.2 Théorème d’existence et de l’unicité

Théorème 2.2.1 (existence et l’unicité) Soit l’équation différentielle suivante

y′ = f(x, y) (2.2.1)

où f(x, y) est une fonction continue de deux variables (x, y) sur l’ensemble

D = {(x, y) ∈ R× R, |x− x0| ≤ a; |y − y0| ≤ b} ⊂ U

et satisfait à la condition de Lipschitzienne en y

|f(x, y2)− f(x, y1)| ≤ L|y2 − y1| ∀(x, y1), (x, y2) ∈ D

Alors , il existe une solution unique y = ϕ(x) de l’équation (3) définie sur l’intervalle

T = ]t0 − d, t0 + d[ , avec d ≤ a et satisfait à la condition

ϕ(x0) = y0 (2.2.2)

ϕ(x) = y0 +

x∫
x0

f(τ , ϕ(τ))dτ (2.2.3)

Preuve. (existence de la solution)

La fonction f(x, y) étant continue dans l’ensemble D fermé et borné ,alors il existe une

constante M telle que

|f(x, y)| ≤M,∀(x, y) ∈ D (2.2.4)

soit maintenant la suite de fonctions définie par

ϕ0(x) = y0 , ϕi(x) = y0 +

x∫
x0

f(τ , ϕi−1(τ))dτ i = 1, 2, .. (2.2.5)
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2.2. Théorème d’existence et de l’unicité

on va montrer que les fonctions ϕi (x)sont définies et continues sur le segment T autrement

dit

ϕi(x) ∈ C(T,R) i = 0, 1, 2; ...

on a pour i = 1

ϕ1(x) = y0 +

x∫
x0

f(τ , y0)dτ

il est clair de voir que la fonction ϕ1(x) est définie et continue sur le segment T = [x0 −
a, x0 + a] et on a en vertu de (5)

|ϕ1(x)− y0| ≤
x∫

x0

|f(τ , y0)|dτ

≤ M |x− x0|

le graphe de la fonction ϕ1 ∈ D si

|x− x0| ≤
b

M

posons

d = min(a,
b

M
) (2.2.6)

on obtient

{(x, ϕ1(x)), x ∈ T} ⊂ D (2.2.7)

alors la fonction ϕ1(x) ∈ D si x ∈ TOn a

ϕi+1(x) = y0 +

x∫
x0

f(τ , ϕi(τ))dτ

il vient que la fonction ϕi+1(x) est bien définie et continuse sur T . De plus

|ϕi+1(x)− y0| ≤
x∫

x0

|f(τ , ϕi(τ))|dτ ≤M |x− x0| ≤Md ≤ b (2.2.8)

d’après les relations précédentes on obtient

{(x, ϕi+1), x ∈ T} ⊂ D
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2.2. Théorème d’existence et de l’unicité

Il est à noter que la convergence uniforme de la suite sur le segment T est équivalente à celle

de la série des fonctions

ϕ0(x) + [ϕ1(x)− ϕ0(x)] + ...+ [ϕi+1(x)− ϕi(x)] + ... (2.2.9)

voir que

|ϕ1(x)− ϕ0(x)| ≤
x∫

x0

|f(τ , ϕ0(τ)|dτ ≤M |x− x0| (2.2.10)

alors

|ϕ2(x)− ϕ1(x)| ≤
x∫

x0

|f(τ , ϕ1(τ))− f(τ , ϕ0(τ))|dτ

≤ L

x∫
x0

|ϕ1(τ)− ϕ0(τ)|dτ

≤ ML

x∫
x0

|τ − x0|dτ

= ML
|x− x0|2

2!

Par récurrence , supposons que

|ϕi(x)− ϕi−1(x)| ≤MLi−1
|x− x0|i

i!
(2.2.11)

alors , on obtient

|ϕi+1(x)− ϕi(x)| ≤
x∫

x0

|f(τ , ϕi(τ))− f(τ , ϕi−1(τ))|dτ

≤ L

x∫
x0

|ϕi(τ)− ϕi−1(τ)|dτ

≤ MLi−1
x∫

x0

|τ − x0|i
i!

= MLi
|x− x0|i+1

(i+ 1)!

finalement, on obtient

|ϕi+1(x)− ϕi(x)| ≤MLi
di+1

(i+ 1)!
∀x ∈ T, i = 1, 2, ...
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2.2. Théorème d’existence et de l’unicité

d’où ∥∥ϕi+1(x)− ϕi(x)
∥∥ ≤ max |ϕi+1(x)− ϕi(x)|

≤ MLi
di+1

(i+ 1)!
, i = 0, 1, 2, ...

on a la série majorante

|y0|+Md+ML
d2

2!
+ML2

d3

3!
+ ...+MLi

di+1

(i+ 1)!
+ ...

= |y0|+
∞∑
i=0

MLi
di+1

(i+ 1)!

= |y0|+
M

L

∞∑
i=1

(Ld)i

i!

= |y0|+
M

L
(eLd − 1) ≺ ∞

Donc la série(11) converge uniformément sur T vers une fonction ϕ(x) continue sur T c’est-

à-dire

lim
i→∞
‖ϕi − ϕ‖ = 0 (2.2.12)

Démontrons que le graphe dela fonction ϕ appartient à D.Autrement dit

{(x, ϕ(x), x ∈ T )} ⊂ D

En effet,

ϕ(x) = y0 +

x∫
x0

f(τ , ϕ(τ))dτ ,∀x ∈ T

est obtenue en faisant tendre i vers ∞ ,il vient

|ϕ(x)− y0| ≤ b,∀x ∈ T

il reste maintenant à montrer que la fonction ϕ(x) est la solution de l’équation(5),on a

|
x∫

x0

f(τ , ϕi(τ))− f(τ , ϕ(τ))dτ | ≤
x∫

x0

|f(τ , ϕi(τ))− f(τ , ϕ(τ))|dτ

≤ L

x∫
x0

|ϕi(τ)− ϕ(τ)|dτ

≤ Ld ‖ϕi − ϕ‖
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2.2. Théorème d’existence et de l’unicité

En tenant compte de (14), on obtient

lim
i→∞

x∫
x0

f(τ , ϕi(τ)) =

x∫
x0

f(τ , ϕ(τ))dτ , x ∈ T

Faisant tendre i vers ∞ dans l’expression (7),on obtient

lim
i→∞

ϕi+1(x) = y0 + lim
i→∞

x∫
x0

f(τ , ϕi(τ))

= y0 +

x∫
x0

f(τ , ϕ(τ))dτ ,

d’où

ϕ(x) = y0 +

x∫
x0

f(τ , ϕ(τ))dτ , x ∈ T

Unicité de la solution Pour la démonstration de l’unicité de la solution de l’équation

différentielle on doit utiliser le lemme de (Gronwalle - Bellman) suivant

Lemme 2.2.1 Soient f(x) et g(x) deux fonctions scalaires continues et positives sur [x0,∞[;

avec

f(x) ≤ c+

x∫
x0

f(τ)g(τ)dτ , ∀x ∈ [x0,∞[ c � 0,

Preuve. alors , on a

f(x) ≤ c exp

x∫
x0

g(τ)dτ , ∀x ∈ [x0,∞[

Passons maintenant à l’unicité . Soient ϕ(x) et ψ(x) deux solutions avec la conditions

initiales

ϕ(x0) = y0 et ψ(x0) = y0

alors pour x ∈ [x0, x0 + d],on a

|ϕ(x)− ψ(x)| ≤
x∫

x0

|f(τ , ϕ(τ))− f(τ , ψ(τ))|

≤ L

x∫
x0

|ϕ(τ)− ψ(τ)|dτ
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2.3. La résolution d’un probléme de valeur initiale du premier odre

Posons la fonction

f(x) = |ϕ(x)− ψ(x)|

et la fonction

g(x) = A

et la constante c = 0 Applique le lemme de Gronwalle-Bellman à la relation au dessus ,

on obtient f(x) = 0 sur l’intervalle [x0, x0 + d],et d’une manière analogue ,on traite le cas

où x ∈ [x0 − d, x0]C.Q.F.D

2.3 La résolution d’un probléme de valeur initiale du

premier odre

Les solutions aux problémes de valeur initiale sont obtenues en résolvant d’abord l’équation

différentielle donnée puis en appliquant les conditions initiales.

2.3.1 Un problème de valeur initiale du premier ordre:

Etant donnée l’équation sous la forme suivante: y′(x) = f(x, y)

avec y(x0) = y0
∀x ∈ [a, b] (2.3.1)

les problèmes différentielles de ce type sont appellés problème de cauchy ou problème

de valeur initiale

où f est une fonction continue Lipschitzienne par rapport à la deuxième variable.Le

théorème de Cauchy Lipschitz assure l’existence et l unicité de la solution.
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2.3. La résolution d’un probléme de valeur initiale du premier odre

2.3.2 La résolution numérique d’un problème de valeur initiale

du premier ordre:

On va chercher à approcher numériquement les solutions d’équations différentielle de la

forme :  y′(x) = f(x, y(x))

avec y(x0) = y0
∀x ∈ [a, b]

Il arrive que l’on sache résoudre ce problème de manière analytique mais dans un grand

nombre de cas on ne connais pas de forme explicite de la solution. On peut alors essayer

d’approcher la solution par un schéma numérique

2.3.3 La méthode d’Euler :

La méthode d’Euler est le prototype le plus simple des méthodes numériques de résolution

des équations différentielles,pour l’équation de forme : y′(x) = f(x, y(x))

y(x0) = y0
∀x ∈ [a, b]

Découpons le segment [a, b] à l’aide des points en N parties égales (a = x0 ≺ x1 ≺ ... ≺
xn = b)

introduisons la notation x1 − x0 = x2 − x1 = ... = xn − xn−1 = h

par conséquent :

h =
b− a
n

donc la méthode Euler s’écrit

: 
y0 : (donné)

xi+1 = xi + h

yi+1 = yi + h ∗ f(xi, yi)

(2.3.2)

dans cette egalité x0, y0 = y(x0), h sont connus, donc on va estimer la valeur de y(x1)

utilisant la formule suivante:

y(x1) = y(x0) + y′(x0)(x1 − x0) +
y′(c)

2
(x1 − x0)2
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2.3. La résolution d’un probléme de valeur initiale du premier odre

telle que c ∈ (x0 , x1) ,

on a y′(x0) = f(x0, y(x0)) donc la formule précédente devient

y(x1) = y(x0) + f(x0, y(x0))(x1 − x0) +
y′(c)

2
(x1 − x0)2

on définit l’erreur par la valeur E = y′(c)
2

(x1 − x0)2, donc on obtient

y(x1) ≈ y(x0) + f(x0, y(x0))(x1 − x0)

on va estimer la valeur de y(x2) , on aura :

y(x2) ≈ y(x1) + f(x1, y(x1))(x2 − x1)

plus généralement ∀k = 1, 2, ..., n− 1

on peut approximer y(xk+1) d’après la relation suivante

yk+1 = yk + h ∗ f(xk, yk) (2.3.3)

Exemple 2.3.1 résoudre le problème initial suivant utilisant la méthode d’Euler :

y′ = −y + x ∗ exp(−x2)

y(0) = 0

sachant que la solution exacte est :

yex(t, x) = exp(−x2) ∗ (x− x ∗ exp(−t))

Solution 2.3.1 on a x = a : h : b telle que h ( le pas ) a, b :les bords de l’intervalle

,N : le nombre de la subdivision

h =
b− a
N

en appliquant le schéma de la méthode yi+1 ' yi + h ∗ xi
xi+1 ' xi + h
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2.4. Un probléme de valeur initiale du second ordre

On obtient

la valeur x la solution exacte la solution approchée l’erreur

0.000000000000000 0.000000000000000 0.000000000000000 0.000000000000000

0.200000000000000 0.034832315617154 0.000000000000000 0.034832315617154

0.400000000000000 0.112373890046959 0.038431577566093 0.073942312480866

0.600000000000000 0.188870064057551 0.098916765170171 0.089953298887380

0.800000000000000 0.232291732288741 0.162854571264661 0.069437161024081

1.000000000000000 0.232544157934830 0.214650444858616 0.017893713076213

Exemple 2.3.2 résoudre l’équation suivante Ricaty y′ = A(x)y2 +B(x)y + C(x) y′ = y + x2y2

y(0) = −1

Solution 2.3.2 on a N = 5, a = 0 , b = 1 ,x = a : h : b telle que h = b−a
N

On obtient

la valeur de x la solution exacte la valeur approchée l′erreur

0.000000000000000 −1.000000000000000 −1.000000000000000 0.000000000000000

0.200000000000000 −1.217627475700369 −1.200000000000000 0.017627475700369

0.400000000000000 −1.449947898662102 −1.428480000000000 0.021467898662102

0.600000000000000 −1.636156803786667 −1.648878236467200 0.012721432680533

0.800000000000000 −1.692989734134272 −1.782900324174587 0.089910590040315

1.000000000000000 −1.581976706869326 −1.732602492568948 0.150625785699621

2.4 Un probléme de valeur initiale du second ordre

Le problème aux valeurs initiales consiste à trouver une fonction y : I→ R solution de : y′′ = f(x, y, y′)

y(x0) = y1 y′(x0) = y2
x ∈ I

La condition y(x0), y
′(x0) sont des conditions initiales , ce problème est un problème

d’évolution , c’est à dire à partir de la conditions initiale on peut calculer la solution à

l’instant x. On remarque que la solution doit obligatoirement passer par le point (x0, y0).

pour ces équations d’un intérêt pratique , on trouve rarement la solution y(x) exprimée

avec une formule exacte. Notre objectif est de décrire un certain nombre de méthodes

permettant de résoudre numériquement ce genre des problèmes.
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2.4. Un probléme de valeur initiale du second ordre

2.4.1 La résolution numérique d’un problème de valeur initiale

du second ordre :

On suppose qu’on va resoudre le problème initial sur l’intervalle I, a ≤ x ≤ b

Etant donnée l’équation suivante sous la forme: y′′(x) = f(x, y, y′) ,

y(x0) = y0 , y′(x0) = y1

ou

y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = f(x)

où p(x), q(x), f(x) sont des fonctions continues sur l’intervalle I, donc il existe y(x) solution

unique pour ce problème

on va chercher à approximer la solution par un schéma numérique.

Dévisant l’intervalle I ; (a ≤ x ≤ b) en N parties égales (a = x0 ≺ x1 ≺ ... ≺ xn = b) où

h = x1 − x0 = x2 − x1 = ... = xn − xn−1 on l’appelle le pas,
ce pas h = b−a

N
, sachant que xi+1 = xi + h

2.4.2 La réduction d’équations différentielles linéaire à un sys-

tème du premier ordre :

Tout problème de valeur initiale de la forme y′′ = a(x)y′ + b(x)y + c(x)

y(a) = α y′(a) = β

peut se réduire à un système matriciel du premier ordre y′(x) = A(x)y(x) + g(x)

y(a) = c

où A(x), g(x), c et l’instant initial x0 sont connus

on pose y1 = y et y2 = y′ alors on obtient y′1 = y2 y′′ = a(x)y2 + b(x)y1 + c(x)

y(a) = α, y′(a) = β
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2.4. Un probléme de valeur initiale du second ordre

alors on aura  y′1 = y2

y′2 = a(x)y2 + b(x)y1 + c(x)

la forme matricielle est :

Y ′(x) =

 y′

y′′

 =

 0 1

b(x) a(x)

 y1

y2

+

 0

c(x)


Y (x0) =

 α

β


on va chercher à approximer la solution de ce genre de problème utilisant la méthode

d’Euler

2.4.3 La méthode d’Euler

x = a : h : b telle que h = b−a
N

Y ′(xi+1) = Y (xi) + hY ′(xi) +
h2

2
Y ′′(wi) , xi ≺ w ≺ xi+1

telle que l’erreur d’approximation est :

E =
h2

2
Y ′′(wi) , xi ≺ w ≺ xi+1

d’autre terme on a : y′′ = f(x, y, y′) , y = y ,y′ = y1

Y (x) =

 y(x)

y′(x)

 =

 y(x)

y1(x)

 ; Y (x0) =

 α

β


Y ′(x) =

 y′(x)

y′1(x)

 =

 y1(x)

y′1(x)

 =

 y1

f(x, y1)


 y(xi+1)

y1(xi+1)

 '

 y(xi)

y1(xi)

+ h

 y1i

f(xi, yi, y
′
i)


Exemple 2.4.1 résoudre le probléme suivant: y′′ = −9y′ − 14y + 1

2
sin(x)

y(0) = 1 y′(0) = 1
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2.4. Un probléme de valeur initiale du second ordre

Solution 2.4.1 a = 0 b = 1 h = b−a
N
telle que N le nombre des subdivitions

on obtient

la valeur de x la solution exacte la solution approchée l’erreur

0.000000000000000 1.000000000000000 1.000000000000000 0.000000000000000

0.200000000000000 0.925690501840839 1.200000000000000 0.274309498159161

0.400000000000000 0.687937549559603 0.480000000000000 0.207937549559603

0.600000000000000 0.484696802486111 0.387973386615901 0.096723415870210

0.800000000000000 0.339231881605946 0.200583044169353 0.138648837436593

1.000000000000000 0.240358785213677 0.144523071089588 0.095835714124089
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Chapitre 3

Transformation d’un problème initiale

à une équation intégrale de Volterra:

3.1 L’équation intégrale de Volterra:

Considerons l’équation intégrale de Volttera sous la forme suivante:

ϕ(x) = f(x) +

x∫
x0

k(x, y)ϕ(y)dy ; a ≤ x ≤ b (3.1.1)

Sachant que f(x) et le noyau de l’équation intégrale k(x, y) sont des fonctions données , où

ϕ(x) est une fonction inconnue on va la determiner.

3.2 Transformation d’un problème initiale à une équa-

tion intégrale de Volterra:

On va chercher comment transformer un (PVI) à une équation intégrale de Volterra

(PVI) du premier ordre qui est sous la forme: y′ = f(x, y)

y(0) = α
(3.2.1)

où α est une constante et f(x, y) est une fonction continue
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3.2. Transformation d’un problème initiale à une équation intégrale de Volterra:

On intégre l’équation précédente(3.2.1) de x0 à x on aura:

x∫
x0

y′(x) =

x∫
x0

f(x, y)

y(x)− y(x0) =

x∫
x0

f(x, y)

Alors on obtient:

y(x) = α +

x∫
x0

f(x, y)dx (3.2.2)

(PVI) du second ordre qui est sous la forme : y” = f(x, y, y′)

y(x0) = α y′(x0) = β
(3.2.3)

où α ,β sont des valeurs données et f(x, y, y′) est une fonction continue

On intégre l’équation précédente (3.2.3 )de x0 à x, on obtient:

x∫
x0

y′′(x) =

x∫
x0

f(x, y′, y)

y′(x)− y′(x0) =

x∫
x0

f(x, y′, y)

y′(x) = β +

x∫
x0

f(x, y′, y)

x∫
x0

y′(x) =

x∫
x0

(β +

x∫
x0

f(x, y′, y))

(3.2.4)

Alors on obtient:

y(x) = α + β(x− x0) +

x∫
x0

x∫
x0

f(x, y′, y) (3.2.5)

3.2.1 Approximation de la solution de l’équation intégrale de Volterra

La méthode des Trapèzes

Rappelons que l’équation intégrale de Voltérra est donnée par:u(x) = g(x) +

x∫
x0

k(x, y)u(y)dy (3.2.6)
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3.2. Transformation d’un problème initiale à une équation intégrale de Volterra:

Notre objectif est d’approximer la solution u∗ de l’équation(3.2.5 )sur un système des noeuds

x0 = a ≤ x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn = b

supposons que ce système est equidistant

xi = a+ ih i = 1, 2, ..., n

où h est le pas de la discritisation telle que:

h =
b− a
n

La méthode des Trapèzes, est usuelle dans le but d’approchée numériquement la quantité

qui se présente sous forme intégrale dans l’équation précédente (3.2.6)

Schéma de la méthode des Trapèzes:

x1∫
x0

f(x, y) = h(f(x0, y0) +
1

2
∆f(x0, y0))

= h(f(x0, y0) +
1

2
(f(x1, y1)− f(x0, y0)))

=
h

2
(f(x0, y0) + f(x1, y1))

pour l’intervalle [x1, x2] on obtient

x2∫
x1

f(x, y) =
h

2
(f(x0, y0) + f(x1, y1))

et pour le dernier intervalle [xn−1, xn] on obtient

xn∫
xn−1

f(x, y) =
h

2
(f(xn−1, yn−1) + f(xn, yn))

finalement on aura

xn∫
x0

f(x, y) =
h

2
(f(x0, y0) + 2

n−1∑
i=1

f(xi, yi) + f(xn, yn))

Evaluation de l’erreur
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3.2. Transformation d’un problème initiale à une équation intégrale de Volterra:

E =
−1

12
h3(f

′′

0 + f
′′
′′
1 + ...+ f

′′

n−1)

alors

E =
−1

12
h3nf

′′
(x, y)

E =
−(b− a)

12
h2f

′′
(x, y)

telle que

nh = (b− a)

Exemple 3.2.1 résoudre l’équation suivante utilisant la méthode des Trapèzes:

y′ = −y + x ∗ exp(−x2)

y(0) = 0

Solution 3.2.1

y′ = −y + x ∗ exp(−x2); y(0) = 0

transformation à une équation de Volterra

y(x) =

x∫
0

− y + x ∗ exp(−x2)

alors on obtient:
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Conclusion générale

Conclusion
On conclu que tout problème de valeur initial peut se transformer à une équation inté-

grale de Volterra, telle que la solution numérique obtenu par la méthode des Trapèzes est

la meilleure par rapport à celle qui est déjà obtenue par la méthode d’Euler.
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Conclusion générale

Résumé
Dans ce travail, on résout le problème de valeur initial du premier et deuxième or-

drenumériquement utilisant la méthode d’Euler.Puis, on transforme (PVI) à une équation

intégrale de Volterra , sa solution numérique obtenu par la méthode des Trapèzes. est la

meilleure par rapport à celle d’Euler.
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