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Notation

o fxg()

e Pour o € N

oV

o Ayf

o R"

1

On désigne p' 'exposant conjugé de p i.e. — + — = 1.
p

La translation F(r,f) = e 2m¢f,

L’espace des fonctions C*(R") & décroissance rapide .

L’espace des distrubitions tempérées sur R" .
L’espace des fonctions C* avec le support compact .

Dualité.

Convolution des fonctions f et g, alors f* g(.) = [o. f(. —y)g(y)dy.

on pose |a| = a; + as + - -+ + ay, la dérivée partielle

est notée 0% f ot f(@).

f:R — R on note f(x) = f(—x) .

02
=>""  —, est le laplacien.
szl 83312 b

=(Z, ..., %)t, le gradient.

=f(.+ h) — f, les opérateurs de differences avec
Ap =300 (m, DN (=1 f (L + 1h)

est I'espace Euclidien.

o f

o

Ty1... aa”l’n



e LP(R™)

oI}

loc

(R")

o 71l

est I’ensemble de tout les nombres entiers.

est I'espace des fonctions mesurables .

I’espace des fonctions localement intégrables.

{(z,y) 1z € R",y >0} .

le volume de cube (mesure de Lebsgue Q C R").

Boule ouverte de rayon r centre en x B(xz,r) ={y € R": |y —z| <r} .

la longeur du c6té d'un cube Q € R™.

. 3 . o 1 st v € F
La fonction caractérestique définie par yg = , :
0 si x¢ E
0 st x <0

La fonction de Heaviside H := ) .
1 st x>0

Q

1
supg_ .- al fg |f(x) — fB|dx, est une norme équivalente a || f| z5/0 -




Introduction

Les espaces de Lebesgue, plus connus sous le nom d’espace L, jouent
un role important en analyse de Fourier. Cependant, de nombreuses classes
importantes d’opérateurs ne se comportent pas bien sur les espaces LP, en
particulier dans les espaces L! et L. Par conséquent, L! est trop grand pour
étre le domaine de ces opérateurs. De méme, I'espace cible de nombreux opé-
rateurs canoniques L, on dit que L*> est trop petit pour étre le domaine
de ces opérateur.Ces deux espaces sont considérés comme du duale 'un de
I’autre dans un certains sens. La motivation pour trouver des substituts aux
espaces appartenant L™ et L' conduit & I'espace des Oscillations Moyennes
Bornées et a l'espace de Hardy H!. L’espace des Oscillations Moyennes Bor-
nées noté BMO a été introduit pour la premiére fois par F.John et L.Nirenberg
en ( 1961) dans le contexte des équations aux dérivées partielles. Plus tard,
C.Fefferman a prouvé que 'espace BMO est 'espace dual de I'espace de Hardy
H'. L’espace BMO permet de caractériser clairement de nombreux phéno-
meénes mathémathiques.

Dans ce travail, nous discutons des liens entre la fonction d’ Oscillation
Moyenne Bornées et la mesure de Carleson , les injections des quelques es-
paces. Alors ce mémoire est divisé en quatre chapitres.

e Dans le premier chapitre, nous rappelons ’espace [P avec quelques proprié-
tés. On étudie la transformation de Fourier des fonctions et des distrubitions
tempérées, nous donnons aussi la décomposition de Littelwood-Paley .

e Dans le deuxiéme chapitre, on va étudier a multiplications de Fourier pour
I’espace LP et ses quelques propriétées.

e Dans Le troisiéme chapitre, nous donnons les définitions de I’espace BMO
et la mesure de Carleson avec quelques théorémes comme le théoéme de
John—Nirenberg , et on étudie la relation entre ’espace BMO et la mesure
de Carleson.

e Pour le dernier chapitre nous rappelons quelques définitions des espaces de
Besov, nous donnons aussi I'inclustion entre ces espaces et I'espace BMO .

il



Chapitre 1

Préparation

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de bases de I'analyse fonctionnelle,
telles que les espaces de Lebesgue, la transformation de Fourier, les distributions, . ...

Nous citons essentiellement le livre de C.Zuily [16], [4].

1.1 L’espace L7

Dans ce que suit, on considére {2 un ouvert de R™ borné ou non borné.

1.1.1 Définitions de bases

Définition 1.1.1 Soit 0 < p < 0o ; On pose

P(Q) = {f : Q — R; fmesurable et/ |f(z)|Pdx < oo} :
Q

munt de la norme )
UQ]f(x)|pdx}5, sip < oo
1 fll o =

SUpP,ern €88 |f(2)], st p=oo.
1.1.2 Quelques propriétés
Théoréme 1.1.1 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)
Soit (f,) € L' une suite de fonctions. Alors on suppose que :
1. fo(x) — f(x) p.p sur .

2. 1l existe une fonction g € L* telle que pour tout n ; f.(x) < g(x) p.p sur Q.

Onafel'et|fn—fll, — 0.



1.2. TRANSFORMATION DE FOURIER

Théoréme 1.1.2 (Fubini)
Soit ; et Qy des ouverts de R™.

On suppose que F € LY x Q). Alors pour presque tout x €

Fe.y) € L}(Qu)et / Fle,y)dy € ().

Qo

De méme , pour presque tout y € €y

F(z,y) € L;(Ql)et/ F(z,y)dz € L, (Q).

951

De plus on a

/ d:zc/ F(x,y)dy:/ dy/ F(x,y)dx:// F(z,y)dxdy.
Q1 Q2 QQ Q1 Q1><Qz

Théoréme 1.1.3 (Inégalité de Holder)
Soient f € IP et g € I’ avec 1 < p < 0.

Alors f-ge€ L' et
/ 9l < 11l gl -

Théoréme 1.1.4 (Inégalité de Young)

Soient f,g deux fonctions intégrables telles que f € LP et g € L9, alors f x g € L" avec

L * gl < 1Al 111 e s
1 1 1
ot —+1=—+—.
r p q

Théoréme 1.1.5 (Fisher-Riesz) P est un espace de Banach pour tout 1 < p < co.

Preuve wvoir [[4],page 55,59/

1.2 Transformation de Fourier

Pour la trnsformation de Fourier nous recommandons le livre de C.Zuily [16].

Dans tout ce qui suit, on désigner pat x - ¢ le produit scalaire dans R" :

i=1



1.2. TRANSFORMATION DE FOURIER

1.2.1 Transformation de Fourier de fonctions

Définition 1.2.1 Soit f € LY(R"™) . On appelle la transformation de Fourier de f ’ap-

plication

FIF©] = f(&) = (z)e~ 2™ dy.

Rn

La transformation de Fourier inverse, [’application

F @) = f(z) = (&)e?™4de.

Rn

Théoréme 1.2.1 Toute fonction intégrable (au sens de Lebesgue) posséde une transfor-
mée de Fourier qui est une fonction continue, bornée et tendant vers 0 lorsque |£| tend

vers linfini.

Théoréme 1.2.2 On a les propriété suivante :
(i) L’application F est linéaire .
(i) F71(f) = (FF) (tg : f(z) = f(=2) = f(x))

(iii) F[f(—z)] = f(=€) (Transposition ).

Propriétés 1.2.1 a) Produit : la fonction (z,&) — f(x)g(€)e ™ 4dx est intégrable

sur R™ x R™, alors par Fubint on a le résultat suivant

| J©9©de= | f@ile)de (fg € L'R).
b) Dérivation : Par rapport a

F(f(@) = (2n€)™  (dans R).
Par rapport a &

F((—i2ma)™ f (@) (€) = (/)™ (€).

¢) Convolution : f et g € L*(R™), alors on a

F(f *9)(€) = f(&) - 4(&).



1.2. TRANSFORMATION DE FOURIER

d) Formule de Parseval-Plancherel :

Pour tout f , g € L(R"™) on a

F(&)g(&)de.

Rn

| f(@)g(e)da

Un cas particulier important est le cas f =

|f(2)[Pdz f©)Pde.
R" R"
Exemple 1 Soit f € L'(R), et a > 0.
1 si|z]<a
fa(x) =
0 si|z|>a

un caleul facile de f(€),

1

. too 1 ,
f(&) = / e f(x)de = e sin(2mag) = —%(e_ﬁmg
On pose que g(x) = sinx} alors
f(z) =2a g(2maf), donc _f<27ra) = g(z). D’aprés le théoremq1.2.2
on a
E S
Flgw) = 5= F (5 ))
4, 1 a0z
= R F () @)
=1 F 1 (f(2ra z))(x)
=rf(2ma x)
donc
SN K 2| < &=
Par Parseval on a f”m = || fll 2, alors
sin

[0t [ oo | 7

X

g c’est-a-dire, l’égalité de Parseval :

. ei27ra§) )

(1) et la translation

1

2 2
)m:ﬂ/ dé =,
_ 1

2w



1.2. TRANSFORMATION DE FOURIER

donc fjozo (M)z dr = .

x

~ —

Par la convolution, on a (f)* = f* f(£), si on pose h = f * f alors

1 .
o a (sin(2maf))?,

d’ot f“’o (Sm@mg)) dé = erOO x)|2dx. Maintenant, on pose t = 2ma&, dt = 2ma dE,

+00 . ¢ +o00
[ () e [t

Soit h(x eroofx—) dy—f f(x —y)dy, on pose v —y = z,—dy = dz

donc

alors A = — Ha dz-f“af , donc si
lL.Lz+a<—-a, x<—2a, alors A=0.
2. r—a<—-a<zt+a<a, —2a<z<0, alors A:fg_GO—i—fzfal:x—i—Qa.
3. —a<zr—a<a<z+1, 0<x<2m alors A:f;‘_a1+ff+a0:—x+2a.
4. 2a <z alors A=0.

0 r < —2a
h(z) = T+ 2a —2a§a:§0.
—r 4+ 2a 0<z<2a
0 20 < x
. 4
Alors, on va calculer fj;o <81Tnt) d&

+oo 0 2a
— = [ Ih@)Pde==2 (/ ( + 2a)%dx +/ (—z+ 2a)2dx)
0

—2a

2a 2a
_ (2/ (—z+ 2@)2) dr = =2 t2dt
8 0 4 Jo

Alors [ (Si“t)4clt =2 don [ (Si“t)4dt =1z
1.2.2 Transformée de Fourier des distributions tempérées

Définition 1.2.2 On pose

S(R) = {p € C(R) : a, B € N, [2]°[¢()] < c}.



1.2. TRANSFORMATION DE FOURIER

Quelques notions :
e Une suite ¢, C S(R) converge vers 0 dans S(R) , si a, f € N | la suite (wagol(f)(x)>k
converge uniformément vers 0 sur R .

o On appelle distribution tempérée toute fonctions linéaire et continue sur [’espace des

fonctions S. Les distributions tempérées forment un sous-espace de D' noté S’ .

Définition 1.2.3 Soit T € S'(R") on appelle Transformation de Fourier de S'(R™) dans
S'(R™) défini par

<FT,p>=<T,p>, (Vo e SR")).
De méme

<F T o>=<T,F o> (Vo SR).

Théoréme 1.2.3 Soit T une distribution tempérée. On a les proprétiés suivante :
1. FITM™)] = (2iné&)™F[T) ;
2. FIT(z —a)] = e ?m™aF[T]
3. FlT(az)] = LTTE]

4. Fle*™T) =T(€ —a) .

Exemple 2 Calculer la transformation de Fourier des distributions suivantes

1
1, 4, vp—, H.
x
Solution :
o F (1) =4, car

<F),p>=<1,p>= / H(€)de = (0).

e VECR; on a 3(5) = Ja e 12T E Sy = 12706 — 1

1
e Posons R =vp— et K = FR. En effet tR =1, il en résulte que
T
F(xR)=F1)=0
D’autre part, on a aussi K' = —i2nF(xR), il en résulte que

K'= F(R) = —i2nF§



1.2. TRANSFORMATION DE FOURIER

par suite,
K =—i2rH() + ¢ (car H'(§) = &, Hest une fonction de Heaviside)
1 _ . . . . .
Comme vp— est impaire, donc sa transformée de Fourier et impaire :
x
1 : . : : :
F(vp—) = —2irH(§) +im =in(1l — 2H(§)) = —im sgnzi.
x

1

e On sait que H' = 0, alors F(H') = 1 = (2mz)F(H), on a aussi xvp(—) = 1. Il en
T

résulte que

2(i2r F(H) — vp(2)) = 0

T
il existe une constante c telle que
, 1
2in(FH) —vp(=) =¢d
x
en prenant la transformation de Fourier inverse, on trouve 2inF 1 (FH) = 2imH,

1
Flvp(=)) =2irH(E) —im et F§ = 1. On déduit que ¢ = im, alors d’ou

T



1.3. DECOMPOSITION DE LITTLEWOOD-PALEY

1.3 Décomposition de Littlewood-Paley

Définition 1.3.1 (Fonction Cut-off) Soit p une fonction de classe C*(R™) positive,
radial et 0 < p <1 telle que :

&< 1

€13
Posons
1) = p(§) — p(26), VEER™

Alors v € S est une fonction positive, radial et a support dans la couronne
{¢err: 5 <lg< 3]
On fize & et v , soit v € S(R™) telle que :

1osuppy C{€: 5 <[ €< 3}

2. 7(§) 2 0 pour {3 <[ ¢ |< 3}

8. Y en(279€) = 1,VE € B\ {0} |
D’aprés p(§) = 1= 37,5, 7(2779€), nous obtenons deux partitions de l'unité :

- homogéne :

D (279 =1,¥¢ e R"\ {0},

JEZ

- non homogéne :

—1—27 TE)=1,V¢E €R” (1.1)

JEL

Pour cette partition de I'unité; On associe une suite d’opérateurs de convolutions suivante :

Q] Sl( ) —>COO(]Rn)a
S SI(RY)  — C(R™).

définie par
Q;f(x) = F'(7(277¢)) * f(a) = 2" / F 2@ —y) fy)dy,j € Z,
Suf (@) = F o2 ) fla) =27 [ F ol e ) flu)dy k€ 2



1.3. DECOMPOSITION DE LITTLEWOOD-PALEY

avec la notation Qg = Sy alors
F(Qif)€) =7(27€)[(&) (pour j = 0) et F(S1/)(€) = p(27%)f (€) (pour k = 0) .
écrivons la relation au point 277¢ et on multiplie par f (&) , Alors
F©p(27€) + (&) Y ~(277€) = f(©). (1.2)
j>k+1
En appliquant I'application F~! sur on obtient
Sef+ Y Qif =f,VkeN
j>k+1

Pour £ = 0 on trouve

Sof +)_Qif = f. (1.3)

jEz
Pour tout f € S'(R") (ou f € Su(R™)), la décomposition de Littlewood-Paley non
homogéne de f est définit par :
f=5f+) Qif
jez
Pour tout f € S (R") (on f € S(R")), la décomposition de Littlewood-Paley homogéne

de f est définit par :

F=>_Qif (1.4)

JEZ

Propriétés 1.3.1 On fixant j € Z

1. Q;,S; sont bornés sur LP,0 < p <1, i.e Q. + 15l o S fll o

NS

Qi)+ |Sj(x)| S (M f)(x) (estimation ponctuelle).

Co

. pour f € LV avec 1 <p <00, 3 i, Qi f — f.

4o Qs fll, < 2V, j €N, f € SR,
51,11, < 279N j € Z, f € Sw(RM).
6. 1Q;fIl, + 115 fIl,, < c277V.



1.3. DECOMPOSITION DE LITTLEWOOD-PALEY
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Théoréme 1.3.1 (Inégalité de Bernstein)

Soient 1 <p <r<oo et R>0. Alors il existe une constante ¢ > 0, telles que
n(l_1
If1l, < eR™2 |1 f1], .

et

17| < RGPl If]l, Yo € N". (1.5)

Pour tout f € LP(R™) telle que supp Ff C {£ € R": |¢| < R}( ¢ ne dépend pas de R).

Preuve. voir [2].



Chapitre 2

Multiplicateurs de Fourier

Dans ce chapitre, nous allons donner la définition et quelques propriétés de les multi-

plicateurs de Fourier, voir [1], [7] et [2], [10], [9].
2.1 Définitions et propriétés

Soient f € S(R") et m € S'(R™). On note M, (1 < p < o) lespace des fonctions
lp)

S(R"” — LP(R"
m € L[P(R™), pour lesquelles 'opérateur 7, : (SER™), -1 (1 ) .. est bien
f = Fi(mf)

défini et s’étend en un opérateur continu sur LP(R™).
Définition 2.1.1 Soient p € [1,400] et m € S'(R™), on dit que m et un multiplicateur
de Fourier pour LP(R™) s’il existe une constante ¢ > 0 dépendant uniquement de p et n,

telles que :

[(F7im) = fl[, < cllfl, — (vf € IP(R™).

o Les éléments de M, sont appelés multiplicateurs de Fourier sur LP(R™) et pour tout

m € M, on note

Il = sup. [(F = m) « f]], (Vf € S(R)).

fll,
Remarque 2.1.1 e Si m € M,, alors pour tout f € I[P(R"), T,,f = F 1(mf) =
S ) [ (w)em<de.

o On définie M, = M(FLP(R")), avec la norme || f|l 7y = [|F " fll,-

11



2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES 12

50(
(1+ €[22

pour 1 < p < oo. pour p =2 et d’apres le théoreme de Plancherel on a

Ity ], = |

dou | Tuf|2 < IFII%.

Exemple 3 Soit |a] < k, la fonction m(§) = est un multiplicateur en L>°(R™)

2 §2a 2

fe)| de

f(©)

—d
(EEER .

Proposition 2.1.1 On a M, = L*(R") et pour tout m € L*(R"), [|[m|,,, = [Im|
Démonstration . Soit m € L>*(R"). Montrons que m € My et que ||ml[,, = [|m]|

Pour tout f € S(R™), on a d’aprés le théoréme de Fourier-Plancherel :

doncm € My et [|ml,, <|[ml, doi L= C M.

1T flly =

|, = Il || ], = il 171

Montrons désormais que ||m||,, = [[m||,, . Soit m € M, on a

[(Fm) = fll, <cllfll,  (Vf € SR™).

Soit E est un ensemble mesurable de R™, on pose f = XE

par l'inégalité de Holder on a

/E m(z)dz

< [[mxells [Ixell,

< clixelly [Ixely = comes(E) (Vo = const).

On obtient
1
dr| < ¢.
‘mes(E) [Em(a:) x| < ¢
Pour m € L®(R™), on sait que
Im|l, = sup ess|m(z)| = sup |<m,h>|,
sCRn Il =1

et pour tout fonction simple h = Z]kvzl are® x,. ot ap >0 , by € R et (Ey) ensemble
mesurable de R™ disjoint deuz & deuz, alors nous avons S, agmes(Ey) = 1 car |||, = 1

et on obtient

N N

|[<m,h>|= Zak |<m,xg, >| < Cozakmes(Ek) = Co,
k=1 k=1

doncm € L*(R"). N
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Exemple 4 Pour p =2 ,soit la fonction m(x) = log|z| ¢ L>®(R"™)(m € My).

On a (F~'m(2))(§) = [gn log |z|e?™<d¢ = £ # 0. par conséquent on a

/ f) dy
n |JRn ‘w—y‘n

1 1
Théoréme 2.1.1 Soient p,q,po, p1 € [1, +00| avec — + — =1, alors on a les propriétés
p P

C
1K

[SIE

1T fll, = [ F10m)||, = 1F " 0gfa) = £1], = ( /

N
dx) < cllflly-

sutvante :
(Z) Mp - Mp/

(i) My, N M, C M, et Hm||Mp < ||mHMp0 HmHM ,pour 0 < 0 < 1; 1 )

(di1) My C M, C My, C My, avec 1 <p < q<2.

Preuve.

() e Premier cas 1 < p < oc.
Par symétrie, il suffit de montrer que si 7}, s’étend en un multiplicateur de Fou-
rier borné sur LP(R"), alors T, s’é¢tend en un multiplicateur de Fourier borné sur
LY (R") et SUp|f| =1 | Tll, < Sup|f| =1 |Tonll,,- supposons que T, s’étende en un

multiplicateur de Fourier borné sur I” (R").On a alors :

Y(fh) € S| [ (Tuf)(a)hads

<”st 1711, A1, 1]

Par densité de S(R") dans LP(R™)et ¥ (R™), il suffit de montre que :

V(f.h) € S(R")?, < sup 1Tl 1L 1L, 17y

| @@ s

Soit (f,h) € S(R™)2. Puisque f € S(R"), h € S(R™) et que pour toute g € L'(R"™),

(fs
5 on a par Fourier-Plancherel :

[ @ah)a) fade| =

=

R

BHP,: sup |7, 1171, 1l

P Il £1l,=1

O fl=
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ce qui assure le résultat.
e Deuxieéme cas :(p,p') € {1, 400}
* supposons que m € M;. Montrons que m € My et que |m|,, <

SUpj s, =1 ||Tm||1

Pour tout (f,h) € S(R™)?, par Fourier-Plancherel,on a :

S Tuf > = | Fm@h) = [ m()f@h()ds

RTL

flo)ymh(z)de = | f(a)F-1(mh)(z)dz
Rn R™
F@)F Y mh) (x)de =< f, Tah > feogn) 11 &)
RTL
et pour tout f € S(R™), on a :

1T fll = |72 onf)| =

A = [d]| < s ||7] = su s,
I1£1l,=1 71l =1

donc m € M1 et HTTﬁHLl(R")—)Ll(R”) S ||T||L1(Rn)_>L1(Rn) .

Alors, pour tout f € S(R"), on a

HTmeOO = sup ‘< Tmf, h > [0 (Rn)— L (R") | = sup |< Tmf, h > [0 (Rm)— L1 (R™)
heBLl(Rn) hES(R")ﬂBLl(Rn)
- Sup |< [, Tl > @)y | < 1Tl 1 @ny— £ ey 1 f oo

hGS(R")ﬂBLl(Rn)
< NN 2@y ey 1Nl
Doum € Mo et [[mll g < [Tl g1 gy 11 gny
* supposon que m € My . Montrons que m € M et que ||| pugnypi@ny <
Il

Donc, on montre que m € My, et que ||m|| < ||m].Pour (f,h) € S(R"), on a :

D’aprés (Hle = SUDhe B o o N2 (R |< fh >L1(RnHLoo(Rn)| NS Ll(R”)> , et

pour tout f € S(R") . On a

1T fll, = sup |< [, Tah > pgeys @) < Il 1 < Imll 11
Broo (RM) NCee (R")

d’ou le résultat M; = M.
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(i) Soient m € M,, N M,, et f € S(R") On a :

H]:*lm*f”po < ||mHMpO ||pr0 et H‘Fﬁlm* f”pl < Hm”Mpl Hprl’

alors , d’aprés le théoréme d’interpolation dans LP(R™)(théoréme de Riesz-Thorin).
On a:

|7~ ]|, < mlls? Himll%, 171,

d'ou m € My et [|m]|,, < ||mH}W_:) Hn”LH?)Mp1 . Ce qui donne le résultat .[J

(7i7) On appliquons (7)(ii) ,pour po =p € [1,2] et py =p' € [2,+0] et p< g <p on a
-0 o
My =My My C My et |[mlly, < [lmlly, [Imly, = l[mlly, -
|

Proposition 2.1.2 [7] Pour 1 <p < oo, Uespace (My,||.||,;,) est un espace de Banach.

De plus, M, est fermé et est une algébre de Banach.

Démonstration . 11 suffit de considérer le cas 1 < p < 2. Il évident que si m;, mg € Mpet
b € C alors m;+mg, bm, dans M, avec m;my corespondant a l'opérateur 1, m, = T, Tin,
alors
lmamallyy, = 1Ty Tons || o @y oy < M1l lmellag, -
D’ou M, est une algébre .
eOn montre que M, est un espace complet . Soient m; € M, (suite de Cauchy) et f € S,
cv

on am; € L2R") — m € L®(R")( m est une fonction borné), donc on montre que

m € M,
Ty (@) = | Jmy(€)e®de | fm(€)e™™ de = Tu(f) ()

par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et soit sup; |[m;]| M, < 100 Avec

une application de Lemme de Fatou ,on a

/n \Tm(f)\pdx:/R lim inf |T,,, (f)|" dz

n j—+oo

< lim inf|T,,,(f)[" dz

Jj—+oo

< i inf [l %, 11,0
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donc m € M,. Elle est satisfait a [ml[|,, < lim; o inf||mj]|Mp , on prend m; =

my —my; et m=my —m, avec j,k = N . On a [|my —myl|,, <€ alors
||y — m||Mp < jginoo inf ||my — mj||Mp <e.
Donc M, est un espace de Banach .

Définition 2.1.2 Soient Hy et H, deux espace de hilbert ,considérons une fonction m €
S'(Hy, Hy) et en écrit m € M,(Ho, Hy), si pour tout f € S(Hy) on a F'mx f € L,(H,)

avee la norme |[m||yy o gy = SUD ], o) =1 |F = mox flly oy -
2.2 Le théoréme de multiplicateur de Mikhlin

Théoréme 2.2.1 Soient Hy et Hy deux espace de Hilbert ,on pose m : R — L,(Hy, Hy)

et donc

€1 0 M, 1y <A (o] <L)
pour un certain nombre entier L > n/2. Dans ce cas m € My(Hy, H1),1 <p < oo et
||m||Mp < GpA.

Preuve. Voir lemme (6.1.7), et le lemme (6.1.8) d’aprés [1] .

2.3 Le théoréme de décomposition de Calderéon-Zygmund

Théoréme 2.3.1 . Soit f € L', A > 0.

Il existe deux fonction g et h dans L' vérifiant :
(@) |g| < A (presque partout);
(i1) b= ocm 10f, 0t B est une collection de intervalles dyadiques disjoints ;

(iii) VO € B, \ < @ Jol F(@)] dz < 2);

() Ugew @] < 5 £

(iv) f =g =h (presque partout).



Chapitre 3

L’espace BMO(R") et Mesure de
Carleson

L’objectif de ce chapitre est de donner la définition et quelques propriétés des espaces
de BMO(R") , la Mesure de Carleson, la relation entre BMO(RR") et Mesure de Carleson,

Voir [3], [6] et [8] .
3.1 L’espace BMO(R")

Définition 3.1.1 Une fonction f € L; (R™) est dite dans BMO(R™) (Oscillation

loc

moyenne bornée) , si pour tout ensemble mesurable @ C R™ | on a :

1
sgp@/glf(x) ~ foldz < oo,

Ou le supremum est pris sur tous les cubes Q dans R™ avec les cotés du cube paralléles
auzx azes coordonnées , |Q| représente la mesure de Q, et ot fg est la valeure moyenne

de f on le cube Q définie comme

1
fo= —/ f(z)dz.
1Ql Jo
Remarque 3.1.1 La norme de BMO(R™) définie par :
1
| fll garo =sup = [ |f(x) — fol da.
o Q] Jo

Soient f,g € BMO(R™) et A€ R on a

o Si||fllgyo =0 f = constante.

17
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o |+ gllzmo < I1fllsmo + 9l sro
o Ml suo < Ml aco -

Exemple 5 :

La fonction log(|z|) € BMO mais n’appartient pas o L*. Alors soit on prend la boule
|I| =1 et log |rx| = log |z| + log r

of C {|z| <2}, ,puis [, [logly||dy < C.

el C{r<|z|<r+1},r>1 : [ |logly| —logr|dy < 1.

1

log — x>0
x

0 z <0

Exemple 6 La fonction f(z) = . n'est pas dans BMO(R"™), d’apres

Grafakos [§].

Proposition 3.1.1 Soit f € L, (R™), Alors f € BMO si et seulement s’il existe une

loc

1
constante C'(f) telle que pour tout boule B, il existe Cg tel que E J|f = Cpldz < C(f).
Et || fll paro est équivalent a linf des C(f).
Preuve : On prend Cg = fp, qui marche . Dans l'autre sens, si B et Cg sont donnés,

on trouve que
1
£~ Col < o [ 1 = Caldz <€
B[ /5

et ensuite

1
— x) — x - C x) — Cgldx c(f).
1 [ 1@ = falde < 1fn = Cal + [ 17(0) = Caldo < 2001

On remplacgant les boules B par des cubes Q, on notant que st Q est un cube et B la plus

petit boule, donc

1 1 1
& [ =calds < o 1= Cular <2 [ (- Cul e <2

Finalement, les normes mentionnées sont équivalentes .

Proposition 3.1.2 Soient f,g € BMO(R")

(1) Ona L C BMO et |[flgyo < 21f1l o -
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(it) On pose qu’il existe A > 0, telle que YQ € R™, 3 une conctante Cq tel que

1
Sup—/|f(x)—CQ|d:E<A.
o 19| Jg
d’ot || f[ paro < 24.

(z1¢) Pour tout f € L}, (R")

loc

1 1
- < su —inf/ z) — Coldx < )
5 £l paro < P 1o Q\f( ) — Coldz < ||l paso

(iv) On a h € R™ et 7"(f) € BMO(R"™), donnée par 7"(f)(z) = f(x — h) et

H7—h<f)HBMO = ||f||BMO
(v) Soit A € R, la function & définie par 5*(f)(z) = f(\x) et H(S’\(f)HBMO = |fll smo -

Preuve :

e On montre (i), pour f € BMO on a

|f = fale <2|fle

< 2|[fll e -

e¢On montre (i7), VQ € R™ 3 une conctante Cyg telle que

|f — fol S |f —Col +|fo — Cq|

1
<17~ Cal+ 5 /Q () — Coldt.

On utilisant
1
sup—/ |f(x) — Coldx < A.
o 19| /o
donc
1/l garo < 24

e On montre (4i7)(trivial), d’aprés (2) on a || f| 510 < 24.

Alors
3 W lowo < sup 5 [ 1£(@) — Col do
2/ lio =g Igp Jo )~ e
<A

1
Ssup—inf/ f(z) — Co|dz.
1p o7 i QI (z) — Col



3.1. L’ESPACE BMO(RY)

20

et d’aprés la norme

1
llswo = s1p 17 [ 1) = faldr
D’ou
1 Flppso > st i/|f<x>+c — Co— folda
BMO Z Qp|Q| Q Q Q
>sup|—Q|1nf/ |f(z) — Cgl dz.
e La preuve de (v), on a 7"(f)(x) = f(xz — h) .Alors (x — h =t)
17| par = supé/ [ (f) = 7 (f)o da
—sup|Q‘/\fx— ~ folw — )] da
= sup 150 [ 176) -~ fola
= || fll paso -

e La preuve de (iv) , on note 0*(f) = fro

A N Mopy A .
19 o =510 135 [ 190 = (1)l

= Su ) — A X
Qp|Q|/ F(\x) — 0 (f)a| d

=sgp@ / 1F(e) = ol de

Lemme 3.1.1 Soit f € BMO, et si I,J sont deux cubes, tel que I C J et |J| < 2|J],

alors | fr — fs] < 2|f]l, .
Plus généralement, si I C J tel que |J| < 2™ [J],alors [f; — f;] < 2m || f]], .

Preuve : o La premiére partie

— — J .
/I!f fﬂé/J\f < 19111

et

i fil = L

I(f —f7)

1 1 | J|
Sl—H/I!f—leém/]If—leémeH*SMfH*-
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e Dans deuziéme partie on pose le cube k tel que I C K C J avec |K| = 25 ||, et K

mazximal on a

\fr = fr] < 2K | f]],
et
|fe — fal < 2| f1l, -

Avec Uaddition | fi — fr| + [fx — fsl < QK +2) || fIl, = 2(k + 1) [ f]]. -

On note K <logy(|J|/|1]).

Proposition 3.1.3 [§/ Pour tout f € L}, .(R"), il existe une constante C,, telle que

loc

£()
/Rn @+ Jayrrt ™ =%

on a

Collfll saso < sup sup |[f(x) = (Box ()| Bu(x — y)de. (3.1)

n t>0 JRn

_n+l
2

Preuve :Soit expression A, pour |z —y| <t on a P(z —y) > c,t(2t?) =t ce

qui donne
A> . () = (Pex )W) Pi(w — y)de = c,t™" /Ia:—y|§t |f (@) = (B ) (y)] de.
D’ou la proposition3.1.2] (i) implique la || f|| g10 < 24(vac,) ™"
Théoréme 3.1.1 (John—Nirenberg)
Soit f € BMO(R™), pour tous les cubes Q et A >0 on a

Hz e Q:|f(x) — fo| > A} < ¢|Qle N IFllsmo

avec A = (2"c)™! et ¢ > 0 est une constante indépendante de f .

Preuve : Voir [[§], thm.7.1.6, p.124].

Ce théoréme, nous donne le résultat suivant :

Corollaire 3.1.1 Toute fonction BMO est exponentiellement intégrable sur un cube quel-
conque. Plus précisément, pour tout b < 1/(2"e), pour tout f € BMO, et tout cube Q On

a !

1 / M @=fal/lflswo gy < .
Q] Jo
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Preuve :

On utilisant I'identité suivant

[otu= [ st0utis € B 1) > thar

soit ¢ est une fonction croisante et continue, dérivable avec ¢(t) = e' — 1.

On écrit

1/hd 1/h+1 ldo = 14— [ ("—1)d 1/+m“|{€Q|h()|>{|d
— [ e"dr=— [ "+1-ldx =1+— [ ("—1)dr = — ez s |h(x of| da,
19l Jo 19l Jo 19l Jo 19l Jo

pour h est une fonction mesurable ,avec h = b|f(z) — fol / II.fll smo -

Théoréme 3.1.2 Pour tout f € BMO, pour tout cubes Q et o > 0, alors
{o € Q:|f(2) = fol > a}| < e|Q|e~ e/ Wlnmo

avec A = (2"e)™t et b < A.

D’aprés le Théoremd3.1.2] On obtient

+oo
yla/eblf(x)—fg/llfmwodxg/ e*ee” AW lauo)/Wlswodo = . O
o) 0

On peut formuler le corollaire précedent de la maniére suivante.

Corollaire 3.1.2 Supposons que f € BMO , on a
(a) Pour p < 400, f est localement en LP et

1
@/Q,f_fgv’d:c < e 1 a0

Pour toutes cubes Q.

(b) Il existe c1, ¢y des constantes positif ,pour o > 0 et tout cubes Q,

{z € Q:|f(z) — fo| > a}| < ¢1]Qle~2/Wllzno,

Preuve : Voir [[13], page 145]
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Exemple 7 Soit l'opérateur de Hilbert on a

Hf(z)= lim Maly.

0 Sje—y>e T T Y
on a H: L*(R") — BMO(R™).
Donc soit la fonction h(x) =1 € L>®(R"), alors Hh(x) = log |x|.
on pose f = Xjap € L*(R"), et nous avons calculer H f alour

Tr —a

x—0>b|

H(x0,2q)) () = log

Done pour Uinterval [0, 400] et pour x € [—a,a], on trouve
H f(z) = log|z| — log 2a.

D’ou log |x| € BMO(R™).
3.2 Mesure de Carleson

Définition 3.2.1 Soit F est une fonction mesurable sur R . Pour x € R™ soit I'(x)

le cone avec le sommet x défini par
I(z)={(y,t) e R* xR" : |y — 2| < t}.

Remarque 3.2.1 .
e La fonction maximale non tangentielle de F' est la fonction
Fi(z) = sup [F(y,t)] € [0,00]
(y)el(z)
Cette fonction est obtenue en prenant la somme des valeurs de F a ["intérieur du cone
I'(x).

¢ 5i F*(z) =0& F=0sur R} (x eR")

Définition 3.2.2 Soit B = B(xg,r) une boule dans R™ on définie la tente cylindrique

sur B comme étant "l’ensemble cylindrique”

T(B) ={(z,t) eR" 12 € B,0<t<r}.
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Définie la tente sur le cube Q par
T(Q) = Q x (0,£(Q)].

Définition 3.2.3 Soit p est une mesure positive sur ]RCLF“ , est appelée mesure de Car-

leson si
1
1], = sup —=p(T(Q)) < oo,
o |9

On définie la fonction de Carleson comme suite :

1
c(p)(r) = Sup @M(T(Q))

Drou [|e(p)] oo = [l -
Proposition 3.2.1 ( Décomposition de Whitney) Soit Q un sous-ensemble ouvert
de R"™. Il existe {Q;}; ( la famille de cubes fermés) telle que

1. Uj Q; = Q, avec Q; des intérieurs disjoints .

2. /nl(Q;) < dist(Q;,Q°) < 4y/nb(Qy).

3. Soient Q; et Qy deux cubes des limites touchent , alors

0(Q;)
<oy =t

o |

4. Pour un Q; donné , il existe au plus 12" Q. qui le touchent.

Théoréme 3.2.1 Soient o > 0, > 0 sur R et pour tout F € R’}fl (u-fonction

mesurable). Il existe une constante C,,, alors

i({(e,t) RV (@ 0] > ) <C [ clp)(ode (32)

{F*>a}

St est une mesure de Carleson ,alors

pIF] > a}) < Cullpll {EF" > ajl.

Preuve :
Soit { Qi } la décomposition de Whitney de ’ensemble Q, = {F* > a} . Pour x € Q, on

a 0q(z) = dist(x,QS) . Pour z € Qy ,alors

Sal(2) < v/l(Qy) + dist(Qp, Q°) < 5y/nl(Qy) (3.3)
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d’aprés le propositon ((3.2.1]).

Soit By, est la plus petit boule contient (Qy), et le rayon de By, = /nl(Qx)/2 ,donc

z2€ Qr = B(z,04(2)) C12By

= |J 7(B(z,da c|Jr(2By). (3.4)
On dire a
{|F| > a} € | T(B(z,0a(2)))- (3.5)

D’aprés (3.4)et(3.5]) on obtient

{|F| > o} €| JT(12By)

. @ En appliquant la mesure pu , on obtient

p({|F| > a}) < Zu (12By))

(utilisant la définition de la fonction de Carleson) < Z |12By| inf c®imder (1) (x)

z€Qk

B )
S 197 Z :?]]j Ccylznder (N) (l‘)dl‘

<C, [ i),
Depuis |By| = 27"n"?v,,| Q4|

Corollaire 3.2.1 Pour tout mesure de Carleson p et tout F' une fonction mesurable dans

RTFI on a

| PG 0Pdnte.) < Gyl [ (F@)yde (0 <p < o).

R

Théoréme 3.2.2 Soit la fonction ¢ € R"™ est non négatif et C' > 0,0 < 0o

lp(z)| < C/(1+ |z[)" et / P(x)dz > 0.

|z]<1
Soit f € LP(R™) et p la mesure de Carleson. Pour tout 1 < p < 0o, il eziste une constant

C(p,n) telle que

| @ n@Pdnte. < Covn) [ If)pd. (36)

+
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o dn) = (1 1) .

o F(x,t) = fx¢(r) et f=x20.

3.3 L’espace BMO(R") et Mesure de Carleson

Nous énongons maintenant la relation entre L’espace BMO et la mesure de Carleson.

Théoréme 3.3.1 eSoit f € BMO(R"), et Soit ¢ € C telle que [g, ¢(x)dz = 0. On

posons ¢i(x) =t "¢(x/t) pour x € Rt > 0, alors

dzdt
225 est une mesure de Carleson , (3.7)

dp(z,t) = |¢¢ x f(z)

¢ * f(x) ne change pas, si on ajoute une constante a f .
e Soit ¢ est une fonction intégrable , nous dit que gg est continue, bornnée et qu’il existe

une constant Cy telle que § dans la sphére unité de R",

/t>0

Ces condition sont assez faciles a déduire les hypothéses, donc gg est réguliere prés de 0,

T <q, (3.8)

alors ‘QAS( )‘ < Clv|, puisque (0 = [¢ =0 et décroit a linfini,donc ‘q@(v)‘ < Cll™!

2 +oo
/ ‘ t{" @<O/ t2@+0/ % < o
t>0 0 t 1 t

Alors

et (@ s’ensuit.

e On montre sa version plus simple sur L?. Soit g € L? , il existe C > 0 telle que :

d:vdt
e wat@ S5 < gl (39)
+
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on fizant t, et d’apres Plancherel on a

[ s gl o = [or=9f0)] at
— [ Jowsrate| ae

dt
(on inteégre le résultat parT, et d’aprés Fubini on trouve )

t

[aor{ [

(on appliquant Plancherel ) < C ||g||§ .

o) ﬁ} e

dxdt
e Maintenant, On montrant le théoréme . On a f € BMO et du(x,t) = |¢p % f(x)|’ QST
Soit donc A < 0 telle que ¢ =0 hors de B(0, A) .
On doit prouver qu’il existe une constante C' telle que
dxdt n
[N L Ol A T (3.10)
z€B(y,r) JO<t<r

Yy € R™ et r > 0. Notons B = B(y, (A+ 1)r). On peut supposer que fg = 0.
Posons encore que f1 = fig(qui est donc d’intégrale nulle). Noter pour tout t < r et tout

x € B(y,r)
/qbtcc—z 2)dzou|z — x| < At, donc |z —y|(A+ 1)r

De sorte que ¢y * f(x) = ¢y * f1p et que

d:pdt dxdt
/ / P * f( 2 / / ‘¢t*f13|2
z€B(y,r) JO<t<r z€B(y,r) JOo<t<r
d:vdt
/ / | Py * le|2
zeR™ Jt>0

<Clfanly= [ 11GPd = [ 176) = fal s
< C 1o 1Bl = €17 1o

par, puis fg = 0 et par John et Nirenberg, On a la preuve de et de le théoréeme

suite.l



Chapitre 4

Quelques inclusions entre BMO(R") et

les espaces de Besov

Ce chapitre est consacr quelques relation d’inclusion entres les espaces de Besov ho-

mogenes et les espaces BMO(R™)

4.1 Définition des espaces de Besov

Définition 4.1.1 Soient s € R et 1 < p,q < o0. L’espace de Besov homogéne noté

B;(I(R”) est défini par les fonctions f € 8’ (R™) telles que :

. 1 )
If] <Zj€Z 27%4 HAijZ)q < +00 st qF# 00

s —=
prq

sup,ez (277 [|1A;fl,) < +o0 si q=00
Définition 4.1.2 Soient 1 <p<o0,1 <qg< o0 et s € R. L’espace de Lizorkin-Triebel

homogéne noté Fl‘f’q(R”) est l’ensemble des fonctions f € S’ (R™), telles que

(e 201,10
— p

e =
Fpaq

/]

Hsupj€ZZjS|Ajf\Hp st =00

28
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Proposition 4.1.1 (i) Bgo’oo(]R”) =C*(R"), s € R\N.C*(R") désigne l’espace de Holder

homogeéne.

(i1) By (R") = F; (R"), pour s € R,0 < p < o0.

4.2 Relation avec les BMO(R")

Définition 4.2.1 Soit l'opérateur de Riesz défini par

Lf= (A3 f=F e[ f(€) ie  Lf(E):=cle|*f(€) (f € S(R™)),

avec s € R, £ € R".

On donne Z; sous la forme (Grafakos [§])
Lf=c| Jl- y)lyl~ e dy,
et cette intégrale est convergent si f est une class de Schwartz.
Proposition 4.2.1 L’opérateur
Zs - S (R") — S (R™).

Démonstration :

]

?

Soit f € Sw, on pose f = F 'y donc f =~ avec ~v(&) € C>, supp v [’73, ’71] Ul

N
N[

alors f(@)(0) = 4)(0) = 0.

Et s0it g € Seo; g = Fp alors § = p, §(0) = 1,0n pose h = FL(p') € Sao; h(0) = p/(0) =
0.

On ah:=¢&mf(&): (€"f(€)P]e=o =0 avec m = —s,

donc

Inf=heS,
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alors

feSe =1L €S,

Proposition 4.2.2 [{1/Vf,g € Sx,s €R on a

<ZILsf,g>=< f,I,g > .

Proposition 4.2.3 Soit s,s" € R alors on a

Is0Zy = Is—i—s’-

Démonstration :

Soit f € Soo = I,f € S', 01 a

Z, OIS’(f) = IS(IS’(f)) € S

e D’apres la transformation de Fourier

L) = |61 T (F)(©) = [€]7°1€] 7 (&) = [¢] e+ f(€) =

alors IS ¢) Is/f = Is(Is/(f)) = Is+s’f-
e D’apres la distribution

soient f € 8’ et g € S, 0N a

—

Is+s’ (f) (5)

<ZI,oIyf, g >=< Is(zs’f)ug >=<Zyf,Isg D8 o XS0 =< £ IS’(ISQ) >=< f,LTy199 >=<TLegf,g>.

Remarque 4.2.1 Soit Z,g = F 1 (|£]7°9(&)) est un potentiels de Riesz de g , si on pose

f=Zsygonallf

T.(BMO) — 9]l prro -

Proposition 4.2.4 f € Z,(BMO) si et seulement si (£)°f € I,_,(BMO) pour toutes

derivées partielles d’ordre k.
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Les espaces de Sobolev basés sur BMO (voir, Neri [12]), que nous noterons Z;(BMO)
est 'image de BMO sous l'opérateur intégraux fractionnaire Z, des potentiels de Riesz.
Nous obtiendrons des caractérisations directes de 'espace Zy(BMO) pour s > 0. Par

exemple, pour 0 < s < 1 et le cube Q C R". f € Z,(BMO) si et seulement si

(z+y) — f(2)]
dr dy
[Qal Qa | /a /y|<a |y[+2s

est uniformément borné d’aprés R.Strichartz (voir [14]).

Théoréme 4.2.1 Soit l’espace de Besov on a
B, ,(R") C Z.(BMO) C By, . (R").
Preuve. Voir [14]

Proposition 4.2.5 Pour s >0 on a

Fpq® (R") C B2, ,(R™) C Z,(BMO).

Démonstration : Pour 1 < q¢<p<oo ona

_n

(R") € B0 (R,

50,max(p,q)

5 n B
F (R ) C Bp max(p,q)

telle que = s+ 2,8 — % = s, avec max(p, q) = 2, donc Fﬁq(R”) C 3;2(R”)

Do )} (R") C Z,(BMO) .
Proposition 4.2.6 Soit n > 1 et soit h € Bﬁoo(]R”), alors h € BMO(R™)( Voir [5] la
proposition B.1, page 159 ).

Démonstration : La transformation h — h(Ax),\ > 0 est isométrique pour ces deux
espaces.

Tout d’abord, on suppose que h = ZjeZ g; avec

lg;]l, < C277"et | Vg;||, < C2.j € Z.
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Maintenant, on considére un cube Q de coté dg vérifiant 2™ < dg < 27™*. On peut

écrire h = v + w ou

u:Zgj et w:Zgj.

m+1
On a les estimations ||w|, < C27"" et ||Vul| < C2™.

Donc
. m(e) ol ds < [Qlde |Vl < 1€
et on a [, |w(z)|dr < |wll, < C|Q|, alors h appartient & BMO.

Pour le cas général, il suffit d’appliquer les inégalités de Bernstein ([1.5) données par le

théoréme a la décomposition de Littlewood-Paley de h . B



Conclusion

Le but principal de notre travail a été de faire une étude assez détaillée des multiplica-
teurs de Fourier et des BMO, nous avons traité quelques propriétés et présenté quelques

théorémes essentiels concernant les espaces de BMO .
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Résumeé :

Dans ce mémoire, nous avons donné quelques définitions et proprétiés de I’espace BMO et des
multiplicateurs de Fourier. Nous avons étudie la relation de I'espace BMO avec la mesure de
Carleson et avec les espaces de Besov homogeénes.

Mot-Clés :

Les multiplicateurs de Fourier, ’espace BMQO, la mesure de Carleson et les espaces de Besov
homogeénes.

abstract :

In this memory, we have given some definitions and properties of the BMO space and Fourier
multipliers, and we have studied the relation between the BMO space and the Carleson
measure and with homogeneous Besov spaces.
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the Fourier multipliers, the BMO space , the Carleson measure and the homogeneous Besov
spaces .
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