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Notations

v pour tout.
= il existe.
max maximum.
min minimum.
sup borne supérieure.
inf borne inférieure.
lim limite.
lim sup :  limite supérieure.
lim inf : limite inférieure.
N ensemble des entiers naturels.
A ensemble des entiers relatifs.
Q ensemble des nombres rationnels.
R ensemble des nombres réels.
R+t ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
C ensemble des nombres complexes.
Re 2 partie réelle du nombre complexe z.
Im z partie imaginaire du nombre complexe z.
K Corps des scalaires ( K =R ou C).
M, , (K): ensemble des matrices & n lignes et p colonnes, a coefficients dans K
|-]| : norme sur R".
MT  : transposé de la matrice A.
M~! : inverse de la matrice.
det : déterminant.
tr : trace.
rg ourang  : rang.
exp(A), ou e : exponentielle de la matrice A.

M * : la pseudo-inverse de M

Acronymes



— LMI : Inégalités Matricielles Linéaires (Linear Matrix Inequalities).

— LTI : Linéaire Temps Invariant (Linear Time Invariant).

— SISO : Mono-entrée Mono sortie (Single Input-Single Out put).

— MIMO : Entrée multiple-Sortie multiple (Multiple Input-Multiple Output).




Introduction

Le but de la théorie du controle est de déterminer la commande a appliquer en entrée du
systéme pour obtenir un comportement désiré de celui-ci. Le fonctionnement de commande
sur le systéme est assuré par un autre systéme appelé systéme de commande. Son objectif
primordial est la stabilité du systéme corrigé, c’est-a-dire, la capacité pour un systeme de
revenir de lui méme a sa position d’équilibre a chaque fois qu’il en est écarté.

Le probléme de la commande est alors qualifiée & un probléme de commande robuste
qui est un type de commande qui vise & garentir les performances et la stabilité d’un sys-
téme face & des perturbations du milieu. En effet, le modéle mathématique qui modélise
un systéme réel est une représentation qui vise & approximer au mieux, avec des hypothéses
simplificatrices, le systéme qu’on veut commander. Il existe donc un écart entre le com-
portement observé du systéme réel et son modéle interne. La commande robuste vise a
déterminer une loi de commande qui soit capable de garantir des ctritéres de performances
et de stabilité. Alors si la spécification exigée pour la loi de commande est la stabilité du
systéme, il s’agit d’un probléme de stabilisation robuste et la loi de commande obtenue est
dite robuste en stabilité. Aussi s’il s’agit plus de stabilité un certain niveau de performance,
il est qualifié de commande robuste en performance.

L’étude de ce type de probléme a connu un essor important ces derniéres années et notre
mémoire s’inscrit dans cet problématique, il décompose en trois chapitres :

eLe premier chapitre est consacré sur une généralité de la théorie du controle: nous
rappelons par des notions de base sur les équations différentielles, la transformation de
Laplace et le probléme de commmade pour les systéme LTI (Linéaire de Temps Invariant).
Nous rappelons en particulier la relation entrée-sortie (input-output, en englais) a travers

une fonction de transfert sur les systémes linéaires. On parele aussi sur des outils fon-
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damentalles conceérne le probléeme de commande comme par exemple, la Commandabilité,
I'observabilité... , et les criteéres d’estimation de ces outils.

eLe deuxiéme chapitre, nous exposons la notion de robustesse des systémes dy-
namiques par deux stratégie: la premire stratégie c’est robustesse en stabilité (stabilité
au sens de Lyapunov, différents types de stabilié, comme la stabilité asymptote , la stabilité
exponentielle...) et la deuxiéme c’est la robustesse en performance (performance H,, et
performance Hy,).

eLe troisiéme chapitre est une applications des résultats des deux chapitres précédents
ou nous discutons le probléme de synthése d’un correcteur stabilisant c¢’est-a-dire une loi
de commande de sorte que le transfert entre le vecteur d’entrée exogeéne et le vecteur de
sortie mesuré est minimal. Nous commencons le chapitre par une présentation du probleme
de synthese standard H,, pour les systémes LTI . En suite, on discute la résolution de ce

probléme par chemin : retour d’état, et on termine par un exemple numérique.



Chapitre 1

Généralités sur la théorie du controéle

La théorie du controle est un domaine de recherche interdisciplinaire, ot beaucoup de con-
cepts mathématiques et des méthodes travaillent ensemble pour produire un corps impres-
sionnant des mathématiques appliquées. Ce chapitre sera consacré aux définitions élémen-
taires et notions de base conceérne les équations différentielles, la tansformation de Laplace,
la fonction de transfert, commandabilité, observabilité et stabilité... qui joues un role im-

portant pour réalisé le but de notre sujet.

1.1 Notion de base sur les équations différentielles

Supposons que la fonction y = f(z) exprime un phénomeéne du point de vue quantitatif.
Examinant ce phénomeéne, il est souvent impossible d’établire directement le caractére de
la dépendance entre y et x, mais ’on peut établire une dépendance entre les quantités z,y
et les dérivées de y par rapport & = : v,y ,...,y"™, c’est-a-dire que l'on peut écrire une
équation différentielle. par exemple. On laisse tomber un corps de masse m d’une
certaine hauteur. On demande d’tablire la loi de variation de la vitesse de chute v si le
corps épreuve une résistance de freinage de la part de I'air proportionnelle & la vitesse (le
coeffiecient de proportionnalité étant k ), c’est-a-dire de trouver v = f(¢) . En vertu le

cecond loi de Newton on trouve ’équation différentille

dv
Y_p
Mt



1.1. Notion de base sur les équations diftérentielles

ol % est l'accélération du corps en mouvement (la dérivée de la vitesse par rapport

au temps) et I la force agissant sur le corps dans le sens de mouvement. (Cette fore est
constituée de deux forces: de la force de pesanteur mg et de la force résistance de I'air —kv.
On demande de déduire une relation entre x, y et les dérivées, la relation directe entre y

et x, c’est-a-~dire de trouver y = f(z) ce qu’'on appelle intégrer une équation différentielle.

Définition 1.1.1 On appelle équation différentielle une équation établissant une relation
entre la variable indépendante x, la fonction inconnuey = f(x) et ces dérivéesy ,y" ,...,y"™ ,on

peut écrire symboliquement une équation différentielle sous la forme

F <:L‘7ya y/’ y”’ "'7y(n)> = 0

ol

dy 2 e
F(a: vy oy y)—o

e T
"da dx?’ T da
Ou y est une fonction de l'inconnu x .

Siy = f(x) est une fonction d’une seule variable indépendante, I’équation différentielle

est dite ordinaire.

Remarque 1.1.1  On appelle ordre d’une équation différentielle l'ordre de la dérivée la

plus élevée continue dans cette équation.

Définition 1.1.2 On appelle solution ou intégrale d’une équation différentille toute fonc-

tion y = f(x) vérifiant identiquement cette équation.

1.1.1 Quelques types d’équations différentielles du premier ordre

Une équation différentille du premier ordre est de la forme

F(z,y,y)=0

Lorsque cette équation est résoluble en ', on peut la mettre sous la forme

y = f(r,y).



1.1. Notion de base sur les équations diftérentielles

On dit que I’équation différentielle est résoluble par rapport a la dérivée. Pour une telle

équation, on a le théoerme de l'existance et 'unicité de la solution suivant

Théoréme 1.1.1 Si dans l'équation y = f(x,y) la fonction f(x,y) est sa dérivée partielle
g—j; par rapport a y sont continues dans un certain domaine D du plan Oxy et si (xq,1yo) est
un point dans ce domaine, il existe une solution unique y = p(x) satisfaisant & la condition
Yy = yo lorsque x = xy.

La condition que la fonction y doit prendre la valeur donnée 1y lorsque x = xq. Le
théoréme signifie qu’il existe une fonction y = ¢(x) est une seule dont la courbe représenta-
tive passe par le point (o, Yo)-

Il résulte de ce théoréme que l'équation différentielle y = f (x,y) posséde une infinité de
solutions passant par le point (xg,yo) par exemple la solution passe par le point (xg,yo) , la
solution passe par le point (xo,y1), la solution passe par le point (xg,ys), etc. Pourvu que
ces points se trouvent dans le domaine D.

La condition que la fonction y doit prendre la valeur donnée yo lorsque x = xq, s appelle

la condition initiale.

Définition 1.1.3 On appelle solution générale d’une équation différentielle de premiére

ordre une fonction

y = o(z,c),

dépendant d’une constante arbitraire c et satisfaisant aux conditions suivantes:

1. elle satisfait a l’équation différentielle quelle que soit la valeur concréte de la constante

2. quelle que soit la condition initiale y = 1o lorsque v = xq, on peut trowver une valeur
c = ¢ telle que la fonction y = (x,co), vérifie la condition initiale donnée. On suppose
alors que les valeurs xq et yo appartiennent au domaine de variation des variables x et y

dans lequel sont observées les conditions du théoréeme d’existance et d’unicité de la solution.



1.1. Notion de base sur les équations diftérentielles

Equations a variables séparées
Considérons une équation différentielle de la forme
dy
— = fi(x 1.1.1
Y = hi@) () (11.1)
Ou le second membre est le produit d’une fonction dépendant seulement de x par une

fonction dépendant seulement de y. Transformons la comme suit (en supposant fa(y) # 0) :

1
fa(y)

Supposons que la fonction y de x soit connue, on peut considérer 1.1.2 comme 1’égalité

dy = fi(x)dx (1.1.2)

de deux difféerentielles, et leurs primitives se distingueront par une constante. Intégrant le

premier membre par rapport a y et le second par rapport a x, on obtient:

/%dy: /fl(x)da:—l—C

Nous avons obtenu une relation entre la solution y et la variable indépendante z et la

constante arbitraire C' c-4-d. qu’on a l'integrale générale de 1’équation 1.1.1
1. L’équation différentielle 1.1.2

M (x)dxz + N(y)dy = 0. (1.1.3)

est appelée équation a wvariable séparée. Comme on vieut de le démontrern sont inté-

grale générale est
/M(x)dx + /N(y)dy =C.

2. Equation de la forme
My(z) Ny (y)dx + Ma(x) N2 (y)dy = 0.

est appelée une équation & variables séparables. Elle peut etre ramenée a une équation

a variables séparées en divisant les deux membres par 'expression N (y)Ma(z) :

M, (x) Na(y)
@™ M)

qui une équation de la forme 1.1.3

dy = 0.



1.1. Notion de base sur les équations diftérentielles

Equations homogénes

Définition 1.1.4 On dit que la fonction f(z,y) est une fonction homogéne de degré n. par

rapport aux variables x et y st l’on a pour tout \

fQz, Ay) = N f(z,y).

Par exemple la fonction f(x,y) = /3 + y3 est homogene et de degrée 1, car

FOz,Ay) = v/ (A2)’ + (\y)® = A28 + 3 = Af(z,y)

Définition 1.1.5 L’équation
dy
< — xT
est dite homogéne par rapport a x et y si la fonction f(x,y) est une fonction homogéne de

degré zéro par rapport a x et y.

La résolution de I’équation homogéne. On a par hypothese f(Az, \y) = f(z,y). Posant

dans cette identité A = %, on obtient

d
= = fla.y) = £(1, %)

c-a-d. qu’une fonction de degré zéro dépond seulement du rapport 2.

Pour résoudre cette équation, nous faisons la substituation
_Y ; _
u==, ca d y=ux
x

On a alors
On trouve par intégration

/#Z/dﬁ%

Substituant aprés intégration £ & u, on obtient I'intégration de I’équation on quastion.

10



1.1. Notion de base sur les équations diftérentielles

Equations linéaires

Définition 1.1.6 On appelle équation linéaire, une équation linéaire par a la fonction in-

connue et a sa dérivée. Elle s’écrit

dy

-+ P(a)y = Q(x). (1.1.4)

ot P(z)et Q(x) sont des fonctions continues de x données (ou des constantes).
La résolution de I’équation linéaire. On associe a I’équation différentielle 1.1.4, I’ “equation
sans second membre:

dy
T + P(z)y = 0. (1.1.5)

L’équation 1.1.5 s’appelle aussi équation différentielle homogéne associée a 1.1.4. Les

solutions de I’ “equation 1.1.5 sont données par:

/P(x)dz
y — ke

Ou k est une constante réelle quelconque.
On obtient les solutions de I’équation 1.1.4 en ajoutant une solution particuliére de cette

équation a la solution générale de I’équation homogeéne associée.

Théoréme 1.1.2 La solution générale d’une “équation différentielle linéaire du premier
ordre 1.1.4 est la somme de l'intégrale générale de I’ équation sans second membre 1.1.5 et

d’une intégrale particuliére de [’ équation compléte 1.1.4.

Remarque 1.1.2 Certaines “équations non linéaires se ramenent ‘a des “équations lin-

eaires par changement de variables, c’est le cas par exemple des “équations de Bernouilli:

W Play+ Q)

ot P(x)et Q(z) sont des fonctions continues de x.
Lorsque o vaut 0 ou 1 I’équation est linéaire. Sinon en posant z = y'~®, on se raméne &

I’équation linéaire suivante:
z

o™ P(z)z + Q(z)

11



1.1. Notion de base sur les équations diftérentielles

C’est aussi le cas de I’équation de Ricatti:

W Pl + Qo + Ra).

On sait résoudre cette équation dés que 'on connait une solution particulirey, (x), cela
conduit a une équation de Bernoulli pour oo = 2.

En effet, il suffit de poser y = y; + 2 et de le remplacer dans I’équation de Ricatti, pour
montrer que la variable z vérifie I’équation de Bernoulli suivante:

Z—; = (2P(x)yi(z) + Q(x))z + P(x)22(x).

une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n et d’inconnue y est donc de la forme:
poy + p1y + p2y” + o+ Py = o
O‘u po, p1,---Pn, Pni1, sont des fonctions numériques.

Remarque 1.1.3 Les équations différentielles d’ordre n se raménent a des systémes d’équations

d’ordre 1.

Soit ™M (t) = f(t, x(t),2'(t),...,z"V(t)) une équation différentielle d’ordre n on pose:

On aura alors:




1.2. La Transformation de Laplace

de plus 2/ (t) = f(t, z1(t), x2(t), ..., 2, (1))

On peut écrire cela sous la forme vectorielle:

1(1) (1)
w5(1) w3(t)

= ' = F(t,x1, 79, ..., Ty),

xl(t) ft, 1 (t), z2(t), ..., xn(t))

ol F:I xR"— R"

1.2 La Transformation de Laplace

Définition 1.2.1 Considérons une fonction réelle d’une variable réelle x(t) telle que x(t) =
0 pour t < 0, on définie sa transformée de Paplace X (s) est la fonction X = L|x] de la

variable complexe s définie par:

X(s)=LA{x(t)}(s) = /+OO z(t) e tdt
0

La fonction X (s) est une fonction complexe d’une variable complexe s (avec s = 7 + iw)

La transformée de Laplace d’une fonction x(¢) n’existe pas dans tous les cas: il est
nécéssaire que l'intégrale ci-dessus converge. On démontre que cette convergence est vérifiée
si la partie réelle de la variable complexe s est supérieure a une valeur donnée appelée seuil
de convergence.

D’une manieére générale, la transformation de Laplace est une application de ’espace des
fonctions du temps (nulle pour ¢ < 0) vers l’espace des fonctions complexes d’une variable

complexe. La fonction z(t) s’appelle l'original de X (s), ou encore sa transformée inverse.

13



1.2. La Transformation de Laplace

1.2.1 Proprités fondamentales

Les propriétés qui suivent sont fondamentales car elles permettent de calculer facilement
(sans utiliser la définition de la transformation de Laplace) les transformées de Laplace de
certains fonctions temporelles

Linéarité

Soient f,g : Rt — C, deux fonctions admettant des transformées de Laplace, et soient

a, 3 € R alors:

L{af(t) + 8g(t)} (s) = aL {f ()} (s) + BL{g(t)} (s)

La linéarité de la transformation de Laplace résulte naturellement de la linéarité de
I'intégrale.
Transformée d’une translation

Soit f : Rt — C, une fonction vérifiant f(¢) = 0, si (¢ < 0) et admettant une transformée
de Laplace L{f(t)} (s) . On consideére la fonction f, définie par f,(t) = f(t —a), a > 0,

alors :
L{fa(t)}(s) =e “L{f(t)}(s)
Transformée d’une homothétie

Soit f : R™ — C,une fonction admettant une transformée de Laplace L {f(t)} (s) et k > 0.
On considere la fonction f;, définie par fi(t) = f(kt), alors:
s

LU0} () = LU0} )

Trasformée de Laplace d’une dérivée

Soit f(t) une fonction de temps. Soit F'(s) sa transformée de Laplace. La transformée de

Laplace de sa dérivée premiére L {f'(t)} (s) se calcule simplement en fonction de F(s) :

14



1.2. La Transformation de Laplace

L{f'(t)} (s) = sF (s) = [ (0)
De méme, la transformée de Laplace de sa dérivée n-iéme est
2n

L) = F(s)— 3 gy

dtt—n—l
k=n-+1

Par exemple:
L{f"(t)} (s) = s*F'(s) — sf(0) — f'(0)
En observant que la transformation de Laplace transforme 1’opérateur de dérivation en
un opérateur arithmétique. Il faut noter que ’on retrouve dans ces expressions les conditions

initiales, c’est-a-dire les valeurs en ¢t = 0 des dérivées successives d’ordre inférieurs a ’ordre

de dérivation considéré.

Transformé de Laplace d’une primitive

Soit P(t) une primitive d’'une fonction f(t) et F(s) la transformée de Laplace de cette
fonction. On a:

LiPONe) = 1 [ sty = T T

La encoure, 'opérateur intégration se trouve changé en un opérateur arithmétique dans

S

I’espace des transformées de Laplace.

Tansformée de Laplace d’un produit de convolution

SLL{f(t)} (s) = F(s) et L{g(t)} (s) = G(s) alors L{f(t) * g(t)} (s) = F(s).G(s)

Théorme de la valeur initiale

Considérons la transformée de Laplace L { f(¢)} (s) = F(s) d’une fonction f(t) et L {f'(¢)} (s)

la transformée de Laplace de sa dériviée, alors lorsque s — -+o00, on a e %

sF (s) — f (0) — 0. Nous retiendrons:

— 0, donc

f(0) = lim [sF(s)]

s§—+00

15



1.3. Les systémes dynamiques

Ceci constitue le théorme de la valeur initiale qui permet d’obtenir une expression de
la valeur de f au voisinage de zéro par valeur supérieur en fonction de sa transformée de

Laplace.

Théoréme de la valeur finale

Le théoérme de la valeur finale permet de calculer la limite quand tend vers l'infini d’une

fonction temporelle f(t) en connaissant uniquement sa transformée de Laplace

lim f(t) = lim [sF(s)]

t——+o00 s—0

Fonction de transfert inverse

De méme qu’'une fonction du temps peut avoir une trnasformée de Laplace, il est possible
apartir d’une fonction F'(s) de retrouver son original, autrement dit la fonction f(¢) dont

elle est la transformée de Laplace.

Définition 1.2.2 La transformée de Laplace étant une application bejectif, sa bijection in-
verse noté L1 et définit pour tout t € R par:

LU {F(s} (1) = % ¢ F(s)ds, (c = Re(s)).

c—100

Elle est unique et on l’appelle la trnasformée inverse de Laplace ou originale de F.

1.3 Les systémes dynamiques

En mathématiques, un systeme dynamique est un systéme et dont 1’évolution dans le temps
est décrite par une loi. Par exemple le mouvement des planétes dans le systéme solaire
(régi par la loi universelle de la gravitation de Newton) , I’évolution de la mémoire d’un
ordinateur sous l’action d’un programation informatique... . Formellement on distingue les
systmes dynamiques a temps discrets (comme un programe d’informatique) des systémes

dynamique & temps continue (comme une réaction chimique).

16



1.3. Les systémes dynamiques

Lors de la conception d'un systéme de commande, la premiére étape, qui conditionne le
succés d’'une telle réalisation et la modélisation, ’obtention d’une description mathématique
convenable, qui reproduit de maniére aussi fidéle que possible le comportement du systéme
a commander dans un contexte donné, est nécessaire.

Les modéles des systémes dynamiques peuvent étre classé en plusieurs catégories :

- Linéaires / non linéaires

- Invariants dans le temps / variants dans le temps

- Déterministes (c’est-a-dire qu’une condition intiale donnée a Iinstant "présent" va
correspondre & chaque instant ultérieur un et un seul état "futur" possible.)/ stochastiques
(si son évolution est régi par une loi de probabilité).

- Mono variables / multi variables

Bien que la plupart des systémes physiques soient essentiellement non linéaires, variants
dans le temps, de dimension infinie et que leur représentation mathématique se traduise donc
par des équations aux dérivées partielles non linéaires ou par des équations ordinaires. En
effet, il existe plusieurs techniques pour approcher le comportement des systémes physiques
par des modeles linéaires invariants de dimension finie. On peut par exemple linéariser
un modele non-linéaire autour de plusieurs points de fonctionnement et obtenir ainsi une
famille de modéles linéaires.

Dans notre étude, on considére des systémes dynamiques modélisés par des équations

diférentielles sous la forme:

#(t) = fx(t), ult), ), (1.3.1)

telle que x(t) € R™ est l’état de systéme, et le vecteur u(t) € R™ est Uentrée (ou
commande). Pour calculer 1’évolution future d’un systéme, il faut connaitre le vecteur
t — u(t) aussi que la condition initiale de I’état. Etant donné 1’évolution du systéme on
s’intéresse souvent a un certain nombre de vecteurs qu’on nomme sorties ot mesures. Les

équations de sorties considérées sont de la forme

y(t) = g(z(t),u(t), t) € R? ,p < n. (1.3.2)
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1.3. Les systémes dynamiques

On peut agir sur ’état x par un controle u en fonction de ’état c’est-a-dire u = k(z;t),et

le systéme 1.3.1 s’écrit sous la forme

x(t) = f(x(t), k(z,1),1), (1.3.3)

on parle alors de retour d’état.
Si u = k(y;t) on parle de retour de sortie. Puisque la loi de rétroaction est particuliére-
ment choisie, ou parce que le systéme ne posséde pas de commande, il est important de

comprendre comment étudier les systémes libres de la forme

#(t) = f(a,1). (1.3.4)

Un tel systéme sous la forme 1.3.4 est stationnaire lorsque f ne dépend pas explicitement

du temps. C’est-a-dire

T = f(x). (1.3.5)

Un des concepts clés dans I'étude des systémes dynamiques est la notion de point
d’équilibre (appelé également point stationnaire). Le point z. est dit point d’équilibre pour
le systéme différentiel 1.3.4 | s'il est initialisé en ce point, c’est a dire z(0) = z.,alors le
systéme reste en x. pour tous les temps futurs.

L’étude physique de nombreux systémes dynamiques a temps continu permet de décrire

leur comportement par un systéme d’équations de la forme

(1.3.6)

Ici encore, le vecteur u(t) € R™ est I'entrée et y(t) € R? est la sortie, issue de la second

équation de 1.3.6 (dite équation d’observation). Le vecteur z(t) € R™, solution de la
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1.4. Fonction de transfert d’un systéme

premiére équation (équation différentielle ordinaire, dite équation d’évolution), est appelé
vecteur d’état du systéme , il décrit & un instant donné la configuration interne du systéme.
Sous les hypothéses précitées de linéarité et d’invariance dans le temps, f et g sont linéaire
et indépendantes de t, les équations 1.3.6 deviennent
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
{y(t) = Cx(t) + Du(t),’

telle que, A € R™" est appelée matrice d’état de systeme, B € R™ " matrice de

(1.3.7)

commande, C' € RP*"™ matrice d’observation, D € RP*™ matrice de transmission directe, et
la quadruplet (A, B; C, D) est appelée réalisation de systéme 1.3.7.

L’approche 1.3.7 est intéressante car elle fournit souvent des informations locale sur le
comportement des systémes non linéaire 1.3.6 autour de x.. Néanmoins cette information
est parfois insuffisante, surtout lorsqu’on cherche des informations sur le comportement du
loin de ’équilibre. En autre les systémes linéaires et non linéaires sont en fait tres différents
par nature. Enfin, si le systéme dynamique a controler posséde une entrée (m = 1) et une
sortie (p = 1) celui-ci est appelé SISO (Single Input Single Output), sinon il est dit MIMO
(Multiple Input Multiple Output).

1.4 Fonction de transfert d’un systéme

Considérons un systéme linéaire quelconque possédant un entrée u(t) et un sortie y(t).

On suppose qu’il est régi par une équation différentielle de degré n

d™y d" 1y dy o d™u d™tu du
an%—i-anfl dt_”_l +...—|—a1%+aoy(t) = bmdt—m—i‘bmflm—%ﬁ-bl% —|—bou(t) (141)

Si nous appliquons la transformation de Laplace aux deux membres de cette équation,

tout en supposant nulles les conditons initiales, il vient

aps"Y (s)+ ... + a18Y (s) + agY (s) = bys"U(s)+ ... + bisU(s) + boU(s)
(

[ans" + ... +a1s+ao)Y(s) = [bms™ + ... + bis + b|U(s)
by S™ + byp18™ .+ bys + by
ApS" 4 ap_ 18"+ . Fa;s+ag

d’ou

) _
)
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1.4. Fonction de transfert d’un systéme

Cette fraction rationnelle de deux polynémes de la variable complexe s est appelée
fonction de transfert du systéme et communément notée

Y(s)
Ul(s)

G(s) = < Y(s)=G(s)U(s) (1.4.2)

Comme cette fonction est une fonction rationnelle de deux polynomes en s, il est possible

de factoriser ces deux polynoémes dans le corps des complexes. On obtient:

o) — bin (S — 2m) (S — Zm—1)...(s — 21
Gls) = an(s—8,)(s = Sp_1)... + (s —81)

Les racines z; qui annule le numérateur sont appelées les zéros de la fonction de transfert.

Les racines s; qui s’annule le dénominateur sont les pdles de la fonction de trnasfert. Ces
peuvent étre réels ou complexes. Le signe ou 'appartenance a ’ensemble des réels de ces
poles ou zéros, jouent des roles trés importants dans 1’étude des systemes.

Aussi en peut défnir la relation entrée-sortie d’un systéme linéaire invariant dans le temps

ou (en anglais Linear Time Invariant (LTT)) par le produit de convolution suivant

o0

y(t) = / g(t — TYu(r)dr,

ou g(t) est la réponse impulsionnelle du systéme, et u(t) est le vecteur d’entrée core-
spondant. Comme précédent, dans le domaine de Laplase, on obtient le produit simple
1.4.2
On dira que la matrice de transfert G' est propre si
lim [[G(s0)] < +oc,
et qu’elle est strictement propre si
lim [[Gi(oc)| 0.
Le systéme est dit mono-entrée/mono-sortie si u et y sont des scalaires, et multi-
entrées/multi-sorties ou multivariable si I'un des deux est un vecteur. On utilisera les abrévi-

ations anglaises SISO (single-input/single-output) et MIMO (multi-input/multi-output).
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1.5. Commandabilité, observabilité

Lorsqu’on a accés aux équations d’évolution physique du systéme, on peut décrire ex-
plicitement son comportement par la dynamique de ses variables internes (entités physiques
caractérisant 1’état du systéme). On obtient alors des équations “d’état” de la forme 1.3.7.

En prenant la transformée de Laplace , on vérifie aisément que la fonction de transfert

de U(s) a Y (s) est alors donnée par

G(s)=D+C(sI —A)'B (1.4.3)

En effet

) = AX(s)+ BU(s)

) = CX(s)+ DU(s)

) = BU(s) = X(s) = (sI — A)"'BU(s)

) = [D+CO(sI—A)'BJU(s).

Réciproquement, a toute fonction de transfert propre on peut associer une représentation

interne équivalente de la forme 1.3.7. Le quadruplet (A; B;C'; D) s’appelle une réalisation

de G(s). Cette réalisation est minimale si (A4; B) est commandable et (C; A) observable.

1.5 Commandabilité, observabilité

1.5.1 Probléme de commande

Etant donnée une réalisation (A, B, C, D) d’un systeme LTI,

Définition 1.5.1 Le couple (A, B) est dit commandable si, pour tout t; > 0,x¢; 1 € R,
il existe une commande u : [0,t1] — R™, intégrable sur [0;t1], qui améne la variable z(t) de
x(0) = xo, a z(t;) = z1 autrement dit telle que
t1
z1 = el +/ eA=") Bu(t)dr.
to
Le couple (C, A) est dit observable si, pour t; > 0, l’état intial x(0) peut étre déterminer
de maniére unique & partir de tout commande u : [0,t;] — R™ et de la sortie y : [0,t1] — RP

qui en résulte.
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1.5. Commandabilité, observabilité

Comme il est d’usage, on dira dans la suite que la réalisation (A, B,C, D) d’un sys-
téme est commandable (resp, observable) si (A, B) est commandable, (resp, si (C, A) est

observable).

Remarque 1.5.1 - On peut, sans amoindrir [’énoncé, remplacer xo par 0 dans la défnition
de la commandabilité.

- De méme, l'observabilité peut étre définie de facon équivalente en ne considérant que
la sortie y : [0,t1] — RP résultant de la commande nulle (y est alors la réponse libre du
systéme)

- Une fois déterminé l'unique x(0) d’une réalisation observable (A, B,C, D), tout vecteur

prise par le vecteur d’état x(t) sur [0;t] peut étre calculer avec

¢
x(t) = ety (0) + / GA(t_T)BU(T)dT.
0

Exemple 1.5.1 La connaissance de la matrice de transistion (trensfert) parmet de calculer
directement le vecteur d’état du systéme a partir de cette expression.
Considérons par exemple le systéme 1égi par les équations d’état suivantes:
-2 =2 1

i(t) = Az(t) + Bu(t), avec A= et B=
-1 -3 —2

Supposons que la commande associée est u(t) = 1, et que son état initial est définit par:

0

0
Aprés calcule la matrice de transition donnée par

o =

2 _—t 1 _—4t 2 _—t 1 —4¢
oAt _ | 3¢ T 3e —3¢  t3¢
—getfgem femt 4 Zen¥
On a donc
! 2,—(t-1) o 1 —A(t-1) 2 —(t—1) | 1 —4(t—7)
x(t):eAt 0 +/ € + 3e € + ge 1 ir
0 ) . 16—(t—7') + 16—4(t—7) 16_(t_T) 4 §€—4(t—7') -9
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1.5. Commandabilité, observabilité

4

( e—(t—T o 6—4(75—7')) dr
7 _ 26775 + %674t
5 - 1 _—4
% +e t + 26 t

9 )
_e—(t—T) o e—4(t—7')) dr

(

!
j

1.5.2 Caractérisations algébriques

(A, B) est commandable si et seulement si la matrice de commandabilité

est de plein rang (n,en ligne).
(C, A) est observable si et seulement si la matrice d’observabilité

est de plein rang (n,en colonne).
On dispose aussi des caractérisations modales suivantes :
(A, B) est commandable (resp.(C, A) est observable) si seulement si tout vecteur propre

a gauche v* de A est tel que v*B # 0, c’est-a-dire s’il n’existe pas de vecteur propre a gauche

v* de A qui soit orthogonal a toutes les colonnes de B .de plus

VA = " alors vV"B=0=0v"=0

(resp, tout vecteur propre a droite v de A est tel que Cv # 0 ,c’est-a-~dire s’il n’existe

pas de vecteur propre a droite v de A qui soit orthogonal a toutes les lignes de C' ).de plus

Av= M alors Cv=0=v =0

Cela conduit & définir la commandabilité et I’observabilité par mode de systéme, c’est-

a-dire par valeur propre de A, est vis-a-vis de B et C' .
Un mode A € A(A) est commandable si pour tout vecteur propre a gauche (resp, a

droite) v associé a la valeur propore A , on a v*B # 0 (resp. Cv # 0).
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1.5. Commandabilité, observabilité

Ainsi (A, B) est commandable (resp.(C, A) est observable) si et seulement si tous les

modes du systéme sont commandables (resp. observables).

Critére de Popov.Belevitch-Hautus (ou PBH):

traduit cette interprétation modale par une condition de rang.

(A, B) est commandable si seulement si, pour toute valeur propre A € A(A) la matrice
[A— A\, B]

est de plein rang (n, en ligne). De méme,(C, A) est observable si et seulement si, pour toute
valeur propre A € A(A) la

matrice

est de plein rang (n, en colonne).

Nous donnons une derniére caractérisation, qui permet de lier la commandabilité a la
notion de placement de valeurs propres. En effet, (A, B) est commandable (resp.(C, A) est
observable) si et seulement si les valeurs propres de A + BF (resp. de A + LC)

peuvent étre placées arbitrairement dans C' par un choix convenable de F' € R™*" (resp.

de L € R™P).

Stabilisabilité, détectabilité

Les notions de stabilisabilité et de détectabilité sont voisines, mais moins fortes que les
précédentes : (A, B) est stabilisable si les modes instables de A sont commandables, c’est-a-
dire avec le critére PBH, si pour toute valeur propre A € A(A)N C* la matrice [A — \1,,] est

de rang n. De fagon duale, (C, A) est détectable si les modes instables de A sont observables

_ A— )\,
: pour toute valeur propre A € A(A)N C*la matrice est de rang n .

C

On a enfin des caractérisation par placement de valeurs propres : (A, B) est stabilisabe
(resp.(C, A) est détectable) §'il existe F' € R™*"(resp. de L € R"*?) tel que A + BF (resp.
de A+ LC) est Hurwitz, c’est-a-dire que ses valeurs propres sont toutes dans le demi-plan

gauche C~.
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Chapitre 2

Robustesse des systémes dynamiques

Dans ce chapitre on parle plus précisément au terme de robustesse est généralement as-
socié a celui de risque et de prise de décision. La robustesse est la qualité que posséde un
systéme qui est peut affecté par des incertitudes et perturbations inhérentes ol extérieures
au systéme. Un systéme robuste est celui qui garde ses caractéristiques et qualités (stabilité,
performance, etc. ) méme sous U'influence de perturbations. Une commande robuste doit
donc garantir au systéme toutes les propriétés, soit en prenant en compte au niveau de la
synthése ; les incertitudes, soit parce qu’elle est concue de fagon & garantir certaines marges
de stabilité et/ou performance.

Donc la question de robustesse peut-étre abordée de deux maniéres, pour la stabilité

comime pour les performances:

2.1 Robustesse en stabilité

Avant de se lancer dans ’analyse de la robustesse, c’est-a-dire dans ’étude des modifications
du comportement du systéme en fonction des parameétres, il convient de connaitre quelques
notions et résultats de base qui conserne la stabilité d’un systéeme dynamique. La notion de
stabilité correspond a I'idée d’'un comportement dure dans le temps.

On considére le systéme dynamique suivant:
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2.1. Robustesse en stabilité

= f(x,t)

) o (2.1.1)

ou f :R" xR — R” est une fonction continue en ¢ et localement Lipschitz en x sur

D x [0;+00) et D C R™ est un domaine qui contient 'origine x = 0

Définition 2.1.1 L’origine est un point d’équilibre de 2.1.1 si

F(0,t) =05t >0

Par exemple si on considére le systéme décrit par
T =— (1 + sin (332)) x.

Il est clair que [’origine est un point d’équilibre et la solution du systéme est donnée

par:

z(t) =z (0) exp/o — (1 +sin (2*(7))) dr

Pour tout ¢ > 0.

2.1.1 Stabilité au sens de Lyapunov

Le principe de stabilité au sens de Lyapunov est attribué & Lagrange qui a démontré qu’'un
systéme mécanique, en ’absence des forces extérieures, est stable si, déplacé de sa posi-
tion d’équilibre, 1’énergie de systéme décroit d’une fagon continue jusqu’a atteindre son
minimum & ’état d’équilibre. En 1892, A.M.Lyapunov a réussi a extraire, a partir de ce
raisonnement qualitatif sur le comportement et la stabilité des systémes mécaniques, une

théorie mathématique générale applicable a toute équation différentielle.

Définition 2.1.2 Le point d’équilibre x =0, de 2.1.1 est

- Stable si, pour tout ¢ > 0,il existe 6 = (e;tg) > 0; tel que

(o, to) || < & = ||x(t,to)|| < &Vt > to > 0
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2.1. Robustesse en stabilité

- Uniformément stable si, pour chaque € > 0,il existe § = d(¢) > 0; tel que
|x(to, to)|] < 6 = ||x(t,to)|| < e&,Vt >ty >0
- Instable si’il n’est pas stable.

- Asymptotiquement stable s’il est stable et s'il existe ¢ = ¢(g) > 0,tel que, li+m x(t,t0) =
—-00
0, pour tout ||z(to, )| < c.
- Uniformément asymptotiquement stable s’il est uniformément stable et s’il existe ¢ > 0,

indépendant de t¢, tel que pour chaque € > 0, il existe "= T'(¢) > 0 tel que

llx(t, to)|| < e,Vt >to+T(e), pour tout ||z(tg,to)| < c.

- Globalement uniformément asymptotiquement stable s’il est uniformément stable et si

pour toutes paires de réels positifs ¢, ¢, il existe T = T'(¢, ¢) tel que

|lx(t,t0)|| < &,Vt >to+T(e,c), pourtout |z(te,to)| < c.

Fonctions spéciale

Définition 2.1.3 Une fonction vy : [0,a) — [0, +00) est dite appartenir a la classe des fonc-
tions K si celle-ci est continue, strictement croissante et vy (0) = 0. Elle est dite appartenir
a la classe des fonctions Ko, sia = +oo et

lim~v (r) =0

r——400

Définition 2.1.4 Une fonction continue [ : [0,+00) x [0,400) — [0;+00) est dite ap-
partenir & la classe des fonctions KL si pour tout s fizé, la fonction B (r,T) est de classe
K par rapport a r et, pour tout r > 0 fixé, la fonction B(r;T) est strictement décroissante

par rapport a T et

lim B(r,7)=0

T—+400

27



2.1. Robustesse en stabilité

Fonction d’énéregie: fonction de Lyapunov

La méthode de Lyapunov permet de ce prononcer quant a la stabilité d’un état d’équilibre
sans avoir recours a la résolution de I’équation d’état. Le signe d’une fonction V' (z), (V(0) =

_ dV(x)
== donne

0; V(00) = 00). appelée fonction de Lyapunov, et celui de sa dérivée V()
une information sur la stabilité de systéme considéré. Nous rappelons ici par le principal
théoréeme de cette théorie. Et nous supposons que 1’origine est un point d’équilibre pour le

systeme 2.1.1

Définition 2.1.5 Une fonction V : R x R — R, pour laquelle il existe des fonctions
Y1y V2, V4 € Koo, €t v3 : R" — RT telles que pour tout x € R™ et tout t € R ce qui suit est

vérifié

Y1 (lzf)) €V (@, t) < v, ([l=l]) (2.1.2)
1% (x,t) = aa—‘t/ (x,t) + 3@_‘; (x,t) f(z,t) < =74 (2) (2.1.3)
||g—‘; () [ < va(llzl]) (2.1.4)

est appelée fonction de Lyapunov pour le systéme 2.1.1 si 4 est semi définie positive, et
fonction de Lyapunov stricte si 74 est définie positive.
Nous rappelons le théoréme de Lyapunov pour les systémes variants dans le temps val-

ables bien stir pour les systémes autonomes.

Théoréme 2.1.1 Soit x = 0, un point d’équilibre de 2.1.1 et X C R™ un domaine contenant

x=0. Soit V: X x [0;+00) — R une fonction continiment différentiable telle que

Y llel) Vi@, ) < v (llzll) - Ve e [0;400), Ve € X

V(x,t) _ (x,t) + 88—‘; (x,t) f(z,t) < —y5(x)  Vte [0;+00), Vo e X
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2.2. Robustesse en performance

oly,,75,73 sont des fonctions définies positives et continues sur X . Alors 'origine est
uniformément asymptotiquement stable. Si X = R" et 4 est de classe K, alors 'origine

est globalement asymptotiquement stable.

2.1.2 Autres définitions de base

Lemme 2.1.1 Le point d’équilibre x = 0 de 2.1.1 est

- Uniformément stable si et seulement si il existe une fonction de classe K et une constante

c > 0 telles que

[zt to)ll <zt to) 1), ¥Vt =10 >0, Vz(to, to)l] < c.

- Uniformément asymptotiquement stable si et seulement si il existe une fonction de

classe KL et une constante ¢ > 0 telle que
(5 o)l < B(l[x(to, to), t —toll), VE =t = 0, V|z(to, to)|| < c.

- Globalement uniformément asymptotiquement stable si et seulement si l'inégalité
précédente est satisfait pour toute condition initiale x (%o, to).

Gréace a ce lemme, nous pouvons introduire la notion, stabilité exponentielle.

Définition 2.1.6 Le point d’équilibre x = 0 de 2.1.1, est exponentiellement stable s’il existe

deux constantes k, a strictement positive telle que :
z(t;to)|| < kllz(to, to)|le 1) VWt >ty >0, V|x(to, to)]| < c.
- Globalement exponentiellement stable si cette condition est satisfaite pour toute con-

dition initiale.

2.2 Robustesse en performance

La conception d’une loi de commande doit généralement répondre, au dela de I'exigence de

stabilité, a des spécifications relatives a la ”taille” des vecteurs ou des matrices de transfert
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2.2. Robustesse en performance

: On cherchera par exemple a réduire I'impacte sur le comportement de systéme des per-
turbations pouvant affecter la commande ou la sortie, ou encore a minimiser ’effet de bruit
apparaissant sur les mesures. On pourra aussi exiger de maintenir 'effet des actionneurs a
une certaine limite. Ces objectifs ou contraintes de performance sont exprimés au moyen de

normes de type Hs et Hy,

2.2.1 Normes vectoriels

On considére un vecteur v : Rt — C™. on définit la norme infini ou norme sup de u

par
déf
[ulloo = supl|u (t) [l
>0

Si u est de carré sommable sur R ( c’est a dire si u € Ly(R™), espace de Hilbert), on

déf o 2
ol 2 ( / e (8 H%dt>

C’est la norme induite par le produit scalaire sur Ly(R™)

définie la norme

, oo
(u,v) < / w(t)v(t)dt
0
A titre d’exemple, pour un vecteur sortie y(t), ||y|| représente son énergie totale. Pour

tout 1 < p < 400; L,(RT) représente 'ensemble des fonctions vectorielles u(t) définie sur

un intervalle I de R* telle que

ol ([ o ||£dt);

Définition 2.2.1 Un systéme en boucle ouverte est dit L,-stable s’il existe une constante

7 telle que pour chaque entrée u(t) € L,, la sortie y(t) € L, satisfait

1Yllo < vpllully

Pour p = 00, la Le-stabilité est appelée stabilité entrée bornée-sortie bornée (en anglais,

Bounded Input-Bounded Output)

30



2.2. Robustesse en performance

2.2.2 Performance Hs

Pour une fonction de transfert G(s) strictement propre dont (A, B, C,0) est représentation

d’état la norme Hy est définie par :

+o0 %
1G]l = [i | @ w6 a)

2m ) _ o

Le calcul algébrique de la norme Hs utilise les grammiens d’observabilité et de com-

mandabilité du systeme. On a
IGIE = [ g @a]di. ot g(t) = CeMB
0

_tr / (BTN 0" (Ce™B) dr
0

=t{r BT/ eAtCTCeMdt. B
0

(. J

v~

Wo

1618 = [ tr [ottrg(o)] at

—tr / (Cet'B) (BTeMCT) i
0

=t{r C’/ e BBT A gt CT
0

~~

We
IG5 = tr(B*W,B) = tr(CW.CT)
avec
W, = / eATtOT Cetdt

0
matrice symétrique semi-définie positive appelée grammien d’observabilité solution de

I’équation de Lyapunov
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2.2. Robustesse en performance

ATW, + W, A+ CCT =0

et

Wc:/ e BBTeA qt
0

matrice symétrique semi définie positive appelée grammien de controlabilité solution de

I’équation de Lyapunov

AWC + WCAT + BBT - 0

En effet, partons de

% [etABBTetAT] — AetABBT A" + e ABBTetA” AT

En notant que pour un systeme stable

limett = 0

t—o0
et en intégrant sur[0; o0) ,on obtient directement les deux équations de Lyapunov. La
norme H, d’'un systéme linéaire stable représente ’énergie totale du vecteur sortie lorsque
Pentrée du systéme est une impulsion de Dirac. Minimiser la norme Hs d’un transfert entre
une sortie z et une perturbation w permet donc de minimiser 1’énergie totale de sortie z

sous effet de w.

2.2.3 Performance H.

Egalement la norme H., a été historiquement également été un moyen de prendre en compte
des problémes de robustesse. Il consiste de minimiser I'effet d’une perturbation w sur le
comportement du systéme. On suppose w et son effet sur le systéme le vecteur “cotit” z
mesuré par la norme Ls. Si on agit sur le systéme par un commande u, et on dispose d’une
observation y. Il s’agit donc de synthétiser une loi de commande u = K(s)y,

qui minimise I'impact de w sur z. Cet impact dans le pire des cas est

32



2.3. Formulation LMI

Gl = supi 2
S8l

Cette norme correspond au plus grand transfert possible entre z et w, donc au gain
maximal en énergie de systéme ; elle est donc définie comme suit,

1G () oo e sup & (G (s)) = supa (G (jw)) = sup 7 (G (jw))

Re(s)>0 w€eR

ou 7 (G(s)) designe la plus grande valeur singuliére de G(s). Contrairement a la norme
H,, il n’existe pas une méthode analytique pour calculer la norme H,,, d’'une matrice de
transfert. Pour évaluer la norme H,, d’une matrice de transfert, on choisi une valeur arbi-

traire de ~ , on calcule les valeurs propres de la matrice hamiltonienne définie par :

A v 1BBT
H(v) = .
—toet - AT
Si aucune n’est imaginaire pure, on diminue et on recommence, sinon on augmente et
on recommence. On ne peut donc pas calculer la valeur de la norme H,.,, mais seulement
en donnant une borne supérieure, aussi proche que 'on veut ||G|lo < 7. Le calcul
de la norme H., est donc plus complexe que celui de la norme Hs, et il n’existe pas & notre
connaissance de méthode de calcul directe de cette norme. On ne peut en fait tester si la
norme H., est inférieure ou non a un scalaire donné. Il est donc nécessaire d’approximer

la valeur de cette norme en calculant dans un premier temps des bornes inférieures et

supérieures, puis d’avoir recours a une approche itérative.

2.3 Formulation LMI

Le terme IM L (Inégalité Matricielle Linéaire), (LM : Linear Matrix Inequality
en anglais) est couramment employé dans la littérature liée a ’analyse ou a la commande
des systémes. Nous rappelons par quelques notions I M Ls.

Historiquement le premier LMI est apparu autour 1890 quand Lyapunov montré que le
systéme dynamique linéaire &(t) = Axz(t), est stable, c’est-a-dire les trajectoires converge

vers zéros, si seulement si il existe une solution vérifié I'inégalité maricielle AT P + PA < 0,
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2.3. Formulation LMI

P = PT = 0. L’importance de LMI est qu’elle peut étre efficacement résolut en utilisant des
méthodes de point intérieur qui commencé unr révolution dans la programmation mathé-

matique avec le travail de Karmarkar, publier en 1984.

Définition 2.3.1 On appelle inégalité matricielle linéaire (IML) le probléme suivant : étant
données les matrices réelles, carrées et symétriques My, k = 1,...m, trouver les réels xy, telles

que

M(z) = Mo+ > xpMy =0
k=1

Le succes des LM I vient de développement des méthodes dites du point intérieur qui

permettent de résoudre de maniére efficace ces problémes. il est également lié au fait que de

nombreux problémes, notamment de I'automatique, peuvent étre formulé sous forme LM 1.

Remarque 2.3.1 L’inégalité “ =" signifie définie positive c’est a dire x7 M (x)z > 0, pour
tout x € R", x # 0, ce qui est équivalent a ce que la plus petite valeur propre de M(x) est

positive. (ou “ <7 signifie définie négative)

Remarque 2.3.2 Un systéme de plusieurs LM Is est une LM I

= -0 (2.3.1)

Il s’agit d’'un résultat préliminaire qui permettra, dans ce qui suit, de simplifier des

expressions matricielles

Lemme 2.3.1 (Lemme de Schur). Soient les matrices Q = QT € R™" S € R™™ ¢t
R=R" e R™™ on a

Q@ S Q@ =<0,

<0 <=
ST R R—-STQ71'S <o.

Preuve. La démonstration est trés simple. en multipliant & droite par m
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2.3. Formulation LMI

I 0
—R7IST T
et a gauche par la transposée de cette derniére matrice. On obtient alors une condition
équivalente :
T
I 0 Q S I 0 _ Q- SR1ST 0 -0
—R7IST T ST R —R7IST 0 R

2.3.1 Technique LMI pour la norme H.

Lemme 2.3.2 (Lemme borné réel 1) Soit un systéme G(s) ayant une réalisation en espace
d’état donnée par : 1.3.7 alors les assertions suivantes sont équivalentes.
1) |G(s)||eo < 7y et A est stable
2) Il eziste une matrice X symétrique définie positive solution de l’inégalité matricielle
linéaire
ATX + XA+ CTC XB+C'D
<0 (2.3.2)
BTX + DTC DTD —~21
Lemme 2.3.3 ( Lemme borné réel 2) Soit un systéme G(s) ayant une réalisation en espace
d’état donnée par : 1.3.7 alors les assertions suivantes sont équivalentes.
1) [|G(s)]|eo < v €t A est stable
2) Il existe une matrice X définie positive symétrique solution de l’inégalité matricielle
linéaire
ATX + XA XB C7F
BTX —~I DT | <0 (2.3.3)
C D —~I

En appliquant le complément de Schur a la relation ci-dessus avec la décomposition
ATX + XA XB B cT
BTX —~1 DT

et en multipliant par v on obtient la premiére forme du lemme borné réelle ot la matrice

de Lyapunov est X . Les deux formes sont bien équivalentes puisque v > 0.
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Chapitre 3

Application : Le probléme de la

commande H

La théorie de la commande H,, est I'une de pierre angulaire de la théorie de commande
moderene. Il & été développé pour résoudre de tels problémes avec des implications pra-
tiques tres fortes, la technique modérne largement acceptée pour résoudre maintenant des
problémes de controle robuste et les réduit aux problemes des inégalités matricielles linéaires
(LMIs).

Dans ce dernier chapitre on traite le probléme de la commande robuste H,, qui assure la
stabilité et les performances désirées pour des systémes linéaires, c’est-a-dire on cherche un

correcteur stabilisant de telle sorte & minimiser ’effet des perturbations sur la commande.

3.1 Formulation du probléme H

La commande des systémes dynamiques ne recouvre pas tout a fait les mémes notions,
suivant que ’on se place du point du vue du mathématicien ou de celui de ’automaticien.
Le but poursuivi est le méme : trouver une expression de vecteur de commande u(t) a
appliquer en entrée du systéme afin que ce dernier vérifie un ensemble de spécifications.
Cela peut étre par exemple un critére & minimiser (comme la norme H,, d’un transfert par
exemple), on parle alors de commande optimale. Il peut s’agir simplement de trouver une

commande qui stabilise le systéme.
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3.1. Formulation du probléeme H .,

ENtrees exogenes SOrties regulees

w Z
3 .\
commandes I \8) sorties mesurées
u o [
Kls) [=
FiG. 1.1 = La forme standard.

Nous introduisons tout d’abord une formulation dite standard, une représentation qui
donne un cadre général pour la synthese de loi de commande.

La forme standard (FIG.1.1) permet donc une description de différentes configurations
de boucles fermées a I’aide d’une représentation unique.

u € R™ : vecteur de commande par lequel on peut agir sur le comportement du systéme
par rétro action.

w € R™ : vecteur d’entrée exogeéne pouvant comporter aussi bien les grandeurs de
référence que des perturbations d’origine extérieure dont on souhaite minimiser ’effet.

y € RP?: vecteur de sortie mesuré permettant d’élaborer la commande.

z € RP1 : vecteur de sortie a controler et caractérisant plus ou moins le bon fonction-

nement du systéme.

3.1.1 Transformation linéaire fractionnaire (LFT)

La matrice de transfert G(s), des vecteurs d’entrée w et u vers les vecteurs de sortie z et y,

est partitionnée en quatre blocs, de la fagon suivante :

7 (t) —Gs) W (t) _ Gii(s) Gra(s) W) (3.1.1)
Y (t) U(t) Gai (s) G (s) Ut)

Cette représentation permet de calculer, avec les outils appropriés, le correcteur K de

maniére a optimiser, selon un critére donné, la fonction de transfert T,,__,. entre les entrées
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3.1. Formulation du probléeme H .,

exogeénes w(t) et les sorties régulées z(t). Par ailleurs, pour une loi de commande u = K.y
connue, T,,__,, peut se calculer de la facon suivante :

L’interconnexion en boucle fermée du systéme et du correcteur, représentés par leurs
matrices de transferts respectives G et K (supposées propres), constitue un nouveau systéme

LTI. La matrice de transfert en boucle fermée T,,_,, est :
Tw—.(s)=F(G,K)=G11(s)+ G2 (s) K () (I — G (s) K (ac))_1 Ga1 (8) (3.1.2)

appelée Transformation Linéaires Fractionnaire ( LFT) ou produit de Redheffer
de G et K. Le systéme bouclé est dit bien posé si cette matrice de transfert existe et propre,

ou de fagon équivalente, dés que I — Ggz(00) K (00) est inversible.

3.1.2 Représentation d’état

La formulation LFT et 'approche par variable d’état offrent un cadre méthodologique riche
pour la résolution de probléme de commande, notamment dans le cas de la synthése H,.
Nous reprenons donc ici les notations usuelles pour la forme standard exprimée en espace
d’état.
Supposons que les sorties z et y sont liées aux entrées w et u par la réalisation
z(t) = Az (t) + Byw (t) + Byu (1

)
z(t) = Ciz (t) + Duw (t) + Digu (2) (3.1.3)
y (t) = Coz (t) + Doyw (t) + Dagu (t)

Avec x € R, et la condition initiale 2(0) = 0, de sorte que

C Dy D
Pis)=|  |GI-4"®B B+ | 17 (3.1.4)
Cs Dy Doy

De méme, soit :

(3.1.5)
u(t) = Cicae () + Dicy (1)
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3.2. Résolution du probléme standard H,,

Une réalisation de correcteur, de variable d’état x5 € R™% (avec xx(0) = 0), telle que :

K (s) = Ck (sI — A" Bg + Dg (3.1.6)

Afin d’alléger la formulation en espace d’état de la forme standard nous formulons
I’hypothése que le bloc Py de la matrice de transfert P est strictement propre, ce qui
revient & poser Dsy = 0; (pas de transmission directe de u vers y). Cette condition est
trés souvent vérifiée dans les applications, et peut se poser sans perte de généralité dans les
problémes de synthese de correcteur.

Pour D9y = 0, en éliminant u et § on obtient une réalisation en boucle fermée

(t) = (A4 BaDgCy) x (t) + BoCrag (t) + (By + BaBg Doy ) w (1)
ik (t) = BxCox (1) + Axwr (1) + Br Daw (t) (3.1.7)
z (t) == (01 + DlgDKCQ) xZ (t) + DuCKfL‘K (t) + (Dll + D12DKD21) w (t)

de sorte que

T (s) = Co(K) (sI — A. (K)) " B, (K) + D, (K) (3.1.8)
Avec
A+ ByDgCy BoC B + ByBg D
AC(K): 2KY2 2V K ;BC(K)Z 1 20K 121
BrCy Ax B Doy

C.(K)= ( Cy1+ D19 DrCy D13Ck ) ; De (K) = (D11 + D12Dg D)

3.2 Résolution du probléme standard H

La résolution du probléme H,, consiste a rechercher une loi de commande, qui stabilise la

boucle fermée et minimise la norme H,, du transfert T, ., (K) :

min | Tyos (K)o (3.2.1)
K (s) stabilise

Rappelons que la norme H,, est la norme induite sur ’espace des matrices de transfert

stables par la norme Ly (qui mesure I’énergie). L’objectif recherché est ainsi de réduire le plus
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3.2. Résolution du probléme standard H,,

possible leffet des entrées exogénes w sur les sorties régulées z. Le probléme d’optimisation
3.2.1 n’est pas convexe, du fait que la transformation linéaire fractionnaire

K — T, ..(K) n’est pas linéaire.

Il existe essentiellement deux approches pour résoudre le probléeme H.,. Elles sapuient
sur des caractérisations de 1’ensemble des correcteurs y— sous optimaux, c’est-a-dire tels
que ||Ty—.(K)|s < 7, pour une performance ~ > 0 fixée. La premiére s’appuie sur des
équations algébriques de Riccati qui n’est pas mon objectif . La seconde utilise des inégalités

matricielles linéaires.

Par la techniques en boucle fermée, retour d’état, nous discutons suivant des inégalités
matricielles repose sur le lemme borné réel 2.3.2 , 2.3.3 l'existence d'un correcteur H.,

stabilisant.

3.2.1 Retour d’état

On cherche une loi de commande par retour d’état (K ? € R"™*™) u(t) = Kx(t) et assure
le systéme en boucle fermée est stable asymptotiquement.

La représentation d’état de correcteur est définie par 3.1.5 telle que

[T (K)o <v ,7>0 (3.2.2)

de plus en suppose que:
H1 : la paire (A, By) est stabilisable et (Cs, A) est détectable
H2 : Dyy = 0, pour simplifier la présentation des résultats Le systéme en boucle fermée

admet pour équation d’état

{33 (1) = (A + BoK) x (t) + Buw(t) (3.2.3)

z (t) = (Cl + Dng) T (t) + Dllw (t)
Résolution par LMI

Ce systéme est stable si et seulement s’il existe un correcteur par retour d’état, s’il existe

une matrice K et une matrice X = X7 = 0 telle que
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3.2. Résolution du probléme standard H,,

(A4 BoK)T'X + X(A+ ByK) + (Cy + D1oK)T(Cy + D;3K) XBy + (Cy + D12K)T' Dyy
B? + Dﬂ(Cl + Dng) DEDH - 721
(3.2.4)

Les variables d’optimisation sont X et K, cette inégalité n’étant pas affine en X et en
K, elle ne définie pas une LMI. Par une série de transformation, on va montrer que 1’on

peut obtenir une contrainte LMI équivalente aprés un changement de variable adéquat, on

peut réécrire sous la forme

ATX + XA+ K'BIX + XB,K XB (C1+ DyoK)T
+ T ((O1+D12K) D11><O
BT X —21 D

On applique le lemme de Shur, on obtient :

ATX + XA+ KTBIX + XBoK XBy (Cl+ DpsK)T

BT 2T DY, <0 (3.2.5)
Cy + Dy K Diy I

dans cette inégalité il ne reste plus que X Bo K et K7 BI X comme terme bilinéaire. On

applique la propriété suivante :V1' (inversible) € R™" M < 0 <= TTM T < 0 avec

Xt 0o
T = 0 I 0
0 0 I

On obtient :

X1AT + AXH + BgKXil + )(71[(713%1 By X71(01 + D12K>T

BY —~2] DT, <0
(Cy + Dy K)X 1 Dy -y

En posons le changement de variable Q@ = X! € RV Y = KX~ ! ¢ R™X" ce

changement est bien posé car la fonction qui relie(X, K) jet (Q),Y") est une bijection :

on aura
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3.2. Résolution du probléme standard H,,

QAT + AQ + BY +YTBY By QCT +YTDI,

BT —~2T DI <0 (3.2.6)
ClQ + D12Y DH —TI

Cette derniére inégalité est une LMI (affine en les variable @ et Y ). D’ou cette recherche
d’une loi de commande u(t) = Kxz(t), assure la stabilité de la boucle fermée et une norme
H, entre w et z inférieure a v s’obtient de la fagon suivante :

1) Trouver @ et Y telle que I'inégalité précédente 3.2.6 soit satisfaite.

D X=Q et K=YX

Notons que dans le cas ou I'objectif est de chercher 'existence d’un correcteur H,, pour

un donné, sans le calculer explicitement, pour cela, on dispose du résultat suivant.

Condition d’existence d’une solution au probléme

Théoréme 3.2.1 Etant donné ~ > 0, et sous les hypotheses H1, H2, le probléme Hs,

a une solution s’l existe des matrices symétriques R, et S wvérifient les conditions LMIs

sutvantes:
T T T
W{ BT DT } ARG B W{ BT DT } 0
2 12 CiR _7[ Doy 2 12 <0
0 ! N ’ !
T T
W 0 A*S+SA SB;, 4 W 0
[ G D | B'S  —~I DI |G D | <0
0 g OlT Dy —rI 0 !
R I
<0
I S
ou W . . et W sont des matrices dont les colonnes forment des bases
B DL [ G D

des noyaux de ( BT DI, ) et < Cy Dy ) .

La détermination du correcteur se fait suivant les étapes suivantes :
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3.2. Résolution du probléme standard H,,

1. On détermine d’abord les matrices R et S & partir des LMIs du théoréme précédent
2. Soit r le rang de la matrice I — RS. Une décomposition en valeurs singuliéres permet

de déterminer les matrices M et N € R™" telles que :
MN" =1—-RS
3. On détermine ensuite la matrice de Lyapunov

S N
NT —M*RN

X —

ou M™ est la pseudo-inverse de M

4. 1l ne reste plus qu’a résoudre 3.2.5 avec X connu ; ce qui une LMI en Ay, By, Ck et

Dg.

3.2.2 Exemple numérique

Exemple 3.2.1 On considére le systéme LTI suivant

z(t) = Az (t) + Byw (1) + Bou (1)
2 (t) = Chx (t) + Dyw (t) + Digu ()
y (t) = Coz (t) + Dogw (t) + Dagu (%)
telles que

A=0 BI:[1 0} By =1

1 0
Cy = Dy, =

0 0
Cy =1 D21=[0 1

0 O O
—_
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3.2. Résolution du probléme standard H,,

On a les deux hypothéses H1 et H2 vérifieés, et pour résoudre le probléme 3.2.5 telle

que

DK CK 1 BK
A. B | B Ak 0 Bg
C. D, 1
L DK
Dk
On a [ BT DI, | = [ (1) ( 0 1 ) ], d’out 'on peut choisir

10
| B7 DlTQ]: _01 (1)

De la méme maniére, on a [ Cy Do ] = [ (1) ( 0 1 ) ], et ainsi

W[ B' Dh,| [C Du|

A est un scalaire donc R et S le sont aussi. Et la premiére inégalité du théoréme est

'1000'T'<0)3010”1000'
0 100 R —v 0 0 0 0 100
~100 0 0 0 —y 0 0 100 0/|=<0
0 010 1 0 0 —y 0 0 010
0 001] [0 0 0 0 — ][0 001]

[ v —R -1 0]

<:>_R700>0
-1 0 ~ 0
0 0 0 74|

Par application de la technique du complément de Schur, cette inégalité est équivalente

v>0
Y¥—-1-R*>0

44



3.2. Résolution du probléme standard H,,

Comme W[

P , vient de maniére analogue, en traitant la deux-
BT DI, | |
iéme inégalité du théoréme

| Cy Dy

PY¥-1-5">0

Enfin, la derniére LMI du théoréme correspond ici a :

R 1

1S

=0 <= k=20 — 520
- RS—-12>0 RS—-12>0

Donc les contraintes du théoréme sur nous aménent a déduire que

7? —1 > min (maX{RQ, SQ})
R,S

La derniére contrainte nous montre que ce minimum vaut 1 et atteint pour R = S = 1.

Ceci conduit a

v >V2

On note que dans le cas RS = 1(cas optimal entre autre), il est impossible de calculer
un correcteur d’ordre n = 1, car la condition de rang du théoréme n’est pas satisfaite dans
ce cas.

Pour RS # 1 (7— sous optimal), on peut choisir

M=—-N=+vRS—-1
Ce qui conduit a
S —v RS -1
—vRS -1 R

Enfin, la résolution de la LMI du lemme borne réel permet d’obtenir K.

X —
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3.3. Conclusion

3.3 Conclusion

Le probleme de robustesse est un sujet trés important pour analyser le comportement et la
stabilité des systémes dynamiques face aux perturbations affectant le modéle du systéeme
a commander. Parmi les outils d’evaluation de performance la technique de la commande

H,, qui minimize 'effet de perturbation sur la commande.
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Résumé

Le but de ce mémoire est la question de robustesse des systemes dynamiques, qui peut étre
abordée de deux maniere « pour la stabilité comme pour la performance. Pour la stabilité« le
systeme demeure stable malgré les variations et pour la performance si le systeme maintient
les performances prévues pour les variations.

Mots clés : controle robuste « controlabilité « systemes dynamiques.

Abstract

The objective of this work is the robustness question of dynamic systems « which can be
addressed in two ways « for stability and for performance . For stability < the system remains
stable in the case of variations and for performance if the system maintains the expected
performance in the face of variations.

Keywords: robuste control , controllability , dynamic systems.



