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Introduction

Les problèmes de contact avec ou sans frottement, impliquant des corps déformables ou

non, interviennent de multiples façons aussi bien dans le domaine industriel que dans la vie

de tous les jours. Compte tenu de l’importance et de la multitude de ces phénomènes, de

vastes études ont été entreprises, aussi la littérature concernant la mécanique du contact est

vaste et aborde autant de sujets différents que sont la modélisation, l’analyse mathématique

ou l’approximation numérique des problèmes de contact, voir les ouvrages [9, 14, 15, 21].

Il existe ainsi de multiples références, citons ici quelques classiques. Une des première

référence, portant sur l’étude des problèmes de contact avec frottement via les inéquations

variationnelles est surement [3]. En ce qui concerne l’analyse appliquée, le lecteur est invité

à se reporter aux ouvrages [22]. Pour de plus amples détails sur l’analyse mathématique des

équations aux dérivées partielles, il conviendra de consulter les ouvrages[11, 21]

Lobjet de ce mémoire est létude de deux problèmes viscoélastiques . On considére loi

de comportement:viscoélastique dans le cas non linéaire. Les conditions aux limites sont

des conditions de contact avec usure sans frottement ou avec frottement,et nous modélisons

l’usure avec une version de la loi d’Archard .

la loi de comportement viscoélastique non linéaire donnée par

σ = Aε (
.
u) + G (ε (u)) ,

où σ désigne le tenseur des contraintes, u représente le champ de déplacement, ε (u)

désigne le tenseur des déformations linéarisées, A représente un tenseur viscoélastique et G
représente un tenseur élastique. Cette loi de comportement a été utilisée récemment dans

l’article [20].
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Introduction

Ce mémoire se compose de trois chapitres. An d’en faciliter la lecture, nous les avons

rendus indépendants en rappelant brièvement les outils nécessaires leur compréhension. Le

premier chapitre introduit des notions générales pour une bonne compréhension des prob-

lèmes traités dans la suite. Nous commençons par la description des lois de comportement,

des conditions aux limites utilisés tout au long de ce mémoire et la formulation mathé-

matique des différents problèmes. Nous rappelons ensuite les espaces fonctionnels et les

principales notations utilisées. Ensuite nous passons en revue quelques résultats fondamen-

taux d’analyse concernant les équations variationnelles. En complément, nous rappelons

les lemmes de Gronwall, et le théorème de point fixe de Banach ainsi que le théorème de

Cauchy-Lipschitz.

Dans le second chapitre, on étudie un problème de contact avec usure sans frottement

dans un processus quasi-statique. La loi de comportement est viscoélastique non linéaire

. On établit des résultats d’existence et d’unicité de la solution, les démonstrations sont

basées sur des arguments d’équations variationnelles, et des arguments de théorème de

Cauchy-Lipschitz.

Le troisième chapitre est consacré létude d’un probléme de contact avec usure et frot-

tement dans un processus quasi-statique. Le contact bilatéral avec frottement avec une

base rigide et mobile se fait avec usure des surfaces de contact. Le problème se formule

comme un système formé par une inéquation variationnelle elliptique par rapport au champ

de déplacement. Des résultats d’existence et d’unicité de la solution ont été considérés en

utilisant la théorie des inéquations elliptiques, et des arguments de point fixe.
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Notations

Notations
Si Ω est un domaine de IRd(d = 1, 2, 3), on note par.
_

Ω l’adhérence de Ω.

Γ la frontière de Ω supposée régulière.

Γi (i = 1.2.3) une partie mesurable de la frontière Γ.

mes Γ1 la mesure de Lebesgue (d = 1)dimensionnelle de Γ1.

ν la normale unitare sortante à Γ.

υν‚υτ les composantes normal et tangentiel du champ vectoriel υ defini sur Ω.

C
(
Ω
)

l’espace des fonctions réelles continument différentiables sur Ω.

D
(
Ω
)

l’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et à

support compact contenu dans Ω.

H l’espace L2 (Ω)d .

H1 l’espace H1 (Ω)d .

H l’espace L2 (Ω)d×d .

H
1
2 (Γ) l’espace de Sobolev d’ordre 1

2
sur Γ.

HΓ l’espace H
1
2 (Γ)d

H
1
2 (Γ) l’espace dual de H

1
2 (Γ)

H ′Γ l’espace dual de HΓ

γ : H1 → HΓ l’application trace pour les fonctions vectorielles

si H est un espace de Hilbert réel et d ∈ N∗, on utilise les notations suivantes
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Notations

Hd l’espace {x− (xi) /xi ∈ H} ,
Hd×d l’espace {xi = (xij) /xij = xij ∈ H} ,
(., .)H le produit scalaire de H,

‖.‖H la norme de H,

H ′ l’espace dual de H,

(., .)H′×H le produit dualité entre H ′ ×H,
χk la fonction indicatrice de k ⊂ H ,

2K l’ensemble de toutes les parties de k,

xn → x la convergente forte de la suite (xn) vers l’élément x dans H,

xn ⇀ x la convergente faible de la suite (xn) vers l’élément x dans H,

$ (H) l’espace des applications linéaires et continues de H dans H.

Si de plus [0;T ] est un intervalle de temps k ∈ N et 1 ≤ p ≤ +∞ on note par:

C ( [0;T ] , H ) l’espace des fonctions continues de [0;T ] dans H,

‖ . ‖0,H la norme de C ( [0;T ] , H ) ,

C1 ( [0;T ] , H ) l’espace des fonctions continument dérivable de [0;T ] dans H,

‖ . ‖1,H la norme de C1([0;T ], H),

Lp (0, T,H) l’espace des fonctions mesurables de [0;T ] dans H,

‖ . ‖0, p, H la norme de Lp (0, T,H) , telles que
∫ T

0
| f (t)|pH dt < +∞ ,

avec les modifications usuelles si p = +∞,
W k, p (0, T,H) l’espace de Sobolev de paramètres k et p.

‖ . ‖k, p, H la norme de W k, p (0, T,H) .

Pour une fonctions f , on note

domf le domaine de f,

sup pf le support de f,
.

f ,
..

f les dérivés premiére et seconde de f par rapport au temps,

∂if la dérivée partielle de f par rapport à la ième composante xi,

∇f le gradient de f,

ε (f) la partie symétrique du gradient de f qui vaut1
2

(
∇f +∇Tf

)
,

Divf la divergence de f,

∂f le sousdifférentiel (classique)de f.
Si H1et H2 sont deux espaces de Hilbert réels, on note par

4



Notations

$ (H1, H2) l’espace des applications linéaires et continues de H1 dans H2.

‖ . ‖$(H1,H2) la norme de $ (H1, H2) .
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Chapitre 1

Requis et préliminaires

Afin de faciliter la lecture de ce manuscrit, il nous est paru utile de présenter dans cette

première partie le cadre physique et fonctionnel dans lequel nous allons travailler. Nous

allons commencer par une description de la loi constitutive des matériaux viscoélastiques ,

ensuite nous présentons les différents types de conditions aux limites avec usure associée à

une loi locale de frottement et un contact bilatéral avec frottement avec une base rigide et

mobile où l’usure des surfaces de contact est prise en considération. Nous continuons avec

la formulation mathématique des problèmes étudiés. A la fin de ce chapitre nous passons en

revue quelques rappels d’analyse fonctionnelle non linéaire dans les espaces de Hilbert ainsi

que les outils mathématiques que nous utilisons pour la réalisation de ce travail, notamment

des résultats sur les espaces fonctionnels, les équations et les inéquations variationnelles

elliptiques , les lemmes de Gronwall qui seront utiles dans les démonstrations et quelques

théorèmes classiques qui seront d’une grande utilité pour les démonstrations.

1.1 FORMULATIONDES PROBLEMESVISCOELAS-

TIQUES

Dans cette partie on commence par décrire la loi de comportement viscoélastique, puis

on s’intéresse aux différentes conditions aux limites de frottement ou usure. Au début, on

considère la loi de contact avec usure et sans frotment puis la condition de contact avec

frottement et usure. Finalement, on donne la formulation mathématique des problèmes qui
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1.1. FORMULATION DES PROBLEMES VISCOELASTIQUES

seront étudiés dans ce mémoire.

1.1.1 lois de comportement

L’objet de la mécanique des milieux continus est l’étude du mouvement des corps si les

distances relatives entre ses pionts sont variables.

Le principe fondamentale de la mécanique est

Divσ + f = ρ
..
u.

Cette équation s’appelle équation du mouvement, où ρ représente la densité de masse et
..
u représente l’accélération. Si u varie lentement avec le temps alors ρ

..
u sera négligeable ce

qui nous conduit à léquilibre

Divσ + f = 0,

où f : Ω → Rd représente la densité des volumiques sur Ω et Div σ est la divergence du

tenseur σ. L’équation équivaut à d relation scalaires, et mathématique cette équation ne

suffi t par à modèliser le problème d’équilibre du corps car, par exemple les d composantes

ui du champ de déplacement ne figurent pas dans cette équation.

Du piont de vue physique par ailleurs, il faut remarquer que l’équation exprime une loi

universelle valable pour tous les matériaux. Si donc cette équation suffi sait à déterminer tous

les parametres, cela signifierait que, soumis à des conditions identiques, les divers milieux

contiuns auraient des comportements identiques. Ceci est naturellement absurde.

L’équation est donc insuffi saite, à elle seule, à décrire l’équilibre des corps matériels, elle

doit être complétée par d’autres relations qui caractérisent le comportement de chaque type

de matériau et que l’on désigne sous le vocable général la loi de comportement qui est une

relation reliant le tenseur de contrainte σ, le tenseur de déformation ε et leur dérivées.

On présente dans ce mémoire, les lois de comportement de deux categories de matériau

viscoélastique.
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1.1. FORMULATION DES PROBLEMES VISCOELASTIQUES

1.1.2 loi de comportement viscoélastique

La loi de comportement d’un matériau viscoélastique est donnée par

σ = Aε (
.
u) + Gε (u) (I.1.1)

où A est la fonction de viscosité non linéaire, G représente le tenseur d’élasticité

1.1.3 Condition de contact avec frottement et usure

Le corps est supposé rentrer en contact avec une fondation rigide, se déplacant à la

vitesse υ∗. Ce contact sera supposé toujours maintenu au cours de l’étude du phénomène.

Décrivons à présent la condition de contact entre la partie de la frontiére Γ3 du corps et la

fondation rigide. Ici, la relation

uν = −ω (I.1.2)

reste valide afin de représenter l’effet de l’usure sur la surface de contact Γ3. Cette dernière

égalite indique alors que la position de contact dépend de l’usure. Pour les fonctions assez

régulières, on a
.
uν = − .

ω (I.1.3)

L’usure étant toujours croissante, la fonction
.
ω est positive et ainsi:

.
uν ≤ 0 (I.1.4)

Supposons de plus que pendant l’évolution du phénomène, la surface de contact Γ3

se réarrange de sorte que la vitesse tangentielle soit négligeable. La vitesse de glissement

ne sera ainsi plus que la vitesse υ∗ =| υ∗ |, qui sera bien entendu supposée positive. La
version simplifiée de la loi d’Archard peut ainsi être utilisée. Les relation (I.1.2) et (I.1.3)

entrainent

σν = −β | .uν | où β =
1

kω | υ∗ |
sur Γ3 × ]0, T [ (I.1.5)

Le frottement suit la loi donnée par:

στ = −λ (
.
uν − υ∗) λ ≥ 0 sur Γ3 × ]0, T [ (I.1.6)

8



1.1. FORMULATION DES PROBLEMES VISCOELASTIQUES

Compte tenu de l’interprétation du problème physique et ayant glissement et frottement,

on a la relation:

|στ | = −µσν sur Γ3 × ]0, T [ (I.1.7)

Des précédentes relations, la condition de contact est donnée par:

σν = −β | .uν | , |στ | = −µσν sur Γ3 × ]0, T [ (I.1.8)

στ = −λ (
.
uτ − υ∗) , λ ≥ 0 sur Γ3 × ]0, T [ (I.1.9)

Dans le cas sans frottement, les mouvements tangentiels sont libres et la loi (I.1.8)

devient

σν = −β | .uν | , |στ | = 0 sur Γ3 × ]0, T [ (I.1.10)

1.1.4 Formulation mathématique des problèmes viscoélastiques

Nous considérons un corps viscoélastique qui occupe un domaine borné Ω ⊂ IRd (d = 2, 3)

avec une surface frontière régulière et de Lipschitz Γ partitionnée d’une part en trois parties

mesurables Γ1, Γ2 et Γ3, telles que mes Γ1 > 0 . On note par ν la normale unitaire sortante

à Γ. Le corps est encastré sur Γ1 dans une structure fixe. Sur Γ2 agissent des tractions

surfaciques de densité f2 et dans Ω agissent des forces volumiques de densité f0 . On suppose

que f2 et f0 varient très lentement par rapport au temps.

Soit T > 0 et [0, T ] l’intervalle de temps en question. Nous étudions dans l’intervalle

de temps [0, T ] l’évolution du corps matériel dûe à l’application de forces de volume et des

tractions de surface.

Nous notons par u : Ω× [0, T ]→ IRd le champ de déplacements, σ : Ω× [0, T ]→ Sd le

champ des contraintes et ε(u) représente le tenseur des déformations . Le corps est fixé sur

Γ1× (0, T ), le champ des déplacements y est par conséquent nul. Une traction surfacique de

densité f2 agit sur Γ2 × (0, T ). Le corps est éventuellement en contact avec une fondation

rigide sur Γ3 × (0, T ). Les conditions sur la surface potentielle de contact Γ3 peuvent être

diverses et donner lieu à une variété de modèles de contact avec frottement.
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1.1. FORMULATION DES PROBLEMES VISCOELASTIQUES

Notre objectif est l’étude de deux problèmes quasistatiques pour les matériaux viscoélas-

tiques. Le premier problème est un problème de contact avec frottement et sans usure, le

second est un problème de contact avec frottement et usure.

L’étude variationnelle de ces problèmes se fera dans le cadre physique défini ci-dessus.

Sous ces hypothèses, en notant par u0 le déplacement initial nous arrivons à formuler les

différents problèmes de la manière suivante:

Problème P1: (matériau viscoélastique, condition de contact avec usure et sans frott-

ment)

Trouver le champ de déplacement u : Ω × [0, T ] → Rd , le champ du tenseur des

contraintes σ : Ω× [0, T ]→ Sd tels que.

σ = Aε (
.
u) + Gε (u) dans Ω× (0, T )

Divσ + f0 = 0 dans Ω× (0, T )

u = 0 sur Γ1 × (0, T )

σν = f2 sur Γ2 × (0, T )

σν = −β| .uν |, στ = 0 sur Γ3 × (0, T )

u (0) = u0 dans Ω

Problème P2: (matériau viscoélastique, condition de contact avec frottement et usure)

Trouver le champ de déplacement u : Ω×[0, T ]→ Rd, le champ du tenseur des contraintes

σ : Ω× [0, T ]→ Sd tels que.

σ = Aε (
.
u) + Gε (u) dans Ω× (0, T )

Divσ + f0 = 0 dans Ω× (0, T )

u = 0 sur Γ1 × (0, T )

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ) σν = −β | .uν | , |στ | = −µστ
στ = −λ (

.
uτ − υ∗) , λ ≥ 0

sur Γ3 × (0, T )

u (0) = u0 dans Ω

Les problèmes que nous avons formulés ci-dessus seront étudiés aux deux chapitres de ce

mémoire. Nous utilisons des méthodes différentes. Pour le problème P1 nous utilisons des

10



1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELS

arguments de la théorie des opérateurs monotones et une version du théorème de Cauchy-

Lipschitz. Pour le second problème nous utilisons des résultats classiques d’inéquations

variationnelles elliptiques et des arguments de point fixe.

1.2 RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELS

1.2.1 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section des espaces du type Sobolev utilisés en mécanique du

contact, à savoir les espaces de Hilbert associés aux opérateurs divergence et déformation,

ainsi que les espaces de fonctions à valeurs vectorielles. On présente en plus leurs principales

propriétés, notamment les théorèmes de trace. On adopte ici la convention de l’indice muet

et on précise aussi que toutes les notations ainsi que les espaces fonctionnels utilisés dans

mémoire sont introduits dans cette section. En outre, dans la rédaction de cette section

nous avons utilisé [5, 19]. Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev et les espaces de

distributions, on renvoit par exemple à [12].

1.2.2 Espaces de Hilbert associés aux opérateurs divergence et

déformation

Nous désignons par Sd l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur IRd(d = 2, 3),

”.” et | . | représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur IRd

et Sd. Ainsi,

u.υ = uiυi , |υ| = (υ.υ)
1
2 ∀u, υ ∈ Rd

σ.τ = σijτ ij , |σ| = (σ.σ)
1
2 ∀σ, τ ∈ Sd

Dans toute la suite, Ω ⊂ IRd est un domaine borné avec une surface frontière régulière de

Lipschitz notée Γ.

11



1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELS

Nous utilisons les espaces suivants.

H =
{

u = (ui) / ui ∈ L2 (Ω)�i = 1, d
}

= L2 (Ω)d

H =
{
σ = (σij) / σij = σji ∈ L2 (Ω)�i, j = 1, d

}
= L2 (Ω)d×d

H1 = {u ∈ H / ε (u) ∈ H } =
{
u = (ui) / ui ∈ H1 (Ω)�i = 1, d

}
= H1 (Ω)d

H1 = {σ ∈ H / σij ∈ H }

où ε : H1 → H et Div : H1 → H sont les opérateurs de déformation et de divergence, définis

par

ε (u) = (εij (u)) , εij (u) =
1

2
(ui,j + uj,i) , Div σ = (σi j, j) 1 ≤ i, j ≤ d

où la virgule représente la dérivée par rapport à la variable spatiale, c’est àdire que

ui, j =
∂ ui
∂ xj

Ces espaces respectifs sont des espaces de Hilbert réels munis de leurs produits scalaires

suivants:
(u, υ)H =

∫
Ω
uiυidx ∀u, υ ∈ H

(σ, τ)H =
∫

Ω
σijτ ijdx ∀σ, τ ∈ H

(u, υ)H1
= (u, υ)H + (ε (u) , ε (υ))H ∀u, υ ∈ H1

(σ, τ)H1
= (σ, τ)H + (Div σ,Div τ)H ∀σ, τ ∈ H1

Les normes sur les espaces H, H, H1 et H1 sont notées respectivement par | . |H , | . |H,
| . |H1 et | . |H1 .

Comme la frontière Γ est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur u à la frontière est

défini p.p. Pour tout champ de vecteurs u ∈ H1 nous utilisons la notation u pour désigner

la trace γu de u sur Γ et nous notons par uν et uτ les composantes normale et tangentielle

de u sur la frontière données par

uν = u.ν, uτ = u− uνν (I.2.1)

Pour le champ des contraintes σ nous notons par σν et στ les composantes normale et

tangentielle à la frontière, à savoir :

σν = (σν) .ν, στ = σν − σνν (I.2.2)
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1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELS

Nous rappelons que l’application de trace γ : H1 → L2(Γ)d est linéaire continue, mais

n’est pas surjective. L’image de H1 par cette application est notée par HΓ, ce sous-espace

s’injecte continûment dans L2(Γ)d. Désignons par H
′
Γ le dual de HΓ, et (., .)H′Γ×HΓ

le produit

de dualité entre H
′
Γ et HΓ.

Pour tout σ ∈ H1, il existe un élément noté σν ∈ H
′
Γ tel que

(σν, γυ)H′Γ×HΓ
= (σ, ε (υ))H + (Div σ, υ)H ∀υ ∈ H1

En outre, si σ est assez régulier (par exemple C1), nous avons la formule

(σν, γυ) =

∫
Γ

σν.υda ∀υ ∈ H1

donc, si σ est assez régulier nous avons la formule suivante(Formule de Green):

(σ, ε (υ))H + (Div σ, υ)H =

∫
Γ

σν.υda ∀υ ∈ H1 (Ω) (I.2.3)

Nous introduisons à présent un sous espace fermé de H1, dont la définition est donnée

ci-après

V =
{
υ ∈ H1 (Ω)

d

/ υ = 0 sur Γ1

}

puisque mes Γ1 > 0, l’inégalité de Korn s’applique sur V : il existe une constante Ck > 0

dépendant uniquement de Ω et Γ1 telle que

|ε (υ)|H ≥ Ck |υ|H1(Ω)d ∀υ ∈ V (I.2.4)

une preuve de cette inégalité peut être trouvée dans[13, p.79].

Sur V nous considérons le produit scalaire donné par

(u, υ)V = (ε (u) , ε (υ))H ∀u, υ ∈ V (I.2.5)

et soit |.|V la norme associée, c’est à dire

|υ|V = |ε (υ)|H ∀υ ∈ V (I.2.6)
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1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELS

par l’inégalité de korn, il vient que |.|H1
et |.|V sont des normes équivalentes sur V et ainsi

(V, |.|V ) est un espace de Hilbert.

En outre, par le théoème de trace, il existe constante C0 > 0 dépendant uniquement de

Ω , Γ1et Γ2 telle que

|υ|L2(Γ3)d ≤ C0 |υ|V ∀υ ∈ V (I.2.7)

1.2.3 Espaces des fonctions à valeurs vectorielles

Soit H un espace de Hilbert. Soient k ∈ IN et 1≤ p ≤ +∞ et T > 0. On rappelle que

W k,p(0, T ;H) est l’espace des distributions vectorielles u ∈ D
′
(0, T ;H) telles que Dju ∈

Lp(0, T ;H) pour j = 0, k, Dj désignant la dérivée d’ordre j au sens des distributions.

Si 1 ≤ p < +∞, W k,p(0, T ;H) est un espace de Banach réel pour la norme définie par

| u |Wk,p(0,T ;H)= (
k∑
j=0

∫ T

0

| Dju(x) |p dx)
1
p

∀u ∈ W k,p(0, T ;H).

En particulier, W k,2(0, T ;H) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire défini par

(u, υ)Wk,2(0,T ;H) =
k∑
j=0

∫ T

0

(Dju(t), Djυ(t))H dt

∀u, v ∈ W k,2(0, T ;H)

D’autre part, W k,∞(0, T ;H) est un espace de Banach pour la norme définie par

| u |Wk,∞(0,T ;H)=
k∑
j=0

sup ess
[0,T ]

| Dj(u(t)) |H

∀u ∈ W k,∞(0, T ;H)

Pour le cas particulier k = 0, on remarque que

W 0,p(0, T ;H) = Lp(0, T ;H)

et on note alors la norme Lp(0, T ;H) par |.|Lp(0,T ;H) pour tout 1 ≤ p ≤ +∞. On définit
aussi, pour tout k ∈ IN , l’espace Ck(0, T ;H) des fonctions u : [0, T ] → H telles que pour
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1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELS

tout j = 0, k les dérivées
dj u

dtj
existent et sont continues sur [0, T ] . On note, en particulier,

C0(0, T ;H) par C(0, T ;H). L’espace Ck(0, T ;H) est un espace de Banach pour la norme

définie par

| u |Ck(0,T ;H)=
k∑
j=0

max
t∈[0,T ]

| d
j u

dtj
(t) |H

∀u ∈ Ck(0, T,H).

En particulier, les normes sur les espaces C(0, T ;H) et C1(0, T ;H) sont données par

| u |C(0,T ;H)= max
t∈[0,T ]

| u(t) |H ∀u ∈ C(0, T,H)

| u |C1(0,T ;H)=| u |C(0,T ;H) + | .u |C(0,T ;H)

∀ u ∈ C1(0, T ;H)

On précise que le point au dessus d’une expression désigne la dérivée de cette expression

par rapport au temps, représentée par la variable t ∈ [0, T ].

1.2.4 Fonctions convexes

On considère une fonction ϕ définie sur un espace vectoriel réel X et à valeurs dans

]−∞,+∞]. Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas identiquement égale à +∞,
c’est à dire s’il existe u0 ∈ X tel que ϕ(u0) < +∞. La fonction ϕ est dite convexe si

ϕ(tu+ (1− t)υ) ≤ tϕ(u) + (1− t)ϕ(υ) ∀u, υ ∈ X, t ∈ ]0, 1[

.La fonction ϕ est dite strictement convexe si cette dernière inégalité est stricte pour tout

u, v ∈ X tels que u 6= υ. Pour toute fonction ϕ : X → ]−∞,+∞], on définit le domaine et

l’épigraphe de ϕ respectivement par

dom(ϕ) = {u ∈ X / ϕ(u) < +∞}

epi ϕ = {(u, α) ∈ X × IR / ϕ(u) ≤ α} .

Il est clair qu’on peut établir les résultats suivants:

1) ϕ est propre si et seulement dom(ϕ) 6= ∅,
2) le domaine de ϕ est un ensemble convexe de X si ϕ est convexe.
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1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELS

3) ϕ est convexe si et seulement si epi ϕ est un ensemble convexe dans X × IR.

Soit maintenant H un espace de Hilbert.

Une fonction ϕ : H → ]−∞,+∞] est dite semi-continue inférieurement (s.c.i.) en

u0 ∈ H si

lim
u→u0

inf ϕ(u) ≥ ϕ(u0)

Une fonction est s.c.i. sur K ⊂ H si elle est s.c.i. en tout point de K et elle est dite s.c.i.

si elle est s.c.i. sur tout H.

La propriété de semi-continuité peut être caractérisée de la façon suivante:

Lemme. Soit ϕ : H → ]−∞,+∞] . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

1) ϕ est semi-continue inférieurement.

2) L’épigraphe de ϕ est fermé dans H × IR.
Puisque dans un espace vectoriel normé tout ensemble convexe est simultanément fermé

pour la topologie forte et la topologie faible, le lemme précédent conduit au résultat suivant:

1.2.5 Inéquations variationnelles

Soient A : H → H un opérateur non linéaire, ϕ : H → ]−∞,+∞] une fonction propre

et f ∈ H. Un bon nombre de problèmes aux limites en équations aux dérivées partielles ainsi
qu’en mécanique des milieux continus ont un rapport avec des problèmes mathématiques de

la forme suivante:

Trouver u tel que u ∈ H,

(Au, υ − u)H + ϕ(υ)− ϕ(u) ≥ (f, υ − u)H ∀ υ ∈ H. (I.2.8)

Le problème (I.2.8) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espèce sur H.

On dit que l’opérateur A est:

a) Fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au− Aυ, u− υ)H ≥ m | u− υ |2 ∀u, υ ∈ H (I.2.9)
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1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELS

b) De Lipschitz s’il existe L > 0 tel que

| Au− Aυ |H≤ L | u− υ | ∀u, υ ∈ H. (I.2.10)

On peut démontrer que si A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz alors A

est inversible et A−1 est fortement monotone et de Lipschitz.

En ce qui concerne le problème (I.2.8), on a le résultat d’existence et d’unicité suivant:

Théorème. Si A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et ϕ est une fonction

propre, convexe et semi-continue inférieurement alors l’inéquation variationnelle elliptique

(I.2.8) admet une solution unique.

Le théorème précédent représente un résultat d’existence et d’unicité pour les inéquations

variationnelles de seconde espèce. La démonstration de ce théorème peut etre trouvée par

exemple dans [7].

1.2.6 Compléments divers

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de

nombreux problèmes de majoration, en particulier pour établir l’unicité de la solution. Nous

citons certains théorèmes utilisés dans ce mémoire. Pour avoir plus de détails sur les rappels

figurant dans cette section, nous proposons par exemple [22].

Lemmes de Gronwall

Lemme. Soient m, n ∈ C(0, T ; IR) telles que m(t) ≥ 0 et n(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ] et

soit a ≥ 0. Si ϕ ∈ C(0, T ; IR) est une fonction telle que

ϕ(t) ≤ a+

∫ t

0

m(s)ds+

∫ t

0

n(s)ϕ(s)ds ∀ t ∈ [0, T ]

alors

ϕ(t) ≤ (a+

∫ t

0

m(s)ds) exp(

∫ t

0

n(s)ds) ∀ t ∈ [0, T ]

Pour le cas particulier m = 0, ce lemme devient:
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1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELS

Corollaire. Soit n ∈ C(0, T ; IR) telle que n(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ] et soit a ≥ 0.

Si ϕ ∈ C(0, T ; IR) est une fonction telle que

ϕ(t) ≤ a+

∫ t

0

n(s)ϕ(s)ds ∀ t ∈ [0, T ]

alors

ϕ(t) ≤ a exp(

∫ t

0

n(s)ds) ∀ t ∈ [0, T ]

Lemme. Soient m, n ∈ C(0, T ; IR) telles que m(t) ≥ 0 et n(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ]

et soit a ≥ 0. Si ϕ ∈ C(0, T ; IR) est une fonction telle que

1

2
ϕ2(t) ≤ 1

2
a2 +

∫ t

0

m(s)ϕ(s)ds+

∫ t

0

n(s)ϕ2(s)ds ∀ t ∈ [0, T ]

alors

| ϕ(t) |≤ (a+

∫ t

0

m(s)ds) exp(

∫ t

0

n(s)ds) ∀ t ∈ [0, T ]

1.2.7 Enoncés de certains théorèmes

Nous considèrons maintenant quelques théorèmes importants qui sont utilisés le long de ce

mémoire.

Définition. On dit q’une forme bilinéaire a (u, υ) : H ×H → R est

1)Continue s’il existe une constante C telle que

|a (u, υ)| ≤ C |u|H |υ|H ∀u, υ ∈ H (I.2.11)

2)Coercive s’il existe une constante α > 0 telle que

a (υ, υ) ≥ α |υ|2H ∀u, υ ∈ H (I.2.12)

ThéorèmeI.2.1. (conséquence de Minty −Browder). Soit A : H → H une application

non linéaire, fortement monotone et de Lipschitz.

Alors pour tout f ∈ H il existe u ∈ H unique solution de l’équation Au = f .

ThéorèmeI.2.2.(Cauchy−Lipschitz) :SoitX un espace de Banach et soit F : [0;T ]X →
X une application continue et
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1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELS

telle que:

|F (t, x1)− F (t, x2)|X < L|x1 − x2|

∀x1, x2 ∈ X et ∀ t ∈ [0, T ] L ≥ 0

Alors, pour toutx0 ∈ X, il existe x ∈ C1(0;T ;X) unique tel que :

ẋ(t) = F (t, x(t)) ∀ t ∈ [0, T ]

La démonstration de ce théorème peut trouver par exemple dans [11; page48]. Ce

théorème sera utilisé au deuxsième chapitre.
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Chapitre 2

Problème viscoélastique avec usure et

sans frottement

Le second chapitre est consacré à l’étude mathématique d’un problème de contact sans

frottement pour des matériaux viscoélastiques , dans un processus quasi-statique. Le contact

avec une base rigide est modélisé sans frottement avec condition d’usure.

Le problème se formule comme un système qui comporte une équation variationnelle par

rapport au champ de déplacement.

Pour ce problème, des résultats d’existence et d’unicité de la solution ont été considérés

en utilisant des arguments de la théorie des opérateurs monotones et une version du théorème

de Cauchy-Lipschitz.
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2.1. Formulation mécanique du problème

2.1 Formulation mécanique du problème

Trouver le champ de déplacement u : Ω×[0, T ]→ Rd, le champ du tenseur des contraintes

σ : Ω× [0, T ]→ Sd tels que:

σ = Aε (
.
u) + Gε (u) dans Ω× (0, T ) (II.1.1)

Divσ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ) (II.1.2)

u = 0 sur Γ1 × (0, T ) (II.1.3)

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ) (II.1.4)

σν = −β| .uν |, στ = 0 sur Γ3 × (0, T ) (II.1.5)

u (0) = u0 dans Ω (II.1.6)

Ici, la relation (II.1.1) représente la loi de comportement d’un matériau viscoélastique,

La relation (II.1.2) représente l’équations d’équilibres pour le champ de déplacement. Les

relations (II.1.3)-(II.1.4) sont les conditions de déplacement-traction. (II.1.5) représente

les conditions de contact aux limites avec usure et sans frottement. La relation (II.1.6)

représente les conditions initiales du champ de déplacement u0.

Pour obtenir la formulation variationnelle du problème (II.1.1)-(II.1.6), nous avons le

sous-espace fermé de H1 (Ω)d:

V =
{
υ ∈ H1 (Ω)d / υ = 0 sur Γ1

}
Comme mes (Γ1) > 0 , l’inégalité de Korn est verifiée, donc il existe une constante

C k > 0, qui dépend uniquement de Ω et Γ1, telle que:

|ε (υ)|H ≥ C k |υ|H(Ω)d ∀υ ∈ V.

La démonstration de l’inégalité de Korn est trouvée dans [7] . L’espace V muni du produit

scalaire et de la norme associée donnée par:

(u , υ)V = (ε (u) , ε (υ))H , |υ|V = |ε (υ)|H ∀u, υ ∈ V (II.1.7)

Il vient que | . |H1(Ω)d et | . |V sont des normes équivalentes sur V et par conséquent,

(V , | . |V ) est un espace de Hilbert réel.

Pour l’étude du problème (II.1.1)-(II.1.6), on considére les hypothèses suivantes.
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2.1. Formulation mécanique du problème

L’opérateur de viscosité A : Ω× Sd −→ Sd satisfait

(a) Il existe une constante LA > 0 tel que

| A (x, ε1)−A (x, ε2) | ≤ LA |ε1 − ε2| ∀ε1, ε2 ∈ Sd p.p x ∈ Ω.

(b) Il existe une constante mA > 0 tel que

(A (x, ε1)−A (x, ε2)) . (ε1 − ε2) ≥ mA |ε1 − ε2|2 ∀ε1, ε2 ∈ Sd p.p x ∈ Ω.

(c) x −→ A (x, ε) est Lebesgue mesurable sur Ω.

(d) L’application x −→ A (x, 0) appartient à H.
(II.1.8)

L’opérateur d’élasticite G : Ω× Sd × R −→ Sd satisfait

(a) Il existe une constante LG > 0 tel que

| G (x, ε1, α1)− G (x, ε2, α2) | ≤ LG (|ε1 − ε2|+ |α1 − α2|) , ∀ε1, ε2 ∈ Sd

∀α1, α2 ∈ R p.p x ∈ Ω.

(b)Pour tout ε ∈ Sd et α ∈ R ,

x −→ G (x, ε, α) est Lebesgue mesurable sur Ω.

(c) L’application x −→ G (x, 0, 0) appartient à H.
(II.1.9)

Nous supposons aussi que les forces volumiques f0 et surfaciques f2 satisfont la régularité

f0 ∈ L2 (0, T ;H) , f2 ∈ L2(0, T ;L2 (Γ2)d II.1.10

On remarque que nous avons besoin d’imposer l’hypothèse (II.1.10) pour des raisons

physiques (pour avoir une base isolatrice).

Le champ de déplacement initial satisfait

u0 ∈ V. (II.1.11)

Ensuite, on note par f : [0, T ]→ V la fonction définie par

(f (t) , υ)V =

∫
Ω

f0 (t) .υ dx+

∫
Γ2

f2 (t) .υ da ∀υ ∈ V, t ∈ [0, T ] . (II.1.12)

22



2.2. Formulation variationnelle du problème

Puis, la fonction de frottement j : V × V → R est définie par

j (u , υ) =

∫
Γ3

β|uν |υνda , ∀u, υ ∈ V . (II.1.13)

Notons que la condition (II.1.10) indique

f ∈ L2 (0, T ;V ) . (II.1.14)

2.2 Formulation variationnelle du problème

En utilisant des arguments standards nous obtenons la formulation variationnelle du prob-

lème mécanique (II.1.1)-(II.1.6)

En utilisant la formule de Green (I.2.3) on à

(σ(t), ε (υ))H + (Divσ, υ)H =

∫
Γ

σν.υ da , ∀υ ∈ V (II.2.1)

on trouve

∫
Ω

σ.ε (υ) dx+

∫
Ω

Divσ.υdx =

∫
Γ1

σν.υ da +

∫
Γ2

σν.υ da+

∫
Γ3

σν.υ da, ∀υ ∈ V

De la définition de l’espace V avec (II.1.2) et(II.1.4) on obtient

∫
Ω

σ.ε (υ) dx−
∫

Ω

f0.υdx =

∫
Γ2

f2.υ da+

∫
Γ3

σν.υ da, ∀υ ∈ V

et puisque

σν.υ = σν .υν + στ .υτ

= −β| ·uν |.υν + 0.υτ

= −β| ·uν |.υν

il vient que

∫
Ω

σ(t).ε (υ) dx+

∫
Γ3

β| ·uν |.υν da =

∫
Ω

f0.υdx+

∫
Γ2

f2.υ da, ∀υ ∈ V
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2.3. Existence et unicité de la solution

De(II.1.12) et (II.1.13) , nous obtenons :

∫
Ω

σ.ε (υ) dx+ j (u̇ , υ) = (f (t) , υ)V ,∀υ ∈ V, ∀t ∈ [ 0, T ] .

Problème P1V : Trouver le champ de déplacement u : [ 0, T ] −→ V ,

σ = Aε (
.
u) + Gε (u) (II.2.2)

(σ(t), ε (υ))H + j (
.
u, υ) = (f (t) , υ)V ,∀υ ∈ V , ∀t ∈ [ 0, T ] . (II.2.3)

u (0) = u0 (II.2.4)

On note que le problème variationnel PV est formulé en termes de champ de déplacement.

2.3 Existence et unicité de la solution

Le principal résultat dans cette section est le suivant:

Théorème II.3.1. Sous les hypothèses (II.1.8)− (II.1.14), le problème admet une

solution unique(u, σ)ayant la régularité suivante

u ∈ W 1,2 (0, T ;V ) , σ ∈ L2(0, T ;H1). (II.3.1)

La fonction {u, σ} s’appellent la solution faible du prblème PV1

la démonstration du théorème II.3.1 se fait en plusieurs étapes,elle est basée sur les

arguments de la théorie des opérateurs monotones et le théorème de Cauchy − Lipchitz..
On suppose que les hypothèses du théorème II.3.1 sont verifiées C est une constante positive

qui dépend de Ω ,Γ1 ,et Γ3 dont le valeur varie d’une place a l’autre.

Lemme II.3.1. Il existe une solution unique du problème PV1 qui satisfait la régularité

(II.3.1).

Démonstration. En utilisant le théorème de représentation de Riez, nous définissons

l’opérateur A : V −→ V et G : V −→ V par

(Au, υ)V = (Aε (u) , ε (υ))H + j (u , υ) , (II.3.2)
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2.3. Existence et unicité de la solution

(Gu, υ)V = (Gε (u) , ε (υ))H (II.3.3)

Pour tous u, υ ∈ V , t ∈ [ 0, T ] . Soient u1, u2 ∈ V. En utilisant (II.1.8) et la définition

de j donnée par (II.1.13) , nous -trouvons:

(Au1 − Au2, u1 − u2)V = (Aε (u1)−Aε (u1) , ε (u1 − u2))H

+

∫
Γ3

(βu1ν − βu2ν) (u1ν − u2ν) da

D’après (II.1.7) et (II.1.8), nous obtenons

(Au1 − Au2, u1 − u2)V ≥ mA |u1 − u2|2V − C2
0 |β|L∞(Γ3)d |u1 − u2|2

(Au1 − Au2, u1 − u2)V ≥ (mA − C2
0 |β|L∞(Γ3)d) |u1 − u2|2V (II.3.4)

En utilisant (II.3.2) et (II.1.13) , il vient que

(Au1 − Au2, υ)V = (Aε (u1)−Aε (u2) , ε (υ))H

+

∫
Γ3

(β (u1ν)− β (u2ν)) υνda

Pour tout υ ∈ V , par (II.1.8) et (I.2.7), nous déduisons que

|Au1 − Au2|V ≤ LA |u1 − u2|V +C2
0 |β||u1 − u2|

|Au1 − Au2|V ≤ (LA + C2
0 |β|) |u1 − u2|V (II.3.5)

Il résulte de (II.3.4) et (II.3.5) que, si|β|L∞(Γ3) ≺ β0 où β0 est donné par β0 = mA
C2

0
, alors

l’opérateur

A : V −→ V est un opérateur continu de Lipschitz fortement monotone surV . Par

conséquent, l’opérateur Aest inversible et son inverse A−1 est aussi un opérateur continu de

Lipschitz fortement monotone sur V.
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2.3. Existence et unicité de la solution

De même, à partir de(II.1.7), (II.1.9) et (II.3.3), il s’ensuit que

(Gu1 −Gu2, υ)V = (Gε (u1)− Gε (u2) , ε (υ))H

|Gu1 −Gu2|V ≤ LG |u1 − u2|V (II.3.6)

c’est-à-dire que l’opérateur G est un opérateur Lipschitz continu sur V .

Nous considérons maintenant l’opérateur F (t, .) : V → V , défini a.e. sur (0, T ) par

F (t, v) = A−1(f(t)−Gv) ∀v ∈ V (II.3.7)

En utilisant (II.1.14)et (II.3.6), il est simple de voir que F vérifie le théorème de

Cauchy − Lipschitz .
Donc, en utilisant (II.1.11), (II.3.7) et le théorème(I.2.2)., on obtient l’existence et

l’unicité d’un élément u ∈ W 1,2 (0, T ;V ) tel que

Au̇(t) +Gu(t) = f(t) ∀t ∈ ( 0, T ) (II.3.8)

u(0) = u0 (II.3.9)

Considérons maintenant l’élément σ par (II.2.2). Il résulte de (II.3.2), (II.3.3), (II.3.8)

et (II.3.9) que {u, σ} est une solution du problème P1V .

En utilisant l’ hypothèse (II.1.8), (II.1.9)et(II.2.2) , et les propriétés de tenseur de

déformation , nous obtenons σ ∈ L2(0, T ;H) , en prenant v = ϕ ∈ D(Ω)d en (II.2.3), en

utilisant la définition (II.1.12)pour f(t), nous trouvons

Divσ + f0 = 0,∀t ∈ ( 0, T ) (II.3.10)

Avec l’hypothése de régularité (II.1.10) sur f0 et(II.3.10), nous déduisons

Divσ ∈ L2 (0, T ;H) par conséquent, σ ∈ L2(0, T ;H1) , pour∈ [0, T ].

Ce qui conclut l’existence de la partie du théorème.

Unicité:

Soit {ui, σi} deux solutions du problème P1V avec régularité (II.3.1), i = 1, 2.
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2.3. Existence et unicité de la solution

à simplifier la notation, nous noterons indiquer explicitement la dépendance sur t. Il

résulte de (II.2.2)et (II.2.3) que

(Aε (u̇1)−Aε (u̇1) , ε (u̇1 − u̇2))H + (Gε (u1)− Gε (u2) , ε (u̇1 − u̇2))H

+j (u̇1 , u̇1 − u̇2)− j (u̇2 , u̇1 − u̇2) = (f − f, u̇1 − u̇2)V

(Aε (u̇1)−Aε (u̇1) , ε (u̇1 − u̇2))H + (Gε (u1)− Gε (u2) , ε (u̇1 − u̇2))H

+j (u̇1 , u̇1 − u̇2)− j (u̇2 , u̇1 − u̇2) = 0

De (II.1.14) et (II.1.13) nous trouvons

(Aε (u̇1)−Aε (u̇1) , ε (u̇1 − u̇2))H ≤ LA |u̇− u̇2|V ∀t ∈ [ 0, T ] .

Et de (II.1.29), (II.1.19) et (II.1.20) nous obtenons

j (u̇1 , u̇1 − u̇2)− j (u̇2 , u̇1 − u̇2) ≥ 0 ∀t ∈ [ 0, T ] .

(Au̇1 − Au̇2, u̇1 − u̇2)V ≤ (Gu1 −Gu2, u1 − u2)V

LA |u̇− u̇2|V ≤ LG |u1 − u2|

on utilisant(II.3.5)et (II.2.6) , nous obtenons

|u̇(t)− u̇2(t)|V ≤ C |u1(t)− u2(t)|∫ t

0

|u̇(s)− u̇2(s)|V ds ≤ C

∫ t

0

|u1(s)− u2(s)| ds ∀t ∈ [ 0, T ] .

|u1(t)− u2(t)|V ≤ 0 + C

∫ t

0

1. |u1(s)− u2(s)| ds ∀t ∈ [ 0, T ] .

telle que C ≥ 0 .d’aprés lemme de Granwelle ,nous trouvons que

|u1(t)− u2(t)|V ≤ 0. exp(C

∫ t

0

1ds) ∀t ∈ [ 0, T ] .

|u1(t)− u2(t)|V ≤ 0 ∀t ∈ [ 0, T ] . (II.3.11)

Alors d’aprés(II.2.4)et(II.3.11) nous trouvons que u1 = u2,ce qui implique que σ1 = σ2,

donc l’unicité de la solution.
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Chapitre 3

Problème viscoélastique avec

frottement et usure

Le troisième chapitre du mémoire est consacré à l’étude mathématique d’un problème de

contact avec frottement pour des matériaux viscoélastiques dans un processus quasi-statique.

Le contact bilatéral avec frottement avec une base rigide et mobile se fait avec usure des

surfaces de contact. Le problème se formule comme un système formé par une inéquation

variationnelle elliptique par rapport au champ de déplacement . Des résultats d’existence et

d’unicité de la solution ont été considérés en utilisant la théorie des inéquations elliptiques,

et des arguments de point fixe.
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3.1. Formulation mécanique du problème

3.1 Formulation mécanique du problème

Trouver le champ de déplacement u : Ω × [0, T ] → Rd, le champ des contraintes σ :

Ω× [0, T ]→ Sd tels que.

σ = Aε (
.
u) + Gε (u) dans Ω× (0, T ) (III.1.1)

Divσ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ) (III.1.2)

u = 0 sur Γ1 × (0, T ) (III.1.3)

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ) (III.1.4) σν = −β | .uν | , |στ | = −µστ
στ = −λ (

.
uτ − υ∗) , λ ≥ 0

sur Γ3 × (0, T ) (III.1.5)

u (0) = u0 dans Ω (III.1.6)

Ici, la relation (III.1.1) représente la loi de comportement d’un matériau viscoélastique,

la relations(III.1.2) représente les équations d’équilibres pour le champ de déplacement. Les

relations (III.1.3)-(III.1.4) sont les conditions de déplacement-traction. (II.1.5) représente

les conditions de contact avec frottement et usure. La relation (III.1.6) représente les

conditions initiales du champ de déplacement u0 .

Pour obtenir la formulation variationnelle du problème (III.1.1)-(III.1.6), nous avons

le sous-espace fermé défini par:

V =
{
υ ∈ H1 (Ω)d / υ = 0 sur Γ1

}
,

Comme mes (Γ1) > 0, l’inégalité de Korn est verifiée, donc il existe une constante

C k > 0, qui dépend uniquement de Ω et Γ1, telle que:

|ε (υ)|H ≥ C k |υ|H1(Ω)d ∀υ ∈ V.

La démonstration de l’inégalité de Korn peut être trouvée dans[4] . L’espace V muni

du produit scalaire et de la norme associée donnée par:

(u , υ)V = (ε (u) , ε (υ))H , |υ|V = |ε (υ)|H ∀u, υ ∈ V (III.1.7)

Il vient que | . |H1(Ω)d et | . |V sont des normes équivalentes sur V et par conséquent,

(V , | . |V ) est un espace de Hilbert réel.
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3.1. Formulation mécanique du problème

Dans l’étude du problème (III.1.1)-(III.1.12), on considére les hypothèses suivantes.

L’opérateur de viscosité A : Ω× Sd −→ Sd satisfait

(a) Il existe une constante LA > 0 tel que

| A (x, ε1)−A (x, ε2) | ≤ LA |ε1 − ε2| ∀ε1, ε2 ∈ Sd p.p x ∈ Ω.

(b) Il existe une constante mA > 0 tel que

(A (x, ε1)−A (x, ε2)) . (ε1 − ε2) ≥ mA |ε1 − ε2|2 ∀ε1, ε2 ∈ Sd p.p x ∈ Ω.

(c) x −→ A (x, ε) est Lebesgue mesurable sur Ω.

(d) L’application x −→ A (x, 0) appartient à H.
(III.1.8)

L’opérateur d’élasticité G : Ω× Sd × R −→ Sd satisfait

(a) Il existe une constante LG > 0 tel que

| G (x, ε1)− G (x, ε2) | ≤ LG (|ε1 − ε2|) , ∀ε1, ε2 ∈ Sd

p.p x ∈ Ω.

(b)Pour tout ε ∈ Sd

x −→ G (x, ε, α) est Lebesgue mesurable sur Ω.

(c) L’application x −→ G (x, 0) appartientà H.

(III.1.9)

Nous supposons aussi que les forces volumiques f0 et surfaciques f2 satisfont la régularité

f0 ∈ C (0, T ;H) , f2 ∈ C
(

0, T ;L2 (Γ2)d
)
. (III.1.10)

Les fonctions β et µ vérifient les propriétes suivantes

β ∈ L∞ (Γ3) , β (x) ≥ β∗ > 0 p.p.sur Γ3. (III.1.11)

µ ∈ L∞ (Γ3) , µ > 0 p.p.sur Γ3. (III.1.12)

On remarque que nous avons besoin d’imposer l’hypothèse (III.1.10) pour des raisons

physiques.
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3.2. Formulation variationnelle du problème

Le champ de déplacement initial satisfait

u0 ∈ V. (III.1.13)

Ensuite, on note par f : [0, T ]→ V la fonction définie par

(f (t) , υ)V =

∫
Ω

f0 (t) .υ dx+

∫
Γ2

f2 (t) .υ da ∀υ ∈ V, t ∈ [0, T ] . (III.1.14)

Puis, la fonction de frottement j : V × V → R est définie par

j (u , υ) =

∫
Γ3

β |uν | (µ |υν − υ∗|+ υν) da , ∀u, υ ∈ V . (III.1.15)

nous notons que les conditions (III.1.10) impliquent

f ∈ C (0, T ;V ) . (III.1.16)

3.2 Formulation variationnelle du problème

En utilisant la formule de Green (I.2.3) on à

(σ(t), ε (υ − u̇))H + (Divσ, υ − u̇)H =

∫
Γ

σν.(υ − u̇ )da , ∀υ ∈ V

on trouve ∫
Ω

σ.ε (υ − u̇) dx+

∫
Ω

Divσ. (υ − u̇) dx =

∫
Γ1

σν. (υ − u̇) da

+

∫
Γ2

σν. (υ − u̇) da+

∫
Γ3

σν. (υ − u̇) da,∀υ ∈ V

∫
Ω

σ.ε (υ − u̇) dx+

∫
Ω

Divσ. (υ − u̇) dx =

∫
Γ1

σν. (υ − u̇) da

+

∫
Γ2

σν. (υ − u̇) da+

∫
Γ3

σν. (υ − u̇) da,∀υ ∈ V

De la définition de l’espace V avec (III.1.2) et (III.1.4), on obtient∫
Ω

σ.ε (υ − u̇) dx−
∫

Ω

f0. (υ − u̇) dx =

∫
Γ2

f2. (υ − u̇) da+

∫
Γ3

σν. (υ − u̇) da,∀υ ∈ V
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3.2. Formulation variationnelle du problème

et puisque

σν. (υ − u̇) = σν . (υν − u̇ν) + στ . (υτ − u̇τ )

= −β| ·uν |. (υν − u̇ν)− |στ |||υτ − u̇τ ||

= −β| ·uν |. (υν − u̇ν)− µβ|
·
uν |||υτ + υ∗ − υ∗ − u̇τ ||

= −β| ·uν |. (υν − u̇ν)− µβ|
·
uν |||(υτ − υ∗)− (u̇τ − υ∗)||

≥ −β| ·uν |. (υν − u̇ν)− β|
·
uν |(µ||(υτ − υ∗)|| − µ||(u̇τ − υ∗)||

= β| ·uν |[(µ||(u̇τ − υ∗)||+ u̇ν)− (µ||(υτ − υ∗) + υν)]

il vient que

∫
Ω

σ.ε (υ − u̇) dx+

∫
Γ3

β| ·uν |(µ||(υτ − υ∗) + υν)da−
∫

Γ3

β| ·uν |(µ||(u̇τ − υ∗)||+ u̇ν)

≥
∫

Γ2

f2. (υ − u̇) da+

∫
Ω

f0. (υ − u̇) dx,∀υ ∈ V

de(III.1.14) et (III.1.15) ,nous obtenons

(σ(t), ε (υ − u̇))H + j (u̇ , υ)− j (u̇, u̇) ≥ (f (t) , υ − u̇)V ,∀υ ∈ V

Problème P2V : Trouver le champ de déplacement u : [ 0, T ] −→ V , le champ de

contrainte σ : [ 0, T ] −→ H, tels que:

σ = Aε (
.
u) + Gε (u) (III.2.1)

(σ(t), ε (υ − u̇))H+j (
.
u, υ)−j(u̇, u̇) ≥ (f (t) , υ − u̇)V ,∀υ ∈ V , ∀t ∈ [ 0, T ] . (III.2.2)

u (0) = u0 (III.2.3)

Notons que le problème variationnel P2V est formulé en termes de champ de déplacement,

champ de contrainte.
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3.3. L’éxistence et l’unicité de la solution

3.3 L’éxistence et l’unicité de la solution

Théorème III.3.1. Nous supposons que les hypothèses (III.1.8)-(III.1.13) sont satisfaites.

Alors, il existe une constante β0 qui est dépend uniquement sur Ω,Γ1,Γ2 et A tels que, si

|β|L∞(Γ3)

(
|µ|L∞(Γ3) + 1

)
< β0, (III.3.1)

Alors, il existe une solution unique {u, σ} du problème P2V. De plus, la solution satisfait

u ∈ C1 (0, T ;V ) . (III.3.2)

σ ∈ C (0, T ;H1) . (III.3.3)

Les fonctions u, σ qui satisfont (III.2.1)-(III.2.3) s’appellent une solution faible

du problème de contact. Nous concluons que sous les hypothèses (III.1.8)-(III.1.13), le

problème mécanique (III.1.1)-(III.1.6) a une solution faible unique de la régularité donnée

par (III.3.2)-(III.3.3) . La démonstration du théorèmeIII.3.1 se fait en plusieurs étapes.

Dans tout ce qui suit, nous supposons que les hypothèses du théorème III.3.1 sont satisfaites

et nous considérons que C est une constante positive qui dépend de Ω ,Γ1 et Γ3 dont la

valeur neut changer d’une place à l’autre.

Remarque 3.1. On remarque que si ν∗ est assez grand, alors β = 1
k1ν∗

est suffi samment

petit et, par conséquent, la condition (III.3.1) pour la solution unique du problème PV

est satisfaite. Nous concluons que le problème mécanique (III.1.1)− (III.1.6) a une faible

solution unique si la vitesse tangentielle de la fondation est assez grande. De plus, la

résolution du problème (III.1.1)− (III.1.6), nous permet de trouver la fonction de l’usure

par intégration de (I.1.10) et on utilise la condition initiale w (0) = 0 qui indique que le

corps à l’instant initial n’est pas soumis à une usure.

Soient η ∈ C (0, T ;H) et g ∈ C (0, T ;V ) .

Dans la première étape, nous considérons le problème variationnel suivant.

Problème PVηg. Trouver le champ de déplacement uηg : [0, T ] −→ V et le champ de

contrainte σηg : [0, T ] −→ H tels que
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3.3. L’éxistence et l’unicité de la solution

σηg (t) = A (ε (υηg (t))) + η (t) , ∀t ∈ [0, T ] . (III.3.4)

(σηg (t) , ε (υ − υηg (t)))H + j (g (t) , υ)− j (g (t) , υηg (t))

≥ (f (t) , υ − υηg (t))V ,∀υ ∈ V , t ∈ [0, T ] .

(III.3.5)

Dans l’étude du problème PVηg, nous avons le résultat suivant.

Lemme III.3.1. Le problème PVηg a une solution faible unique, telle que

υηg ∈ C (0, T ;V ) , σηg ∈ C (0, T ;H1) . (III.3.6)

Démonstration. Nous définissons l’opérateur A : V −→ V tel que

(Au, υ)V = (A (ε (u)) , ε (υ))H , ∀u, υ ∈ V . (III.3.7)

Il résulte de (III.3.7) et (III.1.8) (a)que

|Au− Aυ|V ≤ LA |u− υ|V , ∀u, υ ∈ V, (III.3.8)

Ce qui indique que A : V −→ V est de Lipschitz. maintenant, par (III.3.7) et

(III.1.8) (b) , nous trouvons

(Au− Aυ, u− υ)V ≥ mA |u− υ|2V , ∀u, υ ∈ V, (III.3.9)

i,e., que A : V −→ V est un opérateur fortement monotone dans V . De plus, l’utilisation

du théorème de représentation de Riesz, nous pouvons définir un élément F ∈ C (0, T ;V )

par

(F (t) , υ)V = (f (t) , υ)V − (η (t) , ε (υ))H .

Comme A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz sur V et comme j une

fonction convexe, proper et semi-continue, il vient du résultat classique sur les inégalites

elliptiques qu’il existe une fonction unique υηg (t) ∈ V qui satisfait

(Aυηg (t) , υ − υηg (t))H + j (g (t) , υ)− j (g (t) , υηg (t))

≥ (F (t) , υ − υηg (t))V ,∀υ ∈ V.
(III.3.10)
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3.3. L’éxistence et l’unicité de la solution

nous utilisons la relation (III.3.7), l’hypothèse (III.1.8) et les propriétés du tenseur de

déformation pour obtenir σηg (t) ∈ H. Prenant υ = υηg (t) ± ψ et satisfait (III.2.5), où

ψ ∈ D (Ω)d est arbitraire, et en utilisant la définition (III.1.14) pour f (t) , nous trouvons

Div σηg (t) + f0 (t) = 0, t ∈ (0, T ) . (III.3.11)

avec la régularité (III.2.3) sur f0, nous remarquons queDiv σηg (t) ∈ H. Par conséquent,
σηg (t) ∈ H. Soient t1, t2 ∈ [ 0, T ] et nous notons η (ti) = ηi , f (ti) = fi, g (ti) = gi,

υηg (ti) = υi et σηg (ti) = σi pour i = 1, 2. En utilisant la relation (III.3.5) , nous trouvons

(Aε (υ1)−Aε (υ2) , ε (υ1 − υ2))H

≤ (f1 − f2 , υ1 − υ2)V + (η1 − η2, ε (υ1 − υ2))H

+j (g1 , υ2)− j (g1 , υ1) + j (g2 , υ1)− j (g2 , υ2) .

(III.3.12)

de la définition de la fonctionnelle j donnée par (III.1.15) Nous avons

j (g1 , υ2)− j (g1 , υ1) + j (g2 , υ1)− j (g2 , υ2)

=
∫

Γ3
(β |g1ν | − β |g2ν |) (µ |υ2τ − υ∗| − µ |υ1τ − υ∗|+ υ2ν − υ1ν) da.

La relation (I.2.7), l’hypothèse (III.1.11) et (III.1.12) implique

|j (g1 , υ2)− j (g1 , υ1) + j (g2 , υ1)− j (g2 , υ2)|
≤ C2

0 |α|L∞(Γ3)

(
|µ|L∞(Γ3) + 1

)
|g1 − g2|V |υ1 − υ2|V .

(III.3.13)

La relation (III.1.7), l’hypothèse (III.1.8) et l’inégalité (III.3.13) combinées avec (III.3.12)

nous donne

mA |υ1 − υ2|V ≤ C2
0 |α|L∞(Γ3)

(
|µ|L∞(Γ3) + 1

)
|g1 − g2|V

+ |f1 − f2|V + |η1 − η2|H .

(III.3.14)

l’inégalité (III.3.14) et la régularité des fonctions f , g et η montrent que

vηg ∈ C (0, T ;V ) .

l’hypothèse (III.1.11) et la relation (III.3.4) nous obtenons

|σ1 − σ2|H ≤ LA |υ1 − υ2|V + |η1 − η2|H . (III.3.15)
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3.3. L’éxistence et l’unicité de la solution

et d’aprés (III.3.11) on a

Divσηg (ti) + f0 (ti) = 0, i = 1, 2. (III.3.16)

la régularité des fonctions η, υ, f0 et des relations (III.3.15)− (III.3.16) montrent que

σηg ∈ C (0, T ;H1) .

Soient g ∈ C (0, T ;V ) et η ∈ C (0, T ;H). Nous considérons l’opérateur suivant

Λη : C (0, T ;V )→ C (0, T ;V )

définie par

Ληg = υηg, ∀g ∈ C (0, T ;V ) . (III.3.17)

Lemme III.3.2. Supposons que les hypothéses (III.1.8) − (III.1.13) est satisfaites.

Alors il existe un réel β0 � 0, qui ne dépend que de Ω , Γ1,Γ3 et A telle que si (III.3.1) est

vérifiée, l’opérateur Λη a un point fixe unique g∗η ∈ C (0, T ;V ).

Démonstration. Soient g1, g2 ∈ C (0, T ;V ) et η ∈ C (0, T ;H). Nous utilisons la

notation υi = υηgi et σi = σηgi pour i = 1, 2.

Nous utilisons les mêmes arguments que ceux utilisés dans (III.3.14) on trouve

mA |υ1 (t)− υ2 (t)|V
≤ C2

0 |β|L∞(Γ3)

(
|µ|L∞(Γ3) + 1

)
|g1 (t)− g2 (t)|V , ∀t ∈ [ 0, T ] .

(III.3.18)

de (III.3.17) et (III.3.18) nous obtenons

|Ληg1 (t)− Ληg2 (t)|V
≤ C2

0

mA
|β|L∞(Γ3)

(
|µ|L∞(Γ3) + 1

)
|g1 (t)− g2 (t)|V , ∀t ∈ [ 0, T ] .

(III.3.19)

Soit

β0 =
mA
C2

0

β0 est une constante positive qui dépend de Ω . Γ1.Γ3 et de l’opérateur A. Si (III.3.1)

est satisfait, nous déduissons de (III.3.19) que l’opérateur Λη est une contraction. Du
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3.3. L’éxistence et l’unicité de la solution

théorème du point fixe de Banach, nous concluons que l’opérateur Λη a un point fixe unique

g∗η ∈ C (0, T ;V ).

Nous désignons par

υη = υηg∗η , ση = σηg∗η , (III.3.20)

et soit uη : [ 0, T ] → V la fonction définie par

uη (t) =

∫ t

0

υη (s) ds+ u0, ∀t ∈ [0, T ] (III.3.21)

En utilisant (III.3.9), nous trouvons que uη satisfait la régularité exprimée dans (III.3.2).

Dans la deuxième étape, soit η ∈ C (0, T ;H), nous utilisons le champ de déplacement

uη obtenu dans (III.3.21) .

Maintenant pour η ∈ C (0, T ;H) considérons L’opérateur Λ (η) : [ 0, T ] −→ H

(Λ (η) (t) , υ)V = G (ε (uη (t)) , ε (υ))H (III.3.22)

Nous avons le résultat suivant

Lemme III.3.3. Pour η ∈ C (0, T ;H), la fonction Λ (η) : [ 0, T ] −→ H est continue et
un élément unique (η∗) ∈ C (0, T ;H) tel que

Λη∗ = η∗.

Démonstration. Soient η ∈ C (0, T ;H). et t1, t2 ∈ [ 0, T ] , en utilisant (III.1.9) ,

nous avons

|Λη (t1)− Λη (t2)|H ≤ |Gε (uη (t1))− G (εuη (t2))|H . (III.3.23)

Après, en raison de la régularité de uη exprimée dans (III.3.2) , nous déduisons de

(III.3.19) que Λ (η) ∈ C (0, T ;V )

Par conséquent Λ (η) ∈ C (0, T ;H) . Soient η1, η2 ∈ C (0, T ;H) .

Nous utilisons la notation g∗ηi = gi, σηi = σi, uηi = ui,et
.
uηi = υηi = υ

i
, i = 1, 2
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3.3. L’éxistence et l’unicité de la solution

De la même maniére que pour établir (III.3.17) et (III.3.20) nous trouvons

|Λ (η1) (t)− Λ (η2) (t)|2H ≤ C |u1 (t)− u2 (t)|2V (III.3.24)

soit

ui (t) =

∫ t

0

υi (s) ds+ u0.

Nous avons

|u1 (t)− u2 (t)|2V ≤ C

∫ t

0

|υ1 (s)− υ2 (s)|2V ds,∀t ∈ [0, T ] . (III.3.25)

il vient de PVηg pour η = ηi, i = 1, 2 que

σi (t) = A (ε (υi (t))) + ηi (t) ∀t ∈ [0, T ] , (III.3.26)

(σi (t) , ε (υ − υi (t)))H + j (gi (t) , υ)− j (gi (t) , υi (t))

≥ (f (t) , υ − υi (t))V , ∀t ∈ [0, T ] .

(III.3.27)

En utilisant (III.3.27) nous trouvons que

(σ1 (t)− σ2 (t) , ε (υ1 (t)− υ2 (t)))H ≤ j (g1 (t) , υ2 (t))− j (g1 (t) , υ1 (t))

+j (g2 (t) , υ1 (t))− j (g2 (t) , υ2 (t)) ∀t ∈ [0, T ] .

(III.3.28)

Nous utilisons (III.3.13) et fonction j, nous obtenons

(σ1 (t)− σ2 (t) , ε (υ1 (t)− υ2 (t)))H

≤ C2
0 |β|L∞(Γ3)

(
|µ|L∞(Γ3) + 1

)
|g1 (t)− g2 (t)|V |υ1 (t)− υ2 (t)|V .

Nous utilisons la notation vi = gi pour i = 1, 2,nous trouvons que

(σ1 (t)− σ2 (t) , ε (υ1 (t)− υ2 (t)))H

≤ C2
0 |β|L∞(Γ3)

(
|µ|L∞(Γ3) + 1

)
|υ1 (t)− υ2 (t)|2V ∀t ∈ [0, T ] .
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3.3. L’éxistence et l’unicité de la solution

Nous utilisons dans (III.3.26),(III.1.8) et (III.1.9), nous obtenons

(
mA − C2

0 |α|L∞(Γ3)

(
|µ|L∞(Γ3) + 1

))
|υ1 (t)− υ2 (t)|V

≤ |η1 (t)− η2 (t)|H ∀t ∈ [0, T ] .

Nous utilisons les trois inégalités précédentes pour trouver

|v1 (t)− v2 (t)|2V ≤ C |η1 (t)− η2 (t)|2V . (III.3.29)

Il vient de l’inégalité précédente, des estimations (III.3.24) et (III.3.29) que

|Λ (η1) (t)− Λ (η2) (t)|2H ≤ C

(
C

∫ t

0

|η1 (s)− η2(s)|2V .ds
)
.

En réitérant cette inégalité m fois on obtient:

|Λm (η1)− Λm (η2)|2C(0,T ;H) ≤
CmTm

m!
|(η1)− (η2)|2C(0,T ;H) ds,

ainsi, pourm suffi sant grand Λm est une contraction sur l’espace de Banach C (0, T ;H),

donc Λ a un point fixe unique.

Maintenant on peut démontrer le Théorème III.3.1.

Démonstration. de l’existence. Soit η∗ ∈ C (0, T ;H) est un point fixe de Λ défini

par (III.3.22) et (υ, σ) sont des solutions du problèmes PVηg pour η = η∗et g = g∗η∗ c’est-

à-dire u = uη∗ . pour η = η∗. Les équations Λ1 (η∗) (t) = η∗ se combinent avec (III.3.22)

montrenet que (III.2.1) − (III.2.2)sont satisfaites. Ensuite (III.2.3) et les régularités

(III.3.2)− (III.3.3) résulte de lemme III.3.1.

Unicité. la solution unique est la conséquence de l’unicité du point fixe de l’opérateur Λ

défini par (III.3.22) et l’unicité de la solution des problème PVηg.
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Résumé:Nous considérons un modèle mathématique pour décrire le 

contact glissant avec l'usure entre le corps viscoélastique et la base 

mobile rigide. Nous considérons à la fois les cas quasi-statique sans 

frottement et quasi-statique avec frottement, et nous modélisons 

l'usure avec une version de la loi d'Archard. Nous dérivons la 

formulation diverse du modèle et prouvons l'existence et les résultats 

d'unicité. Les démonstrations sont basées sur le théorème de Cauchy-

Lipschitz dans le cas du premier modèle, et sur des arguments 

d'équations d'évolution avec des opérateurs monotones et sur le 

théorème des point fixe dans le cas du second modèle. 

Mots-Clés :viscoélastique ,quasi-statique, usure, équation d’evolution, 

inéquation d’évolution, solution faible, point fixe. 

Abstract: We consider a mathematical model to describe the sliding 

contact with wear between the viscoelastic body and the rigid mobile 

base. We consider both quasi-static and frictionless quasi-static cases, 

and we model wear with a version of Archard's law. We derive the 

diverse formulation of the model and prove the existence and the 

results of uniqueness. The proofs are based on Cauchy-Lipschitz's 

theorem in the case of the first model, and on evolution equation 

arguments with monotonic operators and on the fixed point theorem 

in the case of the second model. 

Key-Words: viscoelastic, quasi-static, wear,  evolution equation,  

evolution inequality, weak solution, fixed point. 

اللزج والأساس نعتبر نموذجًا رياضيًا يصف الاتصال المنزلق بالتآكل بين الجسم  :صخمل

نعتبر كلاً من الحالات شبه الساكنة دون إحتكاك وشبه الساكنة مع . المتحرك الصلب

 الإحتكاك،ونصمم التآكل باستخدام نسخة من قانون اتشارد

البراهين على  تستند. الوحدانية نثبت نتائج الوجود و  ثمللنموذج  التغايرية الصيغة نعطي

بة الرتيمؤثرات مرتبطة بالحجج  في حالة النموذج الأول،وعلى ليبتشيز–نظرية كوشي 

في حالة النموذج الثاني. الصامدةونظرية النقطة   

ل، معادلة تغايرية، متباينة تغايرية، حل تآك، نرن، شبه ساكموفيسك: تاحيةلمفات لكلماا

.صامدة ضعيف، نقطة  
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