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0.2 Introduction

L’une des origines de 'idée de groupe est 1’étude des équations algébriques par
Joseph-Louis Lagrange 1771. La terminologie de « groupe » est mise en évidence pour la
premiére fois par Evariste Galois 1830 : on peut « grouper » les automorphismes du corps
de décomposition d’un polynoéme séparable. L’idée de groupe tient aussi ses sources de
I’étude de nouvelles géométries, Felix Klein 1872, et de la théorie des nombres : Leonhard
Euler, Carl Friedrich Gauss.

En 1965 Lotfi A. Zadeh introduit la notion d’un sous-ensemble flou d’un ensemble
dans son article "Fuzzy sets". L’idée de Zadeh a marqué une nouvelle direction et agité
I'intérét des chercheurs dans le monde entier. IL fournit des outils et I’approche du modeéle
de I'imprécision et de I'incertitude présente dans les phénomeénes qui ne disposent pas de
frontiéres nettes. Les développements théoriques rapides et des applications pratiques sur
la base. Développements théoriques rapides et des applications pratiques sur la base du
concept d’un sous-ensemble flou ont été vus & émerger peu de temps aprés.

En 1971, Azriel Rosenfeld utilisé la notion d’un sous-ensemble flou d’un ensemble pour
introduire la notion d’un sous-groupe floue d’'un groupe. L’article de Rosenfeld a inspiré
le développement de 'algebre floue abstraite.

Ce mémoire se compose de trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré a des généralités sur les groupes dans le cas classique.
Dans le deuxiéme chapitre on introduit la notion de sous ensemble flous telle quelle
est congu par Zedah puis on rappelle les opérations ensemblistes.

Dans le troisiéme chapitre les sous groupes flous ont été introduits par deux fagons.
La premiére on utilise la notion de Zedah pour I’ensemble flou et on introduit la définition
d’une maniére naturelle.

La deuxiéme facon on introduit la notion du produit flou de deux sous-ensembles flous et

la loi de composition floue afin de donner la définition du groupe flou.



Chapitre 1

Généralités sur les groupes

1.1 Structure de groupe

Dans ce chapitre, nous rappelons des définitions et notions des groupes. Pour plus de

détails voir [3, 12, 5, 14].

1.1.1 Loi de composition interne
Soit E un ensemble non vide.

Définition 1.1.1 Une lot de composition interne sur E est une application de E X E de
E. Si, [ est une telle application, on appelle f (x,y) le composé de x et y et on convient
de noter f(z,y) = x-y, x*y, x Ty, etc., un ensemble E muni d’une loi interne x est noté
(E,*).

Le couple (E, f) est appelé magma.

Example 1.1.2

1/ L’addition et la multiplication sont des lois internes dans N*, N, Z, Q, R, C.

2/ Si E est un ensemble, les opérations N et U sont des lois internes dans P (E).

3/ Soient E un ensemble et A(E x E) l’ensemble des applications de E dans E. La com-

position des applications est une loi interne dans A(E * E) .



Définition 1.1.3 Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne (). On dit

qu’une partie P de E est stable pour cette loi si :

V(z,y) e P:x-y € P.

1.1.2 Propriétés des opérations internes

Soit (F,-) un magma.
Associative
On dit que - est associative si :
V(z,y,2) EE* 2 (y-2)=(z-y) 2
Commutative
On dit que la loi - est commutative si :
V(z,y) e E*:x-y=y- .
Elément neutre
On dit que - admet un élément neutre, s’il existe e € E tel que :
VreE:x-e=e-x=u1.

Remarque 1.1.4 L’élément neutre, s’il existe il est unique.
En effet,

soit é un autre élément neutre pour la loi interne (-) alors : é =é-e=e-é=e.



Elément symétrique

Supposons que e est un élément neutre de F on dit que élément x € F admet un élément

symétrique =’ de F si,

Son inverse est appelé opposé de z.

Notation 1.1.5

FElément neutre e 0 1

Elément symétrique | x —T x

Proposition 1.1.6 Soit (-) une loi interne sur E associative et admet un élément neutre :
1/ Six € E est symétrisable alors son symétrique est unique.
2/ Six € FE ety € E sont symétrisable alors x -y est symétrisable et son symétrique est

donne par : (x-y) =y - .

Démonstration.
1). On suppose que 1’élément symétrique =’ et =" on a :

/ /

¥ = e-x
= (2"-7)- 2
= 2" (-2
= 7'".e
= 2"

2). On vérifier que :

= z-(y-y)-o
= z-e-a

= x-2

= e



/ /

Alors: (z-y) =y -2/. m

1.2 Groupes

Définition 1.2.1 Soit la loi de composition interne (-) définie sur un ensemble G. On
dit que le couple (G,-) est un groupe si : la loi (-) est associative, possédant un élément

neutre et telle que tout élément de G est inversible.

Remarque 1.2.2 Sila loi de composition interne () est associative dans ce cas on appelle
(G,-) est semi-groupe.
Si la loi de composition interne () est associative et posséde un élément neutre, on dit

que (G, -) est un monoide.

Définition 1.2.3 Soit (G, -) est un groupe. Si la loi (+) est commutative on dit que (G, )

est un groupe commutatif ou abélien.

1.3 Sous-groupe

S’auf mention contraire, G désigne toujours un groupe multiplicatif d’élément neutre e.

1.3.1 Notion de sous-groupe, propriétés élémentaires

Définition 1.3.1 G étant un groupe, une partie H non vide de G est un sous-groupe

de G si :

r,y) € Hx H=xy € H;
(z,y) Y (L.1)

reH=x'eH.

Example 1.3.2 G et (e) sont des sous-groupes de G appelés sous-groupe triviaux de G.

Définition 1.3.3 On appelle sous-groupe propre d’un groupe G tout sous-groupe de G
distinct de G et (e) .



Notation 1.3.4 On écrira :
H < G pour exprimer que H est un sous-groupe de G,

H < G si H est un sous-groupe propre de G.

Proposition 1.3.5 Soit G un groupe. H un sous-groupe de G. Alors,
1) e appartient a H.

2) H est un groupe pour la loi induite sur H par celle G.

Démonstration.

1 — ¢ appartient & H.

1) Soit = appartenant a H. Alors, z~! appartient & H et donc xz~
2) (+) est associative sur G donc sur H.

D’apres le 1, la restriction de (-) & H admet un élément neutre.
Comme H est un sous-groupe, tout élément de H admet un inverse dans H, pour la

restriction de (-) a H.

D’ot, H est un groupe pour (+) restreinte & H. m

Théoréme 1.3.6 Soit H une partie non vide d’un groupe G, alors H est un sous-groupe

de G si et seulement si
V(z,y)[(z,y) € Hx H=zy ' € H] (1.2)

Démonstration. —Supppsons H < G; soit (z,y) € H x H, alorsy € H = y~' € H, par
suite

(r,y') € Hx H=xy~' € H, dapres (1.1); on en déduit (1.2).

—Supppsons (1.2) vérifié; soit (z,y) € H x H.

re€H= (v,v) € Hx H,douzz~ ! =¢c € H;

ecHetrxe H= (e,x) € Hx H,dou ex ! = 27! € H; par suite,

(r,y) € Hx H= (z,y ') e Hx H,douzy € H,

donc (1.2)=(1.1). m



Proposition 1.3.7 Soit G un groupe et {H;},., une famille de sous-groupes de G alors :

N H;, = H N HyN..H;, jc; est un sous-groupe de G.

i€l

Démonstration. Soit x, y € N H; et on montre que zy~ ! € N H;

el il
v € NH; reH,Yi=1,.,n
On a et — et — 1,y € Hii=1..n
y e NH; ye H,Vi=1,...n

i€l

car H; est un sous-groupe de G.

Donc : zy~t € NH; = N H; est un sous-groupe de G. m

iel iel

Remarque 1.3.8 FEn générale U H; n’est pas un sous-groupe de G.

En effet, on peut vérifier, par e:;:;nple, que dans le groupe (Z,+) ,

3Z ={3x;x € L} et 87 sont des sous-groupe; or 3+ 8 =11 et 11 ¢ 3ZUSZ, donc 3ZUSZ
n’est pas un sous-groupe de 7.

On a cependant le résultat suivant :

Proposition 1.3.9 Si, dans un groupe G, (H;),.; est une chaine de sous groupes, alors

U H; est un sous-groupe de G.
i€l

Démonstration. Soient = et y dans U H;; il existe j et k dans I tels que z € H; et
el
y € Hj. La famille des H, étant totalement ordonnée par l'inclusion, on a H; C Hj, ou

H;, C H;. Plagons-nous, par exemple, dans le premier cas; on a alors = et y dans Hy, d’ou

xy~!' € UH;. on en conclut que U H; est un sous-groupe de G. m
i€l iel

Lemme 1.3.10 Tout partie stable finie H d’un groupe G est un sous-groupe de G.

Démonstration. Pour tout h € H, I'application H — H, x — hx est injective, donc

(puisque H est fini) surjective et, de méme pour 'application x — zh. Mais h € H et

10



la surjectivité implique qu’il existe x € H tel que hx = h et y tel que yh = h, d’ou z
=y = e € H. De méme, il existe x € H tel que hx = e (et y tel que yh = ¢), donc
ht=x=yecH.

Attention : ce lemme n’est plus vrai lorsque H n’est pas fini! (exemple : NC Z). m

1.3.2 Sous-groupe engendré par une partie

Soient G un groupe et B une partie de GG, le plus petit sous-groupe de G qui contient B
est appelé sous-groupe engendré par B noté (B).
11 est claire que : (B) = 61Hi (H; sont sous-groupes de G qui contient B), on dit que B

une partie génératrice de (B), et les éléments de B on les appelle générateurs de (B).

1.3.3 Classes a droite, classes 4 gauche modulo un sous-groupe
Relations d’équivalence modulo un sous-groupe

A tout sous-groupe H d’un groupe G, on peut associer deux relation binaires Ry est gR

définies dans G par :

tRyy < ay ' € H et ryRy < 'y € H.

Proposition 1.3.11 G étant un groupe :

1) Pour tout sous-groupe H de G, les relations Ry et g’ R sont des relations d’équivalence.
2Q)y=x(Ry) <y € Hr, ou Hr = {hz; he H},

y=x(gR) < ye€xH, ou xH ={zh; h€ H}.

Démonstration. Démontrons la propriété pour Ry.
1) pour tout z € G, on a zx~! = e € H, dans tRyz.
Sizy!e H, alors (zy ) ' =yaz! € H, donc 2Ryy = yRyz.

Enfin, si zy~! € H et yz~!, alors vy lyz~ ! =227 € H,

11



d’ot vRyy et yRyz = vRpyz.
2)y=z(Ry) & yz' € H,
yr'e H< 3he H, y= hx,
dony=2(Ryg) < yc Hr. m

Définition 1.3.12 H étant un sous-groupe d’un groupe G, les relations Ry et gR sont
respectivement appelées : relation d’équivalence a droite et a gauche, modulo H dans G.
Pour x € G, les ensembles Hx et tH sont appelés classes a droite et classes a gauche de

x modulo H.

1.3.4 Sous-groupes normaux

Définition 1.3.13 Soit G un groupe. H un sous-groupe de G. H est dit normal (ou
distingué) si, Ry =g R.

Remarque 1.3.14
1/ Dans tout groupe G, (e) et G sont sous-groupes normaut,

2/ Dans un groupe abélien, tout sous-groupe est normal.

Théoréme 1.3.15 H est un sous-groupe normal d’un groupe G ; alors les cing conditions
suivante sont équivalentes :

1/ Hx = zH,Vx € G,

2/ xHz ' = HVx € G,

3/ x 'Hx = HVx € G,

4/ xha=' € HVh € H,Vx € G,

5/ v ‘hx € HVh € HVx € G.

Démonstration. Par définition, H < GG équivalente & Ry =g R, or, Ry =g R ©Hx =
zH,Vx € G,don HIG < (1).
- Supposons Hx = xH; pour tout h € H, il existe i’ € H tel que hx = xh’, C’est -a-dire

12



h=axhz™'; don HC xHxz .

L’hypothese implique aussi que, pour tout h € H, il existe h” € H tel que xh = h"x, c’est
-a-dire zhz™' = 1"; d’oa xHx~' C H; par suite (1) < (2).

- Compte tenu de la bijection z — 27! de G sur lui-méme, on a (2) < (3) et aussi
(5) < (4).

- Montrons que (1) équivalente & (4).

Si Hx = zH, alors pour tout h € H, zh € Hx, donc xhx™! € H; on en déduit : (1) = (4).
Supposons (4) vérifiée ; soit zh € xH; alors (4) implique xhax~! € H, donc il existe b/ € H
tel que xha~! = k', c’est-a-dire zh = h'z; par suite vH C Hx.

On prouverait de méme que Hx C xH d’ou (4) = (1). =

Proposition 1.3.16 On suppose que H est normal dans G.

Alors, H est normal dans tout sous-groupe de G contenant H.

Démonstration. Soit K un sous-groupe de GG contenant H.
Comme K contient H, H est un sous-groupe de K.

1

Pour tout élément g de G et pour tout élément h de H, ghg™" appartient & H.

Mais K étant inclus dans G, pour tout k appartenant & K, khk~! est inclus dans H c’est

A dire H est normal dans K. m

Remarque 1.3.17 Si H est un sous-groupe normal de K et K un sous-groupe normal

de G alors H n’est pas forcément normal dans G (la normalité n’est pas transitive),
Définition 1.3.18 Soit G un groupe quelconque et Z (G) son centre :

Z(G) ={a € G; ax = za, Yz € G}.

Z (@) est un sous-groupe de G et quels que soient v € G et a € Z (GQ), xax™' € Z(G),
donc Z (G) 4 G.

On vérifie que; plus généralement :

(H<G et HCZ(G)=H<G.

13



Remarque 1.3.19 G est abélien si et seulement si Z (G) = G.

Définition 1.3.20 G est un groupe simple, si G ne posséde aucun sous-groupe normal

propre et différent de G et (e),
G groupe simple <= VH <G, H1G = H = (e) ou H=CG.

Example 1.3.21 Tout groupe fini dont lordre est un nombre premier est dit simple.

1.3.5 Groupes cycliques

Définition 1.3.22 Soit (G,-) un groupe, si l’ensemble G est fini, alors le groupe (G, )
G| ou bien O(Q).

est dit un groupe fini et le cardinal de G est appelé 'ordre de G noté

Groupe de type fini

Le groupe engendré par une partie de cardinal fini est dit de type fini
G = (B) et |B] est fini <= G de type fini

Groupes monogénes et groupes cycliques

Définition 1.3.23 Soit G un groupe et (x) est le sous-groupe de G engendré par ’élément
x, le groupe G est dit monogéne si () = G.
Si G un groupe monogéne fini (|G| = n), alors on dit que G est un groupe cyclique

d’ordre n.

1.4 Homomorphismes de groupes

Nous allons étudier les applications qui conservent la structure de groupe.

14



Définition 1.4.1 Soit (G,-) et (G', *) deuz groupes :

a. On dit que Uapplication f : G — G’ est homomorphisme "morphisme" si :

Vi, 20 € G: f(z1 - x2) = f(21) * f(22).

L’ensemble des morphismes d’un groupe G dans un groupe G' sera noté Hom (G,G") .

b. On dit que l'application f : G — G’ est isomorphisme si f est un homomorphisme
bijective. On dit simplement que G isomorphisme & G'.

c. On dit que l'application f est un endomorphisme si f est un homomorphisme de G
dans lui-meéme.

L’ensemble des endomorphismes d’un groupe sera noté End (Q)

d. On dit que lapplication f est un automorphisme si f est un endomorphisme bijective
dans lui-méme. L’ensemble des automorphismes de G est noté Aut(G).

e. On dit que Uapplication f est un monomorphisme (ou morphisme monique) si f est
un morphisme injective.

f. On dit que lapplication f est un épimorphisme si f est un morphisme surjective.

Dans la suite, les groupes G et G’ seront notés multiplicativement, leurs éléments unités

étant respectivement e et €.

Proposition 1.4.2 Soient H un groupe, et f: G — G’ et g : G' — G" des homomor-
phismes de groupes.

Alors, go f : G — G" est un homomorphisme de groupes.

Démonstration. Soient = et y dans G;

go f(xy) =g(f (xy))

goflxy) =g (f(z)[f(y)),car f € Hom(G,G');
go f(zy) =g(f(x)g(f(y)), car g € Hom (G', G")
dou go f(xy) = (go f(x))(go f(y)). m

f
f
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Remarque 1.4.3 Si f : G — G’ est un isomorphisme.

L’application réciproque f~1 : G' — G est encore un isomorphisme de groupes.

Proposition 1.4.4 Soient G et G' deux groupes isomorphes. Alors, G est abélien si et

seulement si G’ est abélien.

Démonstration. Soit f un isomorphisme de G dans G'.

Soient gjet g, appartenant & G'.

f étant bijective, il existe giet g2 dans Gitels que ¢ = f (g1) et gb = f (g2) -
f étant un homomorphisme, on a gigs = f (91) f (92) = f (9192) .

D’ou, si G est abélien.

9195 = [f(9192)

et donc G’ est abélien.
Si G’ est abélien,
f(gg2) = di93

= f<92)f(91)
= f(9201)

et donc, comme f est injective, 192 = g291 et par conséquent G est abélien. m
Proposition 1.4.5 Aut(G) est un groupe pour la composition.

Démonstration. Aut(G) n’est pas vide car il contient I'identité. On a vu, a la proposition
(1.4.2), que le composé de deux éléments de Aut(G), (Aut(G) est inclus dans Hom (G))
est un élément de Hom(G).

De plus, si f; et fy sont des applications bijectives alors f; o fy est bijective d’inverse

(fiofo) " =fato fit.

16



D’ou, le composé de deux éléments de Aut(G) est encore un élément de Aut(G).

Soit f appartenant & Aut(G). Posons § = f~1.

Montrons que 6 appartient & Hom(G) : soient g et ¢’ deux éléments de G.

f étant un homomorphisme, £(0(9)0(¢))) = £(8(9))f(0(s")) = 99’ = /(0(g")) par défini-
tion de 0. D’ou, f étant injective (car bijective), 0(gg") = 0(9)0(g’).

De plus, 6 est bijective d’inverse f donc appartient & Aut(G).

(Aut(G),0) est un groupe. ®

1.4.1 Image et noyau d’un morphisme

Définition 1.4.6 Soit G et G' deux groupes et [ : G — G’ est un homomorphisme
a) On appelle noyau de f l’ensemble :

ker (f) =f"" () ={z €G: f(x) =€}

b) On appelle image de f l’ensemble :
Im(f) =f(G)={ye G :y=f(2)}.

Proposition 1.4.7 Tout f € Hom (G, G") vérifie les propriétés suivantes :
1. f(e)=¢.

fz™) = (f(z)"", quel que soit x dans G.

f (™) = (f(x)", quel que soit x dans G et n dans Z.

H<G= f(H)<G.

H' <G = fH(H)SG, f(H)={reG;f(x)€ H}.

oUW

Démonstration.
1) La relation ze = ex = = donne f (ze) = f (ex) = f (x) pour tout x € G.

Il en résulte :

17



Donc f (e) et I’élément neutre ¢’ de G'.

2) La relation zz™! = 27!z = e donne f (zz™') = f (z7'z) = f (e) pour tout x € G.
D'ou f(x) f(z7') = f(z7!) f (x) = €, il en résulte que f (z7!) est le symétrique de f ().
Alors f(z)™" = f(z71).

3) Pour n =0, 2° = e et (f (z))” = ¢’; on est ramené au 1°.

Pour n > 0, 2" = gx... , d’ou

n fois

fa) = f @) f(@)..f (@)

donc f (2") = (f ()"

Pour n < 0, on pose n = —n/, n’ > 0;

2= (@) = @) = (f @) = (f (@)
d'o f (") = (f (x))".

4) f(H)={f(x);x € H}. Soilent y; et yo dans f (H); il existe z1 et x5 dans H tels que
y1=f(z1),92 = [ (22).

iy = (@) (f (@2) 7 = f(2) f (237),
dot gy, ' = f (21257) .
(11 €H, an€ Het H<G) = z12," € H,;

par suite y1y, - € f(H), donc f (H) < &',
5) Soient x1 et xo dans f~ (H'); alors f (x1) € H' et f (z2) € H'; H' étant un sous-groupe
de G’, on a

) (f(@2)) 7" = f(an) f(3") = f (123") dans H',

d’ott 2125 € f~1(H') et par suite f~! (H') est un sous-groupe de G. m

Corollary 1.4.8
Soit f € Hom (G,G"), alors :
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1/ ker (f) est un sous-groupe de G.
2/ Im (f) est un sous-groupe de G'.

Ce propriétés découlent de I'application de la proposition aux cas particuliers : H = G

et H = (¢).

Proposition 1.4.9 Pour f € Hom (G,G"), on a :
1) f surjectif < Im (f) = G'.
2) f injectif < ker (f) = (e).

Démonstration. La premiére propriété est immédiate puisque, par définition, f est sur-
jectif si et seulement si, quelque soient z et 2/ dans G, f () = f (2') implique = = 2.
— Supposons f injectif; soit = € ker (f), alors f (z) = ¢ = f(e), d’on x = e et par suite

ker (£) = (e).
— Supposons ker (f) = (e) ; soient = et =’ dans G tels que f (z) = f (2/); on en déduit :

¢ =(f@) " f@)=[f(")f(@), done=f(z7'2'),
ce qui implique 712’ € ker (f);
ker (f) = () = v 'a' = ¢, don 2’ =,

f est donc injectif. m
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Chapitre 2

Sous-ensembles flous

2.1 Sous-ensembles flous

Dans la théorie des ensembles classiques, il n’y a que deux situations possibles pour qu’'un
élément, appartenir ou ne pas appartenir a un sous-ensemble.

Le mérite de Zadeh a été de tenter de sortir de cette logique booléenne en introduisant
la notion d’appartenance pondérée : permettre des graduations dans I'appartenance d’un
élément a un sous-ensemble, c’est -a-dire d’autoriser un élément a appartenir plus mois

fortement a ce sous-ensemble on se réfeére a [1, 2, 4, 7, 13, 10, 15].

(a) Ensemble classique (b) Ensemble flou
Figurel : Ensembles classique et ensembles flou

Définition 2.1.1 (Sous-ensemble classique ou partie nette) [4] Un sous-ensemble

classique A de X est défini par une fonction caractéristique X4 qui prend la valeur O pour
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les éléments de X n’appartenant pas a A et la valeur 1 pour ceux qui appartiennent a A :

Xy X — {0,1}
1 six € A
0six ¢ A

Définition 2.1.2 (Sous-ensemble flou ou partie flou) [1] Soit X un ensemble de

référence. Un sous-ensemble flou A de X est défini comme [’ensemble de couples :

A= {{z. iy (@) 2 € X}

avec iy : X — [0, 1]
Remarque 2.1.3 Ainsi, un sous-ensemble flou A de X est caractérisé par une fonction
d’appartenance 4 (x) qui associe, a chaque point © de X un réel dans lintervalle [0, 1] ;
w4 (x) représente le degré d’appartenance de x a A. On observe les trois cas possibles
suivants :
x 114 (x) =0 si x n'appartient par a A;
x 0 < py (z) <1 six appartient partiellement a A,

x 1y (z) =1 si x appartient entiérement a A.

Notation 2.1.4
e Dans la suite, F (X) désigne l’ensemble de toutes les parties flous de X .

e Le sous-ensemble flou vide est noté 0; il est défini par : py(x) =0,V x € X.

Example 2.1.5 Soit X = {a,b,c}. On considére A = {{a,0.5),(b,0.1),(c,0.9)}.
Alors, A est un sous-ensemble flou. Les degrés d’appartenance de a,b et ¢ dans A sont,

respectivement, 0.5, 0.1 et 0.9.
Example 2.1.6 i, [0,100] — [0, 1]

Hjeune (I) = 17 si T < 207

r—= Hjeune (IL‘) = 351gac’ st 20 < x < 35;

Hjeune (1) = 0 st x> 35.
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fnar [0,100] — [0, 1]

Pomar () =0, si x <20 oux>T5
=352 s 20 <z < 35

(x)
. (x) =1, si 35 < ax <55
()

p . (@ =D 5 55<x<Th.

Huieux [07 100] - [07 1]

Hvieus () = 0, si x < 5b;
r = Huieux (iE) = w;_SS, s1 9 < x < 75,
Hyieus (IE) =1 st Z 75.

Q z20 <40 GO a0 100
ages

Example 2.1.7 On définit un sous- ensemble flou A = {nombre réel prés de 0}. La fron-
tiére pour voir les résultats "mombre réel prés de 0" est plutét ambigué. La possibilité de
nombre réel x o étre membre d’ensemble prescrit peut étre défini par la fonction d’appar-

tenance suivante.
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=§ =7 =6 -5 -4 -3 -2 -1 00 1 2 3 4 5 6 7T &

Fig : nombre réel prés de 0

2.2 Caractéristiques d’un sous-ensemble flou

Un sous-ensemble flou est complétement défini par la donnée de sa fonction d’appar-
tenance. A partir d’une telle fonction, un certain nombre de caractéristiques du sous-

ensemble flou peuvent étre étudiées.

Définition 2.2.1 [10/Le Support d’un sous-ensemble flou A de X, noté Supp(A), est
I’ensemble de tous les éléments qui lui appartiennent au mois un petit peu, il est représenté

par :

Supp(A) ={z € X [ py (x) # 0}

Définition 2.2.2 [7/Le point de croisement d’un sous-ensemble flou A dans X est le
sous-ensemble des éléments de X pour les quels la fonction d’appartenance prend une
valeur égale a 0.5. C’est 'ensemble des éléments de X qui appartiennent autant ¢ A qu’a

son complémentaire :

C(A) ={x / pa(x) =05}

Définition 2.2.3 [10/Le noyau d’un sous-ensemble flou A de X, noté Noy(A), est l’en-

semble de tous les éléments qui lui appartiennent complétement, il est représenté par :

Noy(A) ={x e X [ p,(x) =1}
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Remarque 2.2.4 [13/Si A et B deuz sous-ensembles flous de l’ensemble X, on dit que :
1. A est plus spécifique que B si noy(A) C noy(B) et Supp(A) C Supp(B).

2. A est plus précis que B si noy(A) = noy(B) et Supp(A) & Supp(B).

Définition 2.2.5 [10/Le hauteur d’un sous-ensemble flou A de X ; noté H(A), est la

valeur mazimale atteinte sur tout le support de A :

H(A) = sup iy (2)

zeX

A est dit normalisé si H(A) = 1.

Définition 2.2.6 [1/Le cardinalité d’un sous-ensemble flou A fini X ; noté |A|, est le
nombre d’éléments appartenant & A pondéré par leur degré d’appartenance. Formellement,

pour A fini :

Al = ZMA (z)

zeX

Si A est continu, le nombre d’élément d’un ensemble flou A définir par :

Card(A) = /XMA (x) dz

Remarque 2.2.7 Si A est un sous-ensemble de X au sens classique, alors A est norma-

lisé, A= SuppA, A =noyA et |A| = CardA.

Définition 2.2.8 [7/(a—coupes) Pour toute valeur a de l'intervalle [0, 1], on appel o —
coupe d’un sous-ensemble flou A de X (resp. Coup strict), le sous-ensemble noté A, (resp
A, ) des éléments de X pour les quels la fonction d’appartenance est supérieure ou égale

(resp, strictement supérieure) & «. Elles sont définies comme suit :

Ay = {reX,uy(@)=a},ac]ol],

Az = {zeX,uy(x)>al,ac|0,1].
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Les propriétés suivantes sont valides
x A1 = Noy(A)
x Ag = Supp(A)

Example 2.2.9 Soit X = {x, z9, 13,24, T5, 76}

A = {(21,0.3) , (2,0.17) , (x3,0.18) , (x4, 0) , (x5,0.5) , (x6,0.63) } de X.
Donc :

x Aoo = {x1, 23,75, 26} .

x* Ay = 0.

x Ags = {x3, 75,76} .

* A0'75 = {1’3} .

Proposition 2.2.10 /2, 13/,Les a-coupes vérifient :
a) 0, =10.

) Xo = X.

) (AUB), = A, UB,.

) (AN B)y = A,N B,.

) ACB& A, CB,.

Q ) =

g

~

)

Si Ay = By; Ya €10, 1] alors A = B.” principe de determination de Moisil’

Q

) a<f= A, D B.
)

>

Ag = N Ag

a<f

Démonstration.
a)
0 = {zeX/py>al

= {zeX/0>a} = 0.
b) reX,=re X, X,CX,

sizeX:uy(r)=1>a=2z¢cX,, Vae|0,1], alors X, = X.

c)
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(AUB)a = o€ X/ uyp(@)>a)
— {r e X/ max (s (2), i (1))} = @
— {2 € X/ pa(2) > aoupy (@)} > a
= {reX [ pale) > a}Ufz e X [ pg(a) > a)
= A, UB,.

(ANB)a = {2 € X/ pgnp(z) =2 a}
= {z € X/ min(uy (v),pup (@)} > @
= {zeX/ps(@) 2 aet pg(z)} =
= {zeX /ps(x)>atn{zeX /pug(z)>a}

= A,NB,.
e) =SiAC B;x € Ay = iy (v) > amais pg () >y (2);

pp (r) > a=x € B,;

— supposons A, C B,; soit x € X, i, () > ap.

* g =0, iy (v) =0 < pp ()

x g #0, v € Ay, = x € B,,,

donc pg () > ag = A C B.

f) —Soit x € Ag = iy () > > =y (z) > «a; donc z € A,,

Alors Az C A,.

g) On montre que p, (x) = pg () Vo € X;

soit © € X, uy (r) = o, Yo € [0,1] 5

siog =0, pp () 2 0= pp(x) 2 py ()

si ag > 0, c’est-a-dire v € ]0,1]; iy () = ap = x € Ayy = Bay = g (z) > ao;
donc p4 (x) < pg (), un raisonnement analogue montre pp () < iy ()
h) Supposons x € Ag = 14 () > a = = € Az Va tels que a < 3

=€ anAa’ alors Az C OQBAE

supposons T € QQBAE =z e AzVa< = puy,(z)>a,Va<p

on pose ag = iy () < = ap < B = py(x) > ap; ap > o contradiction

26



= fi4 () > B. Donc Ag = ﬂﬂAa. n
a<

Noyau
.
'Y
Hauteur
m-coupe
: |
Support ;! x e X
Univers du discours

Figure 2 : Support, hauteur, noyau et a — coupes d’un sous-ensemble flou
Théoréme 2.2.11 [7] :(Théoréme de décomposition)

Lo (a) 2 o
Ve € X, uy(xz) = sup aXy, (z). Ou : Xa, (v) =
a€]0,1] 0 S1nomn.

Ce théoréeme montre qu’il est possible de reconstituer un sous-ensemble flou A a partir
de ses a-coupes. En fait, le théoréme permet de définir la fonction d’appartenance p, a

partir des fonctions caractéristiques des a-coupes
Définition 2.2.12 Le singleton flou est un sous-ensemble flou A de X wvérifiant :

iy () = 1 pour {z} de X;

fizy (y) = 0 pour touty # x.

2.3 Opérations sur les sous-ensembles flous

Les opérations usuelles définies sur les ensembles classiques on été généralisées aux en-

sembles flous.
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Supposons que A et B sont deux sous-ensembles flous définis dans un univers du discours
X par leurs fonction d’appartenance 4 et 5. On peut définir des opérations ensemblistes
telles que I’égalité, 'inclusion, I'intersection, I'union et la complémentation grace a des

opérations sur les fonctions d’appartenance.

Définition 2.3.1 [7/Deux ensembles A et B sont dits égauz, propriété que l’on note A =

B, si leurs fonctions d’appartenance prennent la méme valeur en tout point de X :

Vo e X, py(x) = pp (2)

Example 2.3.2 Soit X = {a,b,c,d}.
A = {{a,1),(,0.3),(c,0.5),(d,0.9)} , B = {(a,1),(b,0),(c,0.5),(d,0.9)} deuz sous-
ensembles flous de X.

On apy(b) # pug(b) donc A # B.

Définition 2.3.3 [7]0On dit que A est inclus dans B, et on note A C B, si tout élément

x de X qui appartient & A appartient aussi & B avec un degré au moins aussi grand
Vo € X, py(2) < pp (2)

Example 2.3.4 Soit X = {x1,22} un ensemble.
A= {(21,0),(22,0.4)}; B = {(21,0.2), (22,0.6)} deux sous-ensembles flous de X.
On a:py () <pg(xy) et py(xe) < pp(x2), done A C B.

Remarque 2.3.5 L’inclusion définit une relation d’ordre sur F (X), A C A (réflexivité),
ACBetBCC, ACC (transitivité), A C B et B C A, implique A = B (antisymétrie).

Définition 2.3.6 [7]/Le complément de A, que l'on note A, est le sous-ensemble flou de
X défini par :

A = (@ pz(2) jz € X)}

avec : Vo e X, uz(x)=1—py(z).
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Example 2.3.7 Soit X = {a,b,c} un ensemble et A = {{a,0.5),(b,0.3),(c,0.65)} sous-
ensemble flou de X.

donc A = {{(a,1—0.5),(b,1 —0.3),(c,1 —0.65)}

— A ={(a,0.5),(b,0.7),(c,0.35)} .

Example 2.3.8

Partition floue de Funivers du discours Ensembie Noue "HErsonnes non pettes”
Jeesl T T Mden T T &ahe R TR S R T M N B
WA I T T
A= S Rt A el e bl Rl
) | | [N | | | |
_'_*E'r_-r—r_ __I__I_T’#_I__I__I__I_'I
A=Al L L A L —ay
A T T T T T
73 ""TT'I:_ S I Sl el i el B
L1 N Taille{m A T N A R
L1 L | 1 1 1 1 1 | TEjEim

L T i ] i T ir T i} T

Remarque 2.3.9 On peut faire quelques remarques sur cette définition dans les en-
sembles flous :

e Le principe du tiers exclus n’est plus vérifié, en général. C’est a dire qu’en général, on a
(AUA#X).

L’éqgalité se produisant, par exemple, dans le cas particulier de la théorie des ensembles
classiques.

Cela vient directement de la définition.

En effet, 3z € A; max (g (x), 1 —py(x)) # 1 en général.

e De méme, on a généralement (A NA# (Z)) )

Car, si A# 0 et A4 X, 3z € A; min (uy (x), 1—py () #0.

e Par contre, les autres propriétés sont conservées, notamment :

A=A 0=X,X =0, |A|+}Z|:X, st X est fini.

Example 2.3.10 Soit X = {x1, 29,23} un ensemble
A = {(21,0.25) , (2,0.33) , (x3,0.56) } sous-ensemble flou de X.
On a A= {(21,0.75), (2,0.67) , (x3,0.46)} .
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Donc AU A = {(21,0.75), (22,0.67) , (x3,0.56)} # X.

ANA = {(21,0.25) , (2,0.33) , (x3,0.46)} # 0.

A= {(z1,1—0.75), (z2,1 — 0.67), (x5, 1 — 0.46)}

A = {(21,0.25), (x5,0.33) , (x3,0.56)} = A.

Al + |A] = (0.25 4 0.33 + 0.56) + (0.75 + 0.67 + 0.44) = 1.14 + 1.86 = 3 = |X|

Définition 2.3.11 [7/L’intersection de A et B, que l’'on note AN B, est le sous-ensemble

ou constitué des éléments de X affectés du plus petit des deux degrés d’appartenance
9 Ha

et pp -
ANB = {(z,pisnp () /z € X}
avec V& € X pianp = min (uy (x), pp (x)) = pg () A pp (2)
ANB ={(z,ps (x) A g (2)) /o € X}

Dans cette définition min et A désignent ['opérateur de calcul du minimum des deux va-

leurs,

Example 2.3.12 Soit X = {x1, 2, x3, x4} un ensemble.

Et A = {(21,0.8), (25,0), (x3,0.7) , (x4,0.45)} , B = {(x1,0.25) , (22,0.6) , (w3, 1), (x4,0.15) }
deux sous-ensembles flous de X.

Donc :

AN B = {{x1,min (0.8,0.25)) , (x2, min (0,0.6)) , (x5, min (0.7, 1)) , (x4, min (0.45,0.15)) }
— AN B = {(21,0.25) , (22,0) , (x3,0.7) , (24,0.15) } .
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Example 2.3.13

Partition floue de 'univers du discours Ensemble flou: "Personne petite e moyenna”
T Grand I I I I I | | I
I T TT T T T T OIT T
I ) I I I I I | | I
L T T T TTTTTOTT77

|
Taille{m)
I

125

Définition 2.3.14 [7/L’union de A et B, que l’on note AU B, est le sous-ensemble flou
constitué des éléments de X affectés du plus grand des deux degrés d’appartenance i, et
Hp -

AU B ={(z, paup () /v € X}

avec Vo € X pyyp = max (py (1), pp (7)) = pa (2) V pp (2)

Dans cette définition max et V désignent 'opérateur de calcul du mazximum des deux

valeurs.

Example 2.3.15 Soit X = {x1, 22, 23,24} un ensemble.
Et A = {(21,0.8),(x2,0), (x3,0.7) , (x4,0.45) } , B = {(x1,0.25) , (22,0.6) , (w3, 1), (24,0.15)}
deux sous-ensembles flous de X.

Donc :
AUB = {(z1,max (0.8,0.25)) , (x2, max (0,0.6)) , (x3, max (0.7,1)) , (x4, max (0.45,0.15)) }
— AU B = {(21,0.8) , (22,0.6) , (x3,1) , (x4,0.45) } .

Example 2.3.16

Partition floue de I'univers du discours - -
[ — e | o0 Ers?"mha?:»t. Pla'mnl'ueperlbe-o.Jlmprre .
| .-F I I I '_I_F_E_F__..-‘I-.,'_T_F_I_T
1_"-.\'_'__|__r__ :r,__I_J_-,__I_,.-'_ILLJ._I__I_J.
| L N A T T

)

S i TN 77 i B Y T T
Y Y PR B N W VT RO I T R S T
([ N [ A
o= A TR T T i e e e it e
Lo |\ Taife(m LI Tallem
| | | | 1 | | L

15 I ||5 It:- 'I.' |I't '|: |h; = = e =
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2.3.1 Propriétés de ’union et de l’intersection|[1]

Comme pour les ensembles classiques, toutes les propriétés de treillis distributif et les
relations de Morgan restent valables, ainsi que I'idempotence.

a) Commutativité : AU B=BUA; ANB=BNA

b) Associativité : AU(BUC)=(AUB)UC;ANn(BNC)=(ANnB)NC

c¢) Idempotence : AUA=A4; ANA=A

d) Distributivité : AU(BNC)=(AUB)N(AUC); AN (B

e) Les relations de Morgan : AUB=ANB; ANB=AUB
f) Les lois d’absorption : AU(ANB)=AN(AUB)=A

g) AND=0; AUX =X

h) Identité : AUD =A; ANX =A

i) Cardinalité : |[A| + |B| =|AN B|+ |AU B

) Formule d’équivalence : (AU B)N(AUB) = (ANB)U (A
) _

C)=(ANB)U(ANC)

J

B)
k) Formule de la différence symétrique : (AN B)U(ANB) = (AUB)N(AUB)

Définition 2.3.17 [10/Lorsque les problémes considérés sont décrits dans plusieurs uni-
vers de référence Xy, Xs, ..., X, il est plus intéressant de pouvoir raisonner dans un uni-
vers de référence global X composé de chacun des univers initiauz. De ce fait, X corres-
pond au produit cartésien de X1 X Xo X ... x X,, : X = X1 X Xg X ... x X,, et ses éléments
x sont des n-uples : X = (x1, 29, ..., x,) .

Le produit cartésien de n sous-ensembles flous Ay, As, ..., A, définis respectivement sur les
univers de référence X1, Xo, ..., X,, est sous-ensemble flou A définis sur X par sa fonction

d’appartenance :
Ve e X, x = (21,22, ....,x,) € X,
Ha (.I’) = min (MAl (l‘1> >NA2 (1’2) PRERS) :uAn (.Z'n) 7)

Example 2.3.18 Soit X, = {x1, 29,23} et Xo = {a,b}.
Et les deuz sous-ensembles flous Ay = {(x1,0.8), (x2,0.13) , (x3,0.4) }de X,
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et Ay = {(a,0.3),(b,0.5)} de Xs.
Donc :

Arx Ay = {{(z1.0),0.3), ((z1.b),0.5) , {(z2.0) ,0.13) , ((z2,b),0.13) , {(z3,a), 0.3) , {(z3,b),0.4)}.

Example 2.3.19 Soit X, = {jaune,blue}et Xy = {rond,long} .
On pose les ensembles flous :

Ay ={(j/0.8),(b/0.2)} et Ay = {(r/0.4),(1/0.6)} .

Alors le produit cartésien :

Ay x Ay = {((5,r) /0.4),((5,1) /0.6) , (b, 7) /0.2) , (b, 1) /0.2)} .
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Chapitre 3

Sous-groupes flous

3.1 Notion de sous-groupe flou

Soit (G, L) une structure floue dans laquelle G est un groupe (dont la loi de composition
est notée multiplicativement, et dont 1’élément neutre est désigné par e, L un treillis avec

plus petit et plus grand élément, notés respectivement 0 et 1.[9]

Définition 3.1.1 (sous-groupe floue) On dit qu’une partie floue H d’une structure
flove (G, L) est un sous-groupe flou de (G,L) (ou simplement de G lorsqu’il n’y a par

d’ambiguité a propos du treillis) lorsque :

1. pour tout x, touty de G fog (2y) > pgg () A pg () (3.1)

2. pour tout x de G pg (1) > py (2)

Remarque 3.1.2 La condition (1) exprime que H est une partie fermée pour la multi-

plication.

3.1.1 Propriétés immédiates
Soit H un sous-groupe flou d’un structure floue (G, L) ; alors :

1. Pour tout = de G, py () < py(e),
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2. Pour tout = de G, puy (z7') = py (2),

3. Il est équivalent de dire que H est un sous-groupe flou de G' et que pour tout x,y

de G

pgr (2y™Y) = g () A g (y)

4. Pour tout n de Z, tout x de G, py (™) > iy ().

Démonstration.

1/ py(e) = py (x270); or py (x27) = pg () A py (271 et pg (37) > py (z) dapres
la définition (3.1.1), donc py (e) > py ().

2/ ugg () 2 o ()7 ) 3 or gy ((@)7) 2 g (a7

d’apres la définition (3.1.1), gy (z) > py(z7') et comme py (™) > py (z), alors
fg () = pg (271).

3/ Si H est un sous-groupe flou, pour tout z,y de G py (zy™) > py () A pgy (y™') et
fr (Y1) = g (y), done pgy (2y™) > pgr (2) A g (y) -

Réciproquement, si pour tout z,y de G , py (zy™) > puy () A py (y), alors :

—powr tout = de G iy (€) = pyy (v27") = pgy (¥) A puy (), s0it gy (€) > gy ()

—pour tout z de G iy (x71) = py (ex™") > puyy (€) A iy () et comme py (€) > puy (2),
pg (271) > py ()

—pour tout = , y de G uy (vy) = py (x (yil)_l> > py () A pg (y™') et, comme
i (v > g (y) g (vy) > g (2) A pgg (y) 5 par conséquent,

H est un sous-groupe flou de G.

4/ Pour n de N, on raisonne par récurrence :

sin=0,uy(2°) = uy (e) > puy (x); d’apres la définition (3.1.1)

si n > 0, supposons que /iy (") > py (z) et montrons que py (2™1) > py (z). On a
py (") = py (2"2) > py (2™) A py (), d’aprés 3-et, comme par hypothése de récur-
rence

pg (") > py (2), py (@) > puy (z); donc la propriété est vrais pour tout n de N;

enfin,
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sin <0, uy (") = py ((w_l)ﬁL) > py (z71) d’apreés ce qui précede, et comme

p (271) = py (), pogg (27) > puyg () -

Example 3.1.3 1. Pour tout o, (§ = «) (application constante égale o par tout) est un
sous-groupe flou, en particulier (§ = 0) = .

2. Pour tout o de L le point flou e, (défini par e, () =0 six # e et e, (e) = o) est un
sous-groupe flou.

Les résultats suivants nous permettrons d’exhiber facilement des sous-groupes flous.

Proposition 3.1.4 Si G est un groupe monogéne et H un sous-groupe flou de (G, L), si

a et b sont des générateurs de G, alors py (a) = gy (b) et , pour tout x de G, py (a) <

pp ().

Démonstration. e Si a et b sont des générateurs de G, il existe m, n de Z tels que
a="b"et b= a", don, d'aprés 4 de propriétés (3.1.1) py (a) = py (b™) > uy (b) et
g (b) = pyg (@) > py (@), Aot pug (a) = iy (b)

o 1y (a) < ppy(x) se démontre pareillement. m

Corollary 3.1.5 Sip un nombre premiers, m un entier strictement supérieur a 1. Alors :
1. H est un sous-groupe flou de (Z/pZ,L) si et seulement si pour tout x, y de Z/,z
p (@) = pg (y) < pg (0).

2. St H est une partie floue de (Z/ymz, L) telle que pour tout générateur a de Z/pmy,
py (@) = a, tout non générateurs x de Z/,myz, jiy () = B avec o < 5 < puyy (0), alors H

est un sous-groupe flou.

Démonstration. La condition nécessaire provient de proposition (3.1.4) et du fait que
tout élément non nul de Z/,z en est générateur ; la condition suffisante est évidente avec

les 3 de propriétés.(3.1.1)
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Soit =, y de Z/,mz; si x n’est pas générateur et y non plus, alors —y non plus et  —y
non plus, par conséquent i (2 — ) = B = iy () = iy (9) Poi gy (& — 9) > pg () A
iy (y); six ouy est générateur, alors py (x) = aou py (y) = a, d’ott py () Apy (y) = «;
or piyy (x — y) > o d’apres les hypotheses, donc py (v — y) > py () Ay (y), ce qui prouve
(d’aprés 3.de propriétés (3.1.1)) que H est un sous-groupe flou de Z/,mz. ®

Remarque 3.1.6 Si l'ordre n de Z/nZ n’est pas une puissance d’un nombre premier et
st o # [, lassertion 2 de ce corollaire n’est plus vraie, en général (par exemple si on
considére /67, a =0, =1, uy (0) = py (2) =py (3) =1, py (1) = py (5) =0 on a
pg (243) =py (5) =0 et py (2) Apg (3) =1.

Cela provient du fait, qu’alors, il existe deux éléments non générateurs du groupe dont la

somme est un générateur.

e Avant de poursuivre, il serait bon de se demander si une partie nette qui est un sous-
groupe de G est un sous-groupe flou de (G, L) et réciproquement si toute partie nette qui

est un sous-groupe de GG. La proposition suivante répond a la question :

Proposition 3.1.7 Soit H une partie de G, py = H sa fonction caractéristique. Alors,

H est un sous-groupe de G si et seulement si H est un sous-groupe flou non nul de (G, L) .

Démonstration.

e Supposons que H est un sous-groupe de G'; alors py () = 1, donc H n’est pas nul; soit
r,yde G,siz e Hetye H, zy~! € H et par suite puy (zy™') =1 = puy (2) A py (y); si
x¢ Houy¢ H pg(zx)=0o0upy(y) =0, dot py (x) Apg(y) =0 < py (2y~); par
conséquent, d’aprés 3 de propriétés (3.1.1) H est un sous-groupe flou de (G, L).

e Réciproquement, comme H n’est pas nul, il existe z de G tel que uy (z) # 0,donc
py () = 1, ce qui prouve que H # (); de plus, si z,y € H, py(x) = uy (y) = 1, dou
comme gy (zy™1) > py () A py (y), pg (zy~') =1 et par suite zy~* € H, ce qui prouve

que H est un sous-groupe de G. m
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eNous voici donc en possession d’une notion de sous-groupe flou qui "généralise" bien
celle de sous-groupe. Mais quelles sont les considérations qui ont amené A. Rosenberg a
poser cette définition ?
On peut imaginer des raisons "subjectives", chéres & de nombreux auteurs d’articles sur
le flou, du type suivant :
On sait que si E est un ensemble, A une partie floue de la structure floue(E, [0,1]), z un

"valeur de vérité" de Dassertion "z

élément de E, on peut interpréter p, (r) comme la
appartient a A” ot A désigne une partie -au sens vulgaire du terme- de I’ensemble F, ou
encore comme le "degré d’appartenance de z a A" ;

alors, la condition (1) de définition (3.1.1) traduirait la stabilité d’un sous-groupe (clas-
sique) suivant une formulation du type "plus le degré d’appartenance de = & H est grand,
plus le degré d’appartenance de y & H est grand, plus celui de xy doit ’étre". Démarche
analogue pour (2) de définition (3.1.1).

Cependant une démarche plus mathématique s’impose qui conduit a envisager la chose

sous ’angle de la notion de structure algébrique, c’est-a-dire de loi de composition.

3.2 Produit flou de deux sous-ensembles flous, loi de
composition floue

Si, comme cela semble naturel (jusqu’a présent) en mathématique floue, on raisonne par
analogie avec ce qui se passe en mathématiques (classiques), définir une loi de composition
interne floue sur une partie floue A d’une structure floue (F, L) revient a définir une
application floue d’un "produit flou" de A par lui-méme dans A.

Etant données deux parties floues A et B des structures floues respectives (E, L) et (F, L),
on sait définir canoniquement le produit A x B des applications A et B ; mais c’est une
application de F x F dans L x L et nous souhaitons une partie floue de (E x F,L);

cependant, pour passer de L x L dans L il suffit de connaitre une loi de composition
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interne sur L, car si € est 'une d’elle, on sait associer a A et B la partie floue co A x B

de (E x F, L); c’est elle que nous appellerons e—produit flou de A par B. cette notion de

e—produit flou conduit naturellement a celle de e—loi de composition (externe/interne)

floue[8]; ainsi, par exemple, si A est une partie floue de (F, L) appelle-t-on £—loi de
composition interne floue sur A toute application floue de co A x A dans A, c’est-a-dire
toute application ¢ : E X E — FE telle que Ao ¢ > eo A x A.[9]

Or sur un treillis L il existe deux lois de composition internes canoniques A et V qui a
tout (z,y) de L x L associent x Ay et x V y respectivement. Et la proposition suivante va

nous conduire a privilégier I'une d’entre elles.

Proposition 3.2.1 Le A-produit flou de deux parties nettes A par B de structures floues
(E,L) et (F,L) respectivement est la partie nette A x B de (E x F,L); ce qui n'est pas,

en général, le cas pour le V—produit flou.

Démonstration.

oSoit (z,y) de E X F;si (z,y) € Ax B,z € Aety € B, donc Ao A x B(z,y) =
pa(@) App(y) =1AN1=1=AXB(x,y);si (z,y) ¢ Ax B,

x ¢ Aouy ¢ B, donc uy (z) = 0 ou pg(y) = 0, ce qui entraine Ao A x B(x,y) =
pa () A pg (y) =0, qui est encore égale & A X B (z,y). Donc Ao A x B=A X B.

o]l suffit de considérer un couple (z,y) tel que z € A et y ¢ B par exemple, car alors
VoAXB(x,y) = uy(xz)Vug(y) = 0V 1 =1 alors que iy, p(z,y) = 0 puisque
(x,y) ¢ Ax B.

Ce résultat conduit naturellement & choisir comme produit flou de A et B leur A-produit

flou. m

Définition 3.2.2 Soit A une partie floue d’une structure (E, L), B une partie floue d’une
structure floue (F, L); on appelle produit flou de A par B la partie floue Ao A x Bde

(E x F, L), notée A x B ou, lorsqu’aucune confusion n’est possible, A x B.
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Définition 3.2.3 On appelle loi de composition interne floue sur une partie A
d’une structure flove (E, L) toute application floue du produit cartésien flou Ax A dans

A, c’est-a-dire toute loi de composition interne ¢ sur E telle que iaoy > fiaxa-

Définition 3.2.4 On appelle loi de composition externe floue a droite sur une
partie floue A d’une structure flouve (E, L) toute application floue du produit cartésien
flou A x B dans A, ou B est une partie floue d’une structure flouve (F, L), c’est-a-dire

toute loi de composition externe ¢ : X F' — E telle que iaqy > fiaxp-

Remarque 3.2.5 1. La définition d’une loi de composition interne (respectivement ex-
terne) floue nécessite celle d’une loi de composition interne (resp. externe) sur [’ensemble
E de la structure flove (E, L).

2. dés q’ un ensemble E est muni d’une loi de composition interne (resp. externe) ¢,
cette lot induit sur certaines parties floues d’une structure flouve (E, L) une loi de
composition interne (resp. externe) floue; ces parties sont précisément les parties floues
fermées pour ¢.

3. les structures algébriques floues ne sont donc par définies intrinséquement, ce qui n’est
guére étonnant dans le cadre actuel de la mathématique floue o [’on étudie des sous-objets

flous d’objets mathématiques classiques.

La condition (1) de définition (3.1.1) étant équivalente a l'existence d’une loi de compo-
sition interne floue induite sur H par la loi de groupe de G, nous pouvons formuler la

définition d’un sous-groupe flou de la fagon suivante :

Définition 3.2.6 Soit (G, L) une structure floue; on suppose que G est muni d’une loi
de composition interne ¢ telle que (G, @) soit un groupe.
On appelle sous-groupe flou de (G, L) toute partie flove H de (G, L) sur laquelle ¢ induit

une loi de composition interne floue et telle que pour tout  de G gy (1) > py (x).

A partir de maintenant (G, L) désigne une structure floue dans laquelle G est un groupe

et L un treillis complet avec 0 et 1.
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3.3 Homomorphismes flous d’un sous-groupe flou dans
un sous-groupe flou.

Définition 3.3.1 Etant données deux structures floves (G, L) et (G/, L) ot G et G sont
des groupes, deuz sous-groupes flous H et H de (G,L) et (G’,L) respectivement, on
appelle homomorphisme flou de H dans H' tout homomorphisme f de G dans G' tel

que iy o = -

Définition 3.3.2 Avec les hypothéses et les notations de la définition (3.3.1), on appelle
itmage homomorphe de H par f la partie floue f (H) de (f (G), L) définie par :
z € [(G) et pypy (x) = sup py (y).
yef~(z)
Remarque 3.3.3 C’est seulement avec cette définition qu’apparait la nécessité de l’hy-

pothése de complétude faite sur L.

Proposition 3.3.4 Soit f un homomorphisme flou d’un sous-groupe flou H d’une struc-
ture flove (G, L) dans un sous-groupe flou H d’une structure floue (G', L) . Alors :

1/ Si H est un sous-groupe de G, f (H) est un sous-groupe flou de (f (G),L).

2/ Si H satisfait a la propriété suivante : pour toute partie non vide S de G il existe s de
S tel que suppy (t) = gy (s), alors f (H) est un sous-groupe flou de (f (G), L), f est un
homomor;;zszsme flow de H sur f(H) et fipyor < M of-

3/ Sous les hypothéses de 2. On sait associer canoniquement & f (H) un sous-groupe f (H)'
de (G',L) tel que pppry < pp

Démonstration.

1/ Nous allons démontrer que f (H) est égal a f/(?l/); la conclusion proviendra alors de
prposition (3.1.7). Soit z € f(G),siz € f(H),sixz € f(H) il existe y de H tel que

—_—~—

Y € pygr () avec puyy (y) = 1; par suite Sup (y) =1, dou iy (x) = f (H) ().
yef—(x
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Si ¢ f(H). pour tout y de f~1(x) iy (y) = 0, done iy (x) = 0 = F () (x) . Et,
finalement, f (H) = f (H).
2/ @ Soit z,y de f(G); alors f~ (z) # 0 et f~!(y) # 0, donc il existe xg € f~1(x), yo €

71 (y) tels que pppy (2) = g (w0) et fiyry (y) = pp (o) s mais 2y~ = Ly o)1 =
B o) ) = 115 (oY ) montre que zoy, ' € f71 (zy '), d’oulon déduit que juy g (zy~') >
tg (zoyy ') ; comme H est un sous-groupe flou, py (zoys ') > pg (zo) A py (yo) , donc
Hym) (zy™") = pg (wo) A by (Yo) , soit Hym) (zy™!) = tgey () A pipry (y) - Par consé-
quent, d’aprés 3.de propriétés (3.1.1) f (H) est un sous-groupe flou de (f (G),L).

e Pour tout x de G, il est évident que

tpop) () = ppary (f ()

= sup  py (y) = pp (@)
yef 1 (f(z))

d’ot fip(gry0p > fgg, done f est un homomorphisme flou de H sur f (H).

e De plus, pour tout z de G, il existe 2o € G tel que iy (x) = iy (7o) €t ppyy () = pg (o)
d’apres 'hypothese faite sur H; comme gy, > iy, figros (o) > iy (To) 5 or pugy (o) =
tycy (F () et g (zo) = iy (), done puyrop (2) 2 fip(yop(ay) AOU Hpop 2 Hif(myos-

3/ On définit f (H) par: z € G et By () = pygry (v) stz € f(G) et f(H) =0si
z ¢ f(G).

o f (H)/est un sous-groupe flou de (G', L) car si x, y appartiennent a G, soit z € f (G)
ety € f(G), donczy~" € f(G) et Py (2y™") = pyy (@y™Y) > ppe) (2) A gy (y) =
:uf(H)’ (IL‘) A :uf(H)’ (y) ; soit = ¢ / (G> ouy g f (G)v alors Nf(H)’ (J}) =0ou :uf(H)’ (y) =0,
d’ou ,uf(H)’ (LL‘) A :uf(H)’ (y) =0< Uf(H)’ (:L’y_l).

e D’apres la définition de f(H) ,f(H) of = f(H).

o Soit w € Gy siw € [(G), (@) = g (@) = £ (H)(f (1) avee & = f();
tpany (F @) < g (F (9)) et pgr (f () = pge (), done f(H) < H'. =
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3.4 Caractéristiques de niveaux de flou d’un sous-
groupe flou

Proposition 3.4.1 Soit (G, L) une structure floue ou G est un groupe. Alors :

1/ H est un sous-groupe flou de (G, L) si et seulement si pour tout o de L si H, n’est
pas vide, H, est un sous-groupe de G.

2/ Si H est un sous-groupe flou et py (e) = e, H. est le plus petit niveau de flou non vide

de H.

Démonstration.

1. Supposons que H est un sous-groupe flou de (G, L) et que H, # 0; soit =, y de H,,
alors, comme H est un sous-groupe flou py (zy™) > py () A py (y) or py () > « et
pr (y) > «, done gy (zy™') > «, soit xzy~' € H,; par suite H, est un sous-groupe de G.
Réciproquement, soit x, y de G; si uy (v) = aet py (y) = B, x et y appartiennent & Hong
qui est donc non vide ; alors, d’aprés ’hypothése c’est un sous-groupe de G, donc xy~* lui
appartient, soit y (zy™') > a A 8 ou encore py (zy™') > py (x) A py (y); cela prouve
que H est un sous-groupe flou de G.

2. Par définition de e, ¢ € H. qui est donc non vide; si H, # (), H, est un sous-groupe
de G, donc e € H,. dott o < py (e) = ¢; et a < ¢ entraine H. C H,. on a H, = OCQKHQ
ol K est 'ensemble des éléments o de L tels que H, # (). m

Proposition 3.4.2 Soit H un sous-groupe flou d’une structure flove (G, L); alors ap-
plication H est constante sur toute classe d’équivalence module H,

Démonstration. On considére par exemple les classes a gauche modulo H. : si x = vy
modulo H., 'y € H., donc uy (xy=') > &; comme H est un sous-groupe flou pour tout
x de G py () <€ (6= py(e) = py (x),Vo € G) et py (x37y) > pyr (2) A py (271y)
d’ot py (y) > pgy (x); comme x~ 'y € H. entraine y 'z € H.,

on prouverait de la méme maniére que g () > gy (y); d’ot finalement py (x) = gy (y)
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Corollary 3.4.3 Pour tout o de L, tout sous-groupe H d’une structure flove (G, L), la
ligne de flou de degré o de H est réunion des classes a gauche (resp. a droite) modulo H.

de ses éléments.

Démonstration. Cela est évident.

On remarque que L. (H) = H.; mais en général les lignes de flou d’un sous-groupe flou
ne sont pas des classes d’équivalence modulo H., comme le montre ’exemple suivant :
G=17/8Z, L =10,1],

H deéfini par puy (0) = 1, pg (1) = pg (3) = pg 5) = pgr (7) = 1/3, py (2) = pyr (4) =
f1g (6) = 1/2 est un sous-groupe flou d’apreés le corollaire (3.1.5) Ly (H) = H, = {0},

Ll/g (H) = {5,1,6}, L1/3 H) = {T,§,5,7} |

Proposition 3.4.4 Soit f un homomorphisme flou d’un sous-groupe flou H de (G, L)
dans un sous-groupe H de (G', L) .

On désigne par K ’ensemble des o de L tels que H, # ().

Alors :

1/ pour tout o de K, f (H,) C f(H), pour tout o de K f(H,) C f(H),

2/ a € K si et seulement si f (H),, # ()

3/ Si H satisfait & la condition 2 de proposition (3.3.4), pour tout o de f (H,) = f(H), -

Démonstration.

1. Supposons H, # 0 et soit € H,; comme f(H)f(x) = supuy (y) > py (),

yef~1(f(z)
ppay (f (2)) 2 o, soit f (z) € f (Ha), donc f (Ha) € f (H), -
2. @ Si ¢’ désigne I'élément neutre de G', comme iy (e’) = iu%)( ),uH(y),uf(e) = ¢
yef~1(e

et puy(y) > e pour tout y de G, ppyy(e) = py(e) = €, et pour tout x de f(G),

,uf(H)(‘T) =sup uy(y) <e.

yef~(z)
e Si o €k, H, # (), donc, comme f(H,) C f(H)a, f(H)o # 0; réciproquement, si
f(H)a # 0, il existe x € G’ tel que f(H)(z) > a, donc comme & > i) (7)€ > @, or,

cela entraine H. C H,, donc, d’aprés le proposition (3.4.1), H, # 0, soit « € k.
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3. Soit y € f(H)a, y € f(G) et pyun(y) = sup py(r) > a; d’aprés 'hypothése faite
zef~1(y)
sur H, il existe o € f~'(y) tel que ) (y) = pg(wo), donc xg € Hy et y = pup(wo),

y € f(Ha);

finalement f(H), C f(H,); et de 1) nous permet alors de conclure. m

Remarque 3.4.5 de 2,3 de les proposition (3.4.4) et 1 de (3.4.1) on déduit facilement
le 2 de (3.3.4).

3.5 Treillis des sous-groupes flous d’une structure floue

Proposition 3.5.1 L’intersection d’une famille de sous-groupes flous d’une structure
floue est un sous-groupe flou. Cependant la réunion de deux sous-groupes flous n’est pas,

en général, un sous-groupe flou.

Démonstration.

e Soit (H;);c; une famille de sous-groupes flous de (G, L).

*Sil =0, iQIHi = K est un sous-groupe flou.

x Si 1 +# 10, iQIHi = K est une partie floue fermée pour la loi de composition de G';

de plus, pour tout = € G, /L(iQIHi)(:C_l) = A, (1) = A, () = M(iQIHi)<x)’ donc iQIHi
est un sous-groupe flou.

e Si on considére les sous-groupes 2Z et 37 et leurs fonctions caractéristiques 27 et 37Z
qui sont des sous-groupes flous (proposition (3.1.7)), taz032)(5) = fiaz (5) V p37(5) = 0,
tozuszy(2) = 1 = Wazuszy(3) montrent que 2ZU3Z n’est méme pas une partie floue fermée
pour I’addition de (Z, [0, 1]).

On est alors conduit a s’intéresser & la notion de sous-groupe flou engendré par une partie

floue. =

Définition 3.5.2 Soit X une partie floue d’une structure flove (G, L) ot G est un groupe.

On appelle sous-groupe flou engendré par X , et on désigne par X , ['intersection des sous-

groupes flous qui contiennent X.
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Proposition 3.5.3 Les sous-groupe flou engendré par une partie nette X d’une structure

floue (G, L) est la partie nette (X) ou (X) est le sous-groupe de G engendré par X.

Démonstration. Nous savons d’aprés la proposition (3.1.7) que (X) est un sous-groupe
flou; de plus (X)) contient X puisque siz € X, ux(z) =1 = pxy(7) et siz ¢ X, uy(z) =
0 < pxy ()

Par conséquent, si @ ¢ (X)), px(z) = 0 entraine que, si Hx Désigne I'ensemble des sous-
groupe flous de (G, L) qui contiennent X HG/\HX[LH(JZ) < pxy(r) =0

soit uz(z) = 0;si z € (X), @ = af'...a3" ot ; = £1 et z; € X; alors, si H €

n

(%)

Hx, py (") = py(x:) > pg(e;) = 1, done py(2f") = 1; par ailleurs py (27" ... 20") >

g (@902 A (28 done gy (2. a8m) > opg (200 20 TY) et finalement
pg(x) > py (') = 1, donc py(x) = 1 et s pg(xz) = 1, soit uy(xz) = 1. 1l en
€Hx

résulte que X = (X). m

Remarque 3.5.4 Désignons par Hp(G) l'ensemble des sous-groupes flous de (G, L),
d’aprés la proposition (3.5.1), (Hp(G),N) est un inf-demi-treillis complet, de plus Hr(G)
admet un plus grand élément é, par conséquent [6] c’est un treillis complet avec, comme

borne supérieure d’une famille (H;)ier, ot I # 0,

UH;, = n H.
i€l HeHL(G)
H > H;
iel

1l admet un plus petit élément éo = 0.

On désigne par H(G) l'ensemble des sous-groupes de G, par Hr(G)* l’ensemble des appli-
cations f : L — H(G) U {0} telles que f(0) = G et, pour toute famille (cy),., d’élément
de L, f(i\e/laz') = Z.Qlf(&z‘)-

Proposition 3.5.5 Hy (G)" est un treillis complet avec plus petit et plus grand élément.
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Démonstration.

e Hy (G)" est ordonné par un f,g € Hr (G)" et f < g si et seulement si pour tout a de

L f(a) Cygla).

e Soit (f;),c; une famille non vide d’éléement de Hy (G)*, on définit '/\I fi par a € L et
1€

(45) (@)= gita).

—./\]fi € Hy (G)" car (/\ fi ] (0) = N fi(0) = G et si (a;),, est une famille d’éléments
1€

el i€l
der (p0) (o) = 08 (vos) = 0 (o) = o, (o4 0)

=5 ((a8) )

-Et il est facile de vérifier que A [i est la borne inférieur de la famille (f;), ;.
1€

Par conséquent (Hr (G)*, A) est un inf-demi-treillis complet.

e H 1 (G)" a un élément universel f; définir par @ € L et f; (o) = G. Par conséquent|6]

(H. (G)", A, V) est une treillis complet ou V est définit par, si (f;),c; est une famille non

vide d’élément de Hy, (G)”, Z-Zfi = A f.
feHL(G)
=1
1€l

e H;, (G)" admet un plus petit élément : soit fy définit sur L par fy (0) = G et fo () = ¢
pour a # 0.fy € Hy, (G)* car : —f, (0) = G.

—Soit (;);c; une famille non vide d’élément de L ; si pour tout i de I a; # 0, '\/Iai #0
1€
donc fy ('\/Iai> =¢= ‘ﬂlfo (a;) ; sinon, il existe j de I tel que o; = 0, alors, si .\/Ial- =0,
1€ 1€ 1€
pour tout i de I «; = 0 et f (\/lai) =G = ,ﬂlfo (cv;), sinon il existe k de I tel que
S 1€
ar # 0 et fo (i\e/lai) =¢= Z,QIfo ()
Si (a);c; une famille vide , Vo = 0, donc fy (.\/Iai) = fo(0) :
1€ 1€

par ailleurs iQI fo () = G, donc fy (iglai) = ZEII fo(a;). m
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Proposition 3.5.6 Pour toute structure floue (G, L) il existe un isomorphisme de treillis

entre (Hy (G)*,N,U0) et (Hy (G)",A, V).

Démonstration.

e Pour H € H; (G)",a € L, on pose ® (H) (o) = H,; nous avons vu le prposition (3.4.1)
que H, € H(G)U{¢}; et , d’apresle premier séminaire, ® (H) appartient a Hy, (G)” et
® est une application injective.

e  est surjective : soit f € Hy (G)*;

en posant pour x de G, uy (x) =sup{s/f € Letxz e f(H)},

H est une partie floue de (G, L) fermée pour la loi de composition de G et ® (H) = f.

Il reste a prouver ici que pour tout = de G, uy (z) > puy (z);

or H(xz™Y) =sup{B/BeLetaxte f(B)};siz™t € f(B), f(B) est sous-groupe de G,
donc x € f (B) et par conséquent {3/8 € Letxz~' € f(B)} C{B/B€ Letxe f(B)} on

démontrait d’une maniére analogue l'inclusion opposée; et finalement puy () = py ().
Par conséquent ® est une bijection.

e O est une application croissante : si H et k appartiennent a Hy, (G) et si H < %, pour
tout = de G, py (z) < k(z), donc, pour tout « de L , ® (H) (o) = Hy C N, (l?) =
o (1’%) (@), soit ® (H) < @ (f{) .

e &1 est une application croissante : si f, g appartiennent a Hy, (G)" et f < g, pour tout «

de L f(a) Cg(«a);donc, pourzde G,{f/f € Letxe f(B)} C{B/6€Letxecqg(B)}

et, comme ! (f)(z) est la borne supérieure du premier et &1 (g) (z)celle du second,
o~ (f) (x) < @7 (g) (), donc 71 (f) < 7' (g).

Il en résulte que ¢ est un isomorphisme de treillis. m
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