L 23kl i) 4y 1 ) &y g ga—al)

People's Democratic Republic of Algeria

Ministry of Higher Education and Scientific

Research ratall Ciadly Mal) pbedll 3039
University Mohamed Boudiaf of M'sila AL -ilid gy daaa A2 al s
Faculty of Technology Loyl d g

Civil Engineering Department ad) Loigh o8
aluuall - wblbgs 2030 daols
Universilé Mohamed Boudiaf - M'sila

2026/06/10 358 Alssall 2026/a 4 3/ 3B ;a8 M

A1) Bl
&l g olee (MG Gish (ra B 5aiall A po 1l Ao gubaall 2l o puady

Aaad] Lgelazor) ez 5l duid) ) Agalell diell slael Ob o ) shpdl )55 e g AbYI Ay
Lorgeladl degball Joo 5ps 5LE) U8 (s0Mn Ogtery g cadll ple Lol 102 0 Ol Ll asYl s 3
i gl (Olsy et daalgt Ll duasd) ooy T ol Slal am Il gyles S W B o danil

Vibrations et Ondes Mécaniques

(Support pédagogique destiné aux étudiants de 2°™ année Licence spécialité: Génie Civil)
q

& oz W Ll ) Lslazely gl e Balall cF wi lg] STkl ) o O ey
bl el aaf

tpraelerl Y Bl e il daddl 2l clael b n 2l el 2k 04y

Al Olsy dast dnald (! ol i SE ae oloye Bl

AL DLy ez talst S cdedl Saf 255 O 133

rety g dls JW L) Slzwd POIER WS JyS 13l

o_,__.Lill 4 GA“! L..:.! BJ\_.f..fJ\ oda l_...-.._..‘ 5

CamScanner o Jgall zuall @i


https://v3.camscanner.com/user/download

République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de I’Enseignement Supérieur et de La
Recherche Scientifique

Université : Mohamed Boudiaf M sila

Faculté : Technologie "N
Département : Genie Civil riar s Mo Bt - vt
Domaine : S7-SM

POLYCOPIE :
Vibrations et Ondes Mécaniques

Module : PHYSIQUE 03
Niveau : 2ieme Année Licence

Présentée par

Dr. Amari Rabie

Anneée Universitaire : 2025/2026



Ondes et Vibrations

Avant-propos
Al as ) 4 avy
Cette polycopié, intitulée « Vibrations et ondes » (Physique 3), est présentée pour
couvrir le programme de deuxieme année LMD-S3 dans le domaine "Sciences des
materiaux (SM) et Science et technologie (ST)". Le cours qui présenté est

conformité au canevas relatif a la formation.
Nous avons divisé ce travail en deux parties :

La premiere partie : est consacrée aux phénomenes vibrations et aux méthodes

de traitement, divisée en cing chapitres.

o Chapitre I : Généralité sur les oscillations

o Chapitre I1: Systemes linéaires libres a un degré de liberté.

o Chapitre IlI : Systeme linéaire libres amortis a un degré de liberté.

o Chapitre IV : Systemes linéaire forcés a un degré de liberteé.

o Chapitre V : Systemes linéaires a deux degrés de liberté.
La deuxieme partie : cette partie est consacrée a l’étude des ondes.

o Chapitre VI : Généralités sur les ondes mécaniques.

o Chapitre VII : Ondes transversales sur une corde.

o Chapitre VIII : Ondes longitudinales dans les fluides.
Enfin, nous avons ajouté une annexe dans laquelle nous présentées des examens
de cette module « physique3 » provenant de différentes universités pour les
années précédentes, ainsi que leurs solutions.
J'espere que ce travail sera un ajout scientifique qui profitera aux étudiants.

Bonne chance a tous.

Dr : Rabie AMARI
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Partie I : Vibrations

Chapitre I : Généralités sur les oscillations
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I.1. Définition d’une oscillation (Vibration)

En physique, le terme oscillation (vibration) désigne le mouvement (variation de I’état) d’un
systéme qui reste voisin de son état de repos (mouvement autour de sa position d’équilibre). Une
masse accrochée a un ressort, un circuit électrique RLC, un haut-parleur ou une molécule
diatomique représentent quelques exemples de systémes qui sont le siege de vibrations. Tous ces
mouvements ont un trait commun : une répétition du mouvement sur un cycle. La figure ci-dessous

(Fig. I.1) montre quelques oscillateurs mécaniques.

/

Pendule pesant Pendule élastique Liquide dans un tube en U

Figure 1.1 : oscillateurs mécaniques
Un oscillateur mécanique effectue un mouvement d’aller-retour de part et d’autre de sa
position d’équilibre stable. En ¢électricité, un circuit dans lequel circule un courant alternatif est un
exemple d’oscillateur électrique.
1.2. Mouvement périodique

1.2.1. Définitions
=  Mouvement périodique : On appelle mouvement périodique un phénomene qui se répete

de fagon identique au bout d'un intervalle de temps régulier.

= Période : La période d'un phénomene périodique est la plus petite durée séparant deux
reproductions a 1'identique du phénomene ; elle est souvent notée T. On dit souvent qu'au
cours d'une période le systeme effectue un cycle. La période d'un phénoméne s'exprime en
seconde (s).

=  Fréquence : Le nombre de cycles effectués par unité de temps est appelé la fréquence,
habituellement notée 7. La fréquence s'exprime en Hertz (ou s~1). La période et la

fréquence sont l'inverse 1'une de l'autre :

f=% Ou T=%

6
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»  Pulsation : Dans divers domaines, on préfére raisonner en termes de pulsation (appelée
aussi fréquence angulaire), qui s'exprime en radians par seconde (rad/s). Fréquence et
pulsation sont liées par la relation suivante :

2w
w=21rf=T

(1)

A

Figure 1.2 : Mouvement périodique, T : période (s), A : Amplitude

Un systeme mécanique oscillant est un systéme mécanique qui a un mouvement périodique
autour de sa position d’équilibre stable. Les oscillations d'une masse reliée a un ressort, le
mouvement d'un pendule ou les vibrations d'un instrument a corde sont des exemples de
mouvements oscillatoires.

Tout systéme mécanique, incluant les machines industrielles les plus complexes, peut étre
représenté par des modeles formés d’un ressort, un amortisseur et une masse.

La vibration la plus simple (Fig. 1.2) peut étre traduite mathématiquement a l'aide de la

fonction sinusoidale :
g(t) = Acos (wt + @)

Ou, A est appelée amplitude, o : la pulsation, ¢ : la phase initiale. Parmi les grandeurs physiques

¢tudiées des systémes oscillants, on trouve :

+ le déplacement x.
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+ le déplacement angulaire 6.

+ la charge q.

+ le courant i.

+ la tension U.
I.3. Forces conservatives et non conservatives
- les forces conservatives (les forces dérivantes d'un potentiel) : Lorsqu'un systéme est soumis a
des forces conservatives, son énergie mécanique Ej se conserve. On a donc que les variations

de I'énergie mécanique sont nulles (4 Ex=0).

Une force dérivant d'un potentiel U = F=-VU=- gradU

- au au +aU—>
 tax  ay’ oz

- les forces non conservatives (Les forces de frottements) : elles sont dites dissipatives donc il a
une partie de I'énergie mécanique se transforme en chaleur. Il n'y a donc pas conservation de
I'énergie mécanique.
1.4. Position d’équilibre

On dit qu’un systeme est dans un état d’équilibre si

Zﬁlqﬂzo =0.

Le systéme est alors, soit au repos soit il effectue un mouvement rectiligne uniforme (c’est le

principe d’inertie). La notion d’équilibre d’un systéme en termes d’énergie potentielle U s’écrit :

du
dq 4=q0

q : coordonnée généralisée (X, y, z, 0,...).
qo : position d’équilibre.
C’est-a-dire a I’équilibre 1’énergie potentiel doit étre extrémale (minimale ou maximale).

Remarque : A I’équilibre, la vitesse de tous les points du systéme est nulle. Lorsque le systéme
oscille, il n’est pas a I’équilibre : il y a alors écart de 1’état d’équilibre (condition d’écart a

I’équilibre).
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1.4.1. Equilibre stable
Si le systeme est écarté de sa position d’équilibre stable (ou de repos), il tend a y revenir.

.. . S e el e d?u
La condition d’équilibre stable s’écrit (Figure 1.3) a > 0:
a=qo
Ul /AN
U{qo) = = =
—
qﬂ q

Figure 1.3 : Equilibre stable

Remarque : Cette condition est aussi une condition d’oscillation libre.

1.4.2. Equilibre instable
Si le systéme est écarté de cette position d’équilibre, le systéme n’y revient pas.

2
La condition d’équilibre instable s’écrit donc (Figure 1.4) : v

d_qz <0

q=qo
Ulq)

Ulq) | —

>
1 q

Figure 1.4 : Equilibre instable

1.4.3 Exemple
Considérons un pendule constitué d’une masse m accrochée au bout d’une tige rigide de longueur

1, ’autre extrémité étant articulée a un point fixe (Figure L.5)

L ‘énergie potentielle (gravitationnelle) :

U=mgz=mgl(1— cos0)

au I(sing
de—mg (sin@)

du .o 06=0
—O:sm@—O:{ezn

70 : deux positions d’équilibre

9
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du
a0 =mgl(cos0)|g—o = mgl > 0 : position d'équilibre stable
6=0
du f e
0 =mgl(cos0)|g-r = —mgl < 0 : position d'équilibre instable
O=m

L.5. Coordonnées généralisées

Un systeme physique oscillant peut étre repéré par une coordonnée généralisée notée « q »
désignant I’écart par rapport a sa position d’équilibre.
1.6. Degré de liberté

On définit le nombre de degrés de liberté par le nombre de mouvements indépendants d’un
systéme physique.

Le nombre de degrés de liberté (Vg) est égale au nombre de coordonnées (V) moins (-) le
nombre de liaisons (/).

Ng=N-1

1.6.1. Degré de liberté d’un point matériel

Un point matériel libre dans I’espace possede trois (3) degrés de liberté (coordonnées ou
mouvements).

1.6.2. Degré de liberté d’un corps solide
Un solide libre dans 1’espace possede six (6) degrés de liberté (voir Figure 1.6) (coordonnées

ou mouvementes) en 1’occurrence : —

R'l" .-:__:d,,_l
: Ay
3 degrés de translation. = >

3 degrés de rotation.

Figure 1.6 : Mouvements possibles d’un corps solide sur les trois axes cartésiens

I.7. Modélisation physique
On associe a tous les systémes physiques un systeme "masse-ressort" qui constitue un

excellent modéle représentatif pour étudier les oscillations comme suit (Figure 1.7) :

10
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AAAAAANN

fie

(2) N\

Figure 1.7 : Systéme masse ponctuelle —ressort idéal. (1) ressort a vide de longueur /o, (2) ressort
+ masse a 1’état d’équilibre, (3) systéme masse + ressort écarter de sa position d’équilibre (en

mouvement).

F(t) s’appelle la force de rappel qui est proportionnelle a 1’allongement z(t) du ressort. K est

appelée la constante de raideur du ressort.

F =

—Kzk : selon la loi de Hooke.

1.6.1. Association de deux ressorts

a- En série

Les ressorts sont reliés comme indiqués sur la figure 1.8

&

e

AAAAAAAAAAN  AAAAAAAAAAAA

gty

-
~
-

Figure 1.8 : deux ressorts en série

La raideur équivalente est :

1

p—

1 Ki. K
- 4T LK 1- K2

K., Ki K, ¢ Ki+K,

11
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b- En paralléle

Les ressorts sont reliés comme indiqués sur la figure 1.9

éOi

Z

1l
11k

i

m

Figure 1.9 : deux ressorts en parall¢le.

e Laraideur équivalente : K.q = K1 + K

L.8. L’énergie mécanique (totale)
L’énergie mécanique du systéme est une quantité utilisée en mécanique classique pour
désigner I'énergie d'un systéme emmagasinée sous forme d'énergie cinétique (7) et d'énergie

potentielle (U). C'est une quantité conservée en l'absence de frottement.
E,=T+U

1.8.1. L’énergie cinétique
L’¢énergie cinétique est I’énergie, (exprimée en Joule), que possede un corps du fait de sa

. . 1
vitesse. Elle s’écrit sous la forme : T = Ziami q?

1.8.2. L’énergie potentielle
Lorsqu’il existe une position d’équilibre stable (q,) il est toujours possible d’avoir des

oscillations autour de cette position qui est souvent choisis par commodité comme origine du

repere donc go =0.
Pour un systéme linéaire (quand il s’agit d’oscillations de faibles amplitudes) il est possible
de développer I’énergie potentielle en série de Taylor au 2°™¢ ordre du développement.

2eme

Rappel : développement limité (série de Taylor en ordre)

12
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(x — xo) df

_ 2d2
FGl, = frg) + E 208 X)) 4T

x=x 2! dx?

X=X
Donc :

q dU q* d*U
U(Q)lqOO_U(0)+_ d_q +?d—qz
0=0 ' q

Ou:

U(0) : est la valeur de I’énergie potentielle a 1’équilibre (on peut choisir 1’origine de 1’énergie

potentielle de sort que U(0)=0)

du

aq = 0 — La condition d’équilibre.

qo=0

d%u

d_qz > (0 — La condition de stabilité.

qdo=0

2

d*u
En pose : i =B
do=0

Donc I’énergie potentielle prend la forme quadratique en fonction de I’écart par rapport a la

position d’équilibre selon 1’expression suivente :

1 2
U(q) = EBCI

1.8.2.1. Exemple
Nous reprenons l'exemple précédent (§ : 1.3.4) ¢

L’"énergie potentielle (gravitationnelle) est effectivement quadratique dans la limite des petits
angles (0 <) : U =mgz = mgl(1 — cos0)

(0—6o) . (6 — 6,)*
Al Fa A VA

cos0|g, = cosO|y, — T inf|y, — 20 cosf|q, +

0, : position d’équilibre stable (Comme nous I'avons déja vu dans l'exemple précédent 6, = 0)

13
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6—-0 6 —0)2 62
( %‘inO—%cost 1—7

cos0|g,—0 =1 —

Donc I’énergie potentielle prend la forme quadratique :

0%\ 1
U = mgl(1 — cos@) = mgl <1 -1+ ?> = Emgle2

1.9. Méthode de calcul
On peut extraire les équations du mouvement pour les systémes conservatifs (sans

frottements) par trois méthodes différentes :

1.9.1. Principe de conservation de I’énergie mécanique
La conservation de 1'énergie est un principe physique, selon lequel 1’énergie mécanique d’un

systéme isole est invariante au cours du temps i.e.

dE,,
E,=T+U-= Constante:wzo

1.9.2. Principe fondamentale de la dynamique (2 loi de Newton)
Dans un référentiel galiléen, la somme vectorielle des forces extérieures appliquées a un solide est

¢gale a la dérivée par rapport au temps du vecteur quantité de mouvement :

Z_, dp d(mv)
dt~  dt

ZF‘”“ AT dt P ¥

Si m est constante, comme c’est les cas des systemes classiques alors :

d
Z Foy = (U) =m.d

d : le vecteur accélération du systéme étudié.

1.9.3. Méthode de Lagrange
a) Fonction de Lagrange (ou Lagrangien)

C’est une fonction des coordonnées généralisées ¢, des vitesses généralisées q qui permet

de d’écrire la dynamique d’un systéme. Elle est définie par :

14
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L(q.q9) =T-U

Qui correspond a la différence entre 1’énergie cinétique 7 et I’énergie potentielle U du systéme.
Notons qu’au niveau du Lagrangien £(q, q), les coordonnées généralisées ¢ sont supposées étre
indépendantes des vitesses généralisées q . De plus, I’énergie potentielle ne dépend pas de q ce
qui se traduit par le fait que les forces appliquées au systéme et dérivant de U sont supposées étre

conservatives.

Dans I’étude des systémes mécaniques, le principe de moindre action est un point de départ
équivalent a la deuxiéme loi de Newton. En particulier, les équations de Lagrange peuvent étre

considérées comme une conséquence de ce principe
b) Principe de moindre action

Un systéme a n degrés de liberté est d écrit par le lagrangien, £(q, ), ot g= (q1, «., qn) est
un vecteur a n composantes spécifiant la configuration du systéme a un instant donné. Supposons

que le mouvement du systéme prend place entre un instant initial # et un instant final # et qu’a
ces instants le systétme est dans des configurations bien déterminées : qi=q(t) et qr =q(tp,

respectivement. On peut alors définir une action associée a L(q, q):

ty
Szf L(q,q)dt
t;

et le mouvement effectivement suivi par le systeme, compte tenu des conditions aux limites, sera

celui qui minimise 1’action JS.
¢) Equations de Lagrange (Euler-Lagrange) :

Ce sont les équations du mouvement du systeme dans le cadre du formalisme de Lagrange.
Pour un systéme a n degrés de liberté, décrit par le lagrangien L(q;, 4,), ces équations forment un

ensemble d’équations différentielles données par :

d (dL\ dL
( ) = (i=12,..n)

ai\ag,) “aq, "

15
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Les équations de Lagrange sont une reformulation des équations du mouvement de Newton faisant
intervenir I’énergie cinétique et 1’énergie potentielle du systéme via le lagrangien et s’exprimant

en fonction des coordonnées généralisées.

Remarque :

Pour un systéme vibratoire de faibles amplitudes I’ensemble des équations différentielles extraites
des équations de Lagrange forme un systéme d’équations différentielles linéaires du 2°™ ordre,
dont la solution admet n pulsations propres et 2n constantes d’intégration qui sont déterminées par
les conditions initiales appliquées au systéme vibratoire.

d) Equations de Lagrange en présence de forces non conservatives

En présence de forces appliquées non conservatives, les équations de Lagrange deviennent :

d(dL) dL_F =12
dt dq-l dql - i(ql)’ (l - & ""’n)
Ou:

Fi(q;) : est la force généralisée définie comme suit :

Fi(q;) =F .

.-
dq;

et

T; : sont les vecteurs position

1.10. Exercice :

Exercice01 :
Calculer les moments d’inertie des corps suivants :

1- Une tige homogene de masse M de longueur / par rapport & un axe passant par son centre
de gravite G, puis par rapport a un axe passant par I’une de ses extrémités.
2- Un cylindre plein de rayon R et de masse M par rapport a son axe de symétrie puis d’un
cylindre creux.
Solution :

Relation de moments d’inertie :
Jxx = f(yz + Zz)dm
Jyy = J(x2 + z%)dm

16
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Jzz = f(xz +y2)dm

I- Une tige de masse m de longueur / par rapport a un axe
Cas a : passant par son centre de gravite G :

Une tige homogene — la distribution de masse linéaire est constante (A=Constante)

=>dm = Adl = Adz
L
2
:>m=fl/1dz:om=,1.l
2

Moments d’inertie : (x = 0,y = 0)

l
Jxx =]yy = f(zz)dmﬁlxx =]yy = f_zizzldz
2
1 3% 1 3
= Jxx :]yy =§ﬂ. [Z ] 1 = Jxx :]yy =—Al

~ 12

1 5
:]/G=Eml

Cas b : axe passant par ’'une de ses extrémités :

= dm = Adl = Adz
l
=>m=jldz=>m=l.l
0

Moments d’inertie : (x = 0,y = 0)

l

]xx=]yy=J(Zz)dm =>]xx=]yy=fozzlldz

1 1
= Jxx :]yy = 5/1 [23]6 = Jxx :]yy = §/~{lg

1 2

z*
[
0 =G y
—_—— e —
/7
/
« Vd
4
P Y
[
i
Y
o —_—— i —
/
/
Ve

2- Un cylindre de rayon R et de masse M par rapport a son axe de symétrie

Cas a : un cylindre plain

17
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La distribution de masse volumique est constante (p=Constante)

=>dm=p.dv =p.dx.dy.dz

X =1 cos0
>dm = p.r.dr.d0.dz — Coordonnées cylindriques { y = rsin®
z=12z

R ;2m (H
=>M= f f f p.r.dr.d0.dz = M = npR*H
o Jo Jo

Moments d’inertie : (x? + y? = r?)
Jzz = f(x2 + y*)dm = frz dm

R (2n (H 1 .
= Juz = j f f p.r3.dr.do.dz =], = > 7PH. r4|0
o Jo Jo

1 4 1 2
:>]ZZ=§1rpHR = Jn :EMR

Cas a : un cylindre creux
La distribution de masse surfacique est constante (c=Constante)

>dm=o0.ds =0.R.d0.dz

2n ~H
=>M = J j 0.R.d6.dz > M = 2noRH
o Jo
Moments d’inertie : (x* + y% = R?)
]zz = J(xZ + yz)dm = fRz dm
2n ~H
=J,, = R3 f f 0.d0.dz = J,, = 2moR*H

o Jo

= J/;a = MR?

18
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Exercice(2 :
E le théoréme de H \ o
noncer le théoreme de Huguens.
M
Solution :
Le moment d’inertie par rapport a ’axe (A) égale :
I =16+ Mr?
I-
Avec : g+
J ¢ - moment d’inertie par rapport a I’axe passant par son centre de -
gravite G. |
1 :la distance perpendiculaire entre les deux axes.
..-—-"""
Application :
1- Tige:
Le moment d’inertie d’une tige par rapport a un axe passant par 1’extrémité :
i
! !
) {! I ;,
+ (l) Loz 4 2 e
= m|=| = =—m —-m
!/ /!
1 Y ¥ (A
= Jp = =ml? W) ¢
J/a 3
2- Cylindre :
Le moment d’inertie d’un cylindre par rapport a un axe tangentiel : (M, R)
2 1 2 2
Jin =16 +M(R) =>]/A=EMR + MR SN IR SRR N DY /Y0
3 --- ---=>(1
= J,» = = MR?
J/a 2

Exercie03 :

Montrer que le pendule simple est un systeme a un degré de liberté. Faire le choix convenable de
la coordonnée généralisée (notée 8). Montrer que le systéme admet deux positions d’équilibre une
stable et 1’autre instable et préciser la valeur de 8 pour chaque cas. Si on admet que le systéme
effectue des mouvements de petites amplitudes autour de la position d’équilibre stable, alors
donner la forme quadratique du potentiel en fonction de 8. Ecrire alors le Lagrangien du systéme.

Solution :
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x=0
y:+z% = I?
et m masse ponctuelle alors : d = 3 — 2 = 1 — le pendule simple est un systéme a un degré de
liberté

- Les liens applique au pendule semple sont : {

- La masse décrit un cercle de centre O —on localise m par I’angle 6
q(t) = 6(t) — la coordonnée généralisée
- U : potentielle gravitationnel de m qui dépend que de z

P =—gradU = mgk = aUTé
p=—gra mgk = ——

U(z) z
f dUz—fmgdz: U=-mgz+ U(o)
u(0) 0

Avec:z = l(cos@ —1)

Potentiel U en fonction 6 : U(0) = mgl(1 — cosB) + U(0), si on choisit =0 comme origine des
potentiels alors : U = mgl(1 — cos0).

2

pour des oscillations des faibles amplitudes (@ <) = cos@ ~ 1 — 07

1
= U(0) = Emgl@2
L
a I’équilibre : 26lg, 0

R au
a0

= mgl.sinf|g, = 0
0o

0,=0 . s
0 — Le systeme admet deux positions d’équilibre

:s1n00=0=>{00=n

L’équilibre stable et instable :

0*u
07| = mgl.cos@,
)
. U .. oy ene
Si: =0 = Frrl P mgl > 0 - position d’équilibre stable
0:
U .. vy s .
Si: Qg =m = 207 = -mgl < 0 - position d’équilibre instable

2
Pour des oscillations des faibles amplitudes (0 <) = cos@ ~ 1 — 07

= U(0) = lm 16% > La forme quadratique du potentiel en fonction de 6
;mg q q p
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La fonction de Lagrange et 1’équation de Lagrange :

Lagrangien: L=T — U = %mlzéz - %mglO2

équation de Lagrange : — | —= 50 =

21
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Chapitre II : Systemes vibratoires linéaires
libres a un degré de liberte



Ondes et Vibrations

I1.1 Oscillateurs libres

Un systéme est le siege d’oscillations libres si celui-la aprés avoir été écarté¢ de son état
d’équilibre, acquiert un mouvement vibratoire sans aucun apport d’énergie de I’extérieur. Donc un
oscillateur libre est un systéme oscillant sans aucune force d'excitation extérieure.

I1.2 Oscillateur harmonique

I1.2.1. Extraction de I’équation différentielle du mouvement de I’oscillateur harmonique
On considére une masse m ramenée a son centre d’inertie G, accrochée a un ressort linéaire

sans masse et posée sur un support plan horizontal. Les frottements entre le plan horizontal et la

masse sont supposés négligeables.

d -

N ET

-

0 ;7 X

g1

Figure II.1 : systéeme masse + ressort
a- 28m¢ ]oi de Newton
En appliquant la seconde loi de Newton, on aura :
F+P+N=ma
En projetant cette relation suivant les axes (Ox) et (Oy), on obtient :
e suivant (Ox) : ma, = mX = —kx
e suivant (Oy) : ma, =my =-mg+ N =0
Finalement et étant donné que I’accélération verticale est nulle, il reste :
mx = —kx
D’ou:
k+£x=0
m
C’est une équation différentielle linéaire, homogéne du 2°™ ordre et & coefficient constants et

positifs. Cette équation est appelée équation harmonique.
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b- Principe de conservation de I’énergie mécanique

L’expression de 1’énergie potentielle élastique est donnée par :

1
U = = kx?
2
Tandis que 1’énergie cinétique est :
1 1
T = ~mv? = —mx?
2 2

On en déduit que I’énergie mécanique du systéme est :

1 .1
Em=T+U=me2+Ekx2

Les frottements étant supposés négligeable, il en découle que le systéme est conservatif et I’énergie

mécanique est alors constante et sa dérivée par rapport au temps est par conséquent nulle i.e.

—— = —\|=-mx° + - kx* ) = mxx + kxx =
dt dt\2 2
Donc on obtient de nouveau 1’équation différentielle d’un oscillateur harmonique comme

précédemment :
L
X+—x=0
m

I1.2.2. Généralisation
Un oscillateur harmonique est un systéme dont la grandeur ¢(¢) qui le caractérise vérifie I’équation
différentielle :
g+wig=0
Mo: est la pulsation propre de I’oscillateur et se mesure en rad - s™!
Remarque :

- 1l faut signaler que toutes les oscillations de faible amplitude autour de la position
d’équilibre peuvent étre assimilées a des oscillations linéaires et 1’énergie potentielle peut
étre mise sous forme quadratique de la coordonnée généralisée ¢

- L’équation § — w3q = O : est aussi une équation différentielle linéaire homogéne du

second ordre, mais ce n’est pas celle de I’oscillateur harmonique.
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11.2.3. Force de rappel
Un oscillateur harmonique qui deés qu’il est écarté de sa position d’équilibre d’une distance x (ou

ongle 0), est soumis a une force de rappel opposée et proportionnelle a I’écartement x (ou 0) comme
suit :

F=—cx
Ou C : est une constante positive.

11.2.4. Exemples
1- Une masse accrochée a un ressort (Figure I1.2) (dans la limite des petites élongations). On a

vu qu’en utilisant la loi de Hooke la force de rappel est donnée par :

F = —kxi
k |
Z- -2
. Xx=0 X

I

Figure IL.2 : masse attachée a un ressort
2- Un pendule simple : une masse m accrochée au bout d’une tige de longueur / (Figure 11.3).
La force de rappel est :
F=P,i=-mgsini
Le pendule devient un oscillateur harmonique lorsque :
0K = sinf =0

Donc :

F=PJi=-mgoi
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i: Projections sur les axes du repére
l - . j)
+6 , IR =P =—mgsin 6
T "R = Py=—mgcos®O
7 i
| P2 [P>F>
>< / —_— E i -
P=mg

Figure I1.3 : pendule simple

I1.3. Solutions de I’équation harmonique

L'équation temporelle régissant le mouvement (1’état) d’un oscillateur harmonique est
obtenue de la solution de 1'équation différentielle linéaire :

4+ wiq=0
L’¢équation différentielle de 1’oscillateur harmonique admet une solution sinusoidale qui peut
s’€crire sous la forme suivante :
q(t) = qo cos(wot + @)

Avec :
q(t) : Elongation instantanée
qo : Amplitude ou élongation maximale
wq : Pulsation propre (en rad/s)
@ : Phase initiale (en rad).
Les deux constantes d’intégration (qg et @) s’obtiennent a I’aide des conditions initiales.

I1.3.1. Conditions initiales

Deux conditions initiales sont nécessaires afin de déterminer les valeurs de q et de ¢. En
général les conditions sont imposées sur I’élongation initiale et la vitesse initiale. Il en découle a
résoudre le systéme a deux équations suivantes :

q(0) = qocos @

o - |, .
q(0) = —qow sin @

On obtient alors :

_ 40 _ 2, [4©®7?
tan(p - woq(o) et qO - \/[q(o)] + [rowo
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La figure I1.4 représente le graphe représentant 1’équation temporelle q(t) de 1’oscillateur
harmonique, qui est purement sinusoidale. Sur la figure sont illustrées les deux constantes q et
@ fixées par les deux conditions initiales et leur influence sur 1’allure de la courbe.

q()
+qo

fJocosg
1(s)

-Qo

Figure I1.4: Oscillation sinusoidale (ou harmonique) q(t) = q¢ cos(wqyt + ).

I1.3.2. Pulsation propre
La pulsation propre d'un systéme est celle avec laquelle oscille ce systéme lorsqu'il est en

mouvement libre, c'est-a-dire sans force excitatrice extérieure ni forces dissipatives (frottements).
Elle ne dépend que des grandeurs propres de I’oscillateur.
Exemple

Dans le cas d’une masse accrochée a un ressort linéaire horizontal sans frottement, la

pulsation propre des oscillations (en rad /s) est :

Wy = |—
m

avec k la constante de raideur du ressort (en N/m) et m la masse (en kg).

I1.4. Méthode de Lagrange

La méthode de Lagrange sera appliquée pour le méme systéme traité précédemment. Cette
méthode consiste dans un premier temps a déterminer I’expression de I’énergie cinétique T et
celle de I’énergie potentielle U en fonction de la coordonnée généralisée choisie et sa dérivée par
rapport au temps et puis écrire I’équation de Lagrange par le biais du Lagrangien L(q,q) =T —

U, qui désigne la différence entre I’énergie cinétique et 1’énergie potentielle du systéme
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considérée. L’équation différentielle régissant les vibrations dans le systéme est ensuite extraite

de I’équation de Lagrange apres avoir exécuter tout calcul sur la Fonction de Lagrange.

I1.4.1. Fonction de Lagrange (lagrangien)
Par définition la fonction de Lagrange est :

L(x,5)=T-U

e [ ’énergie potentielle €lastique est :

¢ Du moment que le systéme est un point matériel en mouvement de translation, I’énergie

cinétique est :

Donc :

: _1 -2_1 2 st
L(x,x) —zmx 2kx +C

I11.4.2. Equations de Lagrange (ou équations d’Euler-Lagrange)
Le systéme analysé¢ est un systeme libre a un degré de liberté (un seul mouvement selon I’axe

des x) et sans frottement (conservatif). Ainsi, nous pouvons appliquer 1'équation de Lagrange de
la forme suivante :

d (dL) dL

dt\dq/ dq
Etant donné que la coordonnée généralisée q n’est d’autre que la coordonnée cartésienne x, alors
I’équation de Lagrange prendra la forme suivante :

d (dL\ dL

dt (E) Tdx
Ce qui donne apres dérivation :

k
mx+kx=0 = XxX+—x=0
m

La forme de I’équation différentielle obtenue est celle d’un oscillateur harmonique avec une

pulsation propre :
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Wy = |[—
Om

Donc la solution est purement sinusoidale et s’écrit alors :
x(t) = Acos(wgot + @)

Les deux constantes A et ¢ sont déterminées a partir de conditions initiales fixées au
préalable, comme nous 1’avons déja signalé dans le paragraphe 11.3.1.

11.5. Exercice

Exercice01 :

Considérons un pendule pesant forme par une tige rigide de masse M et de longueur 1 et
suspendue par une de ses extrémités. La tige est écartée de sa position d’équilibre d’un
angle 0, suppose faible.

(1]

1- Ecrire les expressions d’énergie cinétique et potentille.

2- Ecrire le Lagrangien du systéme.

3- Déduire I’équation du mouvement ainsi que 1’expression de la pulsation propre wy.
Solution :

- L’¢énergie cinétique T :

. 1, ;
Le mouvement est rotationnel pur = T = 2 J /ABZ

J /0 : moment d’inertie par rapport d’axe de rotation O

N 1 1 1
]/0 =]/G+M<_) =—M12+ZM12$]/0— Mlz

2) 12 "3
Donc :
T = > MI29?
6
- L’¢énergie potentille U :
L’énergie potentille de pesanteur = p = —gradU = — (Z—Z i+ Z—Zf +
U 7
3 )
Mgj o du Mgd
=7 —
9] ay] gay

uo) %cose 1 1
f dU=—Mgfl dy:>U(B)—Uim:—Mg(EcosO—E>
2

Uint
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1
u@o) = EMgl(l — cos0)

- Lagrangien du systéme L :

1 . 1
L=T-U=L= EMIZBZ —EMgl(l — cos0)

2
Pour les faibles oscillations (8 «) = cos0 =~ 1 — 6?

1 .1
= —MI?6* — —Mglo*
=>L G (7] 2 glo

- L’équation du mouvement :

séquat : ;.4 (any _ar_
L’équation de Lagrange du systéme a 1d.d.l non amorti : o ( 69) 5 = 0

o _Lupee ii(a—{:) = Lure
90 3 dt\ao/ 3
a—[:=—1Mgle
a0 2
=>1Mlzé+1MgIB=O=>é+3—ge=O
3 2 21

On pose : wg = \/% — pulsation propre
>0+ wi0=0

La solution c’est : 8(t) = A cos(w;.t + @)

Exercice02 :

Une tige rigide sans masse et de longueur Iy + I, porte a ses extrémités deux masse mqet m,.

Elle est articulée ou point O situe a I; de m4et occupe au repos une position verticale.

Ya
1

1- Ecrire I’énergie potentille de pesanteur des deux masses et déduire la

condition d’équilibre stable du systéme.
2- Donner son Lagrangien et en tirer I’équation différentielle de son

mouvement.

Solution :

- L’¢énergie potentille de pesanteur: U = Uq + U,

30



Ondes et Vibrations

. — Wy AUy AUy~
p1 = —gradU, = —(a—xll+a—y1 +a—zlk)
=
. Wy AUy AUz
p2 = —gradU, = —(a—le+a—y2] +a—zzk)
{dUl =m,g dy
dU, = m,gdy
licos6
U.(0) =myg dy

ly

= —lycos6
U,(0) = ngf dy

6U1—>
—mygj= “ oy )
= 4
U2—>
—m,gj = “ oy )

Ui(0) =mygli(cosO —1)
{UZ(B) =m,gl,(1 — cos0)

U = [myl, — myly]g(1 — cosO)
Condition d*équilibre : 22| =
ondition d’équilibre : 20lg_o =
Condition d’équilibre stable : 602| >0
au a%u
=25 = [myl, — mylylg(—sinf) = — 7 = = [myl, — myly]gcosO
0*u
> >0=>[mzlz—m111]>0
06?
6=0
- Lagrangien: L=T —-U
L’énergie cinétique T :
T = T1 + TZ

1
Tz = Emzv%

1 ,
T1 = —m1l%92

= 2 >T=

1 ,
TZ = Emzl%BZ

1 ,
L= E(mll% + mzl%)ez — [mzlz

- L’équation différentielle de son mouvement :

_1 2 ,
Ty=;mvy {vl =1,0
b

Uy, = 120

E(mll1 + mzl )02

—myly]g(1 — cos@)

L’¢équation de Lagrange du systeme a 1d.d.]1 non amorti : 4 (a—L) 2%_ 9
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oL ) g L d (az:) _ ) .
% = (mlll + mzlz)e = dt\30 = (mlll + mzlz)e

oL )
= —[myl, — myly]g sin@

36 ="
= (M4l + my13)0 + [m,l, — myly]g sin® = 0
Pour les faibles oscillations (0 <) = sin@ ~ 0

(m,l; — myl,)

= (M3 + myl2)0 + [myl, —mql]gé =0 =0 +
( 1l1 22) [myl, 1lilg g(mll%+mzl§)

Cette équation admet une solution de la forme : 8(t) = A cos(w;.t + @),

. (mzly-mqly) Loes
si gm >0 & (myl, —mqly) > 0 (un équilibre stable).

(malz—-mqly)

Dans ce cas : wg =
0 g (myl§+my15)

— pulsation propre
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Chapitre III : Systémes Linéaires Libres
Amortis a Un Degré de Liberte
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IIL.1. Oscillateur linéaire libre amorti

L'oscillateur est abandonné a lui-méme et est soumis a un amortissement di a la présence
d’une force de frottement dissipant I’énergie mécanique.

Dissipation de I’énergie signifie que 1’énergie mécanique, en 1’occurrence la somme de
I'énergie cinétique et de 1'énergie potentielle de I'oscillateur n'est pas conservée en raison d'un
transfert d’une partie ou la totalité de cette énergie au milieu ambiant sous forme de chaleur.
I11.2. Force d’amortissement

Le modele d’amortissement que nous considérons ici est utilis¢ pour décrire l'oscillateur
mécanique lorsque sa masse se déplace dans un milieu visqueux (un gaz ou un liquide).
L'expérience montre que la viscosité de ce milieu provoque une force proportionnelle a la vitesse
de déplacement de la masse et, bien sir, dirigée dans le sens opposé a cette vitesse. La force est
alors de la forme :

ff = —av aveca >0
a : est une constante positive appelé coefficient linéaire de frottement visqueux (fluide) et ¥ est la
vitesse linéaire du corps en mouvement.

En mécanique, I’amortissement est décrit par un boitier hermétiquement fermé et rempli
d’un fluide, caractérisé par le méme coefficient, et au sein duquel se déplace un piston solidaire a
un bras se terminant a 1’extérieure du boitier, pour permettre a celui-ci d’étre intercalé entre la
masse en mouvement et un point du systeme. L’amortisseur ainsi obtenu est schématisé comme le

montre la figure III.1

NONOONNN NANOONNNNN

k “k || &

Y

Figure III.1. Schéma d’un amortisseur mécanique

I11.2.1 Fonction de dissipation de Rayleigh
La fonction de dissipation de Rayleigh notée D, est introduite de la fagon suivante :
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aD, .
Ff = — aq - dDa = —Fqu
Ff=—av=—-aq - dD, = aqdq
Donc :
1 .
D, = anz

I11.3. Equation de Lagrange des systémes amortis

L’équation de Lagrange d’un systéme non conservatif soumis a une force de frottement

visqueux (amortissement visqueux) de type Fy = —aq est :
d (aL) oL )
dt\ag) “aq ™

En introduisant la fonction de dissipation D, dans I’équation de Lagrange précédente on écrit

alors :

d (dL\ OJL aD, d (dL\ dL D,
(00— ()2 2
dt\dq/ 0dq aq dt\dq/ dq 0q
I11.3 Equation différentielle de mouvement des systémes vibratoires amortis

En admettant que 1’énergie cinétique et potentielle prennent une forme quadratique alors
I’équation différentielle ainsi obtenue sera lin€aire et a coefficients constants et positifs donc de
la forme :

aqg+bg+cq=0

Que I’on écrit préférentiellement :

(4
Wy = |—
avec : Ve ou;

w, : est la pulsation propre des oscillations libres non amortie (en rad/s)

4+28q+wiq=0

& : est un coefficient positif et est appelé facteur d’amortissement (en s™).

On définit aussi le rapport d’amortissement noté & par :
)
E —_

Wy
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I11.3.1. Exemple d’un systéme amorti - masse +ressort + amortissement fluide
Soit un systéme vibratoire constitu¢ d’'une masse m, d’un ressort de constante de raideur k

et d’un amortisseur de coefficient lin€aire de frottement a (fig.I11.2).
L’¢énergie cinétique du systéme est : T = mez

. . . s 1
L’¢énergie potentielle élastique est: U = mez

. . 1. 1
L’expression du lagrangiensera: L =T — U = mez - mez

. C . 1.
La fonction de dissipation a pour expression : D, = > ax?

Sachant que I’équation de Lagrange en présence des frottements visqueux a poyt éﬁ%’iﬁ 2
d <0L) JL 4 oD,
dt\aqg/ odq aq

Apres dérivation L’équation du mouvement obtenue est donc :
e . X3 a .
mx+ax+kx=0 = x+—x+—x=0
m m
Equation qui peut s’écrire :

X+28x+wix=0

k

Wy = |—

avec m
a

6 =—

2m

C’est une équation différentielle du deuxiéme ordre a coefficients constants et positifs
I11.4. Résolution de I’équation du mouvement
L’équation différentielle ci-dessus admet donc une solution de la forme :

x(t) = Ae™
En injectant cette exponentielle dans I’équation différentielle précédente, on voit immédiatement
que c’est une solution satisfaisante ¥ ¢ a condition que r soit une racine du polyndme
caractéristique :

2 +286r + w5 =0

C’est une équation algébrique du deuxiéme degré appelé équation caractéristique, dont le
discriminant réduit est :

A = 8% — w?

On distingue alors selon le signe de A’, trois régimes d’oscillations :
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II1.4.1. Régime d’amortissement fort (A" > 0)
L’amortissement fort (serré) est caractérisé par :

A>0=>8>wy (£>1)
La solution de I’équation de mouvement, est par conséquent de la forme :
x(t) = Ae"t + A,e™2t
Ou les deux racines de I’équation caractéristique sont :
ry=—86—VA et ry =-8+VA
11 et 1, sont deux racines réelles et négatives (r4,17, < 0)
Aj et A2 deux constantes d’intégration déterminées par les conditions initiales imposées au

mouvement du systéme.

Figure II1.2. Régime d’amortissement fort

Le graphe de la figure III.2 montre I’absence totale d’oscillations du systéme fortement
amorti. On dit par conséquent que ce régime est apériodique i.e. le systéme revient a sa position
d’équilibre pour un temps infini, mais sans oscillations. Pratiquement le systéeme met un temps
assez long pour revenir a sa position d’équilibre.

Remarque : Les conditions initiales dans le cas de la figure II1.2 sont: xg = 1 etvy =0

I11.4.2. Régime d’amortissement critique (A'= 0)
L’amortissement critique est caractérisé par :

AN=0=>d6=wo(é=1)
L’équation caractéristique dans ce cas admet une racine double rqy =1, = =8
La solution de 1’équation est alors de la forme :
x(t) = (At + Ay)e %
ou A; et Az deux constantes d’intégration qui dépendent des conditions initiales.
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Le retour a 1’équilibre se fait sans oscillations (régime apériodique), et ’allure de la courbe x(t)
ressemble a celle du régime d’amortissement fort, cependant on peut montrer que le retour vers la
position d’équilibre est le plus rapide.

I11.4.3. Régime d’amortissement faible (A’ < 0)
L’amortissement faible est caractérisé par :

A<= 6<wyg(é<1)
La solution de 1’équation garde toujours la forme :
x(t) = Aje™t + A,e™?!

cependant les deux racines rq et r, sont deux nombres complexes conjugués dont les
expressions sont :

r{ = —6+jwa
T, =—-60—jw,

Du moment que la solution x(t) doit étre complétement réelle, il faut que les deux constantes
d’intégration A, et A, figurant dans I’expression de x(t) soient deux nombres complexes
conjugués. De cette considération et en tenant compte de 1’identité d’Euler, 1’expression de x(t)
peut-&tre réécrite sous la forme :

x(t) = Be % cos(w,t + @)
ou B et ¢ sont les deux constantes d’intégration qui remplacent les deux constantes initiales A4

et A,, et ou w, est la pseudo-pulsation donnée par :

we =/IN| = |wi-62
La pseudo-période associée est :
g2 _To
Wg, 1-¢&2
ouTy = 2”/ w, ©st 1a période des oscillations non amorties en I’absence des frottements.

L’allure de la courbe x(t) est illustrée sur la fig. III.3, ou I’aspect oscillatoire du

mouvement au sein du systéme est bien visible, cependant I’amplitude décroit exponentiellement
1 . B , . .,
avec une constante de temps T = 5 qui est la durée au bout de laquelle I’amplitude et divisée par

e. Cette constante de temps augmente si I’amortissement diminue. Pour les raisons citées ci-

dessus le régime d’amortissement faible est qualifi¢ de pseudo-périodique.
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x(1)

A

- | U T,

-1 0

—
L

)

Figure I11.3 Régime d’amortissement faible
IIL5. Décrément logarithmique
Le décrément logarithmique noté D est une grandeur qui nous renseigne sur le taux de

décroissance de I’amplitude et est définie par :

o a® 1 q(®)
D=ln <q(t n Ta)> =an <q(t n nTa)>

Ou n désigne la niéme amplitude et de méme signe. Aprés avoir remplacé q(t) et q(t + T,) par
leur expression correspondante on aboutit a :

Be %t cos(w,t + @)
D In =0T,
Be—s(t+Ta)cos(wa(t +Ty) + @)

C’est une grandeur constante qui ne dépend que des caractéristiques du systeme. L’expression

précédente nous permet d’exprimer D en fonction du rapport d’amortissement & selon :
2né

Jig

c.-a-d. la mesure de D permet de calculer le rapport d’amortissement §.

D =

II1.6. Facteur de qualité du systéme
Le facteur de qualit¢ @ d’un systéme est une grandeur qui tient compte de la faculté du

systéme considéré a osciller, il est défini par :

Q

268

Par suite:
e Si §> wy;c’est-a-dire si Q < 0.5, le systéme est fortement amorti (apériodique).

e Si § = wy;c’est-a-dire si Q = 0.5, le régime est critique (apériodique).

39



Ondes et Vibrations

e Siéd < wy;c’est-a-diresi Q > 0.5, le systéme est faiblement amorti (pseudo-périodique).

40



Ondes et Vibrations

Chapitre IV : Systemes Linéaires Forcés a
Un Degreé de Liberté
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IV.1 Oscillations forcées avec amortissement

On dit qu’un systéme physique est le siege d’oscillations forcées (systéme force), s’il est
soumis a une force d’excitation extérieure périodique notée f')(t). Le systéme regoit dans ce cas de
I’énergie en continu de 1’extérieure (tant que la force lui est appliquée), lui permettant d’osciller
d’une fagon permanente. On parle alors d’oscillations entretenues dans le systéme. Dans le cas
contraire il est considéré comme libre. On va traiter dans un premier temps le cas d’une force
excitatrice sinusoidale d’amplitude F, et de pulsation £ appelée pulsation d’excitation :

F(t) = Fycos (2t)
La forme complexe de 1’excitation est :
F(t) = Fye! avec j?2 = —1

IV.2. Equation de Lagrange des systémes forcés

Si en plus du frottement visqueux, il existe une force d’excitation externe F(t) comme il montre la
figure ci-dessous (figure IV-1). Rappelons que I’équation de Lagrange d’un systéme forcé avec
amortissement s’écrit :

d <0L) oD, 0L

at\aq) " oq g "1

.« ., S . . y . =4 .
ou F,(t) est la force généralisée associée a la force excitatrice extérieur F(t) qui se calcule par :

—

L
F () = F(t) 'aL;

T'r : est le vecteur qui pointe vers le point d’application de la force F(t).

F,.:(t) = Fycos (At + ¢

k
L i
1]

X

Figure IV-1 : systeme forcé

IV.2.1. Exemple
Un pendule simple se déplace sans frottement on applique une force F(#) horizontale sur la masse m
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La force généralisée F, associ€e a la force excitatrice extérieur

__ow

F(b): F,= PP

w : travailo> w = F(t).7

T : est le vecteur qui pointe vers le point d’application de la force

Coordonnée généralise pour le pendule est
F(t) = Fgogcos ({&)

. F(f) =ﬁF(t)l _ s> w= F(t).7 = F(t)lsind
r = lsin@i + lcos0j

F,= Z—: = Fq = F(t)l cos0 : 1a force généralisée

IV.3. Equation du mouvement des systémes forcés
Pour déterminer 1’équation différentielle décrivant un systéme forcé avec amortissement a

un degré de liberté (ddl) on utilise les expressions suivantes :
= L’énergie cinétique : T = %a q?
= L’énergie potentielle : U = %b q>
= Fonction de dissipation : D, = %c q?
* La force géneéralisée : Fq(t) = FoqcosQ2t

En dérivant ces expressions selon I’équation de Lagrange d’un systéme forcé signalée en haut on

obtient :

§+ b+ cq = FogcosQt = §+2q +q =" cosar
= el =
aq + bq + cq = Fy4cos G+_q+_q=-_"cos

Equation qui peut étre écrite sous la forme :
F
4+28q+wiq= %cos.ﬂt
Avec :

8 = — : coefficient d’amortissement (s™!)

b
2a

wo = \/é : pulsation du systéme libre non amorti (rad. s™')
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IV.4. Résolution de I’équation du mouvement
L’équation obtenue est une équation différentielle non homogéne du 2°™ ordre, dont la
solution générale q4(t) est lasomme de deux solutions ; la solution homogéne qp (t) de I’équation
sans second membre et la solution particuliere q,, (t) avec second membre :
qq(t) = qn(t) + q,(t)
Sachant que la solution qp(t) s’atténue de plus en plus avec le temps pour s’annuler a
I’infinie, le régime d’oscillations peut étre divisé en deux phases :

IV.4.1. Phase transitoire
La solution homogene q(t) décrit le régime oscillatoire libre amorti qui s’atténue de plus

en plus au cours du temps quel que soit le type d’amortissement (voir chapitre. III). Tant que
I’amplitude de cette solution est comparable a celle de la solution particuliére les oscillations dans
le systéme ne peuvent étre que la somme des deux solutions. Le régime vibratoire dans ce cas est

appelé transitoire car sa durée est limitée dans le temps.

IV.4.2. Phase permanente
Aprés I’extinction des vibrations libres amorties exprimées par qp(t), il ne reste

pratiquement dans le systéme que les vibrations qui sont dues a I’excitation extérieure f(t) et
qui sont représentées par la solution g, (t). Ces vibrations persistent dans le systéme tant que la
force excitatrice reste appliquée au systéme. Pour cette raison le régime vibratoire correspondant
est appelée permanent.

Donc la solution générale q4(t) de I’équation différentielle se réduit a la solution
particuliére g, (t) et on écrit par conséquent :
t—o
qn(t) —0
= q4(t) = qp(t) + q,(t) = q,(2)
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q),

V\/\/\M = qn(t) : homogene

\/V\./\/\/ \/V\/\A/ \/ﬁ = q,(t): particuliére
\/Wf VNV =a4,® = au® + 4,0 = 4,

R — -—

Régime Régime permament
T'ransitoire

Figure IV-2 : Régime transitoire - Régime permanent

IV.4.3. Méthode des nombres complexes
Pour trouver la solution de 1’équation différentielle d’une maniére plus facile, on passe a la

représentation complexe :
c-a-d:
Fy(t) = Foqcos0t = F,(t) = Fo,e/" avec Fo, = Fo,e°

Alors que la solution particuliere qui est de la forme :

qq(t) = qocos(2t + @)
Aura la forme complexe :

4,(t) = qoe’™ avec go = qoe*
Donc :
qq(t) = Go(jR) e s et qq(t) = qo(j2)%e!? = —go 2% el
En remplagant I’équation différentielle :
4+28q+ wiq= %cos!)t

par sa forme complexe i.e. on remplace chaque membre de 1’équation par le nombre complexe

correspondant on obtient :

. . . F .
—qo 2% + 257G, (j2) e + wigyel?t = %e’m
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Apres avoir simplifié les facteurs communs entre les deux membres de 1’équation différentielle,
celle-ci se réduit a une équation algébrique simple dans I’ensemble des nombre complexes

comme suit :
— 2 2 . FOq
qO[(wO -0 ) + 26.0]] = T = AO

Le seul inconnu étant g on obtient finalement la solution complexe :
Ap
(w§ — 0%) + (269)j]

CI0=[

Alors la solution générale décrivant le systéme forcé avec amortissement a 1ddl est :

qq(t) = qocos(2t + @)
Avec :

Ao

» L’amplitude : ¢ = |qo| =

J (w3-02)2+(2602)2
= Ledéphasage: @ = —Arctan(ian)
wg—2
Rappelons que £2 est la pulsation de la force excitatrice Fg(t).

IV.5. Phénoméne de résonnance

Le phénomene de résonance est la propriété partagée par un trés grand nombre d'objets et
de systémes physiques d'absorber préférentiellement de I'énergie, généralement sous forme
mécanique ou €lectromagnétique, lorsqu'ils sont soumis a des forces périodiques a une certaine
pulsation particuliere appelée pulsation de résonance notée 12,..

Le phénomeéne de résonance en amplitude correspond a 1I’augmentation maximale de
I'amplitude d'oscillation g d'un systéme physique lorsque celui-ci est excité a la pulsation de
résonance {2,..
qo Est maximale lorsque :

dao
dn

0=0,

qu d AO
-0 =0

ae J(wg —22)" + (260)?

Alors :
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[-40(w? - 0?) + 8620]4
2[(w§ —(}22)2 + (26.{2)2]3/3 =0 > [(wg—0%) 282 =0

= 0% = w3 — 262

Cette valeur qui annule la dérivée n’est pas toujours définie, elle est sujet de la condition :
w? 282>0:>6<1:>f<1
0 wo 2 V2

Cette condition est dite condition de résonnance et la pulsation de résonnance correspondante

0, = ’w% — 262

0, = wgy/1 — 282

Dans ce cas I’amplitude et déphasage de résonnance :

est:

Ou

Ao

@i —ap2 + 260,

Qomax = 9o (-Qr) =

Arctan 250,
Q = —Arctan(———
wi — 2%
Ay o O o Q
Jomay = ————" B :
Zﬁsz - &2 i -
0 i \Résonnance = < :15 '
0 =0 LR : 7 b
= — = —— i e | -
r o P : J .| R JI( __________________
In'y a pas de résonnal:wcv;-:& f }E_'—.li T : '\
; ) el I
/H: 2t 0
Ik @

Figure IV-3 Amplitude et déphasage en fonction de Q
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La figure IV-3 illustre la variation de 1’amplitude q, et le déphasage ¢ en fonction de la pulsation

d’excitation Q. On remarque que I’amplitude q, posséde un maximum pour une pulsation Q. réelle si et

. . . . .. é 1
seulement si I’amortissement est faible et remplit la condition : § = — < —
0

® V2

Remarque :

_Si 1n=/2—252:> Q,) = =% __
1 on remplace i2, wo qO( r) qomax 28\/@ 2{\/1_—52

- Pour les faibles amortissements (§ << wy) :
Ay Ay
20w, 2§

9o ('Qr) =

IV.6. Bande passante et facteur de qualité
e Le facteur de qualité noté¢ Q d’un systéme est défini par :
Q= ZnE—s o
E ;= ¢énergie dissipée par amortissement dans le systéme pendant une période d’oscillation
E ;=¢nergie totale du systéme
D’ou on tire :

0,
Q=35

e Labande passante Af2 est égale a la largeur de la courbe de résonnance pour I’amplitude :

CIo(-Q) — qdomax

)
AR=0,—-0_
02, et 2_: les deux pulsations de coupure pour lesquelles I’amplitude associée est :
Gomax
) =
qo(2) 2
Remarque : Pour les faibles amortissements c.-a-d. & << on aura :
AR =26
02, 02,
= — [ —
Q 28 e AR

Donc :
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Wy

A ~ —

Q

Go,

Qomax /..—-—\\

Jomax -~-—----fa—---_-\.h-___
i

V2 ____,_/' :q&ﬁ: \\‘“h_
AR
o . o, 1, -2

Figure IV-3 Bande passante
IV.7. Puissance fournie et puissance dissipée

e La puissance instantanée

La puissance fournie par la force extérieure est calculée a partir de la relation :
Pp(t) = Fexe(1). v(1)
ou
F . : est la force extérieure

v(t): la vitesse du point ou la force est appliquée

v(t) = q(t) et qq(t) = qocos(2t + @)
Pr(t) = [Focos(2t)][—qof2sin(2t + ¢)]

= Pp(t) = [Fycos(2t)] [qo.Qcos(.Qt + ¢+ g)]
= Pp(t) = FoqoR2[cos(2t)][cos(2t + ¢")]
Avec :
=9+
e La puissance moyenne

La puissance moyenne, notée Py, ,,,, est par définition :

1 T
Pmoy:?f Pp(t)dt
0

1 m 1 ,
Py = EFOCIO-Q [cos((p + E] = EFoCIo-Q[Sm(‘P)]
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( _ 260
tang = _(—wg-nz)

. tang Fg
sing = ——— 502 1

2 —

v 1t+tan<e = Pmoy = a

Foq

qo = S
L \/ (w3-02)2+(2602)2

(w3-02)2+(2802)2

“og 260 02 104
= e @ = —Arctan(———; Py = .
qO \/(a)(z)—ﬂz)2+(26.(2)2 (w%—ﬂz) moy (w%—92)2+(289)2

Figure IV.4 go, g et P,,,, en fonction de la pulsation d’excitation £2
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Chapitre V : Systémes linéaires a deux degrés
de liberté.
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V.1. Systémes a deux degrés de liberté

V.1. Systémes a deux degrés de liberté

Un systeme a 2 degrés de liberté peut étre considérer comme 2 systémes a un seul degré de liberté
couples. Un tel systeme nésite 1’utilisation de deux coordonnées généralise ¢ et g2 pour étre
parfaitement décrit. Par conséquence on a besoin de deux équations déférentielles, ces équations

sont obtenues a partir de systéme d’équation de Lagrange (dans le cas générale) :
(i(éL) aDa_ JdL _F
dt\dq,/ 0q,; 0q, at
d /0L oD, 0L
ai53;) * 3, ~ag; =
e L’¢énergie cinétique : T =T( ¢4, q1)

e L’¢énergie potentielle : U = U(q4, q1)
e Lagrangien totale du systeme : L = L( g1, 41,91, 91)
e Fonction de dissipation totale : D, = D,( 44, q1)

e La force généralisée agissent sur la masse m; : Fqq

e La force généralisée agissent sur la masse mz: F g,

V.1.1. Condition d’équilibre

Pour que le systeme oscille il doit vérifier les conditions d’équilibre et de stabilité

Equilibre :
au
g,
au

aq;

ql1=q2=0

q1=q2=0

Stabilité :
a%U
0q,>
a%U
aq,>

>0
ql=q2=0

>0
ql=q2=0

Remarque : on a supposé qu’a I’équilibre q;=0 et ¢>=0.
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V.1.2 Types de couplage
V.1.2.a. Couplage par élasticité
Le couplage entre les deux systémes est a travers un ressort (capacité).

|C|'1 C

I
iy M2 || ||

AT

m m
Figure V.1 : Différents systéemes mécanique et électrique couplés par é€lasticité

V.1.2.b. Couplage inertiel
Le couplage entre les deux systémes est a travers une masse (bobine).

| |2
I

Ll L L»

Figure V.2 : Systemes mécaniques et électriques couplés par inertie

V.1.2.c. Couplage visqueux
Le couplage entre les deux systémes est a travers un amortisseur (résistance).
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L

Figure V.3 : Couplage visqueux des différents systemes mécaniques et électriques

V.2 Oscillation libre non amortie

Nous allons traiter le cas particulaire d’un systéme symétrique (m;=m: , k;=kz) on sait que le

systéme d’équation de Lagrange va se réduire a : (F,=0 , D,=0)

d /oL JdL
E(a_q'l)_a_ql:
d /oL JdL
a(a—%)‘a—ﬁ"

Le but principal est la détermination des solutions ¢1(?) et ¢2(?)

*  On prendre comme exemple le systéme suivant :

V.2.a. Double pendule
mi=m;=m

I1=1=1
Type de couplage : Couplage inertiel

= [ ’énergie cinétique :

1 2 1 2
T = Tml + Tmz = Emlvl + Emzvz

{xl = IISinel
v, = lycos04

=
o~
Il

1 1

_ x'1 = ll 91('0301
1 };1 = _ll 91Sin01

= V= ’x'lz +y12 = 1191

U
Ry
[
QU
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Figure V.4 : Systeme double pendule.
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7= i +_i _ {xz = llsinel + leinez
271727y, =l;c0504 + l,c0s0,

.X:Z = ll 91C0591 + lz 9200502

yz = _ll 915':”91 - lz 92 Sinez

= Uy = ’.‘X,:zz + yzz = ll 91 + lz 92, (91 &, 92 <<)

1 . 1 . .
T= Em1(l1 6,)* + Emz(h 61 +1; 6,)°

= [ ’énergie potentielle :

U: Um1+Um2

> —
:>r2:v2:{

U1 = —mygly cosO,

Uz = —myg(lycosBq + l,c050,)

02
(01 <, 0, <) =>{€0s0 ~1——
sinf =~ 0
Donc :
Uml = Emlgll 612 - mlgll

1 1
Uz = Engh 0,% + Englz 0,” —mygly —mygl,

1 1
U= Uml + UmZ = E(ml + mz)gll 012 + Englz 022 + cst

Puisque : m/=m>=m, l;=I>=1
1 . , . 1 . . ..
T = Emlz[( 0)%+ (6, + 6,)%] = Emlz(zei + 6% +26,0,)

1 2 2 1 2 2
U= Emgl( 201 + 03) —2mgl = Emgl(z 01 +03) + cst

= Lagrangien :
T — 1 Y 12 o) 1 2 2
L=T-U=3 ml(267% + 63 + 260,0,) > mgl(2 61 +63) +cst

V.2.b. Les équations différentielles de mouvement
On obtient les équations différentielles partir du les équations de Lagrange :
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d (aL) A _ o . .
ac\ao;) " o0 T U {ml (28, + 8,) + 2mglo, =0

{Zmlzél +ml?0, + 2mgl 0, = 0 s {zzél +10,+29g6, =0
m1291+m1292+mgl 02 =0 191+102+902 =0

. g 1.

01 +—01 +—62 =0
. 17172

02 +762 + 61 =0
On pose : Wg =\/%

01+w%01 =

éz + w%ez + él
terme de couplage

V.2.c. Détermination des pulsations d’oscillation
On suppose que les solution (%) et 82(1) ont les formes générales suivant :

0.(t) = A;cos(wt + @) = 0,(t) = —A;w*cos(wt + @)
0,(t) = Aycos(wt + @) = 0,(t) = —A,w*cos(wt + @)

On remplace dans les systemes des équations :

1 1
s (w3 — w»)A, — szAz =0 s {(w% - w?A4, —szAz =0

(w3 — w4, — w?A; =0 —w?A; + (W% — w4, =0

1
- (w3 — w?) —sz (A1> B (O)
)=
~0? (@-er)) 0
2 _ 2 _ 2.2
S det (@0~ @7 = (@R -w?)?-wt=0
~w? (0§ — @?)
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1
=>Ew4—2w%w2+wﬁ=0=>w4—4w(2,w2+2w3=0

Cette équation est appelée 1’équations caractérise que ou 1I’équation aux pulsation propre
C’est une équation de la forme :

y* — 4wl y + 205 = 0;0uy = w?

AN'=4w) — 205 = 205 > 0

y_+=2w3F VA= (2 FV2)wh

L )e-= 2 -2 wy = wq :{w1:0.765w0
w, = /2+\/Ew0:w2 w2:184’8w0

@1 : (la plus petite pulsation) la pulsation fondamentale (1°"° mode).

W7 :la 1°° pulsation harmonique (2°" mode).
*  Premier mode propre : Pour w = w4 , le systéme implique que :

Aq1€re mod WE—w? . . . . O
A__mode) _ 20°21 — .709 > 0. La vibration est dite en phase car la solution s’écrit dans ce
Az(1ere mode) w7

cas :

{91(1"8 mode)(t) = Ayycos(wt + @)
02 (1¢7¢ mode) (1) = Az(1ycos(wt + @)

*  Deuxiéme mode propre : Pour @ = w3 , le systeme implique que :

Aqqere wi—w3 . . . ..
14" mode) _ 20722 — _(.7072 < 0. La vibration est dite en opposition de phase car la
Az(lere mode) w32

solution s’écrit dans ce cas :

{ 012¢me mode) (1) = Ayzycos(wt + @)
02 26me mode)(t) = —Azzycos(wt + @)
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2¢Mme mode

1¢' mode

L+

Figure V.5 : Les modes des oscillations.

V.2. Oscillations forcées amortie

= On prendre comme exemple le systéme suivant :

0y
fx

[ ™A my,

"\ | ___; / ; A Kl /
AT
R k/ /

Figure V.6 : Systéme masse+ ressort (deux degrés de liberté).

La force applique est : F(t) = Fycos(2t)
Le but ¢’est la détermination de solution xi(?) et x2(2).

V.2.a. les équations de mouvement et les solutions :

L 1. .. 1 .
= L’énergie cinétique: T = Typq + Tryz = Emlx% + Emzx%

= ].’énergie potentielle :

1, 1 ,

U=Uy + U =Ek1x1 +Ek2(x1 — X2)
1., 1 2, .2

=>U= §k1x1 +Ek2(x1 + x5 — 2X1X2)

1 2 1 2
> U= E(kl + kz)xl + Ekzxz - klexz
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= Lagrangien :

1,1 5, 1 2 1, 5
L=T-U-= §m1x1 + Emzxz — f(kl + ky)xi — Ekzxz + kyx1x,

. C . 1 1.
= Fonction de dissipation : D, = 2 av? = > axs

= [ a force généralisée :

x1 - F(t)
1
dip
r =X l - —=1
Pt Tan = Fyy = F()
F(t) = F(©).1

On obtient les équations différentielles partir du les équations de Lagrange :

d(aL) ap, IL _

dt 0x1 dx1  0xq - Fxl = {ml.&'l + a;'vl + (kl + kz)xl - kaZ = F(t)
i("_L)_F%_"’_L:FZ myX; + kyx; — kxq =0
dt \dx, Ik, Ixy x

(.. a (ky + k3) k, F(t)
x1+—x1+— 1~ —Xp = —
my m, m, my

k;
xz +—xy ——x1 =0
m; m;
On s’intéresse seulement au régime permanant :
= M¢éthode de nombre complexe :

F(t) = F()COS(.Qt) = F = Foejnt; FO = Fo

donc les solutions sont :

{xl(t) = A cos(2t + ¢,) X, =A,6%; 4, = A el?1
x,(t) = A,cos(2t + ¢,) X, = A,/ ; 4, = A,e/*2

On remplace dans les systemes des équations :

-2 174,e

j2t
( 1 kZ) - jﬂt kZ A o2t — Foe]
m, my m,q

— , a _ ,

A (—0%)el? + m—A1(m)e1m +—
1

=

mz m2
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ki+k a _ k, _ F

Kg_gz%_ﬂj i, tegz _Fo

N my my my m,
k, _ k, _ _ k, _
P L P R .
m, 1+[m2 2 0~ 2 kz—mzﬂz 1

([(M_gz +k—
N 2

my

ZZZ

. {(a + bj)A; =2

my
ZZ = CZl

F
Z _ O/ml
=171 7 (a+ bj)
ZZ=C21

Alors les solutions sont :

{xl(t) = Aicos(Qt + @)
x,(t) = Aycos(Q2t + @,)

V.2.b. Résonance et antirésonance

Cas ou : 7z1=m=m et ki=k2=k

(kq+k3) 2 k;
ac (Gt _go
Fo my kz—m; 02
’

=

b=—20
my
k;
¢ kz—mz.ﬂz
F
A= |4 |——0/"‘1
! Y Vaz b2

A, = |Zz| = cA;

Avec D, = 0 et F # 0 :systéme force mais non amorti.

m

k ., . .
En posant wg = \/;, I’équation devient :

= (Z(D(Z) — .QZ)ZI — (D(Z)ZZ =
_w%Z1 + (w% — .QZ)ZZ =0

Fy
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_Fy  (Qwi—-02%
17 m (0} - 02)2 — wi]
1 FO (1)(2)

2=

m [(w§ — 0%)? — wg]

O 2 =wy=1NR,= A;—x (et A2—») : appelée 1°° pulsation de résonnance.

o 2 =+3wy= N, = A1—wo (et A2—w) : appelée 2°™ pulsation de résonnance.
— == P . ~ . . . . .

) L ]

Al Az

Y

07 Q. 0. "Q(rd/s) 07 Q. 0. "Q(rd/s)

Figure V.7 : Graphe de résonnance et anti-résonnance pour un systeme de deux degrés de
liberté.
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Partie II : Les Ondes Mécaniques

Chapitre VI: Généralités sur les ondes
mécaniques



Ondes et Vibrations

VI.1. Introduction

On a vu dans la partie précedent les phénomeénes vibratoires liées a des systemes a 1 au 2
degrés de liberté (on peut généraliser par des systémes a plusieurs degrés de liberté). On va voir
dans la deuxiéme partie de notre cours les phénomenes lié€s a la propagation de ces vibrations, ¢’est
a qu’an appelle phénomeénes ondulatoires.
VI1.2. Définition d’une onde

Une onde mécanique est une propagation de la vibration sans qu’il y ait une propagation
de la matiere. Le mot propagation indique que c’est perturbation qui se déplace mais que le milieu,

lui, ne se déplace pas globalement.

Elle peut étre classée en deux familles : ondes mécaniques et ondes électromagnétiques.
VI.2.1. Les ondes longitudinales et transversales

Le caractere longitudinal ou transversal d’une onde mécanique résulte de la comparaison entre
la direction dans laquelle la perturbation se propage et la direction dans laquelle le milieu est
déformé dans la perturbation.

e L’onde est dite longitudinale lorsque la perturbation est une déformation du milieu

paralléle a la direction de propagation de 1’onde.

propagation horizontale

de la perturbation
_

y -

perturbation verticale
de l'eau

Figure.VI.1 : les ondes longitudinales
e L’onde est transversale lorsque la perturbation est une déformation du milieu

perpendiculaire a la direction de propagation de I’onde.
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perturbation propagation
horizontale horizontale
du ressort de la perturbation

e —

Figure.VI1.2 : les ondes transversales

VI1.2.2. La longueur d’onde

Si la perturbation du milieu est périodique. On appelle longueur d’onde la plus petite
distance, a un instant donné, au bout de laquelle le milieu se retrouve dans le méme état de
perturbation. La longueur d’onde est notée A (en m).
A=v.T
Ou v : vitesse de propagation de 1’onde.
T : période.

A o . 1
Le nombre d'onde peut étre défini comme suit : y = n

VI1.2. Equation de propagation

Une onde se propage sous forme d’une perturbation décrite par une fonction qui dépend du
temps (7) et de la position dans 1’espace (x).

On suppose généralement des milieux idéaux, sans viscosité ni dissipation, et sans forces
extérieures (comme la pesanteur). Dans ces conditions, I’onde se propage a une vitesse constante
V et conserve sa forme.

On considére une onde transversale se propageant le long de 1’axe x. A I’instant #, elle
présente une forme localisée autour de la position xs, qui correspond a 1’abscisse de son maximum.
La forme de ’onde est décrite par une fonction u = f{t, x), ou ¢ est le temps d’observation et x la
position. La fonction f{t, x) donne la hauteur de 1’onde (positive ou négative) au point x a I’instant
t, mesurée selon 1’axe vertical z. L’onde décrite est représentée schématiquement sur la Figure
(VL.3a) a I’instant #.

A D’instant #, I’onde est décrite par la fonction f{ts, x). En particulier, f{ts, xs) représente

sa hauteur maximale a la position xo.
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Aux instants suivants, I’onde se propage le long de 1’axe des x vers les valeurs croissantes.
A un instant #: > t, elle garde la méme forme mais se déplace vers une nouvelle position x: > xo.
Elle est alors décrite par f{t:, x), et sa hauteur maximale est donnée par f{#:, x1). Cette situation est

illustrée sur la Figure (VL.3b).

Figure.V1.3 : a) Une onde transversale observée a I’instant to et représentée par la
fonction f{t,x,). L’onde est localisée autour de 1’abscisse x,;b) Représentation de 1’onde a

I’instant #

En comparant la forme de I’onde aux instants to et ti, on peut tirer des conclusions générales
sur la fonction f. Comme le milieu est non dissipatif, ’onde se propage sans changer de forme : il
s’agit donc d’une simple translation vers les x croissants. En particulier, en comparant les positions
des maximas aux instants # et #, on obtient : f(t1,x1) = f(to,x0)

La perturbation f{x, #) est décrite par une équation aux dérivées partielles appelée équation
de d’Alembert (ou équation d’onde). Dans le cas unidimensionnel, elle s’€crit sous la forme :

% f(t,x) _ % f(t,x)
at? ox?

Dans laquelle f{x,?) représente I’amplitude de cette perturbation et V' la vitesse de propagation.
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VI1.3. Solution de I’équation de propagation
Pour résoudre 1’équation de propagation en une dimension, on effectue le changement de
variable u = x — Vt. On montre alors que toute fonction de la forme g(x — Vt) constitue une
solution de 1’équation d’onde, c’est-a-dire f(x,t) = g(x — Vt).
of dudg _ _ 09 Of _ oudg_ 0%
at  dt ou ‘du  ot? at du? ou?
of _oudg_og 0f oudg 099
dx O0x du du 9dx*> I9x du? ou?

df(t x) -V df(t,x)
at? ox2

Avec :

2 2

2979 299
n tr VE—==V" =
On trouve oz 2

Ainsi, on vérifie que g(x — Vt) satisfait ’équation de d’Alembert ; c’est donc une
solution de 1’équation de propagation. De méme, h(x + Vit)constitue également une solution.

On peut ainsi écrire la solution générale de I’équation des ondes sous la forme suivante, en
se basant sur les résultats précédents :

fx,t) = glx — Vt) + h(x +Vt)

VI1.4. Onde progressive sinusoidale

Une onde progressive est la propagation d’une perturbation locale dans un milieu matériel
(comme une corde). Sa principale caractéristique est que cette perturbation se répete identique a
elle-méme apres un temps 7 (période) et sur une distance 4 (longueur d’onde). Pour cela, le milieu
doit étre tres étendu par rapport a la longueur d’onde. Des exemples d’ondes progressives sont les
vagues, les ondes sonores et les ondes lumineuses.

On considére une onde progressive se propageant le long de 1’axe x. Le point situé en x =
0 est animé d’une vibration sinusoidale de la forme suivante : S(x = 0,t) = Sysin (wt)

Le point se trouvant a 1’abscisse x > 0 aura la méme vibration que celle du point x = 0 mais avec
un retard égal a ¥/}, :

S(x,t) = Sysin (w(t — x/V))= Sosin (wt — w?x) = S(x,t) = Sysin (wt — @(x))
Ou : @(x), représente le déphasage 1ié au temps de propagation * /V'
L’onde progressive sinusoidale s’€crit sous la forme suivante qui permet de mettre en évidence la

double périodicité (dans le temps et dans I’espace) : S(x,t) = Sysin (Zn(i - E)
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La quantit¢ T = %ﬂ est la période temporelle tandis que la quantité A = V.T est la longueur

d’onde qui constitue la période spatiale. On peut vérifier aisément que :

{S(x +ni, t) = Sysin (x,t)
S(x,t + nT) = Sysin (x, t)

Ou : n est un nombre entier.

L’onde progressive s’écrit souvent : S(x,t) = Sosin (wt — kx)

Ou: S, : est I'amplitude qui s’exprime en m.
w: est la pulsation du mouvement qui s’exprime en rad/s.

2 , , .
k = % = 7”: est appelé le module du vecteur d’onde qui s’exprime en m
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Chapitre VII : Cordes vibrantes
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VII.1. Equation des ondes

On considére une corde tendue, rectiligne le long de 1’axe x et de longueur infinie. On
¢tudie la propagation d’une petite perturbation le long de cette corde. Cette perturbation se fait
suivant une direction perpendiculaire (par exemple I’axe y). Considérons un ¢élément de corde

compris entre x et X + dx, soumis a deux tensions appliquées a ses extrémités Figure (VIIL.1).

a enmouvement  Ly(XTAY)  T(x+Ax)
B(x+AX)

a I’équilibre
T(x) u,(X.1)

I —

X

Figure.VIIL.1 : Corde vibrant transversalement.

Pour établir I’équation du mouvement de la corde, on considére un petit élément de corde
situé a I’abscisse x et de longueur dx. La masse dm de cet élément est donnée par : dm = pu dx
Ou u est la densité liné¢ique de masse de la corde.

Si I’on néglige la force de pesanteur devant la tension de la corde et que I’on applique le

principe fondamental de la dynamique, on obtient :

- _ oT
Am.d=T(x—dx)—T(x) > udx.d = adx

- aT
Donc:ua=—
K ax

Comme il n'y a pas de déplacement selon x, alors, par projection sur I'axe des on trouve :

aT
a—x" =0=>T,=TycosO = cte
. u _ ar
Par conséquent, on trouve Moz = B_xy ........................... (1)
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0 K= cos0 =1 =T =T, = cte —»La tension en module reste constante pour de faibles
vibrations.

. , ]
Projetons sur I'axe des y : @ <= sinf = tanf = ﬁ
D’oit T, = Tosin® = T, = Ty 22
ou y = oSino = y = Oa
L0Ty . d%u
Donc : P Ty GRZ e (2)

. 5 . . a%u a%u
A partir de I’équation (1) et (2), on obtient : u P Ty oz

. P T . . . . u ?u
Si on définit V = ’70 , qui a la dimension d’une vitesse, on constate que : P v? oz

Qui est I’équation d’onde de la corde. Est V la vitesse de propagation de cette onde.

VIIL.2. Ondes progressives harmoniques
Une onde progressive harmonique se propage le long d’une direction donnée et peut étre
décrite par I’expression suivante : u(x, t) = uysin (ot — kx)
w

| 2 . !
Ou:k= v = 7” est le module du vecteur d'onde, étant la longueur d'onde.

VII.2.1. Force en un point

On appelle force en un point la composante, selon I’axe x, de la force exercée en ce point
. . . a
par la partie gauche de la corde sur la partie droite : F = —Ta—:

Dans le cas d’une onde progressive sinusoidale, la relation devient : F = ikTuye'(@t=kx)

. . , . . du , i(wt—
La vitesse de particules s’écrit : : 4 = i iwuyel @tk

On constate que pour une onde progressive la vitesse de particules est en phase avec la force F.

VIL2.1. Impédance
On appelle impédance en un point le rapport de la ’amplitude complexe de la force a

Fy

I’amplitude complexe de la vitesse de particule : Z(x) =
y

Dans le cas d’une onde progressive, on obtient : Z(x) = uV = /uT définit I’impédance

caractéristique de la corde
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VIL.3. Oscillations libres d’une corde de longueur finie

On considére une corde de longueur L, fixée aux extrémités x=0 et x=L. On cherche des

%u(tx) 2 2u(t,x)

Y .2 (I'équation de D’ Alembert) sous la

solutions stationnaires de I'équation

forme suivante : u(x, t) = f(t). g(x). En reportant dans '’équation on obtient :

fE) . Pg(x) 13() _ ,10%g(%)
oz VS o 5 e TVg o K

Ou Kk est une constante, seule fagon d’obtenir 1’égalité entre une fonction qui ne dépend
que du temps ¢ et d’une fonction qui ne dépend que de I’espace x.

Le cas physique k = —w? < 0 conduit aux solutions :

f(t) =F cos(wt+ @) et g(x) =G cos(kx + @)
avec w = k c, ou F et G sont des amplitudes arbitraires et ¢ et @ des phases arbitraires. Les
solutions stationnaires de 1’équation de D’ Alembert sont donc de la forme :

u(x,t) = Acos(wt + @)cos(kx + 0)

VIL.3.1. Modes propres pour des extrémités fixes

On suppose ici que les extrémités de la corde, de longueur L, de tension T et de masse m,
sont fixes. Les petites oscillations sont donc régies par 1I’équation de D’Alembert avec les
conditions limites u(0; t) = wu(L; t) = 0 pour tout temps ¢. Les solutions stationnaires forment
une famille dénombrable qui s’écrit :

u,(x,t) = A cos(w,t + @) sin(k,x)
aveck,=n % et w, = Vk, pour n entier, ou A est une amplitude arbitraire et ¢ une phase

arbitraire. La Figure VIL2 représente le tracé de u(x, t) pour différentes valeurs de n et de t. On
montre que toute solution u(x, t) de I’équation de D’ Alembert avec ces conditions aux limites se

décompose de maniere unique sur la base des modes propres sous la forme :

co

u(x,t) = Z a,u,(x,t)

n=1
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Figure.VIIL.2 : Modes propres d’oscillations n € {1; 2; 3; 4} dans le cas des extrémités fixes.

VIL.3.1. Modes propres avec une extrémité libre

On suppose maintenant que 1’extrémité située en x = L est libre de glisser sans frottement.

La résolution de I’équation de D’Alembert avec les conditions aux limites u(0; t) = 0 et

du (Lt)

P 0 pour tout temps # conduit aux solutions :

u,(x,t) = A cos(w,t + @) sin(k,x)

avec k,=n % et w, = Vk, pour n demi-entier, ou 4 est une amplitude arbitraire et ¢ une

phase arbitraire. La Figure VIL3 représente le tracé de u(x, t) pour différentes valeurs de n et de
t. On montre que toute solution u(x,t) de I’équation de D’Alembert avec ces conditions aux

limites se décompose de maniere unique sur la base des modes propres sous la forme :

u(x,t) = Z AU 1(x t)
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Chapitre VIII : Ondes acoustiques dans les
fluides
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VIII.1. Equation des ondes

Les ondes acoustiques sont des ondes mécaniques de nature élastique qui se propagent dans
les milieux fluides, tels que les gaz et les liquides. Par conséquent, 1’équation décrivant la
propagation des ondes planes dans un fluide peut étre établie en suivant une démarche analogue a
celle employée pour dériver 1’équation des ondes transversales se propageant le long d’une corde.

Pour établir cette équation, il est nécessaire de partir de 1’équation fondamentale de
I’acoustique. Considérons ainsi un tube de section § contenant un fluide, comme illustré sur la
Figure VIIL.1. On y isole un ¢lément de volume renfermant un trés grand nombre de molécules,
de sorte que le milieu puisse étre assimilé a un milieu continu. Cet élément est néanmoins
suffisamment petit pour que les grandeurs acoustiques, telles que la pression, la masse volumique

et la vitesse des particules, puissent y étre considérées comme uniformes.

x x+dx

P(.x) P(x+dx)
X_ X
Section S —> ELemenr en équilibre

U(x) | Ux+dx) |

P(x) P(x+dx)

N !
X .- —» Tasse - Y

Element en mouvement

x+U(x) x+dx+U(x+dx)

S = — —

Direction de propagation X

Figure.VIIL.3 : Propagation d’une onde acoustique
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Considérons une tranche de fluide de faible épaisseur Ax, située a la position x. Lorsqu’une
perturbation atteint cette région, les forces qui s’y exercent cessent de se compenser, ce qui
provoque la mise en mouvement de la tranche. On note u, (x, t) le déplacement, a I’instant ¢, du
plan initialement situé¢ en x. Les forces appliquées sur cette tranche aux positions x et x + dx sont
respectivement notées F,(x,t) et F,(x + dx,t). Ces forces peuvent alors s’exprimer de la
maniere suivante :

F,(x,t) =S.P(x,t)
F,(x+dx,t) = —-S.P(x+dx,t)

La résultante de ces deux forces est :
AF, = F,(x +dx,t) — F,(x,t) = AF, = S[P(x,t) — P(x + dx, )]
= AF, = —S[P(x +dx,t) — P(x,t)]

En faisant un développement en série de Taylor au premier ordre de P (x, t), on obtient :

oP i}
P(x +dx,t) = P(x,t) +adx = P(x+dx,t) — P(x,t) =dp = B_de

: —_s%
donc : AF, = Saxdx

2
En appliquant la loi de la dynamique de Newton : dmZTg =F,(x+dx,t) — F,(x,t) = AF,

o - dm &L _goP A —
D'ot:dm—7 = —S——dx avec:dm=p.s.dx
s . , . . . 19
On définit la surpression p d’un fluide compressible comme suit : p = — rh a—:

Ou B est appelé le coefficient de compressibilité.
En injectant la valeur de surpression a I’équation du mouvement ; on obtient :

*u 1 0%u Pu 1 0*u
dexF:SEde

T2 Bp ox?
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2 62u

\ 15 . . . , .. 9*u
D’ou I’équation de la propagation des ondes sonores dans le fluide s’écrit : o Ve Py,

AvecV = \/% est appelé la célérité de I’onde sonore dans le fluide.

VIII.2. Vitesse du son
Comme la propagation des ondes acoustiques dans un fluide se fait sans échange de
chaleur, elle est considérée comme un phénomene adiabatique. Dans ce cadre, on définit la vitesse

du son dans le fluide en fonction des propriétés thermodynamiques du milieu.

YPy
Po

V=

Y est le coefficient adiabatique (rapport des capacités calorifiques)

Exemple : Dans I’air, dans les conditions normales T = 20°CetP, = 105N -m™ 2,y = 1.4
etpo= 1.29kg-m=3 onendéduitV ~ 330m.s™!

- La valeur de la vitesse de propagation a I’équilibre dépend fortement de la température.

Pour une mole de gaz parfait, on a :

YRT
M

Ou M est la masse molaire du gaz.
R est la constante des gaz parfaits.

T est la température absolue.

VIIL.3. Onde progressive sinusoidale

Une onde acoustique sinusoidale, s’écrit : p(x, t) = po cos(w (t - Ifl))

On définit le module du vecteur d’onde k par : k = %
D’ou p(x,t) = po cos(wt — kx)

En notation complexe, 1’onde progressive sinusoidale s’écrit : p(x, t) = poe(@t=kx)
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1 du

La relation liant la pression acoustique et la compressibilité, a savoir : p = — 5 9x

permet d’écrire :

u(x,t) = —p f p (x,)dx = u(x,t) == —f f poe@tk0 gy

Bp

= u(x,t) == __k" i@tk o y(x ) == _Po_ Liwt-kx)
i

iwVpg

La dérivation de cette dernieére expression par rapport au temps permet d’obtenir la vitesse de
particules :

i(x,£) == L efltko
Po

On constate que pour une onde progressive la vitesse de particules est en phase avec la pression
acoustique.

VIIL.3.1. Impédance acoustique

On appelle impédance acoustique en un point le rapport de I’amplitude complexe de la

pression a I’amplitude complexe de la vitesse de particule

p(x,t)

2O =4Gn

Dans le cas d’une onde progressive, on obtient : Z (x) = Vp,

Le produit pOV définit I’'impédance acoustique caractéristique du fluide.

VII1.4. Réflexion-Transmission
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