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Notations

L(E; F)
L(E; F)
B

Mo

K

Lip(X, E)
Lipo(X, E)
X#

F(X)

lo (X)

K(E;F)
W(E; F)
T+
T#

Espace des applications linéaires.

Espace des applications linéaires continues.

Espace dual de F.

Injection canonique.

Elément neutre ou distingué, on prend 0 si X est normé.

Ensemble des espaces métriques complets pointés.

Corps des scalaires ( K =R ou C).

Espace de toutes les fonctions lipschitziennes bornées de X dans FE.
Espace de toutes les applications lipschitziennes de X dans E nulles au point e.
Espace des formes lipschitziennes sur X.

Espace de Lipschitz libre

Espace des fonctions borneés de X dans R.

Boule unité fermé de I'espace X.

Espace de tous les opérateurs linéaires compacts de E dans F.

Espace de tous les opérateurs linéaires faiblement compacts de E dans F.
Adjoint de l'opérateur linéaire.

Adjoint de I'opérateur lipschitzien.




Introduction

La notion d’un idéal d’opérateurs apparait pour la premiére fois dans les travaux de
Pietsch. Les concepts de base remontent & Pietsch [12]. Un premier résumé [13] a été donné
en 1972, tandis que le monographie " Operator Ideals" [14] est apparue en 1978 (édition de
I'Est) et en 1980 (édition de I'Ouest).

Suivant Pietsch, un idéal d’opérateur I est une sous classe de £ des applications linéaires
continues entre espaces de Banach, telle que les composants Z(X,Y) = £(X,Y)NZ satisfait

(1) Z(X,Y) est un sous espace vectoriel de L(X,Y"), qui contient la classe L des opéra-
teurs de rang finis.

(i7) Propriété d’idéal : si S € L(E,X), T € Z(X,Y) et w € L(Y,F). AlorswoT o S €
I(B, F).

La version lipchitzienne des idéaux d’opérateurs linéaires a été introduit par Achour,
Rueda, Yahi et Sanchez-Pérez dans [1]. Nous proposons dans ce travail de revoir cette géné-
ralisation en détail et d’essayer d’étudier quelques exemples et propriétés.

En 2009 Farmer et Johnson [6] ont introduit la version lipchitzienne des opérateurs p-
sommants, ils ont prouvé la premiére propriété de base. Depuis lors, beaucoup d’autres
auteurs introduisaient des versions lipschitziennes de quelques idéaux linéaires (voir, par
exemple [2], [17], [1] ).

Le mémoire est divisé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions concernant les espaces mé-
triques, les fonctions lipchitziennes, ’espace de Lipschitz et ’espace de Arens-Eells.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté les opérateurs lipschitziens de rang fini,
I'idéal lipschitzien et quelques exemples.

Le troisiéme chapitre qui s’intitule "méthodes de construction des ideaux d’opérateurs



lipschitziens" contient des définitions et des propriétés. On commencera par une définition
sur la méthode de composition. Puis on étudiera un exemple sur les opérateurs fortement p-
sommant. Nous terminerons ce chapitre par la méthode de dualité, nous présentons d’abord

la définition de la méthode de dualité et quelque proposition.



Chapitre 1
Préliminaire

Nous donnerons dans cette section quelques propriétés utiles concernant 'espace des

fonctions lipschitziennes.

1.1 Espace métriques et ’espace Lipg

Un espace métrique est la donné d’un ensemble dont les éléments sont considérés comme

des points et d'une application qui permet de mesurer si deux points sont proches ou éloignés

Définition 1.1 Soit X un ensemble non vide. On dit que d est une distance sur X si et

seulement si d est une application de X*dans R¥telle que pour tout (x,y,z) € X3 ,0on a

() d(z,y) =0 z=y (Séparation,).
(17) d(x,y) = d(y,x) (Symétrie).
(ti1) d(x,y) < d(x,z)+d(z,y) (Inégalité triangulaire).

Soit (X, dx,e) est un espace métrique pointé (i.e., e un élément neutre ou distingué, on

prend 0 st X est normé ). On note par
My = {espaces métriques complets pointés } .
Exemple 1.2 (L’espace de Holder)

Soit (X,d) un espace métrique, on considére 0 < a < 1, alors (X, d) est un espace

métrique.



1.1.1 L’espace Lip(X,E)

Définition 1.3 Soit X un espace métrique et E un espace de Banach . On note par Lip(X, E)

I’espace de toutes les fonctions lipchitzienes bornées de X dans E .
Lip(X, E) = {fonctions lipschitziennes bornées f : X — E} .

Muni de la norme

Si E' =R alors Lip(X,R) =Lip(X).

1.1.2 L’espace Lipo(X,E)

Définition 1.4 Soit (X,dx,e) un espace métrique pointé. Pour espace de Banach E, on
note par Lipy(X, E) Uespace de toutes les applications lipschitziennes de X dans E nulles

au point e .
Lipy(X, E) = {fonction lipschitziennes f: X — E f(e) =0}.

Muni de la norme

Lipo(f) = sup ||f(;2(;7];()y)||_

Si E =R alors Lipy(X,R) =Lipo(X).

1.1.3 Espace dual

Définition 1.5 Soit X un espace métrique pointé . On appelle dual de Lipschitz et on note

par X7 "lespace de Banach des formes lipschitziennes sur X .
X# = Lipo(X,R) = Lipo(X).

Muni de la norme

l’# xT) — $#
Lip(x*) = sup | (d;i @) w)



1.2 Espace de Arens-Eells

Adjoint des opérateurs lipschitziens

Soient X un espace métrique pointé et Y un espace de Banach. Sawashima [15] a dé-
fini 'adjoint lipschitzien T# : Lipy(Y) — Lipo(X) d'une application lipschitzienne T €
Lipy(X,Y) par la formule

T#: Lipy(Y) — Lipo(X)
g > T#(g)=goT

L’opérateur T#est linéaire continue et ||T#|| = Lip (T) . La restriction de T# sur Y* (si Y
un espace de Banach )définit un opérateur linéaire continue appelé 'opérateur transposer
lipschitzien de T' et noté ici par T*, on a aussi | T*|| = Lip (T) .

Espace de Arens-Eells

Dans cet section on va présenter le prédual de Lipg(X), c’est a dire I'existance d’un espace

de Banach Z, telle que Lipg(X) est isométriquement isomorphe a 7 .

Définition 1.6 Soit (X, dx) un espace métrique. Une molécule sur X est une fonction m :

X — R a support fini et satisfait Y. m(z) = 0. Désignons par M(X) l'espace vectoriel
resupp(m)
de tous les molécules définies sur X

Pour x,x" € X, la molécule my,» définie par
Mypy = Xp — Xy
Ou Xpay désigne la fonction caractéristique de A.
Remarque 1.7 On peut montrer que tout m € M(X), s’écrit sous la forme

n
T
i=1

Cette écriture n’est pas unique .En effet. Soit

m = > om(x)A,
zEsupp(m)
~ S,
=1
= 2 m(i)Xe, > ml(r;) Ay
i,m(z;) >0 i,m(z]) <0



Soit (X,dx) un espace métrique. Munissons ’espace des molécules M (X) de la norme

suivante

||m||M(X) - {infz (Al d(i,27) :m = ZAi mmix;} .
=1 =1

M(X), |-l ps(x)) est une espace normé. Notons /A(X) la compleétude de I'espace normé
M(X), |-l s(x) ) - Parfois 'espace /(X) s’appelle I'espace de Lipschitz libre de X et on

note aussi par F(X). Cet espace a été présenté a la premiere fois par Arens et Eells en 1956.

Proposition 1.8 Soit X un espace métrique pointé. Les espaces X7 et A(X)*sont isomé-

triquement isomorphes. C’est-a-dire X% = A(X)*.

Démonstration. (i) On définit 'application suivante

S: EB(X)* —s Lipy(X)
@ — S(p).

Telle que S () (x) = p(mye),pour tout z,2’ € X. On a

(S9)(@) = (Sp)(&)] = lp(mae) — p(mare)|
= | (maw)|
< [lell d(, 2").
D’ou Lip(S¢) < |||l Ainsi (S¢)(0) = ¢ (0), alors S € Lipo(X).Nous concluons que S est
une application linéaire et ||S| < 1.

Maintenant on définit ’application suivante

R: Lips(X) — EX)
f — R(f).

Telle que (Rf)(m) = > m(x)f(z),pour f € Lipy(X) et m € E(X). Pourm = i Ai My .On

x =1

a donc

(RAE] = (R N )
< 3 NlIf a2) — 7 (a0
< Lip(f) l:il |\l d ((zi, 27) -

En prenant 1’ infimum portée sur tous les réprésentations de m sous la forme m =

i Ai Myar, on trouve [(Rf)(m)| < Lip(f) [|ml|, dou Rf €E(X)* et [[Rf|| < Lip(f). Alors

=1



nous concluons que R est une application linéaire non expansive (||R|| < 1) & partir de
Lipo(X) a A(X)*.Enfin, un simple calcul indique que RoS = idgx)- et So R = idx+#. Donc
X#* = B(X). m

Corollaire 1.9 Soit X un espace métrique pointé.

1) Pour toute molécule m,nous avons

Imll = sup [(m,[f)l.
EBX#

2) ||.|| g est une norme sur l’espace de molécules qui satisfait
Vo, o' € X ¢ ||myw || p = dx(z,2").

Proposition 1.10 Soient X et Y deux espaces métrique pointés. et soit T : X — Y un
opérateur Lipschitzien qui préserve le point de base.
1. L’application dx : X —A(X) définie par

Ix(x) = Mye

est une injection isométrique de X dans A(X).

2. [11, Lemma 3.1] Il existe une unique application lineaire T - (X)) —s A(Y) vérifiant

Toby=20yoT et |T|| = Lip(T). Autrement dit, le diagramme suivant commute

x—r .y
b, e
E(X) L= BY)

3. [16, Théoréme 2.2.4 (b)] Si Y = E un espace de Banach. Alors, il existe une unique
application linéaire Ty, : A(X) — E telle que T = Ty o dx et ||[TL]| = Lip(T).

Autrement dit, le diagramme suivant commute

X T E
H(X),

Démonstration. (1) Pour tout z,2’ € X an a

[0x(2) — 5X(J'J)||}E(X) = [Imge — mx’e”fE(X) = mea:’”/E(X) = dx(z,2')
(2) Voire (|11, Lemma 3.1, Page 179]).
(3) Voire (|16, Théoréme 2.2.4 (b). Page 41]). m



Chapitre 2

Idéal des opérateurs lipschitziens

2.1 Les opérateurs lipschitziens de rang fini

Définition 2.1 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach. Un opéra-

teur lipshitzien T' € Lipo(X, E) est de rang fini si le sous espace vectoriel

s { T =10

s r,ye Xoo y}CE
i(z.y) 7

est de dimension finue.

On note Lipy(X, F) 'ensemble de tous les opérateurs lipschitziens de rang fini de X dans
E. Soit F' un espace de Banach, L (E, F') est 'espace de tous les opérateurs linéaire de rang

fini de E dans F.

Proposition 2.2 [9] Soient X un espace métrique pointé, E un espace de Banach et soit
T € Lipy(X, E). Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) T est lipschitzien de rang finie.

(17) T est de rang finie.

(iii) T € L(A(X), E) est de rang finie.

Proposition 2.3 Soient X un espace métrique pointé, E un espace de Banach et soit

T € Lipo(X, E). Si T est de rang finie alors T admet une représentation sous la forme

T = Z?:l uzfu (Uz)zgn <) s (fz)z <n € X#

Démonstration. Soit 7" € Lipy(X, E), alors d’apreés la Proposition (2.2) Ty, € L¢(E(X), E),

d’ou Tp, admet une représentation sous la forme Ty, = > 7" mf® u;, (u;); < C E,



(m3)i < n CE(X)*. Alors il existe (f;)i < n C X¥ telle que R(f;) = m; ,1 <i < n (voire la

preuve de la Proposition (1.8) pour la définition de 'application R). Pour tout x € X on a

T(x) =Tpodx(x)="Tr(mge.)

-
Il
—

.
=

.
—_

—~~
=
—
N
|
—
—
2
£

.
—_

1= =1 =1 =

.

Donc T = Zuz fz |
=1

2.2 1Idéal lipschitzien

Définition 2.4 Un idéal d’opérateur lipschitzien Iy, est un sous classe de Lipy tels que

pour tout espace métrique pointé X et tout espace de Banach E, les composants

Trip(X, E) := Lipo(X, E) N Ly,

satisfait

(1) Zrip(X, E) est un sous espace vectoriel de Lipy(X, E),

(i1) vg € Irip(X, E) pour v € F et g € X¥,

(43) propriété d’idéal : si S € Lipo(Y,X), T € Lp;p)(X,E) etw € L(E,F). AlorswoT oS
€ Ipy(V, F).
De plus, si H‘HIMP : ZLrip — [0, +o00] satisfait

(1) (Zrip(X, E),-ll7,,,) est un espace normé (Banach) et Lip(T) < |T||z,,, pour tout
TeZn,(X,E)

(#ir) |lidg : K — K, dg(A) = Al7,, =1

(iiir) llwo T oSy, < Lip(S) T, lwll, VS € Lipo(Y. X), T € Tpip(X,.E) et w €
L(E,F). Alors, (Z1ip(X, E), |||z, ) sappelle Uidéal de Banach des opérateurs lipshitziens.

Définition 2.5 (Idéal injective) On dit qu’un idéal d’opérateur lipschitzien Iy, est injec-

tive si pour tout injection linéaire métrique i : E — F (i est linéaire et ||i (z)| = ||z|| pour



tout x € E) et chaque T € Lipy(X, E ), T est dans Ly, si et seulement si, ioT € Tp;,(X, E).

Un idéal d’opérateur lipschitzien normé est dit injective si ||T||Iup =|lio T”ILip

Définition 2.6 (Les opérateurs lipschitziens approximable) [9] Soient X un espace
métrique pointé et E un espace de Banach, un opérateur lipschitzien T' € Lipy(X, E) est dit
approzimable sl est limite d’une suite d’ opérateurs lipschitziens de rang fini de X dans E

dont la norme lipschitzienne Lip.

L’ensemble de tous les opérateurs lipschitziens approximable T' € Lipy(X, E) est désignée

par Lipor(X, E). Il est clair que Lipoz(X, E) un idéal lipschitzien.
Remarque 2.7 [1/La classe Lipor est le plus petit idéal d’opérateur lipschitzien .

Lemme 2.8 Soit T € Lipy(X, E), les propriétés suivantes sont équivalents
1. T e Lipof(X, E),
2. T, € Ly(HX),E),

3. Tt € L;(E*, X*).

Démonstration. L’équivalence entre (1) et (2) apparait dans [9, Proposition (2.4)].

L’équivalence avec (3) découle du fait que (77)* = RoT" et la propriété d’idéal. m

Corollaire 2.9 Soit T € Lipo(X, E). Les propriétés suivantes sont équivalents
1. T e Lipof(X, E),
2. Ty € Ly(H(X), E), (les opérateurs linéaire approzimable de £(X) dans E)

8. Tt € L;(E*, X#),(les opérateurs linéaire approzimable de E*dans X7 )

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme (2.8). Le fait que la corres-
pondance T' € Lipy(X, E) — T, € Ly (E(X), E) est un isomorphisme, et [10, Theorem 2.1|
assure que T, peut-étre approximé par un opérateur de rang fini si et seulement si, (77)*

peut étre approximé par un operateur de rang fini. ®
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2.3 Exemples

Les opérateurs lipschitziens p-sommants

Les opérateurs lipschitziens p- sommants ont été introduite par Farmer et Johnson en

2009.

Définition 2.10 /6] Une application lipschitziene T : X — E est dite lipschitzienne p-
sommant (1 < p < 00), s’il existe une constante C > 0 telle que ¥ n € N,V (x;)1< i <n» (Yi)1< i <n
CX ,V{aitic; <, CRy
D ail|T(w:) = T()|I” < CP supy e xr > il f(x:) — f(y)]- (*)
i=1 =1

La classe des opérateurs lipschitziens p-sommants de X dans E est notée par
L
IL (X, E).

Muni de la norme

(T = inf {C : C vérifiant I’inégalité (*)} .

p

Théoréme 2.11 [6, Theorem 2/ Soit (1 < p < o0), T est un opérateur linéaire borné de E
dans F. Alors m} (T) = m, (T) .

Remarque 2.12 1) Dans la définition, on peut prendre les a; = 1.
2) Lip(T) < (T, pour tout T € I} (X, E).

Proposition 2.13 (II}(X, E),n}(.)) est un idéal injectif de Banach lipschitzien.

Démonstration.

— On montrons que ( II}(X, E),7)(.)) est un sous espace vectoriel normé de Lipy(X, E)

a) Soit T € II}(X, E), telque w}(T) = 0. On a Lip(T) < 7}(T), D'ou n(T) = 0 =
Lip(T)=0=T=0.

b) Soient Ty, Ty € I} (X, E), pour tout : (z:)1< i <n , (Wi)1<i<n € X et (ai)i<i<n C Ry,

on a

(3 0 (T3 + Do) () — (T + o) () [P)»

(32 i |13 () — Ti () IP)7 + <i o | Ta(i) — Ta(wi) )

ng(T )Supf € X#(Z?:l |f(x;) — f(?/z)|p) +m (T2)3upf € X#(Z?:l |f(xi) — f(w)")
(7T (Ty) + 77 T2>) SUPy ¢ x# (Zi:l |f(zi) — (yi)’p)p

WM:

3=

VAN
B =

IN

IN

11



Donc Ty + T3 € IIJ(X, E) et
7T£(T1 + Tg) S 7T£(T1) + 7TII;(T2)

c) Soient A € K—{0} et T € IT(X, E), on a

éai INT (2;) — AT () () I”)? = |A|éai||T<xi> — T(w:) (w1

< W T)suny e (S ol f(m) — FIP?-

3=

) A L L L )
Dot AT € IL; (X, E) et my(A\T) < [A7,(T). On d’autre part,

1 1
mi(T) = T (SAT) < Wr;(m — |\ 7H(T) < 7EONT) = 72(T) = || 72(T).

Donc pour tout A € Ket T € II}(X, E), on a
Ty (AT) = [A| 7y (T)

Donc d’aprés a), b) ,¢); I (X, E) est un sous espace vectoriel normé.

2) Maintenant, soit (7,,) une suite de Cauchy dans IT”(X, E) alors
Ve > 0,3N,,Vn,m > N : 7}(T, — T,,) < e = Lip(T, — T,,) < e.

Donc la suite (T5,) est de Cauchy dans I'espace de Banach Lipy(X, E). Alors (7,,) converge
vers un opérateur T' € Lipy(X, E) . Donc Vm,n > N et V (z;)1<i <k » (Wi)1<i<k € X

i 1T = T) (@) — (T =TIl = lim S35 (T — T (@) = (T = T (i) I”

m—00
< esupse g, (S 1f (@) = Fl”

D’ou Vopérateur T,, — T est lipschitzien p-sommant de X dans E, avec sz (T, —T) <e.
On d’autre part on a T' =T — T, + T,, € II}(X, E). D’ou (I} (X, E), 7} (T)) est un espace
de Banach.

— Propriété d’idéal : soient T € H]f(X, E),u € Lipy(Y,X) et v € L(FE, F),alors pour

1 <p<oo, (%i)i<i<n (¥i)i<i<n C Y, 0n a

=y (e Trowu)(w:) = (vo T ou)(y:)I)

=

< oll (S (1T 0 w)(a) — (T 0 ) () )
< Wi supy ey, (Sl (u(e) = fe)P? .
< ol wf (1) Lip(u sup; < ., (S | S8 () — S8 0)|)”

IN

([vll my (T) Lip(u)) sup, ¢ g, 21y l9(x:) = g(ya))IF)

12



Ce qui implique que v o T o u est Lipschitz p-sommant (vo T ou € Hﬁ(Y, F))et
ml(voTou) < |v||w(T)Lip(u) .

— On montrons que Lipy(X, E) C Hﬁ(X, E).SoitveE Eet ge X# ona
im Mwg) (@) = (wg)w)lI")™ < ol (23 Nlg(@:) — g(wa)lI”)”
. n p
o]l Lin(g) (S )

[vll Lip(g) supy ¢ g, (i1 [h(zi) — hy)[")
Donc vg € ITY (X, E) et w}(vg) < |Jv]| Lip(g).

kS

IN

#(g)(xi) - #(g)(yi)

3=

IN

D’autre part
]l Lip(g) = Lip(vg) < m; (vg).
Done 7y (vg) = ||v]| Lip(g).
— Soit Idg : K — K, Idg(\) = A, d’aprés [6, Theorem 2| 7)(Idg) = m,(Idg) = 1. Donc
(IIJ(X,E) ,7}(.)) est un idéal de Banach lipschitzine.
— Soient i : E < F injection linéaire, et T' € Lipy(X, F) tel-que ioT € H£(X, FE).Puisque

i est une injection, donnée (z;); <n, (¥:); <n dans X nous obtenons

1
p

3=

(Z T (x;) — T(?/z‘)Hp) = (Z |iT (x;) —iT( yz)Hp)

< 2Ty sp (S 1F) — FP)

feX#zl

Par conséquent T € IIL(X, E) et «l(T) < 7] (iT). Et la propriété d’ idéal donnée I'inéga-

lité inverse, et donc 7(T') = 7} (iT'). Cela montre que II. est injective. m

Les opérateurs lipschitziens p -intégrals

Soient X un espace métrique pointé et £ un espace de Banach et 1 < p < oo. Les opé-
rateur lipschitzien p-intégrale ont été introduite par Farmer et Johnson en 2009 (seulement
'ideé ) en 2012 Chen et Zheng, publient leur article initulée "Lipschitz p-integral operators

and Lipschitz p-nuclear operators".

Définition 2.14 /2] Un opérateur T € Lipo(X, E) est appelé un opérateur lipschitzien

p-intégrale s’il existe un espace de mesure finie (2,3, 1), et deux opérateus lipschitziens
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A € Lipo(Lp(p), E*), B € Lipo(X, Loo(t)) tels que le diagramme suivant est commutatif

XL g, pe
: K
it
Leo(p) Ly ()

Ot il : Loo(p) — Ly(p) est Uopérateur d’inclusion.

La classe de tous les opérateurs lipschitziens p-intégrals de X dans E est notée par

Z!(X,E). Muni de la norme
i(T) = inf {Lip(A) Lip(B)} .
Proposition 2.15 [1/ (ZX(X, E),i(.)) est un idéal de Banach lipschitzien.

Démonstration. Nous vérifions toutes les conditions dans la Définition (2.4).

— Nous commengons a vérifier que Lip(T) < iL(T) pour tout T € Z'(X,E). Soit
(A,i#, B) la factorisation pour T € Z)(X, E). Clairement kgT € Lipo(X, E**) et
Lip(T) = Lip(kgT) < Lip(A)Lip(B).D’ou Lip(T) < i}(T).

— Nous vérifions maintenant que Z(X, E) est un sous espace vectoriel dans Lipy(X, E).

(1) Soit T' € ZH(X, E), et (A, i*, B) est la décomposition pour T'. Pour tout o € K, kg(aT) =

( «A)B. Puisque oA € Lipo(L, (1), E**), alors T est lipschitzien p-intégrale et
iﬁ(aT) < Lip (aA)Lip (B) = |a| Lip(A) Lip(B).

Ce qui implique que i}(aT) < |a|if(T).
— Pour o # 0, on a i(T) = il (o 'aT) < |a7'|il(aT), par conséquent |ofil(T) <
iy (T'). Et donc
i(aT) = |aliX(T).

(2) Soient T1,Ty € Z)(X,E) et € > 0. Considérant les factorisations (A;, %, B;) pour
T;tel que Lip(B;) = % et Lip (A;) < iﬁ(Ti) +35, pour ¢ = 1,2. On peut supposer aussi que
QUQ, = 0.

— Soit Q== QUQ, Y ={5CQ:5NQ; € .,i=1,2} et on définit la mesure de

probabilité p sur €2 par

_ Lip (A1) (SN E) + Lip (Az)pa(S N €)

Hs): Lip (Ay) + Lip (As)
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On définie A : L, (1) = E*et B : X — Loo(u) par

A(S) = Ai(floy) + A2(flas)-
B(z) = Bi(z) - dq, + Ba(x) - dq,.
Ot dg, est un fonction caractéristique de €;, ¢ = 1,2. On a A(0) = 0. D’aprés 'inégalité

de Holder ( 5 + % =1), pour tout f,g € L,(1) on a

JAG) - Al < i A

o,) + Ailg

< z Lip(A;)7 Lip(A)7 (f — sl
< (3 Lip (A0S Lip (A)H I = 9ol )
< <i Lip (A >>%<z Lip (A -)WZH( Dl )7

i =1

= (L’tp (A1) + Lip(A2)) I(f — g)HLp(u)
Par conséquent A € Lipy (L,(p) , E**) et

Lip(A) < Lip(Ar) + Lip(As)

d’ailleurs B € Lipy(X, Loo(pt )) avec Lip(B) < 1 parce que B (0) = 0 et pour tout
r,y € X.

1B (z) =B W)l < [Bi(z) = BiW)llru) + 1B2(x) = Ba(W)ll 1 (n)
(Lip (By) + Lip (B2))d (z,y)
d (2,y).

IN

Pour chaque z € X, on a
Ai#B(xr) = Ai(Bi(z) do, + Ba(x) dg,))
= Ayibt By(w) + Agit By()
= kpTi(z) + kgTy(x)
= kp(Th + T)(z).
Et donc Ait B = kg (Ty + T3). Par conséquent T} + T € I]f(X, E) et

it (Ty + Ty) < Lip(A)Lip(B) < Lip(A) < il(Ty) + iy (Tz) + €

Puisque € est arbitraire, il s’ensuit que i}(Ty +Ty) < i (Ty) + i}(T3) .
(3) Pour prouver que 7" est complet. Prendre une suite (7;,) dans IpL (X, E) tel que >
n=1

iy (T, ) < oo.
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— Comme Lip(.) < il(.) et (Lipo(X,E), Lip(.)) est un espace de Banach, il existe
T:= 5 T, ¢€ Lip)(X, E).
n=1

Nous montrons que i T, =T pouri/(.).

Soit € > 0. Pour cha?;lle n € N, nous trouvons un espace de probabilité (2, , >, i),
des opérateurs lipschitziens B, € Lipo(X, Loo(itn)), An € Lipo(Ly(in), E**) avec
Lip(B,) =

o et Lip(Ay,) < ib(T,) + 5= tel que kgT), factorise par

kplu = Ay By @ X By Lao(n) iy Ly(u) Ay E™.

On peut supposer que les €2,, sont disjoints et définissons €2 := U,,en§2, et

Z::{SCQ:SﬂQnEZ,VnGN}

Définir la mesure de probabilité p sur ) par

i Nn(s N Qn)Lip(An>
u(S) = = Sed .
; Lip(A,)

Définir A : L,(u) = E* et B: X — Loo(p) par

[e.e]

AF) = 2 An(flan).

B(z) = > Au(x)dq,

n=1

81l

Clairement A(0) = 0 et B(0) = 0. Quand p = oo il est clair que Lip(A) < > Lip(A,) <
n=1
0.

Pour 1 < p < oo,en utilisant un argument similaire a celui que nous obtenons

1A ()= Al < <Z Lip (A ) 1f =9l
Et
1B(z) = By)ll L < d2,9).

Pour tout f, g € L,(i) et pour tout z,y € X .
Par conséquent, A € Lipo(L,(p), E**) avec Lip(A) < > Lip(A4,) < Z UT) + et
n=1
B € Lipo(X, Loo(p)) avec Lip(B) < 1.
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Pour tout x € X, on a

||M8

AifB(z) = ( (B ), >)

_ ( (@ 5Qn>>|9m)

— mz:l AngmBm(x) = S kpT(z) = keT ().

m=1

Et donc Aill B = kgT. Par conséquent,T € ZpL(X ,E) et

i"(T) < Lip(A)Lip(B) < Lip(A) <Y il(T,) +e.

o0
Puisque € était arbitraire, il s’ensuit que i},(T') < Z UT).

oo
Nous montrons maintenant que 7' = > T} pour la norme 25.
k=1

Pour tout n € N, on définit t, : L,(u) — E** par t,(f) = > o .1 A(f lo,). Par
le méme argument utilisé ci-dessus, nous obtenons t, € Lipg(L,(n), E**) avec Lip(t,) <
> rens1 Lip(Ag) et donc 71113010 Lip(t,) = 0.

I est facile de voir que T'— 7, | T, = t,ikB. Alors

Tim 47 (T — > T =0.
=1

(4) Fixé un point zo € X et prenons Q = {xo},>. = {Q,0} et p : > — R défini par
u() =1, 1(0) = 0.

Comme (>, €, u) est un espace de probabilité. Clairement, Lo (4) et L,(p) contiennent
les fonctions constantes.

Soient g € X# et v € E .Définir B € Lipo(X, Loo(11)) €t A € Lipo(Ly(p:), E**) parA(tl) =
t kg(v) pour tout ¢t € K et B(x) = g(x)1 pour tout x € X,ou 1 est une fonction constante
égal 1 sur €.

— Il est clair que

(ke(vg))(z) = g(x)kp(v) = g(x)A(1) = A(g(x)1) = Aij(g(x)1) = Aiy B((x), pour tout z € X.

Alors vg € ZI(X, E) et il (vg) < Lip(A)Lip(B) = |lv|| Lip(g).
(5) Soit Idg : K — K, Id(X) = X. on a i} (Idg) = ip(Idg) = 1.
(6) Soient v € Lipy(Y,X),T € I}(X,E) et w € L(E,F).Puisque T est Lipschitz
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p—integral, alors nous avons la factorisation suivante

E—vY s p_*r pe
E**
rd

)

Leoo(pt) —— Lyy(12)

v X T

Puisque les opérateurs B ov et w** o A sont Lipschitz puis w o T o v est Lipschitz p-intégral
et
L

iH(woTov) =ik(w™oAo it o Bow) < ||wl|| Lip(A) Lip(B) Lip(v).

p p

ir(woTow) < |lw|il(T)Lip(v).

Ce qui achéve la démonstration. m

Les opérateurs lipschitziens p -nucléairs

Soit 1 < p < co. Un opérateur 7' € Lipo(X, E) est lipschitzien p—nucléair (voir [2]) s’il
existe deux opérateurs lipschitziens A : {, - E et B: X — {5 et A = (\,), € ¢, telles que

le diagramme suivant est commutatif

X T.p

B A

My

loo 25 0,

Ot My((xn)n) := (AT )n, pour tout (z,), € lo.

La classe de tous les opérateurs lipschitziens p-nucléairs de X dans E est noté par
L
Ny (X, E).

Muni de la norme

vE(T) = int {Lip(B) | M| Lip(A)}

Noter que M| = ],

Proposition 2.16 [1, Proposition 2.7| (N} (X, E),v}(.)) est un idéal de Banach lipschitzien
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Les opérateurs Lipschitz compacts et faiblement compacts

Soient X un espace métrique pointé et £ un espace de Banach, et soit l'application

T: X — FE. L’ensemble{% cryy € X #£ y} est appelé image lipschitzienne de T

Elle est clair que l'application T': X — E est lipschitzienne si son image lipschitzienne est
borné dans E, en effet si Le)-T() x,y € X,z # y ¢ est borné alors il existe une constante
d(z,y)

C >0 tel que

T(z)-T(y)
d(z,y)

Ce qui implique que ||T(z) — T'(y)|| < Cd (x,y). C’est-a-direT" est lipschitzienne.

< C,pour tout z,y € X .

Définition 2.17 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach . On dit
que un opérateur T' € Lipy(X, E) est Lipschitz compact (resp .Lipschitz faiblement compact),
si son image lipschitzienne est relativement compact (resp .relativement faiblement compact)
dans E. On note par Lipox (X, E) et Lipow (X, E) les ensembles des opérateurs lipschitziens

compact et faiblement compact entre X et E, respectivement.

On a
Lipog (X, E) (resp .Lipow (X, E')) contient les opérateurs lipschitziens de rang finis.

Exemple 2.18 Si T est un opérateur de rang fini, alors Ty, est un opérateur de rang fini

et donc est compact (resp .Lipschitz faiblement compact).

Proposition 2.19 [1] Les ensembles des opérateurs lipschitziens compacts Lipok (X, E) et

faiblement compacts Lipow (X, E). Sont des idéaux lipschitziens.
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Chapitre 3

Méthodes de construction des 1déaux

d’opérateurs lipschitziens

3.1 Meéthode de Composition

Définition 3.1 Soit Z un idéal des opérateurs linéaires, un opérateur lipshitzien T € Lipy(X, F)
appartient & I o Lipy notée T € T o Lipy(X, E), s’il existes un espace de Banach F', un opé-
rateur lipschitzien S € Lipy(X, F') et un opérateur linéaire u € Z(F, E), telle que T =uo S.

Si (Z, ||-|l7) est un opérateur d’idéal normé nous écrivons
1Tl zoipy = i [|ullz Lip(S).

Proposition 3.2 Soit T un idéal d’opérateur linéaire, pour T' € Lipy(X, E). Les assertions
suivantes sont équivalentes

(1) T € ZoLipy(X, E).

(2) T, e Z(A(X), F).

Si (Z,||.lz) est un idéal d’opérateur normé, on a [Tz, = 1Tellz-

Démonstration. (1) = (2) Supposons que 1" € Zo Lipy(X, E). Alors il existes un espace
Banach F', un opérateur lipschitzien S € Lipy(X, F') et un opérateur linéaire u € Z(F, F)
tel que T'=wuo S.

Comme T}, = uo Sy, la propriété d’'idéal garantit que 7}, € Z(E(X), E). Si (Z,].]|;) est
normé alors,

1Tellz = llwe Sclly < lullz [[1Scll = [lullz Lip(S).
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En prenant I’ infimum sur toutes les factorisations de T, nous obtenons || 7% [l < [Tl 14, -
(2) = (1) Considérons la factorisation de T" donnée par T" = Ty, o dx. Comme Jy est

lipschitzien et Ty, € Z(E(X), E), alors T' € ZoLipy(X, E). Si (Z, ||.||) est normé nous avons,
HT”ZoLipo = [[TL o 5X||ZoLip0 < | Tellz Lip(dx) = [|TL]l7 -
Ce qui termine la démonstration . m

Corollaire 3.3 [1]/ SiZ est un idéal d’opérateur (normé, fermé , Banach) alors, ZoLipy(X, F)

est un idéal d’opérateur lipschitzien (normé , fermé , Banach).

Démonstration. On utilise la Propposition (3.2)

T,S € ZoLipy(X,E) <— T.,S, € Z(E(X), E)
= (T +BS),=aoT,+ S, € T(E(X), E),Va, B € K.
— ol + S € ZoLipy(X, E),Va, 5 € K.

En tant que conséquence de la Proposition (3.2), ZoLipy(X, F) contient les opérateurs
lipschitziens de rang finie.

Pour prouver la propriété d’ idéale, considérons v € Lipy(Y, X),T € ZoLipy(X, E) et
w € L(E,F). 1l existes un espace de Banach G, un opérateur lipschitzien S € Lipy(X, G)
et un opérateur u € Z(G, E) tel que T = uo S. De la propriété d’ idéale, wou € Z(G, F)
et Sowv € Lipy(Y, E) et nous concluons que w o T ov € ZoLipy(Y, F). Ce qui implique que
ToLipg est un idéal d’opérateur lipschitzien.

Maintenant nous montrons que ZoLipy est fermé pour Z est soit fermé.

Considérer une suite (T;); € ZoLipy(X, E) convergeante vers T dans Lipy(X, E). De
lim [[(T3)p — Tr|| = lim [[(T; = T)c| = lim Lip(T; = T) = 0.
i —00 i —00 i —00

Il s’ensuit que Ty, € Z(E(X), FE) et donc, T' € ZoLipy(X, F).
Clairement, (ZoLipo, ||||lzor,,) est un idéal lipschitzien normé, chaque fois que ( Z,||.[/;)

est normé
Siv € Lipy(Y,X), T € ZoLipo(X,E) et w € L(E,F) alors, par [11, Lemma 3.1| la
linéairisation de wo T ov est wo T ov on v € LIAE(Y),A(X)) avec ||9|| = Lip(v).

HwOTOUHIOLipo = ||wOTLO@||IoLip0

A

lw[l T2z 2]

[l 17 zo 2ip Lip(v).
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Donc si ( Z,||.[|7) est un opérateur Banach idéal, alors (ZoLipy, |-|l7,14,,) est un idéal de

Banach lipschitzien. m

Définition 3.4 Soit 1 < p < oo. On dit que T € L(E, F) est Cohen fortement p—sommant

(voir [3]) s’il existe C' > 0 tel que pour tout, n € Ny, ...z, € E yi,...,y" € F* on ait

ICACANTS |<C<Zxﬂ>l sup (Zm )

i=1 i=1 PEBpex \ ;4

L’ espace de tout les opérateurs linéaires fortement p—sommants est désigné par D,(E, F)

et I infimum de tout C' par d,(T).

On sait que T' € D,(E, F') si, et seulement si, T* € IL,(F*, E*) pour tout 1 < p < 0.
Exemple 1 : les opérateurs lipschitzien fortement p—sommants

En [17] les opérateurs lipschitzien fortement p—sommants sont introduits.

Définition 3.5 Un opérateur T € Lipo(X, E) est lipschitzien fortement p—sommant (1 <

p < 00), s’il existe un espace de Banach F' et un opérateur uw € Dy(F, E) tel que

[{y", T(x) = T("))| < dl, ") [ ()] - (1.1)

pour tout x,x’ € X;y* € E*. La classe de touts les opérateurs lipschitziens fortement

p—sommants de X dans E est noté par

DL

st,p

(X, E).
Munit de la norme

L
dst Ny

(T) = {inf d, (5) . Tels que C vérifie l'inégalité (1.1)}.

( D,(E,F),dL (T)) est un espace de Banach.

) Vst,p

De plus, il est prouvé que T' est lipschitzien fortement p—sommant si, et seulement si, 77,
est fortement p—sommant. Ensuite, par proposition(3.2), chaque opérateur lipschitzien forte-
ment p—sommant 7' peut étre considérée comme la composition d’un opérateur lipschitzien

et un opérateur fortement p-sommant, c’est-a-dire

L
Dst N

= Dp 9) Llp()
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Exemple 2 : les opérateurs lipschitzien compacts est faiblement compacts.

Proposition 3.6 [9/Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach . On a
1) Lipoc(X, E) = K o Lipy(X, E) isométriquement.
2) Lipow(X, E) =W o Lipy(X, E) isométriquement.

Corollaire 3.7 Soitent X un espace métrique pointé et E un espace de Banach.
Les espaces Lipog (X, E) et Lipow (X, E), sont des idéaux de Banach lipschitziens injec-

tives, pour la norme Lip (.).

3.2 Méthode de dualité

Définition 3.8 Le dual lipschitzien d’un opérateur d’idéal T est défini par
Thivo—duwal( X ) = {T € Lipy(X,E) : T" € Z(E*, X*")}.
Théoréme 3.9 Soit T un idéal d’opérateur linéaire. Alors,
ghio—dual _ qdualyp.,
De plus, si (Z ,||.||; ) est normé, alors

-l z2iw0-auar = |-l zauato i, -

Démonstration. Supposons que T' € ZLPo—dual  clesta-dire, T' € Z(E*, X#). Considé-
rons l'opérateur linéaire, continu R : X# —/B(X)* et |R|| < 1. Puisque (T7)* = Ro T" €
I(E*,E(X)*), alors Ty, € T (H(X), E) (par proposition(3.2)), donc T' € Z% o Lip,. En

d’autre part

1Tl gsuatoripy = NTLlzowe = 1(TL)"llz = | R o T ;

< ARIHT Nz = 1T - duar -

Supposons que T € Z%%o Lipy (X, E). Alors T = uoS avec u* € Z(E*, F*) et S € Lipy(X, F)
pour certains espace de Banach F. Nous avons 7" = S' o u*. Par la propriété d’idéale, nous

concluons que T € T(E*, X#), c'est T' € Ttiro—dual,
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Pour terminer la preuve, nous montrons 1’égalité des normes, soit € > 0, nous choisissons

F. S et u tel que ||u|| zaua - Lip(S) < (1 + €) ||T| zavar on obtient

oLipg ?

TN zeimg-awar = [Tl = 15" 0 w”ll < [lu”l£ 157
= |ullzaue Lip(s)
< (14O [T ]| pauar

oLipg *

Soit € — 0 nous obtenons || .., gyt < 17l zauar u

oLipg *

Corollaire 3.10 Un opérateur lipschitzien est compact (faiblement compact) si, et seulement

si, sa transposée est compact (faiblement compact).

Démonstration. Nous obtenons les résultats directement a partir de la Proposition (

3.6) et le Théoréeme (3.9). En effet, ils donnent les égalités
Lipox = K o Lipy = K™ o Lip, = KFiro—dual

et

Lipow = W o Lipy = WP o Lip, = Wkiro—dual

Ceci termine la preuve. m
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Conclusions

Suivant l'article de Achour, Rueda, Yahi et Sanchez-Pérez [1]|, un idéal d’opérateur lip-
schitzien Ly, est un sous classe de Lip des applications lipschitziennes entre espace métrique
et espace de Banach, tels que les composants Zp;,(X,Y) = L(X,Y)NZ;, satisfait

(1) Zrip(X, E) est un sous espace vectoriel de Lipy(X, E)

(ii) vg € Zrip(X, E) pour v € E et g € X7

(i4i) Propriété d’idéal : si S € Lipy(Y,X), T € Zp,(X,E) et w € L(E,F). Alors
woT oS €Zp,(Y,F).

De plus, (Zriy(X, E), H“ILp) est idéal Lipschitz de Banach, si H‘HZLip t Trip — [0, +00]
satisfait

(i) (Zpip(X, E), ||||ILp) est un espace normé (Banach) et Lip(T) < [|T||z,,, pour tout
T eZyy(X,E)

(1d1) ||idg : K — K, idg(\) = )‘HIL@ =1

(iir) llwo T o Sll,,, < Lip() T,

jwll.
Dans ce travail, nous avons effectué une étude détaillé relative a& ce théme et nous avons

présenté des exemples et des méthodes de construction sur ce sujet.
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Résumé

Oh s’intéresse dans ce nenoire a |-étudedes idéaux
d'opérat eursl i pschitziens . Au début nous avons donnél a
définition dun idéal lipschitzien avec quelque
propri ét és él ément ai res.Ensui t € nous avonsdonné quel ques
exenpl es d'i déaux |ipchitziens (p-somrantso p-i ntégral O
p-nucl éaire et conpact)Enfin nous avons donné |es
mét hodes de construction des idéaux dopérateurs
| i pchi tzi ens.

Mot s cl és

pér at eurs Li pchitzi enso Espace |i pchitzi eno Espace de
Arenskel | soidéal |ipchitzieno Qérateur |ipchitziende
rang fi ni 0 Qpérat eursLi pchi t zsommant s.

Abst r act

In this nmenmoryowe study Li pschitz operators ideals. At
first we gave sone properties on the Lipschitz ideal .V
have gi ven sone exanpl es of t he Li pschitzi deal .

Finally we have given the methods to produce
Li pschi t zoperat or i deal s.

Key words
Li pschitz mappi ngod Li pschitz spaced Arens-Eel | sspacerd
Li pschitz i deal O Li pschitzfinite di mensi onal

rankOLi pschi t zsumm ng operat ors.
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