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Notation

• N est la collection de tous les nombres naturals.

• N0 = N ∪ {0}.

• Z est l’ensemble de tout les nombres entiers.

• Rn est l’espace Euclidien.

• |α| = α1 + · · ·+ αn, αi ∈ N0, i = 1, · · · , n.

• Si J ∈ Z, alors on pose J+ = max(0, J).

• Dα = ∂|α|/∂xα1
1 · · · ∂xαnn .

• Le produit scalaire de x = (x1, · · · , xn) et y = (y1, · · · , yn), i = 1, · · · , n est définie

par :

x · y =
n∑
i=1

xi · yi.

• |B| la mesure de Lebesgue de B ⊆ Rn.

• Soient X1 et X2 deux espaces. X1 ↪→ X2 s’il existe c > 0, telle que :

‖f‖X2
≤ c ‖f‖X1

, ∀f ∈ X1.

• p′ est l’exposant conjugué de p oú 1
p

+ 1
p′

= 1.

• Soit f : Rn → R. supp f est le support de f :

suppf = {x ∈ Rn, f(x) 6= 0}.

• L1
loc(Rn) est l’espace des fonctions mesurables sur Rn, intégrables sur tout compact

de Rn.

• D(Rn) = C∞0 (Rn) est l’espace des fonction C∞(Rn) à support compact. D′(Rn) est

le dual de D(Rn), appelé espace des distribution sur Rn.
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Notation 6

• S(Rn) est l’espace des fonctions C∞(Rn) à décroissance rapide sur Rn muni de

semi norme classique

pM(f) = sup
x∈Rn

sup
|α|≤M

(1 + |x|)M |∂αf | ,∀f ∈ S(Rn).

Le dual S ′(Rn) est l’espace des distribution tempérées.

• Si f ∈ S(Rn) sa transformée de Fourier est

(Ff)(ξ) = f̂(ξ) =
∫
Rn
e−ix·ξf(x)dx

et sa transformée de Fourier inverse est

(F−1f)(x) = f(x) = (2π)−n
∫
Rn
eix·ξf(ξ)dξ

• B(x, r) est la boule de centre x et de rayon r

B(x, r) = {y ∈ Rn : |y − x| < r} .

• La fonction caractéristique d’un ensemble E et notée par

χE(x) =

 1 x ∈ E

0 x /∈ E
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Introduction

En 1938, Morrey [14] a introduit les classesMp
q(Rn) qui sont des généralisations des

espaces de Lebesgue ordinaires, puisqueMq
q(Rn) = Lq(Rn). Nous aimerions ensuite men-

tionner les travaux de John et Nirenberg, qui ont introduit BMO en 1961 (voir [10]). Au

début des années soixante, dans une série d’articles [5, 6, 7], Campanato a introduit et

étudié les espaces Lp,λ(Rn) , qui portent aujourd’hui son nom ; voir aussi Meyers [13]. Ces

dernières années, les espaces de douceur liés à les espaces de Morrey, en particulier les

espaces de Morrey de type de Besov et de type Triebel-Lizorkin, ont attiré une certaine

attention.

Les espaces non homogène de Morrey de type de Besov MBs,β
p,q (Rn), 0 < q ≤ p ≤

∞, 1 < β ≤ ∞, ont été étudiés pour la première fois par Kozono et Yamazaki [11] en

lien avec des applications à l’équation de Navier-Stokes. Egalement en relation avec des

applications pour EDP, la version homogène MḂs,β
p,q , 0 < q ≤ p ≤ ∞, 1 < β ≤ ∞, ont été

étudiées par Mazzucato [12].

Dans ce mémoire, on a basée sur le travail du Tang et Xu [23], qu’ils ont étudié les

espaces de Morrey de type de Besov et de type Triebel-Lizorkin non homogène, où ils

donnent certain normes equivalent.

Le but de ce mémoire est d’étudie les propriétés principaux de ces espaces. Plus pré-

cisément la caractérisation par la fonction maximale de Peetre. Le mémoire se divise en

trois chapitres.

Le premier chapitre est constitué des notions fondamentales sur quelques espaces fonc-

tionnels et inégalités qui seront utilisés dans les chapitres suivants.

Dans le deuxième chapitre on donne les défnitions et les propriétés des espaces de

MorreyMp
q(Rn), quelques lemmes quíon utilisera par la suite et en termine par étudie la

continuité de la fonction maximale de Hardy-Littlewood et de Peetre sur ces espaces.

Dans le troisième chapitre on donne une caractérisation pour les espaces de Morrey
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de type de Besov par la fonction maximale de Peetre et autre Normes équivalente.
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Chapitre 1

Quelques resultats préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles, dans le cadre générale

quelques propriétés sur certains espaces fonctionnels, les séries de Littlewood-Paley, et les

outils que nous aurons à utiliser dans ce mémoire. Nous rappelons aussi quelques inégalités

classiques de l’analyse harmonique.

1.1 Décomposition de Littlewood-Paley

Soit Φ (Rn) la collection de tous les systèmes φ = {φj}∞j=0 ⊂ S (Rn) de la fonction

paire à valeur réelle par rapport à l’origine, telle que φj(x) = φj(−x) si x ∈ suppφj où

suppφ0 ⊂ {x ∈ Rn : |x| ≤ 2}

et

suppφj ⊂
{
x ∈ Rn : 2j−1 ≤ |x| ≤ 2j+1

}
pour j = 0, 1, . . . ,

pour chaque multi-index α il existe un nombre positif Cα tel que

2j|α| |Dαφj(x)| ≤ Cα pour tous j = 0, 1, . . . , et tout x ∈ Rn,

et pour tout x ∈ Rn, on a
∞∑
j=0

φj(x) = 1

est appellée la partition de l’unité.

A cette partition, on associe une suite d’opérateurs de convolutions ∆j : S ′(Rn) →

C∞(Rn), définis par

F (∆jf) (ξ) = φj (ξ) f̂(ξ), pour j = 0, 1, . . .

Pour tout f ∈ S ′(Rn), la décomposition de Littlewood-Paley de f est

f =
∞∑
j=0

∆jf.

9



Quelques resultats préliminaires 10

Cette série est converge dans S ′(Rn).

Exemple 1.1
Soit ϕ0 ∈ S (Rn) une fonction, telle que 0 ≤ ϕ0 (x) ≤ 1 et

ϕ0 (x) =

 1 , |x| ≤ 1

0 , |x| ≥ 2
.

On pose
ϕ0 (x) = ϕ0 (x)

ϕ1 (x) = ϕ0

(
x

2

)
− ϕ0 (x)

. . .

. . .

ϕj (x) = ϕ1
(
21−jx

)
, j = 2, 3, ..

alors ce systeme est une décomposition de l’unité, où

suppϕj ⊂
{
x ∈ Rn : 2j−1 ≤ |x| ≤ 2j+1

}
.

1.2 Définition de certains espaces fonctionnels
Définition 1.1

Un espace vectoriel E est dit quasi-Banach s’il est complet pour la métrique d(x, y) =

‖x − y‖, avec ‖ · ‖ : E → [0,+∞[ est une quasi-norme c’est- ā -dire une fonction qui

vérifie les propriétés suivantes :

1. ‖x‖ = 0 si est seulement si x = 0.

2. ∀x ∈ E,∀a ∈ K = (R ou C) : ‖ax‖ = |a|‖x‖.

3. ∃k ≥ 1, tel que ∀x, y ∈ E : ‖x+ y‖ ≤ k(‖x‖+ ‖y‖).

Remarque 1.1
Si k = 1, la quasi-norme ‖.‖ soit une norme et l’espace E soit de Banach.
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Quelques resultats préliminaires 11

1.2.1 Les espaces de suites p-sommable
Définition 1.2

Soit 0 < p ≤ ∞. On appelle `p(N) l’espace de suites {fj}j≥0 à valeurs réelles ou

complexes telles que

∥∥∥{fj}j≥0 | `
p(N)

∥∥∥ =
(∑
j≥0
|fj|p

)1/p
<∞, si 0 < p <∞

et ∥∥∥{fj}j≥0 | `
∞(N)

∥∥∥ = sup
j∈N0

|fj| <∞

Ces espaces sont des Banach.

Théorème 1.1
Si 0 < p ≤ q ≤ ∞, alors on a `p ↪→ `q.

1.2.2 Les espaces de Lebesgue
Définition 1.3

Soient 0 < p ≤ ∞ et Ω ⊆ Rn. On pose Lp(Ω) = {f : Ω→ C , telle que f mesurable et

‖f | Lp(Ω)‖ <∞}, avec

‖f | Lp(Ω)‖ =
(∫

Ω
|f(x)|pdx

)1/p
, si 0 < p <∞

et

sup
x∈Ω

ess |f(x)|, si p =∞.

Si Ω = Rn, on pose Lp (Rn) = Lp. Les espaces Lp(Ω) sont des espaces de Banach pour

1 ≤ p ≤ ∞

Définition 1.4
Si Ω est un ensemble compact de Rn, nous écrivons

Lq,Ω = {f ∈ S ′ (Rn) : suppFf ⊂ Ω, ‖f |Lq‖ <∞}

Proposition 1.1 (Inégalité de Hölder)

Soient f ∈ Lq(Rn) et g ∈ Lq′(Rn), avec 1 ≤ q, q′ ≤ ∞ et 1
q

+ 1
q′

= 1. Alors f ·g ∈ L1(Rn)
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Quelques resultats préliminaires 12

et ∥∥∥f · g|L1(Rn)
∥∥∥ ≤ ‖f |Lq(Rn)‖

∥∥∥g|Lq′(Rn)
∥∥∥.

Proposition 1.2 (Inégalité de Minkowski)
Soient f, g ∈ Lq(Rn) et 1 ≤ q ≤ ∞. Alors f + g ∈ Lq(Rn) et

‖f + g|Lq(Rn)‖ ≤ ‖f |Lq(Rn)‖+ ‖g|Lq(Rn)‖ .

Théorème 1.2 (Inégalité de Minkowski généralisée)
Soient 0 < γ ≤ β ≤ ∞ et {fj}∞j=0 ⊂ Lγloc(Rn), alors on a

( ∞∑
j=1

(∫
Rn
|fj(x)|γdy

)β/γ
dx

)1/β

≤ c

(∫
Rn

( ∞∑
j=1
|fj(x)|βdx

)γ/β
dy

)1/γ

.

1.2.3 Les espace de Bessel
Définition 1.5

Soient s ∈ R et 0 < p ≤ ∞. L’espace Hs
p(Rn) est l’ensemble de toutes les fonctions

f ∈ S ′(Rn) telles que

‖f |Hs
p (Rn) ‖ =

∥∥∥∥F−1
[ (

1 + |ξ|2
) s

2 Ff(ξ)(.)
]∥∥∥∥
p
<∞.

1.2.4 Les espace de Zygmund
Définition 1.6

Soit m ∈ N∗. L’espace Zm (Rn) est l’ensemble de toutes les fonctions f ∈ Cm−1 (Rn)

telles que ‖f‖Zm(Rn) <∞, avec

‖f‖Zm(Rn) = ‖f‖Cm−1(Rn) + max
|α|=m

sup
h6=0

sup
x∈Rn

|∂αf(x+ 2h)− 2f∂α(x+ h) + ∂αf(x)|
|h|

.
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Quelques resultats préliminaires 13

1.2.5 Les espace de Hölder
Définition 1.7

Soient m ∈ N et m < s < m+1. L’espace Cs (Rn) est l’ensemble de toutes les fonctions

f ∈ Cm (Rn) telles que

‖f‖Cs(Rn) = ‖f‖cm(Rn) +
∑
|α|=m

sup
x 6=y

|∂αf(x)− ∂αf(y)|
|x− y|s−m

<∞.

1.2.6 Les espace de Sobolev
Définition 1.8

Soient p ∈ [1,∞ [ et s ∈ N∗. L’espace de Sobolev W s
p (Rn) est l’ensemble de toutes les

fonctions f ∈ Lp (Rn) telles que ∂αf ∈ Lp (Rn) pour tout |α| ≤ s.

L’espace de Sobolev est normé par ‖f |W s
p (Rn) ‖ =

∑
|α|≤s
‖∂αf‖p.

1.2.7 Les espaces de Slobodeckij
Définition 1.9

Soient p ∈ [1,∞[, s ∈]0,∞[ non entier et m ∈ N tels que s ∈]m,m + 1[. L’espace de

Slobodeckij est l’espace de toutes les fonctions f ∈ Wm
p (Rn) telles que

‖f‖W s
p (Rn) = ‖f‖Wm

p (Rn) +
∑
|a|=m

(∫
Rn×Rn

|∂αf(x)− ∂αf(y)|p

|x− y|n+(m+1−s)p dxdy

) 1
p

<∞.

1.2.8 Les espaces de Besov et de type Besov
Définition 1.10

Soient s ∈ R et 0 ≤ p, q ≤ +∞. L’espace de Besov noté Bs
p,q (Rn) est l’ensemble des

f ∈ S ′ (Rn) telles que ‖f |Bs
p,q(Rn)‖ <∞, avec

‖f |Bs
p,q(Rn)‖ :=

∥∥∥∥{2sj ‖∆jf |Lp(Rn)‖
}
j∈N0
|`q
∥∥∥∥ ,

avec les modifications habituelles lorsque p =∞ et / ou q =∞
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Quelques resultats préliminaires 14

Définition 1.11 (Espace de type Besov)
Soient s ∈ R, J ∈ Z, 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞ et 0 ≤ τ < ∞. L’espace de type Besov

Bs,τ
p,q , est l’ensemble des f ∈ S ′(Rn) telles que

∥∥∥f |Bs,τ
p,q (Rn)

∥∥∥ := sup
x∈Rn,J∈Z

1
|B(x, 2−J)|τ

∥∥∥∥{2js
∥∥∥∆jf |Lp(B(x, 2−J))

∥∥∥}
j≥J+

|`q
∥∥∥∥ <∞,

avec les modifications habituelles lorsque p =∞ et / ou q =∞.

Proposition 1.3
Les espaces Bs

p,q (Rn) et Bs,τ
p,q (Rn) sont des quasi-Banach pour 0 < p, q < 1, et des

Banach pour p, q ∈ [1,+∞].

Remarque 1.2
Les espaces Bs

p,q et Bs,τ
p,q (Rn) sont indépendants du choix de la fonction φj.

Démonstration : Voir [26, 27].

1.3 La fonction maximale

La fonction maximale est un outil important pour caractériser certains espaces fonction-

nel. Nous allons rappeler quelques propriétés de cette fonction.

Définition 1.12
Pour tout fonction f localement intégnable, on définit la fonction maxi- male par

Mg(x) := sup
r>0

1
|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|g(y)|dy (x ∈ Rn) .

Si t ∈ (0,∞), alors nous définissons Mtg(x) =
[
M |g|t

]1/t
(x) pour les x ∈ Rn.

Proposition 1.4
Soit 1 < p <∞ et 1 < q ≤ ∞. Alors

(i) Si θ ∈ L1(Rn) et g ∈ L1
loc(Rn), on a

∣∣∣(t−nθ( ·
t

))
∗ g(x)

∣∣∣ ≤ ‖θ‖1Mg(x), (∀t > 0, ∀x ∈ Rn) .
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Quelques resultats préliminaires 15

(ii) Il existe une constante c = c (n, p) > 0 telle que pour tout g ∈ Lp on a

‖Mg‖p ≤ c ‖g‖p .

(iii) Il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité suivante

∥∥∥( ∞∑
j=0

(Mgj)q
)1/q∥∥∥

p
≤ c

∥∥∥( ∞∑
j=0
|gj|q

)1/q∥∥∥
p

est vérifiée, pour toute suite des fonctions de distributions {gj}j∈N localement

Lebesgue-intégrables.

Démonstration : Voir par exemple [22, p. 55-57] et [17, p. 21] ou [26, p. 89].

Proposition 1.5

Soient 0 < t, b < ∞ et f une fonction telle que suppf̂ ⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ b}. Alors

pour tout x ∈ Rn, on a

sup
y∈Rn

|f (x− y)|
(1 + |y|)n/t

≤ c (Mtf(x)) .

Démonstration : Voir [21, Théorème 1.3.1].

1.4 Interpolation
Théorème 1.3 (Théorème de Riesz-Thorin)

Soient (X,µ), (Y, ν) deux espaces mesurés et p0, p1, q0, q1 ∈ [1,∞] avec p0 6= p1, q0 6= q1.

On suppose que T est un opérateur qui renvoie Lp0(X,µ) dans Lq0(Y, ν) et Lp1(X,µ)

dans Lq1(Y, ν) tel que, pour tout fonction simples f :

‖Tf |Lqi ‖≤ Ci‖ f |Lpi‖ (i = 0, 1)

Alors T renvoie [Lp0 , Lp1 ]θ = Lp dans [Lq0 , Lq1 ]θ = Lq tels que 1
p

= 1− θ
p0

+ θ

p1
et

1
q

= 1− θ
q0

+ θ

q1
. (0 < θ < 1) de plus∥∥∥Tf ∣∣∣Lq ∥∥∥≤ C1−θ

0 Cθ
1

∥∥∥ f ∣∣∣Lp∥∥∥
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Démonstration Preuve : Voir [4, 24].
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Chapitre 2

Définitions et quelques propriétés

des espaces de Morrey

Nous allons rappeler la définition des espaces de Morrey qu’ils ont été introduits

par Morrey en 1938 (voir[14]) et qui font partie de la classe la plus large des espaces

Morrey-Campanato, cf. [15]. Ils peuvent être considérés comme un complément aux es-

paces Lq(Rn).

2.1 Définition et quelques propriétés des espaces de

Morrey

2.1.1 Espace de Morrey

Il existe plusieurs notations pour désigner les espaces de Morrey mais nous utilisons

la lettreM au lieu de L de manière cohérente dans ce mémoire.

Définition 2.1
Soient 0 < q <∞, n > 1 et 0 < λ < n, l’espace de Morrey Lq,λ(Rn) est l’ensemble des

fonctions f ∈ LqLoc (Rn) telles que

∥∥∥f |Lq,λ(Rn)
∥∥∥ := sup

x∈Rn,r>0
|B|−

λ
q

(∫
B(x,r)

|f(y)|qdy
)1/q

<∞.

Remarque 2.1

1. On a Lq,0(Rn) = Lq(Rn) et Lq,n(Rn) = L∞(Rn)

2. Pour 1 < q <∞ et λ > n , on a Lq,λ(Rn) = {0}

3. La notation Lp,λ(Rn) a été utilisée par Peetre [15].

17
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Pour λ =
(
1− q

p

)
on trouve la définition qui nous utilisons dans ce mémoire .

Définition 2.2
Soient 0 < q ≤ p ≤ ∞. L’espace de Morrey Mp

q(Rn) est l’ensemble des fonctions

f ∈ LqLoc(Rn) telles que

∥∥∥f |Mp
q(Rn)

∥∥∥ := sup
x∈Rn,r>0

|B(x, r)|1/p−1/q
(∫

B(x,r)
|f(y)|qdy

)1/q

<∞.

Remarque 2.2

• Les espacesMp
q(Rn) sont des quasi-Banach pour 0 < q ≤ p < 1 et des Banach

pour p ≥ q ≥ 1.

• Si 0 < p < q <∞, alorsMp
q(Rn) = {0}.

Exemple 2.1
Soient 1 < q ≤ p ≤ ∞ et B être une balle ouverte. Alors

χB ∈Mp
q(Rn). (2.1)

D’une part, par le théorème 2.1 et 2.3 on a

∥∥∥χB|Mp
q(Rn)

∥∥∥ ≤ c
∥∥∥χB|Mp

p(Rn)
∥∥∥ = c ‖χB|Lp(Rn)‖ . (2.2)

D’autre part, on a

∥∥∥χB|Mp
q(Rn)

∥∥∥ = sup
x∈Rn,r>0

|B(x, r)|1/p−1/q
(∫

B(x,r)
|χB(y)|qdy

)1/q

= sup
x∈Rn,r>0

|B(x, r)|1/p−1/q |B(x, r) ∩B|1/q

≥ c |B|1/p = c ‖χB|Lp(Rn)‖ . (2.3)

En combinant (2.2) et (2.3), nous obtenons (2.1).

2.1.2 Propriétés de base

Dans cette sous-section, on va donnée certains propriétés des espaces de Morrey.
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Théorème 2.1 ([19])
Soit 0 < p ≤ ∞ , alors

Mp
p (Rn) = Lp (Rn) .

Démonstration : Etape 1. Nous prouvons qu’il existe une constante c > 0 telle que

∥∥∥f |Mp
p(Rn)

∥∥∥ ≤ c ‖f |Lp(Rn)‖ (2.4)

Soit f ∈ Lp (Rn) . Alors

‖f |Mp
p(Rn)‖ = sup

x∈Rn,r>0
|B(x, r)|

1
p
− 1
p ‖f |Lp(B(x, r))‖ = sup

x∈Rn,r>0
‖f |Lp(B(x, r))‖

et on a :

‖f |Mp
q(Rn)‖ ≤

(∫
Rn
|f(y)|p dy

) 1
p

= ‖f |Lp(Rn)‖. (2.5)

Etape 2. Nous prouvons l’assertion inverse de (2.4). Soit f ∈ Mp
q(Rn), alors, par le

théorème de convergence monotone, pour tout x ∈ Rn, on a

‖f |Lp(Rn)‖ = lim
m→∞

‖f |Lp(B(x,m))‖ ≤ sup
r>0
‖f |Lp(B(x, r))‖ = ‖f |Mp

P (Rn)‖. (2.6)

En combinant (2.5) et (2.6), on obtenons le résultat souhaité.

Théorème 2.2 ([19])
Pour tout 0 < q ≤ p ≤ ∞, on a

‖ f(b·)|Mp
q(Rn) ‖= b−

n
p ‖ f |Mp

q(Rn) ‖,

pour tout b > 0 et f ∈Mp
q(Rn).

Démonstration : Par le changement de variables z = by et comme bn|B(x, r)| = |B(bx, br)|,

nous avons

‖ f(b·)|Mp
q(Rn) ‖ = sup

x∈Rn,r>0
|B(x, r)|

1
p
− 1
q

(∫
B(x,r)

|f(by)|qdy
) 1
q

= sup
x∈Rn,r>0

b
−n
p |B(bx, br)|

1
p

( 1
b−n|B(bx, br)|

∫
B(bx,br)

|f(z)|qb−ndz
) 1
q

= b
−n
p ‖ f |Mp

q(Rn) ‖ .
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Théorème 2.3 ([19])
Si 1 < q1 ≤ q0 ≤ p ≤ ∞, on a

‖ f |Mp
q1(Rn) ‖≤‖ f |Mp

q0(Rn) ‖ .

En particulier,

Mp
q0(Rn) ↪→Mp

q1(Rn).

Démonstration : Comme q1 ≤ q0, alors

‖ f |Mp
q1(Rn) ‖ = sup

x∈Rn,r>0
|B(x, r)|

n
p
− n
q1
( ∫

B(x,r)
|f(y)|q1dy

) 1
q1

≤ sup
x∈Rn,r>0

|B(x, r)|
n
p
− n
q0
( ∫

B(x,r)
|f(y)|q1dy

) 1
q1 . (2.7)

Par l’inégalité de Hölder, nous avons

( 1
|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|q1dy

) 1
q1
≤
( 1
|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|q0dy

) 1
q0
. (2.8)

Ainsi, en insérant l’inégalité (2.8) dans (2.7) , on obtient le résultat désiré.

L’interpolation sert comme outil fort pour l’étude de la continuité d’un opérateur

linéaire. Nous rappelons les résultats connus sur l’interpolation des espaces de Morrey.

Théorème 2.4 ([16])

Soit 1 < q0 ≤ p0 < ∞ et 1 < q1 ≤ p1 < ∞. Soit 0 < θ < 1, 1
p

= 1− θ
p0

+ θ

p1
et

1
q

= 1− θ
q0

+ θ

q1
. Alors :

1. On a
[
Mp0

q0 (Rn),Mp1
q1 (Rn)

]
θ
⊂Mp

q(Rn) (interpolation complexe)

2. On a
[
Mp0

q0 (Rn),Mp1
q1 (Rn)

]
θ

=Mp
q(Rn) si et seulement si p0

q0
= p1

q1

3. On a
[
Mp0

q0 (Rn),Mp1
q1 (Rn)

]
θ,p
⊂Mp

q(Rn) (interpolation réelle)

4. On aMp
q(Rn) ⊂

[
Mp0

q0 (Rn),Mp1
q1 (Rn)

]
θ,∞

si et seulement si p0

q0
= p1

q1

5. Mp
q(Rn) ⊂

[
Mp0

q0 (Rn),Mp1
q1 (Rn)

]
θ,∞
⊂Mp

q(Rn) si et seulement si q0 = q1.
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2.2 Étude de la continuité de certains fonctions sur

les espaces de Morrey

Les fonction maximale de Hardy-Littlewood et de Peetre ils jouent un rôle très impor-

tant en analyse harmonique.

2.2.1 Continuité de la fonction maximale

Dans cette sous-section, on va étudié la continuité de la fonction maximale de Hardy-

Littlewood sur les espaces de Morrey.
Théorème 2.5 ([23])

Soit 1 < β < ∞ et 1 < q ≤ p ≤ ∞. Si {fj}∞j=0 une suite de fonctions localement

intégrables sur Rn, alors il existe une constante c > 0, telle que
∥∥∥∥( ∞∑

j=0
|Mfj|β

) 1
β

|Mp
q(Rn)

∥∥∥∥ ≤ c
∥∥∥∥( ∞∑

j=0
|fj|β

) 1
β

|Mp
q(Rn)

∥∥∥∥,
où la constante c est indépendante de {fj}∞j=0.

Démonstration : Soit
( ∞∑
j=0
|fj |β

)1/β
∈Mp

q(Rn). Pour tout x0 ∈ Rn, on pose

fj(x) = f0
j (x) +

∞∑
i=1

f ij(x),

où f0
j = χB(x0,2r)fj , f

i
j = χB(x0,2i+1r)\B(x0,2ir)fj pour i ≥ 1. Par la proposition 1.4 , on a∥∥∥∥( ∞∑

j=0

∣∣∣Mf0
j

∣∣∣β ) 1
β |Lq(Rn)

∥∥∥∥ ≤ C

∥∥∥∥( ∞∑
j=0

∣∣∣f0
j

∣∣∣β ) 1
β

|Lq(Rn)
∥∥∥∥

≤ Cr
n
(

1
q
− 1
p

)∥∥∥∥( ∞∑
j=0
|fj |β

) 1
β |Mp

q(Rn)
∥∥∥∥.

Ainsi, [ ∫
B(x0,r)

( ∞∑
j=0

Mβ
(
f0
j

)
(x)
)q/β

dx

]1/q
≤
∥∥∥∥( ∞∑

j=0

∣∣∣Mf0
j

∣∣∣β ) 1
p |Lq(Rn)

∥∥∥∥
≤ Crn

(
1
q
− 1
p

)∥∥∥∥( ∞∑
j=0
|fj |β

) 1
β |Mp

q(Rn)
∥∥∥∥.

Par conséquent, nous obtenons∥∥∥∥( ∞∑
j=0

∣∣Mf0
j

∣∣β) 1
β |Mp

q(Rn)
∥∥∥∥ ≤ C∥∥∥∥( ∞∑

j=0
|fj |β

) 1
β |Mp

q(Rn)
∥∥∥∥.
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Il reste à estimer
( ∞∑
j=0

∣∣Mf ij(x)
∣∣β)1/β

sur B(x0, r). Pour i ≥ 1 et x ∈ B(x0, r), par

l’inégalité de Minkowski généralisée, on a( ∞∑
j=0

∣∣Mf ij(x)
∣∣β)1/β

≤ C
[ ∞∑
j=0

((
2ir
)−n ∫

Rn

∣∣f ij(y)
∣∣dy)β ]1/β

≤ C
(
2ir
)−n ∫

Rn

( ∞∑
j=0

∣∣f ij(y)
∣∣β)1/β

dy

Puis,[ ∫
B(x0,r)

( ∞∑
j=0

Mβ
( ∞∑
i=1

f ij(x)
))q/β

dx

]1/q
≤
[ ∫

B(x0,r)

( ∞∑
j=0

( ∞∑
i=1

M
(
f ij

)
(x)
)β)q/β

dx

]1/q

≤
[ ∫

B(x0,r)

( ∞∑
i=1

( ∞∑
j=0

Mβ
(
f ij

)
(x)
)1/β)q

dx

]1/q

≤
∞∑
i=1

[ ∫
B(x0,r)

( ∞∑
j=0

Mβ
(
f ij

)
(x)
)q/β

dx

]1/q

≤
∞∑
i=1

(
2i
)−n/q [ ∫

B(x0,2i+1r)

( ∞∑
j=0
|fj(x)|β

)q/β
dx

]1/q

≤ C
∞∑
i=1

(
2i
)−n

p r
(

1
q
− 1
p

)
n
∥∥∥∥( ∞∑

j=0
|fj |β

) 1
p

|Mp
q(Rn)

∥∥∥∥.
Ainsi, nous obtenons

∥∥∥∥ ∞∑
j=0

(
Mβ

( ∞∑
i=1

f ij

)) 1
β

|Mp
q(Rn)

∥∥∥∥ ≤ C∥∥∥∥( ∞∑
j=0
|fj |β

) 1
β

|Mp
q(Rn)

∥∥∥∥.
Donc le théorème 2.5 a été prouvé.

Remarque 2.1
Nous remarquons que lorsque β = ∞, le théorème 2.5 est également vrai. En effet,

soit M∞f(x) = sup
j
|Mfj(x)|, alors M∞f ≤M (|f |∞).

Corollaire 2.1
Soit 1 < β <∞ et 1 < q ≤ p <∞. Alors il existe une constante c > 0, telle que

( ∞∑
j=0

∥∥∥Mfj|Mp
q(Rn)

∥∥∥β) 1
β

≤ c
( ∞∑
j=0

∥∥∥fj|Mp
q(Rn)

∥∥∥β) 1
β

pour chaque suite de fonctions mesurables {fj}∞j=0 .
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Corollaire 2.2
Si 0 < t < q ≤ p <∞ et t < β <∞. Alors il existe une constante c > 0 telle que

∥∥∥∥( ∞∑
j=0
|Mtfj|β

) 1
β

|Mp
q(Rn)

∥∥∥∥ ≤ c

∥∥∥∥( ∞∑
j=0
|fj|β

) 1
β

|Mp
q(Rn)

∥∥∥∥
pour chaque suite de fonctions mesurables {fj}∞j=0 .

2.2.2 Continuité de la fonction maximale de Peetre

Dans cette sous-section, on va étudié la continuité de la fonction maximale de Peetre

sur les espaces de Morrey.

Définition 2.3
Soit 0 < q ≤ ∞. Si Ω est un ensemble compact de Rn, nous écrivons

Lq,Ω = {f ∈ S ′ (Rn) : suppFf ⊂ Ω, ‖f |Lq‖ <∞}

Définition 2.4
Soit 0 < β ≤ ∞ et 0 < q ≤ p < ∞. On appelle Mβ

p,q l’espace des suites des fonctions

{fj}∞j=0 ⊆ Lqloc(Rn), qui vérifie

∥∥∥fj|Mβ
p,q

∥∥∥ =
∥∥∥∥( ∞∑

j=0
|fj|β

)1/β
|Mp

q

∥∥∥∥ <∞.

Définition 2.5
Soit 0 < β ≤ ∞, 0 < q ≤ p < ∞ et Ω = {Ωj}∞j=0 est une suite d’ensembles compacts

sur Rn. Si fj ∈ Lq,Ωj pour j ∈ N0, alors on note par Mβ,Ω
p,q l’ensemble des suites des

fonctions {fj}∞j=0 ∈M
β,Ω
p,q .

Théorème 2.6 ([23])
Soit 0 < q ≤ p < ∞, 0 < β ≤ ∞, et Ω = {Ωj}∞j=0 une suite d’ensembles compacts

fj ∈ Lq,Ωj , j ∈ N0. Soit dj > 0 le rayon de Ωj. Si 0 < t < min{q, β}, alors il existe une

constante C telle que
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(i) ∥∥∥∥∥ sup
z∈Rn

|fj(· − z)|
1 + |djz|

n
t
|Mβ

p,q

∥∥∥∥∥ ≤ C
∥∥∥fj|Mβ

p,q

∥∥∥
(ii) ( ∞∑

j=0

∥∥∥∥ sup
z∈Rn

|fj(· − z)|
1 + |djz|

n
t
|Mp

q(Rn)
∥∥∥∥β
) 1
β

≤ C

∥∥∥∥∥
( ∞∑
j=0
|fj|β

) 1
β

|Mp
q(Rn)

∥∥∥∥∥

Démonstration : Nous prouvons seulement (i). Pour (ii) peut être obtenu en interchan-

geant ‖·|`β‖ et ‖ · |Mp
q‖ dans la preuve présentée ci-dessous.

Soint {fj}∞j=0 ∈M
β,Ω
p,q , y

j ∈ Ω et hj(x) = e−ixy
j
fj(x), alors nous avons

(Fhj) (x) = (Ffj) (x+ yj).

Par conséquent, supp Fhj ⊂ Ωj − yj .

Si {fj}∞j=0 ∈ M
β,Ω
p,q , y

j ∈ Ω satisfaisant (i) du théorème 2.6, alors {hj}j font aussi,

où Ω est remplacé par
{

Ωj − yj
}∞
j=0

, et l’inverse est également valable. Ainsi, on peut

laisser 0 ∈ Ωj , il suffit de considérer le cas Ωj = Dj = {y : |y| ≤ dj}.

Deuxièmement, nous devons prouver que (ii) tient quand Ωj = dj = {y : |y| ≤ dj}

et dj > 0. Si {fj}∞j=0 ∈ Mβ,Ω
p,q , yj ∈ Ω, puis fj ∈ Lq,Ωj . Si gj(x) = fj

(
d−1x

)
, alors

(Fgj) (x) = dnj (Ffj) (djx) et suppFgj ⊂ {y : |y| ≤ 1}.

Par la proposition 1.5, on a

|fj(x− z)|
1 + |djz|

n
t

≤ C
[
M
(
|fj |t

)
(x)
] 1
t pour tous x, z ∈ Rn (2.9)

où la constante C est indépendante de x, z, j. Si 0 < β <∞, alors par (2.9)∥∥∥∥ sup
z∈Rn

|fj(· − z)|
1 + |djz|

n
t

|Mβ
p,q

∥∥∥∥ ≤ C ∥∥∥∥[M (
|fj |t

)] 1
t |Mβ

p,q

∥∥∥∥ = C
∥∥∥M (

|fj |t
)
|Mβ/t

p/t,q/t

∥∥∥ 1
t

Puisque 0 < t < min{q, β}, on a p/t ≥ q/t > 1, β/t > 1. Par le théorème 2.5,∥∥∥∥ sup
z∈Rn

|fj(· − z)|
1 + |djz|

1
t

|Mβ
p,q

∥∥∥∥ ≤ C ∥∥∥[M (|fj |)] |Mβ
p,q

∥∥∥ ≤ C ∥∥∥fj |Mβ
p,q

∥∥∥
Si β =∞, par (2.9), on a

sup
j∈N0

sup
z∈Rn

|fj(x− z)|
1 + |djz|

1
n

≤ C sup
j

[
M
(
|fj |t

)
(x)
] 1
t ≤ C

[
M
(

sup
j
|fj |t

)
(x)
] 1
t

.

Ainsi,∥∥∥∥∥ sup
j∈N0

sup
z∈Rn

|fj(· − z)|
1 + |djz|

n
t

|Mp
q

∥∥∥∥∥ ≤ C
∥∥∥∥ sup

j

[
M
(
|fj |t

)] 1
t |Mp

q

∥∥∥∥ ≤ C∥∥∥∥M(
sup
j
|fj |t

)
|Mp/t

q/t

∥∥∥∥
1
t

Université de M’sila
NAOUMI Nadjoua

2020-2021 Sur les espaces de Morrey
de type de Besov



Définitions et quelques propriétés des espaces de Morrey 25

En utilisant la remarque 2.1, nous obtenons∥∥∥∥ sup
j∈N0

sup
z∈Rn

|fj(· − z)|
1 + |djz|

1
t

|Mp
q

∥∥∥∥ ≤ C∥∥∥∥ sup
j
|fj | |Mp

q

∥∥∥∥.
Ainsi (ii) est vrai quand β =∞.

Par le théorème 2.6 et la preuve de Triebel en [25, page 31-32] , il est facile d’obtenir le

théorème suivant.

Théorème 2.7 ([23])
Soit 0 < q ≤ p < ∞, 0 < β ≤ ∞, soit Ω = {Ωj}∞j=0 une suite d’ensembles compacts

sur Rn et fj ∈ Lq,Ωj , j ∈ N0. Soit dj > 0 le rayon de Ωj. Si ν > n/2 + n/min{q, β},

alors existe une constante C telle cette

∥∥∥F−1(MjFfj)
∥∥∥
Mβ
p,q

≤ C sup
j
‖Mj (dj·)‖Hν

2
‖fj‖Mβ

p,q

et( ∞∑
j=0

∥∥∥F−1(MjFfj)|Mp
q(Rn)

∥∥∥β )1/β

≤ C sup
j
‖Mj (dj·)‖Hν

2

( ∞∑
j=0

∥∥∥fj|Mp
q(Rn)

∥∥∥β )1/β

pour toute suite {Mj}∞j=0 ∈ H
ν
2 (Rn).
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Chapitre 3

Espaces de Morrey de type de Besov

Nous allons rappeler la définition des espaces de Morrey de type Besov, ainsi que

certaines propriétés, comme la coïncidence avec d’autres espaces, les inclusions des uns

dans les autres, où les démonstrations se trouvent dans le livre de W. Yuan, W. Sickel et

D. Yang. [27], on pourra aussi voir les articles [19, 20, 23].

3.1 Espace de Morrey de type de Besov

3.1.1 Définitions et premières propriétés

Présentons maintenant les espaces de Morrey de type de Besov.

Définition 3.1
Soient s ∈ R, 0 < β ≤ ∞, 0 < q ≤ p ≤ ∞ et φ = {φj}∞j=0 ∈ Φ (Rn). L’espace

de Morrey de type de Besov noté MBs,β
p,q (Rn) est l’ensemble de toutes les fonctions

f ∈ S ′ (Rn) telles que ‖f |MBs,β
p,q (Rn)‖ <∞, avec

‖f |MBs,β
p,q (Rn)‖ :=

∥∥∥∥{2sj
∥∥∥∆jf |Mp

q(Rn)
∥∥∥}

j∈N0
|`β
∥∥∥∥ ,

avec les modifications habituelles lorsque p =∞ et / ou q =∞.

Remarque 3.1
Pour tout s ∈ R nous avons

‖f |MBs,β
p,q (Rn)‖ = sup

x∈Rn,r>0
|B(x, r)|1/p−1/q

(∑
j≥0

2sβj
( ∫

B(x,r)
|∆j f(x)|q dx

)β/q)1/β

,

‖f |MBs,β
∞,q (Rn) ‖ = sup

x∈Rn,r>0
|B(x, r)|−1/q

(∑
j≥0

2sβj
( ∫

B(x,r)
|∆j f(x)|q dx

)β/q)1/β

,

‖f |Bs,∞
∞,∞ (Rn) ‖ = sup

j≥0
2sj
(

sup
x∈Rn
|∆jf(x)|

)
.
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Remarque 3.2

1. MBs,2
2,2 = Bs

2,2 (Rn) = Hs
2 (Rn).

2. MBs,∞
∞,∞ (Rn) = Bs

∞,∞ (Rn) = Zs (Rn) , s ∈ N.

3. MBs,∞
∞,∞ (Rn) = Bs

∞,∞ (Rn) = Cs (Rn) , s > 0 et s /∈ N.

4. MBs,p
p,p (Rn) = Bs

p,p (Rn) = W s
p (Rn) , s ∈ N∗ et 1 ≤ p <∞.

5. MB0,p
p,p (Rn) = B0

p,p (Rn) = W 0
p (Rn) =Mp

p (Rn) = Lp (Rn)

6. MBs,p
p,p (Rn) = Bs

p,p (Rn) = W s
p (Rn) , s > 0, s /∈ N et 1 ≤ p < ∞. W s

p (Rn) est

l’espace de Slobodeckij.

Théorème 3.1 ([23])
Soit φ = {φj(x)}∞j=0 ∈ Φ (Rn) et ϕ = {ϕj(x)}∞j=0 ∈ Φ (Rn) . Si s ∈ R, 0 < q ≤ p ≤ ∞

et 0 < β ≤ ∞, alors ‖f |MBs,β
p,q (Rn)‖φ et ‖f |MBs,β

p,q (Rn)‖ϕ sont des quasi-normes

équivalents sur MBs,β
p,q (Rn).

Démonstration : Si ϕ−1 = 0, alors on a φj = φj

1∑
k=−1

ϕj+k pour j ∈ N0. Par conséquent,

F−1(φjFf) =
1∑

j=−1
F−1(φjF(F−1(ϕj+kFf))).

Maintenant, nous choisissons 0 < ν < min(q, β) et u > n/2 + n/ν. Si nous remplaçons

fj et Mj dans le théorème 2.7 par F−1(ϕj+kFf) et φj respectivement, alors on obtient

∥∥∥F−1(φjF(F−1(ϕj+kFf)))|MBβ
p,q(Rn)

∥∥∥ ≤ C sup
i

∥∥∥φi (2i·
)∥∥∥

Hν
2

∥∥∥F−1(ϕj+kFf)|MBβ
p,q(Rn)

∥∥∥
où C est indépendant de j.

Par la définition 3.1, il existe une constante C pour k = −1, 0, 1, tel que

∥∥∥F−1(φjϕj+kFf)|Mβ
p,q

∥∥∥ ≤ C ∥∥∥F−1(ϕj+kFf)|Mβ
p,q

∥∥∥ .
Ainsi, ∥∥∥F−1(φjFf)|Mβ

p,q

∥∥∥ ≤ C ∥∥∥F−1(ϕjFf)|Mβ
p,q

∥∥∥ .
Alors, (i) est prouvé.
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Proposition 3.1
Soient s ∈ R, 0 < β ≤ ∞, 0 < q ≤ p ≤ ∞. Alors on a les propriétés suivantes

1. MBs,β
p,q (Rn) sont des quasi-Banach pour 0 < q ≤ p < 1, et des Banach pour

1 ≤ q ≤ p ≤ ∞.

2. Soit τ = min(1, β, q). Alors, pour tout f, g ∈MBs,β
p,q (Rn) on a

∥∥∥f + g|MBs,β
p,q (Rn)

∥∥∥τ ≤ ∥∥∥f |MBs,β
p,q (Rn)

∥∥∥τ +
∥∥∥g|MBs,β

p,q (Rn)
∥∥∥τ .

3. Soient s ∈ R, 0 ≤ β <∞ et 0 ≤ q ≤ p ≤ ∞. Alors

S (Rn) ↪→MBs,β
p,q ↪→ S ′ (Rn) .

4. MBs,β
q,q (Rn) = Bs

q,β (Rn).

5. MBs,∞
p,q (Rn) = B

s, 1
q
− 1
p

q,∞ (Rn).

6. Si 0 ≤ β < 1. Alors

MBs,β
p,q (Rn) $ B

s, 1
q
− 1
p

q,β (Rn) .

7. Soient s0, s1 ∈ R, 0 < β0, β1 ≤ ∞, 0 < q0 ≤ p0 <∞ et 0 < q1 ≤ p1 <∞. Alors

on a

MBs0,β0
p0,q0 (Rn) ↪→MBs1,β1

p1,q1 (Rn)

si

p0 ≤ p1,
q1

p1
≤ q0

p0
et s1 < s0 − n( 1

p0
− 1
p1

)

ou

s1 = s0 − n( 1
p0
− 1
p1

) et q0 ≤ q1.

8. Si s > n

p
. Alors

MBs,β
p,q ↪→ L∞(Rn).

Démonstration : Les preuves de (1) et (2) sont standard, voir le corollaire 2.6. dans [29].

(3) a été démontré dans [18], voir le théorème 3.2. (4) est évidente, voir la proposition

3.6. dans [18]. (5) et (6) voir [27]. Pour Les preuves de (7) et (8) voir [9] et [28]
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Théorème 3.2
Soit 0 < θ < 1, s ∈ R, 1 < q ≤ p <∞ et 1 < β0, β1 ≤ ∞. Alors

1. Si 1
β

= 1− θ
β0

+ θ

β1
, on a

[
MBs,β0

p,q (Rn) ,MBs,β0
p,q (Rn)

]
θ

= MBs,β0
p,q (Rn).

2. Si s0, s1 ∈ R, s0 < s1, s = (1− θ)s0 + θs1 et 1
β

= 1− θ
β0

+ θ

β1
, on a

[
MBs0,β0

p,q (Rn) ,MBs1,β1
p,q (Rn)

]
θ,β

= MBs,β
p,q (Rn).

3. Si s0, s1 ∈ R, 0 < s1, s = θs1 et 1
β

= 1− θ
β1

+ θ

β1
, on a

[
Mp

q(Rn),MBs1,β1
p,q (Rn)

]
θ,β

= MBs,β
p,q (Rn).

4. Si s0, s1 ∈ R, 0 < s1, s = θs1 et 1
β

= 1− θ
β1

+ θ

β1
, on a

[
Mp

q(Rn), B
s1,

1
q
− 1
p

p,β1 (Rn)
]
θ,β

= MBs,β
p,q (Rn).

5. Si s0, s1 ∈ R, s = (1− θ)s0 + θs1,
1
β

= 1− θ
β1

+ θ

β1
et 1
q

= 1− θ
q1

+ θ

q1
, on a

[
MBs0,β0

p,q0 (Rn) ,MBs1,β1
p,q1 (Rn)

]
θ,β

↪→MBs,β
p,q (Rn).

Démonstration : Voir [20].

3.2 Normes équivalentes

Maintenant, nous considérons les espaces MBs,β
p,q (Rn) caractérisé par la fonction maxi-

male de Peetre.
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Définition 3.2
Soit L ∈ N et AL (Rn) la collection de toutes les fonctions avec compact et satisfaisant

L(φ) = sup
x∈Rn
|x|L

∑
|γ|≤L
|Dγφ0(x)|+ sup

x∈Rn\{0},j∈N

(
|x|L + |x|−L

) ∑
|γ|≤L

∣∣∣Dγφj
(
2jx

)∣∣∣ <∞
Remarque 3.3

Il est facile de voir que Φ (Rn) ⊂ AL (Rn) pour tout L ∈ N, voir la définition de la

décomposition de Littlewood-Paley dans la section 1.1.

Définition 3.3
Soit L ∈ N, φ = {φj}∞j=0 ∈ AL (Rn) , f ∈ S ′ (Rn) et a > 0, alors on définit la fonction

maximale de Peetre

(φ∗jf)(x) = sup
y∈Rn

|(F−1(φjFf)) (x− y)|
1 + |2jy|a , x ∈ Rn,

où j ∈ N0.

Par le théorème 2.6 et la preuve de [25, page 53], on a

Proposition 3.2 ([23])
Soit s ∈ R, 0 < q ≤ p ≤ ∞, 0 < β ≤ ∞, a > n/min{q, β}. Si le nombre maximal

L > |s|+ 3a+ n+ 2, alors il existe une constante positive C telle que
( ∞∑
j=0

2js
∥∥∥∥ sup

0<τ<1

(
φτ∗j f

)
|Mp

q(Rn)
∥∥∥∥β
)1/β

≤ C sup
0<τ<1

L (φτ ) ‖f |MBs,β
p,q (Rn)‖φ (3.1)

pour tout φ = {φ}∞k=0 ∈ Φ (Rn) et φτ = {φτk}
∞
k=0 ∈ AL (Rn) , 0 < τ < 1

Ensuite, nous considérons le multiplicateur de Fourier.
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Définition 3.4
Soit m dans C∞(Rn), alorsM est appelé un multiplicateur de Fourier surMBs,β

p,q (Rn)

s’il existe une constante C telle que
∥∥∥F−1(mFf)|MBs,β

p,q (Rn)
∥∥∥ ≤ C‖f |MBs,β

p,q (Rn)‖

pour tout f ∈MBs,β
p,q (Rn) , nous écrivons

‖m‖N = sup
|γ|≤N

sup
x∈Rn

(
1 + |x|2

)N/2
|Dγm(x)| .

Proposition 3.3
Soit s ∈ R, 0 < q ≤ p < ∞, 0 < β ≤ ∞. Si N est suffisamment grand, alors il existe

une constante C telle que pour tout m ∈ C∞ (Rn) et f ∈MBs,β
p,q (Rn) on a

∥∥∥F−1(mFf)|MBs,β
p,q (Rn)

∥∥∥ ≤ C‖m‖N‖f |MBs,β
p,q (Rn)‖ (3.2)

Démonstration : Comme φ = {φk}∞k=0 ∈ Φ (Rn), on a

F−1(φkF [F−1(mFf)]) = F−1(φkmFf)

Par (3.1), φτk = mφk et le fait suivant

∣∣∣(F−1(φτFf)
)

(x)
∣∣∣ ≤ (φτ∗f) (x)

Lorsque N > |s| + 3n/min{q, β} + n + 2, alors (3.2) tient. Ainsi la proposition 3.3 est

prouvée.

Maintenant, on define l’opérateur Iσ.

Définition 3.5
Si σ ∈ R, alors l’opérateur Iσ est défini par

Iσf = F−1
( (

1 + |x|2
)σ

2 Ff
)
, f ∈ S ′ (Rn) .

Remarque 3.1
• Il est bien connu que Iσ est continu sur S ′ (Rn) et S (Rn) respectivement.
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• On a IσIx = Iσ+x.

Nous considérons les espaces MBs,β
p,q (Rn) caractérisé par un autre norme.

Théorème 3.3 ([23])
Soit s, σ ∈ R,m ∈ N, 0 < β ≤ ∞, 0 < q ≤ p < ∞. Alors Iσ est une application

isomorphe de MBs,β
p,q (Rn) à MBs−σ,β

p,q (Rn). De plus,

∑
|γ|≤m

∥∥∥Dγf |MBs−m,β
p,q (Rn)

∥∥∥ and ‖f |MBs−m,β
p,q (Rn)‖+

n∑
j=1

∥∥∥∥∥∂mf∂xmj
|MBs−m,β

p,q (Rn)
∥∥∥∥∥

(3.3)

sont des quasi-normes équivalentes sur MBs,β
p,q (Rn).

Démonstration : Premièrement, si φ ∈ {φk}∞k=0 ∈ Φ (Rn), alors φ = {φk}∞k=0 ∈ AL (Rn),

où L peut être un grand nombre maximal arbitraire et φk(x) = 2−kσ
(
1 + |x|2

)n
2 φk(x).

Si f ∈MF s,βp,q (Rn), par la proposition 3.2 et l’estimation
∣∣∣(F−1(φkFf)

)
(x)
∣∣∣ ≤ φ∗k(x), on

a ∥∥∥Iσf |MBs−σ,β
p,q (Rn)

∥∥∥ =
∥∥∥2(s−σ)kF−1(1 + | · |)σ/2φkFf |MBβ

p,q(Rn)
∥∥∥

=
∥∥∥2ksF−1φkFf |MBβ

p,q(Rn)
∥∥∥

≤ C‖f |MBs,β
p,q (Rn)‖.

(3.4)

où C est indépendant de f . Cela prouve que Iσ est continue deMBs,β
p,q (Rn) dansMBs−σ,β

p,q (Rn).

Si g ∈MBs,β
p,q (Rn), alors on a par le même argument f = I−σg ∈MBβ

p,q(Rn) et

‖f |MBs,β
p,q (Rn)‖ ≤ C‖g|MBs−σ,β

p,q (Rn)‖ = C
∥∥∥Iσf |MBs−σ,β

p,q (Rn)
∥∥∥ . (3.5)

Puisque Iσ est continue sur S ′ (Rn) , c’est aussi est continue deMBs,β
p,q (Rn) dansMBs−σ,β

p,q (Rn).

Par (3.4) et (3.5),
∥∥∥Iσf |MBs−σ,β

p,q (Rn)
∥∥∥ est une quasi-norme équivalente sur MBs,β

p,q (Rn).

Ensuite, nous montrons que la quasi-norme dans (3.3) est une quasi-norme équiva-

lente sur MBs,β
p,q (Rn). If x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, soit xσ =

n∏
j=1

x
γj
j , où γ = (γ1, . . . , γn).

D’après la proposition (3.3), on a que xγ
(
1 + |x|2

)−m/2
est un multiplicateur de Fourier
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sur MBs,β
p,q (Rn). Si |γ| ≤ m, f ∈MBs,β

p,q (Rn), alors on a

∑
|γ|≤m

‖Dγf‖
MF s,βp,q (Rn) =

∑
|γ|≤m

∥∥∥F−1(xγFf)|MBs−m,β
p,q (Rn)

∥∥∥
=

∑
|γ|≤m

∥∥∥∥F−1
(
xγ
(
1 + |x|2

)−m/2
×F

(
F−1

((
1 + |x|2

)m/2
Ff
)))

|MBs−m,β
p,q (Rn)

∥∥∥∥
≤ C

∥∥∥Imf |MBs−m,β
p,q (Rn)

∥∥∥
≤ C‖f |MBs,β

p,q (Rn)‖

(3.6)

où la dernière inégalité est obtenue par (3.4).

Enfin, on supposons que f ∈ MBs−m,β
p,q (Rn) et ∂m

∂xmi
f ∈ MBs−m,β

p,q (Rn) pour j =

1, . . . , n, on espérons prouver que f ∈MBs,β
p,q . On prétend qu’il existe des multiplicateurs

de Fourier ρ1(x), . . . , ρn(x) sur MBs−m,β
p,q (Rn), et un positif constante C telle que

1 +
n∑
j=1

ρj(x)xmj ≥ C
(
1 + |x|2

)m/2
, pour toute x ∈ Rn,

voir [25, page 60] . Par la proposition 3.3, on sait que

M(x) =
(
1 + |x|2

)m/2 [
1 +

n∑
j=1

ρj(x)xmj
]−1

est aussi un multiplicateur de Fourier sur MBs−m,β
p,q (Rn). Alors

‖f‖
MBs−m,βp,q (Rn) ≤ C

∥∥∥F−1
(
(1 + |x|)m/2Ff

)
|MBs−m,β

p,q (Rn)
∥∥∥

≤ C
∥∥∥∥F−1

(
M(x)F

(
F−1

([
1 +

n∑
j=1

ρj(x)xmj
]
Ff
)))

|MBs−m,β
p,q (Rn)

∥∥∥∥
≤ C‖f |MBs−m,β

p,q (Rn)‖+ C
n∑
j=1

∥∥∥F−1ρj(x)xmj Ff |MBs−m,β
p,q (Rn)

∥∥∥ .
Cependant, xmj Ff = CF ∂

mf

∂xmj
. Par les propriétés du multiplicateur de Fourier de ρj(x),

on obtient

‖f |MBs,β
p,q (Rn)‖ ≤ C‖f |MBs−m,β

p,q (Rn)‖+ C
n∑
j=1

∥∥∥∥∥∂mf∂xmj
|MBs−m,β

p,q (Rn)
∥∥∥∥∥ . (3.7)

Par (3.6) et (3.7), on montrons que les quasi-normes dans (3.4) sont des quasi-normes

équivalentes sur MBs,β
p,q . Cela a prouvé
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Conclusion

L’objectif de ce travail est d’étudier les espaces de Morrey de type de BesovMBs,β
p,q (Rn)

qui géneralisons les espaces de Besov Bs
p,β(Rn), les espaces MorreyMp

q(Rn) et les espaces

de Lebesgue Lq(Rn), ainsi que certaines propriétés, comme la coïncidence avec d’autres

espaces, les inclusions des uns dans les autres. Cette étude nous a permet de présenter

certains normes équivalente dans ses espaces.
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Abstract

The objective of this memory is to study the Morrey type Besov spaces MBs,β
p,q (Rn) which

generalize the Besov spaces Bβ
p,q(Rn), Morrey spaces Mp

q(Rn) and Lebesgue spaces Lq(Rn), as
well as some properties, such as coincidence with other spaces, inclusions of each other.
This study has allowed us to present some equivalent norms of its spaces.

Key words :
Morrey spaces, Morrey type Besov spaces, Besov spaces, Littlewood-Paley decomposition.

Résumé

L’objectif de ce mémoire est d’étudier les espaces de Morrey de type de Besov MBs,β
p,q (Rn) qui

généralisons les espaces de Besov Bβ
p,q(Rn), les espaces de Morrey Mp

q(Rn) et les espaces de
Lebesgue Lq(Rn), ainsi que certaines propriétés, comme la cöıncidence avec d’autres espaces,
les inclusions des uns dans les autres. Cette étude nous a permet de présenter certains normes
équivalente dans ses espaces.

Mot-clés :
Espace de Morrey, Espace de Morrey de type de Besov, Espace de Besov, décomposition de
Littlewood-Paley.
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