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Introduction

Soit E un espace vectoriel de dimension �nie n sur un corps commutatif K.

La classi�cation des trivecteurs ( ou formes trilinéaires alternées), c�est-à-dire la

détermination des orbites, et un représentant typique de chaque orbite, est l�étude de

l�action du groupe linéaire GL(E) sur l�espace vectoriel des trivecteurs �3E ( ou des

formes trilinéaires alternées Alt3 (E) ).

De l�isomorphisme �3E� ' (�3E)� ' Alt3 (E), on parle indi¤éremment des formes
trilinéaires alternées et des trivecteurs .

Plusieurs auteurs ont étudié les formes trilinéaires alternées. Il n�y a qu�un nombre

�ni d�orbites pour n � 8 dont la liste est donnée dans [4]; [6]; [8];
[11] et [10].

Pour classi�er les trivecteurs, on utilise le plus souvent les invariants algébriques,

par exemple, le groupes d�automorphisme d�un trivecteur !; Aut (!), car, deux tri-

vecteurs !1 et !2 sont équivalents si et seulement si leurs groupes d�automorphismes

Aut (!1) et Aut (!2) le sont.

Si Aut (!1) et Aut (!2) ne sont pas isomorphes, alors, leurs trivecteurs !1 et !2

ne le sont pas.

Donc, pour classi�er les trivecteurs, il est indisponsable de déterminer les groupes

d�automorphismes de chaque trivecteur sur un corps algébriquement clos de caracté-

ristique quelconque.

Dans ce mémoire, nous rappelons l�essentiel des résultats connus sur la classi�-

cation des trivecteurs de rang n � 7; puis nous déterminons les groupes d�automor-
phismes de chaque trivecteur sur un corps algébriquement clos, pour n � 6:
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Dans le premier chapitre, on donne des généralités sur le produit tensoriel, produit

exterieure, scindabilité, invariants, groupe d�automorphismes, commutant et parties

stables.

Le deuxième chapitre est consacré à la relation entre les formes trilinéaires alter-

nées et les courbes cubiques elleptiques generalisées (CCEG). De plus nous donnons

les proprietés de ses courbes.

Après avoir donné la classi�cation des trivecteurs pour n 6 7; nous déterminons
les CCEG de Hall.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Produit tensoriel

Dé�nition 1.1 Soit E un espace vectoriel sur un corps commutatif K.

Il existe un espace vectoriel sur K, notée E 
 E qui se lit E tenseur E
et une forme bilinéaire

'1 : E � E ! E 
 E
(u; v) ! '1 (u; v)

tel que, pour toute forme bilinéaire

'2 : E � E ! E 
 E
(u; v) ! '2 (u; v)

il existe une unique forme linéaire ' : E 
 E ! K telle que

'2 = ' � '1:

E � E 8'2��!
K

9'1 # %9!'

E 
 E

l�ensemble des formes bilinéaires de E � E dans K, s�identi�e à
l�ensemble des formes linéaires de E 
 E dans K
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'1(E;E;K) ' (E 
 E;K)

'2 ! '

et cette propriété caractérise E 
 E: Les éléments de E 
 E sont les xi 
 xj.
On pose T 3 (E) = E 
 E 
 E = 
3E:

1.2 produit extérieure

Dé�nition 1.2 On note �3E le quotient de T 3(E) par le sous-espace vectoriel en-

gendré par les éléments x1
 x2
 x3 où xi = xj pour 2 indices i 6= j. On appelle �3E
la puissance extérieure 3�ième de E:
On note x1 ^ x2 ^ x3 = x1 
 x2 
 x3 qui se lit x1 extèrieur x2 extèrieur x3:

1. La puissance extérieure �3E est dé�ninissable d�une manière analogue au pro-

duit tensoriel.

! : E � E � E 8!1! K

(x1; x2; x3) ! !(x1; x2; x3)

!2 # %9!!

�3!

!1 = ! � !2

!(x1; x2; x3) = x1 ^ x2 ^ x3

!(x1 ^ x2 ^ x3) = !(x1; x2; x3)

2.

(x+ y) ^ (x+ y) = 0

= x ^ x+ y ^ y + x ^ y + y ^ x

x ^ y = �y ^ x:
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1.2.1 Support et Rang

On appelle support de ! et on note S! le plus petit sous-espace F de E tel que

! 2 �3F ; la dimension de S! s�appelle le rang de ! qu�on note rg (!) :
Exemple Si ! = e1 ^ e2 ^ e3, rg (!) = 3:

1.2.2 Radical

Soit ! 2 �3E� une forme trilinéaire alterneé, le radical de ! est l�ensemble

Rad (!) = fx 2 E�!(x; y; z) = 0;8y; z 2 Eg

Si Rad ! = f0g, on dit que ! est non dégénérée ou de rang maximal.

1.2.3 Vecteure décomposable

Un trivecteur non nul ! est appelé décomposable s�il existe x; y; z dans E tel que

! = x ^ y ^ z: Un trivecteur est somme de trivecteurs décomposables :
Si dimE = n et fe1; :::; eng une base de E, ! =

P
�ijkeiejek et dim�3E = C3n.

Remarque 1.1 On écrit souvent x1x2x3 ou lieu de x1 ^ x2 ^ x3:

1.2.4 Vecteur divisible

Soit ! un trivecteur non nul, ! est un trivecteur divisible s�il existe un

x 2 E � f0Eg et u 2 �2E2 tel que E = Kx� E2 et ! = x ^ u:

1.2.5 L�action d�un groupe sur un ensemble

Dé�nition 1.3 L�action du groupe linéaire GL (E) sur l�ensemble des formes trili-

néaires alternées Alt3 (E), est dé�nie par :

Pour f 2 GL (E) et ! : E � E � E ! K une forme trilinéaire alternée, on a

f:! (x; y; z) = ! (f (x) ; f (y) ; f (z)) satisfaisant aux conditions suivantes :

pour tous f1; f2 2 GL (E) ; ! une forme trilinéaire alternée
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1. (f1 � f2) :! = f1: (f2:!)

2. IdE:! = !:

Dé�nition 1.4 L�action du groupe linéaire GL (E) sur l�espace vectoriel �3E; est

dé�nie par : pour tous f 2 GL (E) ; ! 2 �3E; f:! = (�3f) (!) où �3f est un

endomorphisme de �3E; dé�nie par : �3f (x ^ y ^ z) = f (x) ^ f (y) ^ f (z).

D�après l�isomorphisme �3E� ' (�3E)�; on emploi les deux dé�nitions.

1.2.6 Formes trilinéaires alternées

L�espace vectoriel �3E peuvent être dé�ni d�une autre manière en utilisant les

formes trilinéaires alternées. Pour tout espace vectoriel E sur un corps commutatif

K, l�ensemble Alt3 (E) des formes trilinéaires alternées h : E � E � E �! K est

lui-même un K espace vectoriel pour les opérations terme à terme habituelles.

Dé�nition 1.5 Une forme trillinéaire

! : E � E � E ! K

(x; y; z) ! ! (x; y; z)

est dite alternée si ! (x; y; z) = 0 dèsque xi = xj ; pour un couple d�indices i 6= j.
Pour chaque application linéaire

f : E ! E

�3f : ^3E ! ^3E
x1 ^ x2 ^ x3 ! �3f (x1 ^ x2 ^ x3)

= f (x1) ^ f (x2) ^ f (x3) .

1.2.7 Parties stables

Lemme 1.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps K et considérons la forme bili-

néaire alternée dé�nie par :

!x (y; z) = ! (x; y; z) ; ! une forme trilinéaire alternée.

Alors, l�ensemble Ri = fx 2 E�rg!x = 2ig (0 � 2i � n) est stable par Aut (!),
c�est-a-dire f (Ri (!)) � Ri (!) pour f 2 Aut (!) :
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Preuve. Remarque. On utilise les parties stables pour déterminer les groupes d�au-

tomorphismes.

Lemme 1.2 Soit E un espace vectoriel sur le corps K; de dimension �nie, V1 et

V2 deux sous-espace de E di¤érents et tel que dimV1 = dimV2. Si f est un endo-

morphisme de E qui laissent stable la réunion de V1 et V2; c�est-a-dire f (V1 [ V2) �
V1 [ V2; alors on a [f (V1) � V1 et f (V2) � V2] ou [f (V1) � V2 et f (V2) � V1] :

Preuve. Comme f (V1 [ V2) � V1 [ V2; on obtient :8<: f (V1) � V1 [ V2
f (V2) � V1 [ V2

)

8<: f (V1) \ (V1 [ V2) = f (V1)
f (V2) \ (V1 [ V2) = f (V2)

)

8<: (f (V1) \ V1) [ (f (V1) \ V2) = f (V1) I
(f (V2) \ V1) [ (f (V2) \ V2) = f (V2) II

Or, la réunion de deux sous-espaces vectoriels est un sous espaces vectoriel

si et seulement si l�un est inclus dans l�autre, ainsi :8>><>>:
((f (V1) \ V1) � (f (V1) \ V2)) ou ((f (V1) \ V2) � (f (V1) \ V1))

et

((f (V2) \ V1) � (f (V2) \ V2)) ou ((f (V2) \ V2) � (f (V2) \ V1))

On remplace dans I et II on obtient :8>><>>:
((f (V1) \ V1) = f (V1)) ou ((f (V1) \ V2) = f (V1))

et

((f (V2) \ V1) = f (V2)) ou ((f (V2) \ V2) = f (V2))

Ce qui implique que :8>><>>:
(f (V1) � V1) ou (f (V1) � V2)

et

(f (V2) � V1) ou (f (V2) � V2)
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On a quatre cas qui �gurent :8>><>>:
(f (V1) � V1 et f (V2) � V2) ou (f (V1) � V2 et f (V2) � V1)

et

(f (V1) � V1 et f (V2) � V1) ou (f (V1) � V2 et f (V2) � V2)

Les deux derniers cas sont impossibles car par exemple :

Si f (V1) � V1 et f (V2) � V1 comme dim f (V1) = dimV1

et dim f (V2) = dimV2:

D�où f (V1) = V1 et f (V2) = V1 ) V1 = V2 (f injective) ce qui est absurde car

V1 6= V2:

1.2.8 Eléments scindables

Soient E1 et E2 deux sous-espaces supplémentaires de E; �3E s�identi�e à :

Mk=3

k=0

�
�kE1 
 �3�kE2

�
:

Un élément ! 2 �3E est dit scindabl, s�il existe une décomposition E = E1 � E2
telle que : ! 2 E1
�2E2 vu comme facteur direct de �3E: Si dimE1 = r; on dit que
! est r-scindable. La scindabilité est une généralisation de la divisibilité. en e¤et !

est divisible si et seulement si ! est 1-scindable, propriété qui ne dépend pas du corps

de base car c�est équivalent à dire que l�application :

E �! �4E

x �! x!
n�est pas injective.

Soit ! un élément r-scindable et fe1; :::; erg une base de E1; ! =
Pr

i=1 eiui où

ui 2 �2E2: Les ui sont déterminés de façon unique par la base e1; :::; er de E1: Alors

! est déterminé par le sous-espace vectoriel F de �2E2 engendré par les ui; en e¤et,

si on change de base dans E1; et si la nouvelle base fj est donnée par :

ei =
rX
j=1

aijfj;

8



! =
rX
1

eiui =
rX
j=1

fj

 
rX
j=1

aijui

!
=

rX
j=1

fjvj;

les vj s�obtiennent donc à partir des ui par le changement de base contragrédient

de celui qui fait passer de la base ffjg à la base feig : Cela se voit aussi en utilisant
l�isomorphisme naturel entre E1 
 �2E2 et Hom (E�1 ;�2E2) ; si ' est l�élément de
Hom (E�1 ;�

2E2) canoniquement associé à !; F n�est autre que ' (E�1) :

un même trivecteur peut être scindable pour plusieurs valeurs de l�entier r comme

le montre l�exemple :

!7;3 = e1e2e3 + e3e4e5 + e5e6e7 qui est 2 et 3�scindable :
!7;3 = e3 (e1e2 + e4e5) + (e5e6) e7 = e1 (e2e3) + e4 (e5e3) + (e5e6) e7:

1.2.9 Suite exacte

Dé�nition 1.6 Soit G0
f�! G

g�! G00 une suite d�homomorphismes de groupes.

Nous dirons que cette suite est exacte si

Im f = ker g:

Exemple 1.1 Si H est un sous groupe distingué de G; la suite

H
j�! G

'�! G�H

est exacte (j étant l�injection et ' la projection canonique).

Remarque 1.2 Dire, la suite

1 �! G0
f�! G

g�! G00 �! 1

est exacte, signi�e que f est injectif, que Im f = ker g et que g est surjectif .

1.2.10 Invariant et trivecteurs : l�invariant Aut (!)

Le groupe des automorphismes de !; Aut (!) est le stabilisateur de ! dans l�action

deGL (E) ; c�est à dire le sous-groupe deGL (E) des automorphismes deE qui laissent

9



! invariant

Aut (!) = ff = f 2 GL(E) et �3f(!) = !g = ff =f 2 GL(E) et f � ! = !g.
L�orbite de ! par GL(E) est alors en bijection avec l�ensemble des classes à gouche

GL(E)=Aut(!).
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Chapitre 2

Courbes cubiques elliptiques

généralisées

Dé�nition 2.1 Une courbe cubique elliptique généralisée (CCEG) est un couple

(G; T ) formé d�un ensemble G et d�une famille T de triplets non ordonnés tel que,

pour chaque x et y dans G il existe un seul z de G tel que ((xyz)) 2 T .
Pour travailler algébriquement, nous devons introduire les quasigroupes associés

à une CCEG. Rappellons qu�un quasigroupe est un ensemble G muni d�une loi de

composition interne, disons x; y �! x �y; telle que toute équation de la forme � �x = b
(resp. y � � = b) admette une solution unique dans G: Si de plus la loi admet un neutre
bilatère e, on dit qu�on a une boucle.

Soit (G; T ) une CCEG. On dé�nit une loi sur G, dit �loi milieu�x; y 7�! x �y = z;
en décidant que z est l�unique point caractérisé par ((xyz)) 2 T . Pour tout u �xé
dans G, on peut organiser G par une loi, notée ?u, qui à x; y de G fait correspondre

x ?u y = u � (x � y).
On déduit de la dé�nition de la loi milieu que x � y = y � x et u � (x: � u) = x: Par

suite G organisé par la loi binaire qui à x; y fait correspondre (x ?u y) est une boucle

commutative de neutre u, dite �boucle associée d�origine u�.

Reprenons quelques notations de nature géométrique

Dé�nition 2.2 Pour tout point x 2 G le tangentiel de x est l�unique point t pour

lequel ((xxt)) 2 T . Si t = x on dit que x est �point d�in�exion�de G. L�ensemble

I (G) des points d�in�exion est celui des idempotents de la loi milieu. Le rang d�une
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CCEG est le plus petit cardinal r pour lequel il existe un système générateur de

cardinal r.

Dé�nition 2.3 Une boucle L est appelée boucle de moufang commutative (BMC) si

1. x � y = y � x

2. x2 � (y � z) = (x � y)(x � z)

pour tout x; y et z 2 L:

Dé�nition 2.4 Les CCEG entropiques sont celles où

(x � y) � (z � t) = (x � z) (y � t) identiquement.

Quand l�entropicité est seulement véri�ée dans tout sous-système de rang � 3 on
dit que (G; T ) est une CCEG terentropique (CCEGT ). Plus particulièrement une

CCEGT où tout point est d�in�exion est une CCEG de Hall (CCGH).

2.1 Théorèmes de structure des CCEG

Proposition 2.1 i) soit (Q; T ) une CCEG entropique et u un élément arbitraire de

Q, alors (Q; ?u) est un groupe abélien.

ii) Pour tout couple u; v d�élements de la CCEG entropique (Q; T ), les deux groupes

(Q; ?u) et (Q; ?v) sont isomorphes.

Preuve.

i) la loi x; y �! x ?u y = u � xy est commutative ; elle admet u comme neutre. En

outre x0 = u2x est l�inverse de x car :

x ?u u
2x = u � (x � u2x) = u � u2 = u:

Quel que soit x; y; z 2 Q, nous avons xy � uz = xu � yz en en multipliant les deux
memberes par u2, on trouve :

(u � xy) � z = x � (u � yz) : (2.1)

12



On multiplie les deux membres de 2.1 par u on obtient

(x ?u y) ?u z = x ?u (y ?u z) ;

ainsi (Q; ?u) est un groupe abélien.

ii) Posons f (x) = x ?u v = u � xv; on a alors :

f (x) ?v f (y) = v ((u � vx) (u � vy))
= v (u2 � (v2 � xy))
= vu2 � (x � y)
= u � (v � (u � xy))
= f (x ?u y).

Donc f est un morphisme et comme f est une permutation de Q, nous avans bien

un isomorphisme. On peut donc dé�nir le groupe associé au CCEG entropique (Q; T )

comme étant l�un quelconque des gropes (Q; ?u).

Théorème 2.1 Si (A;+) est un grope abélien, pour chaque c de A la famille Tc des

triplets non ordonnés ((x; y; z)) caractérisés par x+y+z = c font de A une CCEG en-

tropique. Toute CCEG entropique (G; T ) s�obtient ainsi à partir d�un groupe obélien

unique à un isomorphisme près (et isomorphe à (G; ?u) pour tout u de G).

Preuve. Pour chaque x et y 2 A, il existe un seul z véri�ant z = x�cy = c�x�y 2 A
et ((xyz)) 2 T . Puisque x �c y = y �c x et x �c (y �c x) = x donc (A; T ) est une CCEG
et comme (A;+) est un groupe, on en déduit :

(x �c y) �c (z �c t) = (x �c z) �c (y �c t) :

Donc (A;+)est une CCEG entropique.

Si (A;+) n�est autre que le groupe (A; ?u) de neutre u associé auCCEG entropique

(A; T ) de la proposition 2.1 alors on réobtient x�y = x�cy en choisissant c = u2 = u�u:
Donc toute CCEG entropique (A; T ) s�obtient ainsi à partir d�un groupe abé-

lien unique à un isomorphisme près (et isomorphe à (A; ?u) pour tout u). Donc si

(Q; T ) est une CCEG et u un élément arbitraire de Q, alors (Q; T ) est entropique
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si et seulement si (Q; ?u) est un groupe abélien. Dans ce cas, le groupe (Q; ?u) est

essentiellement indépendant du choix de u.

Remarque 2.1 A di¤érents choix de c dans (A;+) correspondent des CCEG entro-

piques non nécessairement isomorphes.

Exemple 2.1 Soit Zn l�ensemble des restes modulo n où n est un entier > 0. Les

familles de triplets non ordonnés T1 = f((x; y; 1� x� y))g et T0 = f((x; y;�x� y))g
dé�nissent deux structures de CCEG entropiques non isomorphes si n est multiple

de 3, (car seule (Zn; T0) admet un point d�in�exion), bien qu�ayant même groupe as-

socié (Zn;+).

A�n de préciser la nature de la classe des di¤érentes CCEG entropiques associées à

un même groupe, il faut introduire une notion qui généralise la notion d�isomorphisme.

Dé�nition 2.5 On dit que deux quasigroupes (Q; �) et (R; �) sont isotopes s�il existe
un triplet (�; �; 
) de bijections de Q sur R tel que :

a� � b� = (a � b)
 pour tous a; b 2 Q:

La relation d�isotopie est une relation d�équivalence dans la famille des quasi-

groupes.

Théorème 2.2 Si deux groupes sont isotopes, alors ils sont aussi isomorphes.

Preuve. On peut voir facilement que la CCEG entropique (Q; T ) et le groupe (Q; ?u)

dans la proposition 2.1 sont isotopes. Donc d�après le théorème 2.2 chaque CCEG

entropique est isotope à un groupe abélien, qui est unique à un isomorphisme près.

Autrement dit dans chaque classe d�isotopie des CCEG entropiques, on trouve un

seul groupe abélien.

Ainsi il existe une correspondance biunivoque entre les classes d�isotopie des

CCEG entropiques et les classes d�isomorphismes de groupes abéliens.

Schwenk a donné une classi�cation de CCEG entropiques non isomorphes deux à

deux dont la boucle associée est isotope à un groupe abélien donné. On va reprendre

ses résultats.
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Lemme 2.1 On a l�isomorrphisme suivant (G; Te)� (H;Tf ) �=
�
G�H;T(e;f)

�
.

Ce lemme nous permet de construire toutes les CCEG entropiques à partir des

CCEG entropiques où chacune s�obtient à partir d�un groupe cyclique.

Théorème 2.3 Soit G un groupe cyclique isomorphe à Zm on à les isomorphismes

siuvants :

1. (G; Te) �= (G; Te+3) ;

2. (G; T1) �= (G; T2) ;

3. Si p gcd (jGj ; 3) = 1, alors (G; T0) �= (G; T1).

Preuve. L�application � : (G; Te) �! (G; Te+3) dé�nie par � (a) = a + 1 est un

homorphisme puisque pour tous x; y 2 G on a :8<: � (x � y) = � (e� x� y)
= e� x� y + 1,

et

8>><>>:
� (x) � � (y) = e+ 3� � (x)� � (y)

= e+ 3� (x+ 1)� (y + 1)
= e� x� y + 1.

La preuve que � est bijective est évidente.

On considère l�application � : (G; T1) �! (G; T2) dé�nie par � (a) = �a + 1. �
est bijective. De plus � est un homorphisme :8<: � (x � y) = � (1� x� y)

= x+ y;
et

8>><>>:
� (x) � � (y) = (�x+ 1) � (�y + 1)

= 2� (�x+ 1)� (�y + 1)
= x+ y.

Pour (3), on a l�ordre de G :

� Soit 3k � 1 avec k un entier, dans ce cas on utilise l�application bijective 
1 :
a 7�! a+ k; on véri�e aisément que 
1est un homorphisme.

� Soit 3k � 2 en utilisant 
2 : a 7�! a + (2k � 1), on trouve la démonstration
de(3).

Maintenant on est en mesure d�énoncer le théorème suivant :

Théorème 2.4 Soit (A;+) un groupe abélien d�ordre non divisible par 3. Il existe à

un isomorphisme près une seule CCEG entropique isotope à (A;+).

Lemme 2.2 Soit G �= Z3r et H �= Z3s avec r � s, alors :

�
G�H;T(0;1)

� �= �G�H;T(1;1)� :
15



Preuve. On note y � x MOD n pour y � x mod n et 0 � y < n. considérons

l�application :

� :
�
G�H;T(0;1)

�
�!

�
G�H;T(1;1)

�
(a; b) �! ((a+ b)MOD 3r; b)

tout d�abord � est bijective car l�inverse de � est dé�ni par

��1 ((a; b) := (a� b) MOD 3r; b) :

L�image du milieu de deux point est :

�((a1; b1) � (a2; b2)) = � ((0; 1)� (a1; b1)� (a2; b2))
= � (�a1 � a2; 1� b1 � b2)
= ((1� a1 � a2 � b1 � b2) MOD 3r; 1� b1 � b2).

Et on a :
� (a1; b1) � � (a2; b2) = (1; 1)� ((a1 + b1) MOD 3r; b1)� ((a2 + b2) MOD 3r; b2)

= (1� (a1 + b1) MOD 3r � (a2 + b2) MOD 3r; 1� b1 � b2)
= (1� (a1 + a2 + b1 + b2) MOD 3r; 1� b1 � b2)
= ((1� a1 � a2 � b1 � b2) MOD 3r; 1� b1 � b2).

Donc � est isomorphisme.

Théorème 2.5 (Schwenk) Soient (A;+)un groupe abélien d�ordre �ni 3nm avec m

non divisible par 3, et H son sous-groupe d�ordre 3n, isomorphe à

(Z3r1 )l1 � (Z3r2 )l2 � ::::� (Z3rk )lk avec l1r1 + l2r2 + :::+ lkrk = n et r1 < :::: < rk.
Alors il existe exactement k + 1 CCEG entropiques non isomorphes associées à

(A;+).

Théorème 2.6 Soit G un groupe abélien de type �ni, mais d�ordre in�ni. Alors

1. G est isomorphe à un produit direct de forme : Zt�A où A est un groupe abélien
d�ordre �ni et t un entier � 1.

2. Si A véri�e les hypothéses du théorème 2.5, c�est-à-dire s�il y a exactement k

facteurs directs de A non isomorphes et de forme Z3ri , alors il y a très exacte-

ment k + 2 CCEG non isomorphes associées à (G;+).

Théorème 2.7 [2](classi�cation de Buekenhout) Il y a à un isomorphisme près

26 CCEG d�ordre � 8, dont 13 sont entropiques ; parmi celles-ci il y en a 12 qui
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proviennent d�une courbe cubique elliptique.

Soit G un groupe abélien �ni et p > 0 un entier premier.

Quand pG = fpx;x 2 Gg = f0g, on dit que (G; �) est un p-groupe abélien élé-
mentaire ; c�est le groupe abélien sous-jacent d�un espace vectoriel sur Zp, il est donc

isomorphe à un (Zp)l, et admet 1 (resp 2) CCEG isotopes quand p 6= 3 (resp: p = 3).
Dans un 2-groupe abélien élémentaire (G;+), la famille de triplets non ordonnés

de forme ((x; y; x+ y)) dé�nit une structure de CCEG entropique, dite �binaire�.

Pour jGj = 4, on obtient l�exemple (P; T )de 2.1
(resp. l�unique CCEG entropique d�ordre � 8 qui ne provient d�aucune courbe elliptique).

Théorème 2.8 Soit (G; T ) une CCEG de loi milieu x � y ; posons x2 = x(2) = x � x.
Les 3 conditions suivantes sont équivalentes :

i) x2 � yz = xy � xz ;

ii) x2z � y = (xy � z)x ;

iii) x � yz = x2z � xy.

Preuve. En multipliant les deux membres de (i) pa z2 :

z2 (x2 � yz) = z2 (xy � xz)
zx2 � (z � yz) = (z � xy) � (z � xz) par symetrie z � yz = y et z � xz = x ainsi l�égalité

(ii) est véri�ée.

On passe de (ii) à (iii) en faisant xy = Y on obtient x2z � xY = Y z � x, qui est
équivalente à(iii).

En multipliant les deux membres de (iii) par xy on obtient xy � (x � yz) = x2y, et
en faisant yz = Z ; on trouve (i).

Chacune des identités (i),(ii) et (iii) caractérise, parmi les CCEG, ceux qui sont

des CCEG terentropiques.

Nous allons voir que la correspondance entre CCEG terentropiques et Boucles

de Moufang Commutatives (BMC) généralise la correspondance entre CCEG entro-

piques et groupes abéliens.

Théorème 2.9 Soit (G; T ) une CCEG terentropique de loi milieu x � y.

1. Pour chaque u 2 G, (G; ?u) est une boucle de Moufang commutative ; elle admet
u2 comme élément central.
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2. Les triples ((xyz)) de T sont caractérisés par l�égalité x ?u y ?u z = u2.

Preuve. La loi x; y 7�! x?u y = u �xy est commutative puisque xy = yx, elle admet
u comme neutre car u � ux = x. En outre si x0 = u2x, pour tout y nous avans :

(x ?u y) ?u x
0 = u ((u � xy) � u2x)
= u (u � (xy � x))
= y,

en vertu du théorème 2.8 et de la symétrie.

En�n puisque (G; T ) est une CCEG terentropique on a :

(a ?u a) ?u (x ?u y) = u � fua2 � (u � xy)g
= u � fu2 � (a2 � xy)g
= u � fu2 (ax � ay)g
= u � fu � ax � (u � ay)g
= (a ?u x) ?u (a ?u y) :

Ainsi (G; ?u) est une boucle de Moufang commutative ; son centre associatif Z (G; ?u)

est l�ensemble des élément c véri�ant : (u � xy) � c = (u � cy) � x pour tout x; y de G ou
encore : xy � uc = cy � ux pour tout x et y de G.
Or si c = u �u = u2 alors uc = u et nous savons que xy �u = u2y �ux identiquement

2.8 ; ainsi u2 2 Z (G; ?u).
Nous avans vu que chaque x de (G; ?u) avait pour opposé �x = u2x. En particulier

si x = x ?u y, nous avons �x = u2 (u � xy) et donc

u2 � (x ?u y) = u � (u2 (u2 (u � xy)))
= xy.

Donc x ?u y ?u z = u2.

Théorème 2.10 Avec les conventions du théorème précédent, pour tout couple u; v

d�élement de la CCEG terentropique (G; T ), les deux boucles de Moufang (E; ?u) et

(E; ?v) son isomorphes par x �! x ?u v = u � (vx).

Preuve. Posons f (x) = x ?u v. On a
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f (x ?u y) = (x ?u y) ?u v

= u � (v � (u � xy))
= u2v � xy;

d�après le théorème 2.8.

Par ailleurs

f (x) ?v f (y) = (x ?u v) ?v (y ?u v)

= v � ((u � xv) � ( uyv))
= v � (u2 � (xv � yv))
= v (u2 � (v2 � xy))
= A

car (G; T ) est terentropique, en outre il résulte du théorème 2.8 que A = vu2 �
xy. Nous avans montré que f est un morphisme de (G; ?u) sur (G; ?u). Comme f

est une permutation de E (c�est une translation d�une boucle), nous avans bien un

isomorphisme.

On peut donc dé�nir �la boucle de Moufang commutative associée au CCEG

terentropique (G; T )�comme étant l�une quelconque des boucles (G; ?u).

Théorème 2.11 Soient (G;+) une BMC de neutre e et c un élément central de G,

alors :

1. L�ensemble G organisé par la famille Tc des triplets non ordonnes de la forme

((x; y; c� x� y)) est une CCEGT . Tout CCEGT s�obtient ainsi.

2. La boucle de Moufang de neutre e associée à (G; Tc) n�est autre que (G;+).

Preuve. Posons ici x � y = x �c y. Cette loi est commutative puisque l�addition l�est.
En outre

x � (x � y) = c� x� (c� x� y)
= y.

Par ailleurs

a � a+ x � y = 2c� 2a� x� y
= a � x+ a � y,

donc (a � a) � (x � y) = (a � x) � (a � y). Ainsi (E; �) = (E; �c) est bien une CCEGT .
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Toute CCEGT peut être reconstruire par ce procédé : il su¢ t de prendre c = u2

dans (G; ?u).

En outre, si on fait

u = e, alors

8>><>>:
u2 = u:u

= c� 2e
= c

et

8>>>>><>>>>>:
x ?e y = e �c (x �c y)

= e �c (c� x� y)
= c� e� (c� x� y)
= x+ y,

de sorte que (G;+) coïncide avec la M-boucle (G; ?e) de neutre e associée à

(G; Tc).

Exemple 2.2 Soit (G;+) un 3-groupe abélien élémentaire. Les triples non ordonnés

((xyz)) caractérisés par x + y + z = 0 font de G une CCEG de Hall. Toute CCEG

de Hall s�abtient ainsi.

Les di¤érentes CCEGT correspondant à une BMC donnée forment une classe

d�isotopie. Les di¤érents choix de l�élément central c peuvent conduire à des CCEGT

non isomorphes, c�était déjà le cas, nous l�avons vu, dans la sous-classe des CCEG

entropiques.

Théorème 2.12 Les CCEGT possédant ou moins un point d�in�exion sont les CCEGT

dont la loi milieu s�écrit x � y = 3d� x� y dans une BMC convenable G où d est un
élément arbitraire.

Preuve. Supposons que (E;+) est une BMC. On sait que l�ensemble � (E; p) des

élément de la forme 3x = x + x + x consitue un sous-groupe du centre Z (E; p). Si

c 2 Z (E;+), alors le CCEGT (E; Tc) admet un point d�in�exion x si et seulement
si c = 3x.

La loi milieu x � y d�une CCEGT possédant un point d�in�exion u peut s�écrire
sous la forme :

x � y = u2 �?u (x ?u y)
= u�?u (x ?u y)
= � (x ?u y).
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Et comme la BMC de neutre e associée à (E; Tc) n�est autre que (E;+), on a :

x � y = �x� y.

Proposition 2.2 [2]Si (E;+) est une BMC de neutre e, alors les CCEGT (E; Tc)

que l�on obtient en prenant c dans � (E;+) forment une classe complète d�isomorphie

dont le représentant le plus simple est évidemment (E; Te). Les CCEGT répondant à

cette description sont très exactement celles qui possèdent un point d�in�exion.

Corollaire 2.1 Si (E;+) est une BMC où � (E;+) coïncide avec le centre, alors il

y a une seule CCEGT associée à un isomorphisme près, à savoir (E; Te).

Remarque 2.2 ceci généralise le résultat de Schwenk sur l�unicité de la CCEG

associée à un groupe abélien �ni d�ordre premier avec 3. Noter qu�on a toujours

� (E;+) � Z (E;+) dans toute BMC. Lorsque cette inclusion est stricte, il y a plu-
sieurs CCEG non isomorphes associées à (E;+).

2.2 Examples de CCEGT et de BMC non entro-

piques

a) Soient F3 = Z3 le corps à trois élèments et L3 = F43 l�espace vectoriel des quadru-

plets de la formeX = (x1; x2; x3; x4) avec xi 2 F3. A tout coupleX; Y d�éléments
de L3, associons le scalaire � (X; Y ) = (x1 � y1) (x2y3 � x3y2) modulo 3.

L�ensemble L3 organisé par la famille T des triplets non ordonnés de la forme :

((X; Y; (�x1 � y1;�x2 � y2;�x3 � y3;�x4 � y4 � � (X; Y )))) ;

est une CCEGT , tandis que la loi :

X ? Y = (x1 + y1; x2 + y2; x3 + y3; x4 + y4 + � (X; Y )) ;

fait de L3 une BMC.

On véri�e aisément qu�il y a deux CCEGT non isomorphes dont (L3; ?) est la

BMC associée. En e¤et :
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La BMC (L3; ?) admet pour neutre e = (0; 0; 0; 0) et que � = (0; 0; 0; 1) y est

un élément central. Tout élément X de L3 véri�e X ? X ? X = e 6= �. Danc la

CCEGT (L3; T�) n�admet aucun point d�in�exion, contrairement à (L3; Te) où tout

point est point d�in�exion.

b) Soit toujours F3 = Z3. Posons Z9 et désignons par N3 le produit cartésien F23�Z9,

de terme générique X = (x1; x2; x3) avec x1 et x2 dans F3 et x3 dans Z9. Etant

donnés deux éléments X et Y de N3, nous désignons ici par � (X; Y ) l�élément

3 ((x1 � y1) (x2y3 � x3y2)), considéré ici comme appartenant à Z9. La dé�nition de
cet entier modulo 9 ne recèle aucune ambiguïté, bien que x1; y1; x2 et y2 soient des

entiers modulo 3. L�ensemble N3 organisé par la famille T des triplets non ordonnés

de la forme :

(X; Y; (�x1 � y1;�x2 � y2;�x3 � y3 � � (X; Y ))) ;

est une CCEGT; et par ailleurs la loi dé�nie par :

X ? Y = (x1 + y1; x2 + y2; x3 + y3 + � (X; Y )) ;

fait de N3 une BMC.

2.2.1 Théorèmes de la classi�cation

Toute CCEGT �nie peut être décomposée en produit de CCEGT d�ordre une

puissance d�un premier, et seule la 3-composante peut éventuellement être non en-

tropique. Dans le cas particulier des CCEG issues des hypersurfaces cubiques, le

sous-système I (G) est une CCGH et on a :

Théorème 2.13 Soit (G; T ) une CCEGT . Les trois conditions suivantes sont équi-

valentes :

i) Tout tangentiel est un point d�in�exion c�est-à-dire ((xxz)) 2 T entraîne ((zzz)) 2
T .

ii) (G; T ) admet un point d�in�esion et la BMC associée est d�exposant 6.

iii) (G; T ) est le produit direct d�un 2-groupe abélien élémentaire et d�une BMC

d�exposant 3.
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Preuve. Supposons que u soit un point d�in�exion, on a : u2 = u et si x+ y = u:xy

alors x � y = �x� y donc x2 = �2x.
� Si (i) est véri�ée on a : x2 � x2 = x2, on déduit que tout x2 est point d�in�exion,

est de plus :

2x2 = x2 + x2

= u � x2x2

= u � x2

= u � xx
= x+ x

= 2x,

alors
2x = 2x2 = 2 (�2x)

= �4x;
danc 6x = u et (G; �) d�exenposant 6, ce qui prouve (ii).
� Si (ii) est véri�ée avec u point d�inlexion, l�application P : x 7�! x2 = �2x

véri�e �2 (x+ y) = �2x�2y, c�est un endomorphisme idempotent de (G;+) puisque

P (P (x)) = (x2)
2
= 4x

= �2x
= x2

= P (x).

Pour x 2 G; x = ax+d où d = x2 2 Im (P ) et ax = x�x2 2 ker (P ), cette écriture
est unique. Or une BMC où tout élément non nul a pour ordre une puissance de p 6= 3
est un p-groupe abélien.

Donc (A = ker (P ) ;+) est un 2-groupe abélien. On a aussi pour tout y = x2 de

G2, l�égalité y2 = y qui se traduit par �2y = y, soit 3y = u: Donc (G2; �) est une
BMC d�exposant 3.

Pour x = ax+x2, et y = by+y2 on a : ax et by 2 ker (P ) donc ax � by = � (ax + by)
et

x � y = �x� y
= ax � by � x2 � y2

= ax � by + x2 � y2.
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L�application :

f : (G; T ) �! (A; �)�
�
G2; �

�
x 7�!

�
ax; x

2
�

est donc un isomorphisme, et (G; T ) est isomorphe au produit direct d�un 2-groupe

abélien (A; �) et d�une BMC d�exposant 3, à savoir (G2; �).
� Si (iii) est véri�ée x = ax + d; ax 2 A et d 2 G2; alors

x2 = 2ax + (x
2)
2

= 0A + (x
2)
2

= (x2)
2,

donc tout tangentiel x2 est un point d�in�exion si et seulement si ax = 0A.

Corollaire 2.2 Toute CCEGT où tout tangentiel est un point d�in�exion est dé-

composable d�une manière canonique en produit direct A � B d�une CCGH A est

isomorphe à I (G) et d�une CCEG binaire B.

Remarque 2.3 (sur l�ordre de A et B) Avec les notations ci-dessus si de plus G

est �ni, alors jAj (resp. jBj) est puissance de 3 (resp. 2).

Corollaire 2.3 une CCEGT où tout tangentiel est un point d�in�exion est non en-

tropique si et seulement si A est non entropique.

Par ailleurs, si tout point d�une CCEGT est un point d�in�exion, alors la BMC

associée (G; �u) à une telle CCEGT est toujours d�exposant 3 puisque :

(x �u x) �u x = u � ((u � xx) � x)
= u (ux � x)
= uu

= u:

Toute CCEGT �nie peut être décomposée en produit de CCEGT d�ordre une

puissance d�un premier, et seule la 3-composante peut éventuellement être non entro-

pique.
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Lemme 2.3 [2]Tout BMC non associative est d�ordre divisible par 81, et il y a

exactement deux BMC non isomorphes d�ordre 81, à savoir (L3; ?) et (N3; ?).

Théorème 2.14 Tout CCEGT �nie non entropique est d�ordre divisible par 81, et

il y a exactement trois CCEGT non entropiques et non isomorphes d�ordre 81, à

savoir : (L3; T�) ; (L3; Te) ; (N3; T ).

Preuve. Soit (E; T ) une CCEGT �nie non entropique. La BMC associée (E;+)

est non associative, et donc son ordre est multiple de 81. Si jEj = 81, alors (E;+) est
isomorphe soit à (L3; ?), soit à (N3; ?). Or, si (E;+) �= (N3; ?), alors nécessairement
(E; T ) �= (N3; T ), d�après la proposition 2.2, car on véri�e que le centre de (N3; ?) se
réduit à � (N3; ?). Par contre si (E;+) �= (L3; ?), alors la loi de la CCEGT (E; Tc)

peut s�écrire : x � y = x �c y = c � x � y, le dernier membre étant dans (L3; ?)
avec c 2 Z (L3; �) = f��; e; �g. Or les éventualités : c = �� et c = � donnent

des CCEGT isomorphes par l�involution x 7�! �x. Par centre lorsque c = e, tout

élément de la CCEGT correspondant (L3; Te) est point d�in�exion, tandis que c = �

donne une CCEGT sans point d�in�exion (� =2 � (L3; ?) = feg). Comme les BMC
(L3; ?) et (N3; ?) sont non isomorphes, aucune des deux CCEGT correspondant à

(L3; ?) ne peut être isomorphes, à (N3; ?), seule la CCEGT associée à (N3; ?). Ceci

termine la preuve.

Théorème 2.15 [2](de l�ordre minimum) Toute CCEGT non entropique est

d�ordre multiple de 81. Il y a exactement 15 CCEGT non isomorphes d�ordre 81,

dont 12 sont entropiques, et 3 sont terentropiques et non entropiques. Si (L3; ?) et

(N3; ?) sont les BMC non associatives d�ordre 81, d�exposants 3 et 9 respectivement

et de neutres u et v, avec c élément central de (L3; ?) distinct de u, alors la corres-

pondance entre CCEGT d�une part et leurs groupes ou boucles associés d�autre part,

est comme suit :
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Groupes et BMC d�ordre 81 CCEG (G; Tc) associées : nombre et description

(Z43;+) 2 :
�
Z43; T(0;0;0;0)

�
et
�
Z43 � T(1;1;1;1)

�
(Z23 � Z9;+) 3 :

�
Z23 � Z9; T(0;0;0)

�
;
�
Z23 � Z9; T(1;1;0)

�
et
�
Z23 � Z9; T(0;0;1)

�
(Z29;+) 2 :

�
Z29; T(0;0)

�
et
�
Z29; T(1;1)

�
(Z3 � Z27;+) 3 :

�
Z3 � Z27; T(0;0)

�
;
�
Z3 � Z27; T(1;0)

�
et
�
Z3 � Z27; T(0;1)

�
(Z81;+) 2 : (Z81; T0) et (Z81; T1)

(L3; ?) 2 : (L3; Tu) et (L3; Tc)

(N3; ?) 1 : (N3; Tv)

2.3 Cubiques Généralisées de Hall et formes tri-

linéaires alternées

Soit (E; T ) une courbe cubique généralisée de Hall de 3-ordre 3n+1 et de rang

n + 1 engendrée par e0; e1; ::::; en. Notons (E;+) la BMC associée de neutre e0; où

l�associateur est la forme trilinéaire !:

2.3.1 Construction de CCGH et des BMC d�exposant 3 et

de classe 2

Soient V = V (n;F3) ;de base ei; i = 1; 2; ::::; n; et R un sous-espace vectoriel

arbitraire de codimension 1 dans �3V . Le quotient W = �3V=R a pour système

générateur l�ensemble des
�
n
3

�
classes modulo R des trivecteurs eiejek, pour i < j < k,

notés eijk

Tout vecteur x de E = V �W s�écrit

x =
X

i=1;2;::;n

xiei +
X

1�i<j<k�n

xijkeijk où xi; xijk 2 F3:

on dé�nit dans E de manière intrinsèque une loi de BMC d�exposant 3 de forme :

x � y = x+ y +
X

1�i<j<k�n

(xiyi � yixi) (xk � yk) eijk;
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(E; �) est de classe 2. Les triplets dé�nis par x � y � z = 0 munissent E d�une

structure de CCEH de ciasse 2, l�associateur factorisé est :

! (x; y; z) =
X

1�i<j<k�n

e�ijk (x; y; z) eijk:

Théorème 2.16 [2] (de correspondance) Pour n � 3 on a correspondance biuni-
voque entre :

1. d�une part les classes des formes trilinéaires alternées AlT (n;F3) et

2. d�autre part les classes d�isomorphie des CCGH (resp. des BMC d�exposant 3)

de rang n+ 1 (resp. n), et de 3-ordre n+ 1, et de classe 2.

Théorème 2.17 [2](du nombre de classes d�isomorphie). Pour n � 3, le nombre
maximum des classes AlT (n; 1;F3) non équivalentes coïncide avec le nombre maxi-

mun de CCGH de rang n+1, de 3-ordre n+1 et de classe 2 qui sont non isomorphes

deux à deux. Parmi ces CCGH, celles qui sont de rang maximal forment.

Théorème 2.18 [2](Classi�cations et descriptions implicites) Il y a exacte-

ment 11 classes d�isomorphie de CCGH de rang 8 (resp. de BMC déexposant 3

de rang 7) et d�ordre 38, dont 6 sont centralement irréductibles et d�associateurs fac-

torisés : f5; f6; f7; f8; f9.
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fi �fi (x; y)

f1 = e123 (x2y3 � x3y2) (x1 � y1)
f2 = e123 + e145 (x2y3 � x3y2 + x4y5 � x5y4) (x1 � y1)
f3 = e123 + e145 (x2y3 � x3y2 + x4y5 � x5y4) (x1 � y1)
f4 = e162 + e243 + e135 (x6y2 � x2y6 + x3y5 � x5y3) (x1 � y1)

+ (x4y3 � x3y4) (x2 � y2)
f5 = e123 + e456 + e147 (x2y3 � x3y2 + x4y7 � x7y4) (x1 � y1)

+ (x5y6 � x6y5) (x4 � y4)
f6 = e152 + e147 + e163 + e243 (x5y2 � x2y5 + x4y7 � x7y4 + x6y3 � x3y6) (x1 � y1)

+ (x4y3 � x3y4) (x2 � y2)
f7 = e146 + e157 + e245 + e367 (x4y6 � x6y4 + x5y7 � x7y5) (x1 � y1)

+ (x4y5 � x5y4) (x2 � y2) + (x6y7 � x7y6) (x3 � y3)
f8 = e123 + e145 + e167 (x2y3 � x3y2 + x4y5 � x5y4 + x6y7 � x7y6) (x1 � y1)
f9 = e123 + e456 + e147 + e257 + e367 (x2y3 � x3y2 + x4y7 � x7y4) (x1 � y1)

+ (x5y7 � x7y5) (x2 � y2) + (x6y7 � x7y6) (x3 � y3)
+ (x5y6 � x6y5) (x4 � y4)

Preuve. cette classi�cation résulte du théorème 2.16.

Exemple 2.3 CCGH d�associateur factorisé f9 :

soit V = V (7; F3) et R l�hyperplan de �3V engendré par : e123 � e456; e123 �
e147; e123 � e257; e123 � e367 et tous les eijk pour i < j < k et pour (i; j; k) di¤férents
de : (1; 2; 3) ; (4; 5; 6) ; (1; 4; 7) ; (2; 5; 7) ; (3; 6; 7) :

Le quotient E (f9) = V � (�3V=R) est engendré par ei; i = 1,...; 7 et le composé
au sens de la boucle est

x � y = x+ y + �(x; y):u

avec

�f9 (x; y) = (x2y3 � x3y2 + x4y7 � x7y4) (x1 � y1) + (x5y7 � x7y5) (x2 � y2)
+ (x6y7 � x7y6) (x3 � y3) + (x5y6 � x6y5) (x4 � y4).
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De même, pour �fi(x; y ); i = 1; 2; :::8.
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Conclusion

L�étude présenté dans ce mémoire s�articule essentiellement sur la classi�cation

des trivecteurs de rang � 7:
Cette classi�cation est interprétable pour décrire certaines classi�cations des courbes

cubiques elliptiques généralisées. Notons que l�application des courbes elliptiques à

la cryptographie est relativement récente, d�où l�importance de cette classi�cation en

cryptographie. Notons aussi que cette classi�cation aide à résoudre certains problèmes

en théorie des codes.
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  Résume 

    L'étude présenté dans ce mémoire s'articule essentiellement sur la classification 

des trivecteurs ( ou formes trilinéaires alternées). 

    Cette classification est interprétabl pour décrire certains classification des CCEG 

(courbes cubiques elliptiques) 

 

Abstract 

The study presented in this memoir is essentially about the classification 

of trivectors (or alterate trilinear forms). 

This classification can be interpeted to describe certain classification of 

CCEG (generalized elliptical cubic curves). 

 

 ملخص 

 تعتمد الدراسة المقدمة في هذه الأطروحة أساسًا على تصنيف الأشعة لثلاثية )أو الأشكال ثلاثية المتناوبة(.

  .تفسير التصنيف لوصف تصنيف معين لمنحنيات مكعبة بيضاوية معممة يمكن

 


