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Introduction

Les équations différentielles intégrales apparaissent fréquemment dans la modélisation
de phénomeénes physiques,biologiques et économiques,oti I’évolution d’un systeme dépend
non seulement de son état actuel mais aussi de son historique ou de 'effet global d’une
interaction. Parmi ces équations,celles de Fredholm et de Volterra occupent une place
particuliere ,du fait de leur structure mélant des termes différentiels et intégrales.

Cependant,en raison de la complexité analytique de ces équation,il est souvent diffi-
cile,voire impossible ,d’en obtenir des solutions exactes .D’ou I'importance des méthodes
numériques,qui permettent d’obtenir des solutions approchées avec une précision satisfai-
sante .Ce travail s’intéresse aux approches numériques utilisées pour résoudre les équa-
tions différentielles intégrales de Volterra et de Fredholm ,en mettant en lumiere les
méthodes de discrétisation, les schémas de quadrature et les techniques de résolution des
systémes linéaires ou non linéaires associé

Notre travail est divisé en trois chapitres :

Le Premier chapitre : est une introduction & 'analyse numérique la théorie des
opérateurs continus et opérateurs compacts et opérateurs intégraux..

Le Deuxiéme chapitre : est une introduction a la terminologie et la classification
des équations intégrales et la classification des équations différentielles intégrales, qui a
pour objectif de familiariser le lecteur de ce travail avec le concept d’équation intégrale,
et quelques définitions des polyndémes de Lagrange utilisé pour résoudre cette équation.
On trouve aussi une étude sur 'existence et 'unicité des équations intégrales des types
Volterra-Fredholm.

Le Troisiéme chapitre : est destiné a I’étude de la résolution numérique des équa-
tions différentielles intégrales de Volterra-Fredholm .



Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle et
numérique

1.1 Notions d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espace vectoriel normé :[1]

Normes
Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C' on appelle une norme sur ’espace

E toute fonction notée||.| définie sur E a valeurs dans R, telle que
L ||z] =0<=2=0
2. [[Az|| = |A| ||| ,pour tout = € Eet A € K
3. [lz +yll < [lz]l + llyll ,pour tout 2,y € E

on dit que E est un espace vectoriel normé s’il est muni d’une norme ||.||
Tout espace vectoriel normé (E, ||.||) est un espace métrisable

Proof. Pour tout x,y € E on définit la fonction ¢ par
¢(z,y) = llz -y
On remarque que cette fonction est bien une métrique sur F car, on a

¢(x,y) = |lz —y[| =0
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ou encore
r—y=0
D’ou I’égalité
rT=1y

Il est évident de voir que la distance ¢(z,y) est symétrique

o(z,y) = |z —yl

= |y -zl = é(y,x)

Pour l'inégalité triangulaire, on écrit

¢(xy) = |z -yl =lz—-2)+ -yl
<l =2l +llz =yl

= 0w, 2) + ¢(2,9)
0

1.1.2 Espace de Banach :[1]

Suite de Cauchy :
Soit (z,,) une suite d’éléments d’un espace normé (E, ||.||) ; on dit que la suite (z,,) est

de Cauchy si, on a la relation suivante :

Ve > 0,3IN,, Vp,q> N.ona |z, -z, <e

Soit x, une suite de Cauchy dans un espace normé (F, ||.||) contient une sous suite
xn,, convergente vers x alors la suite x,, est aussi convergente vers le méme élément x.

Soit x,, une suite de Cauchy alors il vient

Ve > 0,3IN,, Vp,q> N.ona |z, -z, <e

en particulier pour n, > N., on a

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERIGUR
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\v/pa ny Z N£7 ||$P - xnkH <e

avec la convergence de la suite z,, vers x

ng > Ney || @, —z|| <e

D’ou la convergence de la suite z,, vers I’élément x

vpvnkZN€7 ||Ip—SUH = pr_x—i_‘rnk_‘rnkH

< llep = wnll + llan, — 2l <e

Espaces complets

Definition 1.1 Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit complet, si toute suite de Cau-

chy x, d’élément de E est une suite convergente dans F

Autrement dit,

Ve > 0,3dN,, Vp,q> N.ona |z, -z, <e

Implique 'existence d’un élément x € E tel que

lim z, = x

n—oo

Espaces de Banach

Definition 1.2 On appelle espace de Banach (E,||.|) tout espace vectoriel normé et

complet pour la distance déduite de sa norme.

1.1.3 Espace de Hilbert :[1]

Produit scalaire

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERIBUR
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Definition 1.3 On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E (réel ou compleze)

une application : (.,.) : B x B — C telle que pour tout x,y,z € E et A € k

1. (z,z) >0
2. (z,2) =0=2=0

3. (Az,y) = A(x,y)

e~

(2,9 +2) = (z,y) + (z,2)

5. (z,y) = (z,y)

Definition 1.4 un espace de Hilbert H est un espace complet par rapport a la norme
induite par le produit scalaire. En d’autres terme un espace de Hilbert est un espace de

Banach dont la norme induite par un produit scalaire.

Généralement 'espace H est séparable est de dimension infinie, en d’autre terme, il
existe un ensemble dénombrable partout dense dans H et pour tout

entier n € N, il existe n vecteurs dans H linéairement indépendants.
Example 1.5 L’espace L*(a,b)
L’espace L*(I,R) des fonctions de carré intégrales défini par
2. = {55 [ 10 de < oo
I
ou l'intégrale est prise au sens de Lebesgue, muni da la norme

Hﬂf—[uwﬁﬁ

induite par le produit scalaire définit par

Uyw=[fmmqu

est un espace de Hilbert

Orthogonalité

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERIBVE



1.1. NOTIONS D’ANALYSE FONCTIONNELLE 5

Definition 1.6 (Vecteurs orthogonaux)On dit que deux vecteurs x et y d’un espace de

Hilbert H sont orthogonauzx si :

(z,y) =0

Base hilbertiennes

Une partie X de H est dite dense dans H si :
Vy e HVe >0, € X; ||z —y| <e

de maniéere équivalente si tout y de H est limite d’une suite d’éléments x,, de X :

l2n =yl — 0

Definition 1.7 Soit H un espace de Hilbert sur le corps k et F' = (€;)ier une famille de
vecteurs. On dit que F est une base de Hilbert ( base hilbertienne) de H si :

. . ]—2 . . . . —
1. F est une famille orthonormée de H, c’est-a-dire : V<Z,j.) < iFi= <€ZQ’ ¢j) =0
Vi€l (e, e;) = [lef|” =1
2. La famille F' est de plus compléte ou total, ¢’est-a-dire : I’ensemble des combinaisons

linéaires finies des éléments de F' est dense dans H

Theorem 1.8 (Riesz-Fischer) Soit un systéme orthonormé dans un espace de Hilbert
H, et soient les valeurs oq, s, 3, .., a; telles que la série Y, |ozk|2 soit convergente,

alors on peut trouver un vecteur f € H, tel que

a; = {(frp;), Vi=12 ..

et de plus, on a
o0

Z [(Freal? =D laf?

=1

ou encore

LFIP =Dl

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERIBUE
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Soit {¢;} un systéme orthonormé d’éléments d'un espace de Hilbert H, pour que ce
systéme soit complet, il faut et il suffit que, le seul vecteur de H orthogonal au systéme
{¢,} est le vecteur nul. Cela signifie qu’il n’existe pas un vecteur non nul de H, qui soit

orthogonal & tous les vecteurs du systéme {¢, }
Theorem 1.9 Tous les espaces de Hilbert séparables sont isomorphes entre euz.

Remark 1.10 Comme il est connu en algébre linéaire, que tous les espaces vectoriels
ou euclidiens de mémes dimensions finies n sont isomorphes entre eux, car chacun est
1somorphe a l’espace K™ alors de méme tous les espaces de Hilbert sont isomorphes entre

eux, car chacun est isomorphes a Lo

1.1.4 Opérateurs linéaires bornés :[1]

Linéarité des opérateurs
Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur £ dans F’ est dit linéaire
s’il vérifie les conditions suivantes

— Condition additive

Vi, o € E, ona A(p; + y) = A(p;) + A(py).

— Condition homogéne

Voe E, A€ K=(RouC), ona A(Ap) = NA(p).

Continuité des opérateurs linéaires

Soient F et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur un sous ensemble
G C FE dans F est dit continu au point zy de G si, on a la propriété suivante

Pour toute suite z,, de G converge vers xy, la suite A(z,) converge vers A(zg) c’est &
dire

lim A(z,) = A(limz,,) = A(x).

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERIBUB
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L’opérateur linéaire A est dit continu sur G, s’il est continu en chaque point de
I’ensemble G.

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur un sous en-
semble G C E dans F, est dit continu partout sur G s’il est continu en point xy de
G.

Opérateurs bornés

Un opérateur linéaire A défini sur E dans F est dit borné s’il existe une constante

positive C' > 0, telle que
[A(@)[[r < Cllzlls, VzeE.

La norme ||Al| = sup ||A(z)||r sur la boule unité est toujours finie pour tout opérateur
linéaire continu.

Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.

La notion d’isométrie est plus forte que celle de I'isomorphie.

Normes équivalentes

Soit E un espace vectoriel muni de deux normes (E, || [|1) et (E, || ||2), ces deux normes

sont dites équivalentes, si on peut trouver deux constantes positives « et 3, telles que
allzll < [|zlls < Bllzfy, Vz € E.

Autrement dit, les deux normes sont dites équivalentes si et seulement si, 'application

identique de E dans E soit un isomorphisme entre les espaces vectoriels normés (E, || ||1)

et (E, ] 2)-
1.1.5 Opérateurs compact :[1]

Definition 1.11 Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé
F, on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E a

un ensemble relativement compact A(G) dans F. Autrement dit, la fermeture A(G) est

compacte.

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERIGURE
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Ensembles relativement compacts
Un ensemble G C E est relativement compact si pour toute suite {u, } de G, il existe

une sous suite {u,)} qui converge dans F.
Theorem 1.12 (critére de compacité)

Un opérateur linéaire A : ' — F' est compact si et seulement si pour toute suite bornée
v, de E. la suite Ap, contient une sous suite convergente dans F.
Proof. Il suffit d’appliquer les définitions appropriés d’'un ensemble borné et un ensemble

relativement compact. [

Theorem 1.13 Une combinaison linéaire A = aA; + Ay des opérateurs compacts est

un opérateur compact.

Theorem 1.14 Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l'un des

opérateurs A ou B est compact.

Proof. Soit {¢, } un suite bornée de E, alors si B est un opérateur borné la suite By,,(x)
est aussi bornée, et de la compacité de 'opérateur A il existe une sous suite de A(Byp,, (7))
qui converge, ce qui implique que AB est compact.

D’autres part si B est compact, on peut extraire de la suite By, () une sous suite
convergente B, (), et de la continuité de l'opérateur A car il est borné la suite

A(Bp,y(z)) converge, ce qui implique que AB est compact. O

Theorem 1.15 Soit E un espace normé et F un espace de Banach, et soit {A,} une
suite d’opérateurs compacts de E dans F', convergente en norme vers l’opérateur linéaire
A de FE dans F

lim ||A, — A|| =0.

n—c0

Alors A et compact.

Corollary 1.16 La boule unité B(0,1) dans un espace de dimension infinie n'est pas

compact.

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERIBUR
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Theorem 1.17 Un opérateur compact est un opérateur borné. La réciproque est fausse.

Theorem 1.18 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau continu est un opéra-

teur compact.
Noyau faiblement singulier

Definition 1.19 On appelle noyau faiblement singulier la fonction K continue sur G x G

C R" x R™ sauf peut étre aux points x =t et telle que,

M

Vot € G, v #t, AM >0, |K(x,t)] < P
x_

O<a<n

Theorem 1.20 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau faiblement singulier

est un opérateur compact.

1.1.6 Equations aux Opérateurs compacts :[1]

Equations de second espéce
Soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme alors 'opérateur

T = I — A défini ’équation de second espéce donné par

p—Ap=f; o, feX

ou f est un fonction donnée et ¢ la fonction inconnue

Theorem 1.21 Le noyau de l'opérateur T défini par

kerT=N(T)={peX; To=(I—-A)p =0},

est un sous espace fermé et de dimension finie

Theorem 1.22 La suite d’ensemble des noyaux

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERI®UH
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est une suite croissante stationnaire. Autrement dit,elle ne contient qu’un mombre fini

d’ensemble distincts , c’est a dire il existe un entier p € N tel que

{0}y c N(T),N(T?)C ...C N(IT?) =N (T""") = ...

Le nombre p est appelé le nombre de Riez de I'opérateur compact A pour I’ensemble

des noyaux {N (T")}

Theorem 1.23 L’image de lopérateur T' défini par ,

ImT =T (X)=R(T) ={ =Ty; telle que ¢ € X}

est un sous espace fermé
Le nombre de Riez p pour 'ensemble des noyaux {N(7™)} et le nombre de Riez

q pour 'ensemble des images {R (7™)} sont égaux. Autrement dit

pP=4q

Theorem 1.24 Les sous espaces N (T™) et R(T") sont supplémentaires. Autrement dit

X =kerT"&ImT" = N (T") & R(T")

ol r = p = q est le nombre de Riesz

Lemma 1.25 L’opérateur T' = I — A est injectif si et seulement si,T" est injectif pour

tout r € N

Lemma 1.26 L’opérateur T = [ — A est surjectif si et seulement si T" est surjectif pour

toutr € N

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERFYUR
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Theorem 1.27 soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme alors
PopérateurT = I — A est injectif si et seulement si il est surjectif, de plus [’opérateur

admet un inverse T-* = (I — A)™" borné

Theorem 1.28 soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme alors,

pour que l’équation non homogéne
To=p—-Ap=f

admette une solution unique @ € X, pour tout f € X, il faut et il suffit que l’équation

homogéne

To=p—Ap=0

admette la solution triviale ¢ = 0.

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMEREQUR



Chapitre 2

Equations intégrales et leurs
classification :

2.1 Classification des équations intégro-différentielles :

2.1.1 Equations intégro-différentielles de Volterra :[2]

Definition 2.1 L’ équation intégro -différentielle de Volterra est donnée par la forme

sutvante :
> pi ()9 (@) = £ (@) £ X [ K (wit) o (1)
i=0 @

avec les conditions initiales

go(i)(a):&i,ogigm—l

Ou o (x) indique la ™ dérivée de o (z) et pi(z), K (x,t) et f (z) sont des fonctions

connues et A\ un paramétre non nul,et ¢ (x) la fonction inconnue.

Definition 2.2 L’equation
W@ = o= [ @-nea
v(0) = 0
est une équation intégro- différentielle de Volterra du premier ordre,et I’équation
W@ = o+ [ @-npwd
©(0) = 0,¢'(0)=-1
est une équation intégro- différentielle de Volterra du second ordre.

12
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2.1.2 Equations intégro-différentielles de Fredholm :[2]

Definition 2.3 L’ équation intégro- différentielle de Fredholm est donnée par la forme

suivante :

> Pi(x) o (z) = +)\/ Ki(z,t) ¢ dt+>\/ Ky (z,t) o (t) dt
avec les conditions initiales
<p(i)(a):ai70§i§m—1

01 9 (x) indique la "™ dérivée de o (x) et pi(x), K (x,t) et f(x) sont des fonction

connues et A\ un paramétre non nul ,et ¢ (x) la fonction inconnue.

Example 2.4 L’équation
1
o' (x) = 1290—1—/ @ (t)dt
0
p(0) = 0

est une équation intégro-différentielle de Fredholm du premier ordre-et ’équation

i

(0" (@) +¢ (@) = o—sin(e)+ / st () dt

p(0) = 0,¢(0)=1
est une équation intégro-différentielle de Fredholm du second ordre
2.1.3 Equations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm :[2]

Definition 2.5 L’équation intégro-différentielles de Volterra-Fredholm est donnée par la

forme suivante :
Zpi(:c)go()( +>\/ Ky (x,t) ¢ dt+)\/ Ky (x,t) @ (t)dt
avec les condition initiales

go(i)(a):ai,ogigm—l

O ¢ (z) indique la "¢ dérivée de o (z) et p; (z), Ky (z,t), Ky (z,t) et f(z) sont

des fonctions connues et A\ un paramétre non nul,et ¢ (x) la fonction inconnue .

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATIPN1:3
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Example 2.6 L’équation intégro- différentielle :

{¢' () = 1+/0$(:U—t)<p(t)dt—|—/0xtcp(t)dt
p(0) =1

est une équation intégro- différentielle de Volterra-Fredholm du premier ordre

2.2 Classification des équations intégrales :

2.2.1 Equations intégrales de Volterra :[4]

Les équations de Volterra sont des cas particuliers d’équations intégrales de Fredholm

il suffit de prendre le noyau k est tel que k(x,t) = 0 pour = < ¢

Definition 2.7 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce une

équation & une inconnue @ (z),de la forme :

/%@ﬁwwﬁ—ﬂ@

Definition 2.8 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce une

équation a inconnue ¢ (x) de la forme :

@A [ K@ e@d= @)
2.2.2 Equations intégrales de Fredholm :[4]

Definition 2.9 On appelle équation intégrale de Fredholm de premiére espéce une équa-

tion de la forme :

b
JRCYECI e
ol ¢ (z) est la fonction inconnue, f (x)et k (x,t) sont des fonctions connues,les bornes
d’intégration

sont constantes. C’est la caractéristique principale d’une équations de Fredholm .

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATIPN1:4
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Definition 2.10 On appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espéce une équa-

tion de la forme :

b
@)= 1@ +A [ Bt
ol ¢ (z) est la fonctions inconnue ,k(x,t)et f(x)des fonctions donnés, est un facteur

inconnu.

2.2.3 Equations intégrales de Volterra-Fredholm :[4]

Une équation intégrale de Volterra -Fredholm est une combinaison des intégrales de

Volterra et Fredholm disjoints,apparait dans une équation intégrale .

Definition 2.11 On appelle équation intégrale de Volterra-Fredholm une équation de la

forme :

ox)=f(z)+ X\ /m ki (z,t) @ () dt + )\2/ ko (z,t) @ (t) dt,x € [a, ] (2.1)

On appelle équation intégrale mixte une équation de la forme 2 :

go(x):f(x)—i-)\/x/ k(s,t) ¢ (t)dtds

ou les fonctions kq,ks et f est connues et ¢ (x) la fonction inconnue

T 1
o) = 6x+3x2+2—/ xzo (t)dt — [ to(t)dt
0 0
1 1, 5 [
o) = o+ -2 +2°— (s —t) p(t)dtds

2.3 Existence et unicité de la solution des équation
intégrale linéaire de Volterra-Fredholm :[4]

Dans cette section nous rappelons les théorémes que nous allons utilisées pour obtenir

des résultats d’existence et unicité de solutions de I’équation (?7?)

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATIPN15
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Definition 2.12 Soit X un espace normé et T : X — X un opérateur, T est dit un

opérateur de Picard s’il existe o, € X unique tel que
T(pg) = @o, et im T (py) = @y, pour tout p de X
Theorem 2.13 (principe de contraction).Soit X un espace normé. Si T : X — X un

opérateur de contraction admis un point fize unique ¢ , alorsT" est un opérateur de Picard

an

lpo — T (o)l < ] le —T(p)||, pour tout n € N

— o
Théorémes d’existence et d’unicité :

On considére ’équation linéaire de Volterra-Fredholm

o(z) = f(z)+ M\ / ko (2, ) p(t)dt + Ao /ab kol o()dt , x € [a,b]  (2.2)
ou
1. feCla,b], ki(z,t) € C(Dy),avec Dy ={(z,t) e R* tel que a <t <z < b}
2. p€Cla,b], ka(a;t) € C(Dso),avec Dy = [a,b] x [a, ]

3. M1 = maX(x7t)€D1 |]{31<£L’,t)| 3 et M2 = maX(mvt)€D2 |k’2<l’,t>|

Theorem 2.14 Dans les conditions de continuité ci-dessus, supposons qu’il existe une

constante ¢ > 0 tel que :

1

C

[My + Myexp(e(b—a))] <1

Alors I’équation ([2.2)) a une solution unique ¢ € C' [a,b] ,et cette solution peut étre
obtenir par la méthode d’approximation successive, a partir de ¢, € C' |a, b]

Proof. Soit Popérateur intégral T : C'[a,b] — C [a, b], défini par

To(r) = f(z) + / (o, ) (t)dt + / kol ) ()t

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATIPN16
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On a

To(a) — TH(x)| = / ko) (olt) — (1)) di + / kol 1) (p(t) — (1)) dt

< [ G0l - wieplae+ [ ke, 01 (6 (6) — w0 dt
< My [ et~ vl expl—c(t — ) exple(t — a)) de +

v, [ |(ol8) — (o) exp(—c ¢ - o)) exple(t — a)) di
<[22 tepleta ) - 1)+ 2 (exp(cls - )~ 1) o~ vl
< [Leptete—a) + Lexpetr—a+b-)] - o]
< OAEZD (0 4 Myoxp(els — ) 1o — ]
< SR v exple(b — a)) g — vl

Il s’ensuit que
1
| Ap(x) = Au(@)| exp(—c(v—a)) < - (M + My exp(e(b — a)) [l — v, pour tout = € [a,1].

Alors
1
lAp — AY|| < = (My + Mz exp(c(b - a)) llp — ¥

1

On déduit que Popérateur A est Lipschitzien de constante k = — (M; + My exp(c(b — a))
c

La condition supposée garantit que A est une contraction. Alors on applique principe

de contraction [

2.4 Polynomes de Lagrange :[2]

Definition 2.15 On définit les polynoémes de Lagrange associés aux points (xg, ..., %)

par :

_ (z — )
B H (zi — z5)

0<j<n,j#i

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATIPNL7
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On al;i(x;) = 0;;V(i,7) € (0, ......,n) o §;; est le symbole de Kronecker, et degré(l;) =
n.
Proof. Cette famille est évidemment génératrice. Le point clé est de savoir si elle est
libre. Soit(ay, ...,a,) € R" etz € R. Alors, si 1 ja;li(z) O
pour tout z, on a pour tout j,
Z a;li(z;) =0
=0
. Comme [;(z;) = dij , cela implique a; = 0 pour tout j.

Ainsi, la famille est libre et génératrice et c’est donc une base.

Theorem 2.16 Le probléeme : trouver p € P,tel que p(z;) = f(x;),Y0 < i < n admet une

unique solution donnée par

p(x) = flw)li(x)
i=0
p s’appelle le polyndéme d’interpolation de Lagrange, noté p,.
Proof. Remarquons d’abord que Li € P, (R) pour tout ¢ = 0,--, n (produit de npolynémes
de degré 1), de sorte queP,est aussi un polynéme de degré au plus n. O

La démonstration du théoréme repose sur le fait que :

1si i=j
lz‘(%’) = 0ij = {Osi i;é;
pour tout ¢ = 0,---,n. Le symbole ij est appelé symbole de Kronecker. Une fois ceci

établi, on a :

n

p(z) = Z fxi)li(x) = Zf(l’z‘)% = f(x)

=0

pour tout j = 0,---,n, de sorte queP, est bien le polyndéme interpolateur de Lagrange
def aux noeuds z0,---, xn.

. On considére la fonction

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATIPN1S
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f-L1]—-R

1

x —_—
—>1—|—x2

Donner les polynémes de Lagrange ainsi que polynéme d’interpolation associés aux

noeuds
suivants :
org=—1,2;,=10na:
T — T r—1 1
l = = = —— J— 1
() oo 1o1 2t
r—xy ax—(-1) 1
l — — — — ]_
eyl oy i | R KACARY
On obtient :

Pi(a) = f(o)lo(x) + f(ea)ha(r) = —gale — 1)+ golz +1) = 3

oxozo,xlzé.Ona:

T — T — 3

lo(z) = To—11 —%2 = e
hz) = jl__:;oo = % =2z
On obtient :
Pi(z) = f(xo)lo(x) + f(z1)li(z) = —=2(z — 1/2) + 1 j_ 1 X 2= _%x .
4

oo =—1,21=0,29=1.On a:

= (=) =)= (5) () = e

On vérifie que 'on a bienly(z) = let que ly(z1)) =lo(z2) = 0.

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATIPN1L9
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(=5 () =6+ -v,
(=05) () =gt

wo = (=) (=2
wo) = (2=2) (222

On obtient :

Py(x) = flzo)lo(x) + flz1)l(z) + f(a2)l(2)
1 1
= —Zx(x - —(x+1)(xz—1)+ Zx(x +1)
= —%xz +1
On vérifie que 'on a en effet P(—1) = f(—1) = 1/2,P(0) = f(0) =1 et P(1) =
f(1)=1/2.

Theorem 2.17 on considérera les données suivantes : on connait les valeurs d’une

fonction f aux points xg =1,21 =2,20 =4 et 23=7":

flxo) = =1, f(z1) = 2, f(xz) = 4

On posera

Vie {0,1,2,},y; = f(x;).
Reprenons les données de I'exemple . Chacun des polynoémes de Lagrange [; (de degré

3) est donné par la formule

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATIPN20
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.soit encore aprées calculs :

lh(z) = —o +—2 +—x+—

[ - _ e _
1(7) 07 "5 T
n@) = hat a0 BT
R T R T R

Ensuite, le polynéme interpolateur de degré 2 est donné par la formule . Ici, on a donc :

p3(7) = yolo(z) + y1li () + yala(2).

Le coefficient dominant de L,, est (—1)"/n!. Les physiciens utilisent souvent une définition
des polyndmes de Laguerre ou ceux-ci sont multipliés par (—1)"n!, obtenant ainsi des

polyndmes unitaires.

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATIPN21



Chapitre 3

Résolution numériques des équations
intégrales de Volterra-Fredholm :

3.1 Meéthodes numériques pour les équations inté-
grales de Volterra-Fredhlolm :

Dans ce chapitre on va résoudre numériquement des équation intégrales de volterra-

Fredholm de second espéce en utilisant les polyndémes de Lagrange
3.1.1 Meéthode de collocation :[4]

On considére I’équation intégrale de Volterra-Fredholm suivante

x b
o) = 12+ [ ke p®de+ [ (e (o (3.1)
Généralement, le principe de la méthode de collocation appliqué a 1’équation
consiste & chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension finie, en
exigeant que 1’équation soit vérifiée seulement sur un nombre fini de points appelés
points de collocation.
En pratique, nous choisissons une suite de sous espaces X,, C X, n > 1 de dimension
finie, généralement des sous espaces de C([a, b]) ou de L?([a, b]). Soit {¢)y, ..., 1, } une base

de X,,. On cherche une fonction ¢,, € X, telle que
Son(m) = chwj<x) y T E [a>b]
j=1

Pour déterminer les coefficients (¢;), on substituant, cette fonction dans I'équation (3.1)),

et on exigeant que I’équation soit exacte dans le sens ol le résidu

22
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rala) = () = [ Walo (0 [ hale ) (0dt— Fo) o € fad

3

=Y ey - [ ket S0, 0 - [ kY e, 0 - )

|
O

; {wj(x) - /j ki(z,t)y;(t)dt — /ab kg(a:,t)wj(t)dt} — f(x) ,z€]a,b

soit nul sur un systéme de noeuds z, ..., x, € [a,b], (i.e, aux points de collocation)

ce qui conduit & la résolution du systéme linéaire

n

Z{wj(a:i)—/:kl(xi,t)wj(t)dt—/abkg(xi,t)wj(t)dt}cj:f(xl-) ci=1,...n

Jj=1

ui s’écrit sous la forme AC = F',ou
b

A = wj(:vz-)—/:kl(wi,t)wj(t)dt—/abkg(a:i,t)z/;j(t)dt, ij=1,...n
C = (¢),i=1,..,n

F = f(z),i=1,....n

C = A'F

ce systéme admet une solution unique si det A # 0, ce qui dépend d’ailleurs du choix

des points de collocation.

3.2 Exemples Numériques :[2][5]

CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS P: 23
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Example 3.1 Considérons l’équation intégrodifférentielles de Volterra :
o () + 3u(z) — / sin(z+ ) u () dt = f(z),  u(0)=0,
0
valeur de x solution exacte | solution approchee | erreur
0.0000e+00 | 0.0000e+00 4.4180e-16 4.4180e-16
2.5000e-01 -1.8750e-01 -1.8750e-01 1.4913e-10
5.0000e-01 -2.5000e-01 -2.5000e-01 1.9722e-10
7.5000e-01 -1.8750e-01 -1.8750e-01 1.4029e-10
1.0000e+00 | 0.0000e+00 -1.7695e-11 1.7695e-11
utilisant les polynémes de Lagrange
CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS P: 24
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Example 3.2 Considérons l’équation intégrodifférentielles de Volterra :

o (2) + u(z) - /0 ru(t) = f(2), u(0) =1,

valeur de x| solution exacte | solution approchee | erreur

0.0000e+00 | 1.0000e+00 1.0000e+00 4.3387e-09
2.5000e-01 | 8.0326e-01 8.0326e-01 1.6131e-09
5.0000e-01 | 6.8393e-01 6.8393e-01 6.8064e-11
7.5000e-01 | 6.1156e-01 6.1156e-01 1.5189¢-09
1.0000e+00 | 5.6766e-01 5.6766e-01 3.9189e-09

utilisant les polynémes de Lagrange ,

Valeur de la solution

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x
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Example 3.3 Considérons l’équation intégrodifférentielles de Fredholm :
, 21
u' (z) — —thu (t)dt = f(z), wu(0)=0,
0
valeur de x | solution exacte | solution approchee | erreur
0.0000e+00 | 0.0000e+00 0.0000e+00 2.9570e-12
2.0000e-01 2.0711e-01 2.0711e-01 1.0186e-13
4.0000e-01 3.9399e-01 3.9399e-01 5.6732e-14
6.0000e-01 5.6573e-01 5.6573e-01 1.2936e-12
8.0000e-01 7.2424e-01 7.2424e-01 1.2961e-12
utilisant les polynémes de Lagrange ,
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3.3 Conclusion

Conclusion :

La méthode d’interpolation de Lagrange offre une solution efficace pour résoudre
les équations intégrales-différentielles de Fredholm et de Volterra. Elle transforme ces
équations complexes en systemes algébriques via une approximation polynomiale discrete.
Simple a implémenter, elle garantit une bonne précision avec un nombre adapté de points
d’interpolation. Cependant, cette précision dépend fortement du choix et de la répartition
des points. Ainsi, elle constitue un outil puissant pour I’analyse numérique dans divers
domaines scientifiques. Son application facilite les simulations et études approfondies en

physique et ingénierie.
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Rasumé :

Le but de ce mémoire, est la résolution numérique de I'équation diff érentielles intégrale
de Volterra-Fredholm du second espece, en utilisant le polyndome de Lagrange. De plus, de
nombreux exemples sont présentés pour illustrer la précision et l'efficacité de la méthode
propos¢e

Mots clas :

Polyndme de Lagrange, Equation différentielles intégrale de Volterra, Equation
différentielles intégrale de Fredholm, Equation différentielles intégrale de Volterra-
Fredholm.

Qbstraet :

The goal of this memory is consecrated to the numerical method to find approximate
solutions to the Volterra-Fredholm integral differential equation of the using Lagrange
polynomial Moreover, many examples are presented to illustrate the accuracy and

efficiency of the method.
Keywords:
Lagrange polynomials, Volterra integral differential equation, Fredholm

integral differential equation, Volterra-Fredholm integral dif ferential equation, numerical

quadrature.
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