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Résumé

ans ce mémoire, nous avons analysé un probleme inverse pour déterminer un coefficient de terme

source en fonction du temps ¢ dans une équation télégraphique linéaire avec des conditions aux

limites de Dirichlet et une condition supplémentaire sous forme intégrale. Pour le temps 7" est suffi-
samment petit et avec des hypothéses sur les données du probléme, nous avons démontré un résultat
d’existence et d’unicité de la solution par un théoreme de point fixe. Ensuite, nous avons proposé un
algorithme pour calculer la solution numérique de ce probléme inverse. Cet algorithme basé sur la mé-
thode de collocation de Legendre et I’algorithme a-généralisé. Des exemples numériques sont présentés

pour valider 'efficacité de cet algorithme.

Mots-Clés : Méthode de Fourier, Méthode de point fixe de Banach, les polyndmes de Legendre,

Algorithmes a-généralisé.

n this memory, we have analyzed an inverse problem to determine a term source coefficient as a
function of time t in a linear telegraph equation with Dirichlet boundary conditions and an additio-
nal condition in integral form. For the time T is sufficiently small and with assumptions on the data of
the problem, we proved a result of existence and unicity of the solution by a fixed point theorem. Then,
we proposed an algorithm to calculate the numerical solution of this inverse problem. This algorithm
based on the Legendre collocation method and the a-generalized algorithm. Numerical examples are

presented to validate the efficiency of this algorithm.

Keywords : Fourier method, Banach fixed point method, Legendre polynomials, a-generalized

algorithm.
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Introduction générale

‘équation télégraphique est une équation hyperbolique linéaire du second ordre in-
troduite par Oliver Heaviside [7]. Cette équation modélise plusieurs phénomenes
dans de nombreux domaines différents tels que I'analyse du signal [8], la propa-
gation des ondes [13], la théorie de la marche aléatoire [6]. Dans ce mémoire, on s’intéresse au

équation télégraphique suivante :

uy (z,1) + 2auy (2,t) + b*u (2, 1) = Cug, (x,t) +7 (1) f (2,1), (z,t) € Dr, (1)

avec les conditions initiales

u(x,O):gp(x), Ut(%O):iﬂ(JJ)a 0<z</ (2)

o Dy = {(x,t): 0<x< ¥, 0<t<T}avecl, T > 0,a > b > 0etc > 0sontdes constantes.
f (x,t) représente le terme source, ¢ () et ¢ (z) sont les données initiales.
Pour une fonction donnée r (t), le probleme de trouver u (z, ) a partir de I’équation (1) avec

la condition initiale (2)) et la condition aux limites de Dirichlet homogene

u(0,t) =u(l,t)=0,0<t<T, (3)

est appelé probleme direct.

Si r (t) est inconnu, trouver le couple de solution {u(z,t),r (t)} du probleme (1)-(3) avec la



condition supplémentaire

est appelé probleme inverse ot E (t) est une fonction donnée.

Les problemes inverses pour les équations télégraphiques ont été un domaine de recherche
majeur dans de nombreuses branches de la science et de I'ingénierie, en particulier en mathéma-
tiques appliquées. La solvabilité des problemes inverses avec diverses conditions supplémen-
taires pour les équations télégraphiques a été étudiée dans de nombreux travaux, [2, 4,9} 5, 1].
Cependant, I'étude des problemes de détermination de source terme pour les équations télé-
graphiques est peu nombreuse jusqu’a présent.

Dans ce mémoire, nous avons concerné les deux aspects suivants :

= Ftude théorique : nous avons étudié 'existence et 'unicité de la solution du probleme

inverse (I)-() en utilisant la méthode de Fourier et la méthode de point fixe.

= FEtude numérique : nous avons proposé un algorithme pour résoudre le probleme inverse
(I)-@). Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Legendre et 1’algorithme

a-généralisé. Des exemples numériques sont présentés et discutés.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniere suivante : dans le premier chapitre,
nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils nécessaires dans ce
mémoire concernant les espaces fonctionnels, la méthode de point fixe et les polynomes de
Legendre.

Dans le deuxieme chapitre, la méthode de Fourier convertit le nouveau probleme inverse en
un probleme de point fixe dans un espace de Banach choisi. Sous certaines conditions de régu-
larité sur les données initiales et aux limites, I’existence et l'unicité de la solution du probleme
inverse sont démontrées par la principe de contraction de Banach pour 7" est suffisamment
petit.

Dans le dernier chapitre, nous avons proposé un algorithme pour résoudre le probleme

inverse (1)-(@). Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Legendre et 1’algorithme a-
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généralisé. Des exemples numériques sont présentés pour valider 1'efficacité de cet algorithme.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.

©2022, F. ATHMANI Etude d’un probleme inverse pour ’équation télégraphique linéaire



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

ans ce chapitre, nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils
nécessaires dans ce mémoire concernant les espaces fonctionnels, la méthode de point

fixe de Banach.



1.1. ESPACES NORMES,[3] 10

1.1 Espaces normés,[3]

Définition 1.1. (norme). soient £ un espace vectoriel sur le corps K (R ou C). une norme sur £

,est une application ||.|| : £ — R.vérifiant les condition suivantes :

1. ||z||>0 et||z||=0 <=2x=0
2. ||lambdax||=|\|||z|| ;pour tout xe E et pour tout A € K

3. [l +y|l < ll2]l + lyll pour tout x,y € E

Remarque 1.1. L'espace vectoriel £ muni d'un norme S’appelle espace normé ,noté

par :(E,||.||).Les application suivantes sont des normes usuelle sur R".

2]l = max |z

n
lzll, = lail
i=1

Hﬂch = (Z ’%!p)l/ppourtoutp >1

=1

Exemple 1.1. soit 2 un ouvert de R",1’espace vectoriel des fonctions de carré intégrable sur €2
est:

L2(Q)={f:Q —R, [,|f(x)]dz < co}.

I'application ||.|| :L? (2)—R donnée par :

1£l=(fep | £ ()] )

est une norme

1.2 Espace de Banach,[3]

Définition 1.2. Un espace de Banach est un espace normé complet.

Définition 1.3. Soit Fun espace vectoriel normé.une suite(z,,), .y de Eest de Cauchy si
Ve < 0,3N € N/Vn <m > N= ||z,, — z,||< e

©2022, F. ATHMANI Ftude d"un probleme inverse pour ’équation télégraphique linéaire



1.3. ESPACE DE HILBERT,[3] 11

Définition 1.4. SoitE un espace vectoriel normé.on dit que Eest complet si tout suit de Cauchy

dans E est convergente dansE

1.3 Espace de Hilbert,[3]

Définition 1.5 (Produit scalaire). . Soit Fun espace vectoriel sur le corpsK.un produit scalaire
surEest une application(., .) :— Ktell que pour tout z.y,z,,22€ Eet pour tout AeK

ona:
1. (z,2)>0 et (z, 2)=0<=2=0.

2. {2, )=y, 7).

3. (w1 + w9)=(x1, yl+ (22, y).

4. (Az,y)=A (2, 9)

Remarque 1.2. Un produit scalaire sur £ défini une norme sur & donnée par :

VzeE :|z|=(x, z)'/*.

Exemple 1.2. L'espace R muni de produit scalaire :

Ve e R": Z Tyl

est un produit scalaire.

1.4 Théoreme de point fixe ,[3]

Les théoreme de point fixe sont les outilles mathématiques de base qui aident a établir 1’exis-
tence de solutions de divers genres d’équations.
Nous rappelons les théoréme du point fixe que nous allons utiliser pour obtenir des résultats

d’existence variés. nous commengons par la définition d’un opérateur compact.

Théoréme 1.1 (théoreme du point fixe de Banach (1922),[14]). Supposons que

On nous donne un opérateur T' : M C X — M, i,e , M est mappé en lui-méme par T est un ensemble
fermé non vide dans un espace normée . TestKK contractile ,ie; | Tz —Ty| < K ||x — y|| pour tout
z,y € M et pour un fixe K,0 < K <1

©2022, F. ATHMANI Ftude d"un probleme inverse pour ’équation télégraphique linéaire



1.5. CONVERGE UNIFORME, [3] 12

1.5 Converge uniforme,[3]

Définition 1.6. Soit (f,,) une suite de fonctions définie sur / a valeur dans RouC. on dit que

S fn converge uniformément sur / si (Sn) converge uniformément sur /.

Remarque 1.3. 1. si) f,converge uniformémentsur /, alors ) | f, converge simplement sur
I.

2. siy” fnet > goconverge uniformément sur 7, alors pour tout A € R, > (f,, + Ag,,) converge

uniformément sur /.

1.6 Polynomes de Legendre,[10]

Les polyndmes de Legendre,appelées aussi fonctions de Legendre , sont des polynémes or-
thogonaux et sont un cas particulier des fonctions ultra-sphériques et des polynémes de Jacobi

Il se posent dans de nombreux problemes en particulier dans ceux impliquant des coor-
données sphériques.Dans les coordonnées sphériques, les polyndmes de Legendre remplissent
une fonction majeure, puisque la dépendance angulaire est mieux gérée par les harmoniques
sphériques définies en termes de polyndmes de Legendre.il existe deux type de polyndmes de
Legendre.

Dans cette mémoire ,en considere le premier type de polyndmes de Legendre qui est une
solution de I'équation différentielle suivant :

"

(1—2?)Y"(z) — 22V (2) + n(n + 1)Y (z) = 0. (1.1)

Les polynomes de Legendre du premiere espéece sont noté par P, (z).

Définition 1.7. (Les polyndmes de Legendre P,(z)).Le polynome de Legendre du premiere
espece est un polynome de degré n en x défini par la formule de Rodrigues :

am n
P.(z) = m [(z>=1)"], (1.2)

ol x est un variable réel ou complexe.

Propriétés 1.1. La forme analytique du polynome de Legendre de la premiére espece est donnée
par:

©2022, F. ATHMANI Ftude d"un probleme inverse pour ’équation télégraphique linéaire



1.6. POLYNOMES DE LEGENDRE,[10] 13

[n/2]

2n — 2k)! —2k
P n2k e N, 13
2”2/’{:'71— n—2k:)x ne (13)

ott [2] est la partie entiere de n/2.

preuve 1.1. En utilisant la loi binomiale de Newton et la formule de Rodrigues (1.2)) ,on obtient :

n 1 k| p2n—2k
P, 1.4
(z) n'2”dx” [ — El(n — k)! ] (14
1 n — 1)k p2n—2k
2” — kl(n — k)ldz"
[n/ 2] k
—1) (2 —2B)! o
" 1.
k;' (n—k)l(n—2k)1" (1.6)
puisque 2n — 2k dans la combinaison doit étre supérieur ou égale a n,donc 0 < k < [n/2].
Définition 1.8. La fonction génératrice du polynéme de Legendre P, (z) est donnée par :
= 1
Zt”Pn(x) = (1.7)
— V1 —2xt 4 t2

Propriétés 1.2. Les polyndmes de Legendre de premiére espece P,(z) satisfont la formule de

récurrence suivant :

P()(.T) =1
Poi(z) = 2252P, (z) — 25 P,y (z),n € N.

preuve 1.2. En dérivant par rapport a t la fonction génératrice (1.7)) , on obtient :

r—t
ny t" P, (x : 1.9
Z (1—2$t+t2)\/1—2$t+t2 19

En multipliant les deux cotés par 1 — 2zt + t* et d’apres (1.7),nous obtenons :

©2022, F. ATHMANI Ftude d"un probleme inverse pour ’équation télégraphique linéaire



1.6. POLYNOMES DE LEGENDRE,[10] 14
n(n— 2zt + 2 t"P (1) = —— ——— = (z — t t"P,(x). 1.10
( ) ) = e = O R 10)

Soit chaque t élevé a la puissance n :

(n+ 1)) t"Po(@) = 2en Y t"Po(x) + (n = 1)) t"Puy(z) =2 Y t"Pu(z) = Y t"Pus().

En égale la coefficient de t" ,nous obtenons la formule de récurrence (1.8)

(1.11)

Lemme 1.1. Les polynomes de Legendre du premiere espéce forment un ensemble orthogonal sur I'in-

tervalle [-1,1]c’est a dire

(P, Py) = /_1 P o) P (o) — 0, sin # m,

2 ;
1 R —
2n+17 SN m.

preuve 1.3. 1. Pour n # m ,P,etP,, sont des solutions de I'équation de Legendre (1.1)),

alors

% [(1 — x2) P;l(x)] n(n+ 1) P,(z) =0."
% [(1 - ) Pr/n(ﬁ)} m (m+ 1) Py(z) = 0.

En multipliant (1.13)) par P,,(z)et (1.14) par P,(x) et avec la différence , on obtient :

Po(z) <% [(1 — 2?) P;L(:c)] n(n+1) Pn(x))
—P,(x) (di:lz: [(1 - xz) P,In(x)} +m(m+1) Pm(x)) =0

En intégrant I'équation (1.15)) par rapport a x entre —1let1,on obtient :

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

©2022, F. ATHMANI Ftude d"un probleme inverse pour ’équation télégraphique linéaire



1.6. POLYNOMES DE LEGENDRE,[10] 15

/_1 P () (% [(1 — 2?%) P;(x)D dx — /_1 P(z) (di [(1 —2?) p;l(x)D it [+ 1) —m (m o+ 1)]

1 1 €
(1.16)
La preuve est faite en utilisant 'intégration par parties.
2. Pour n = m et en utilisant la fonction génératrice (1.7) , nous obtenons :
- 1
S tP(r) = . (1.17)
— V1 -2zt 4t
- 1
> P(x) = —————. (1.18)
— V1 —2xt 4 t2
En multipliant(1.17)) par(1.18)), on obtient :
S5 e - 09
1 — 2zt +t2

n=0 m=0

En intégrant les deux cotés par rapport a x de —11, on obtient :

DN (/_1 Pn(:c)Pm(a:)dx> = /_1 #ﬁﬂ?' (1.20)

n=0 m=0

Puisque f_ll P,(z)P,,(x)dx = 0 pour n # m,doncona :

ith /1 P2(:L‘)dzl,‘ :/1 d—x:_i [ln(l—th—i—tQ)]l
2 L al=2at+12 2 -

1
:¥[ln(1+t)—ln(1—t)]

1 o0 tn+1 o tn+1 (1.21)
S —1)"

t ;( ) n+1+;n+1

[o¢] 2 .
:;2n+1t2'

En égalent les coefficients de t*" , on trouve :

©2022, F. ATHMANI Ftude d"un probleme inverse pour ’équation télégraphique linéaire



1.6. POLYNOMES DE LEGENDRE,[10] 16

/1 P2(x)dx = 2 . (1.22)

et la preuve est terminée.

©2022, F. ATHMANI Ftude d"un probleme inverse pour ’équation télégraphique linéaire



CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

ﬁ) ans ce chapitre, nous avons démontré par la méthode de Fourier et la méthode de point
fixe de Banach 1’existence de la solution sur D7 et 'unicité sur Dy avec 0 <t < T.

17



2.1. POSITION DU PROBLEME, [3] 18
2.1 Position du probléme,[3]
on considére I"équation de télégraphe linéaire suivant :
U + 2000y + fu = Uy, +1(t) f(2, 1), (2,t) € Dr (2.1)
avec la condition initiale :
u(z,0) = p(x); u(r,0) = ¢(2), 0 <z < (2.2)
la condition aux limites de Dirichlet :
u(0,t) =u(l,t) =0,0<t<T (2.3)
et la condition d’intégrale suivant :
1
/ (e, )de = B(t):0 <t <T 2.4)
0
f(z,t), p(x) et(z), E(t) et r(t) des fonctions données.
2.2 probleme spectral,[12]
le probléme spectral est :
LX(z) - AX(z) =0
(@) = X (2) 5

X(0) = X(I) =0

l'utilisation de la méthode de Fourrier pour résoudre le probléme (2.5) conduit au probleme

spectral pour l'opérateur L donnée par 1'expression et la condition aux limite de Dirichlet.

les conditions aux limites de Dirichlet.

Nous avons le probléme de télégraphe suivant :

©2022, F. ATHMANI
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2.2. PROBLEME SPECTRAL,[12] 19

(

gt + 200Uy + [2U = Uy + 17(t) f(2,1).

0<2<1<0<t<Tu(z,0) =) u(r,0) =1p(z).

w(0,¢) = u(l,t) =0 (2.6)
0<t<T

| Jo ule, t)de = E(t).

pour trouver le probleme spectral (2.1)
on pose f(x,t) = 0 alors donnée le probleme suivant :

(

U + 200Uy + B2 = Uy, 0 < 2 < I <0<t T
uw(0,t) =u(l,t) =0,0<t<T
| Jo u(e, t)de = E(t)

(2.7)

Nous avons le probleme de strume-Thionville suivant :
sion pose u(z,t) = X(x)Y (t)
en remplagant dans(2.7)) on obtient :

X(@)Y"(t) + 20X (2)Y'(t) + B2X (2)Y (1) = X (2)Y (1)

D’ou
Y"(t) +2aY'(t) + 52 X"(x)
= =NAeR

0 X NOER
Et comme z et ¢ sont indépendant :
on trouve

X"(x) = AX(z) =0
—

X(0)=X(I) =0

X"(z) — AX(2) = 0

u(0,8) = XOY (1) =0 — X(O0) =0 {u.n = XY@ =0—= x@) =0

©2022, F. ATHMANI Ftude d"un probleme inverse pour ’équation télégraphique linéaire



2.2. PROBLEME SPECTRAL,[12]

20

Six=0

= X (z) = 0, solution trivial.

SiA>0
X"x) = AX(z)=0
—
rP=A=r=VAnr=-VA
X(x) = c1exp <\/X) Z + co exp (—\/Xx)
X(O):Cl+02:0 >
X(l) =crexp (\/X) + coexp <—\/X)
Cl = —Cy = 0
=
&2 (= exp(VA) + exp(~vA)) =0
alors ¢; = —c; = 0; X(z) = 0, solution trivial.

SiA< 0= \=i*u% = —uk

X(z) = ¢y cos (ugx) + cosin (pgx)
X(0)=c1 =0;X(I) = cycos (ug) + casin (ug) =0
= pl =kr/k e N

km

| Xk =0 sin(%%), k € N.

cosin () =0 = sin(ug) = 0 = px = 2 VK € Nx

— 2= (2

— Xk(x) = co8in (kT”x) VK € N

©2022, F. ATHMANI Ftude d"un probleme inverse pour ’équation télégraphique linéaire



2.2. PROBLEME SPECTRAL,[12] 21

avec la normalisation, nous avons :
(wp, 1) = fo Xyp(z)de =1

= fo sin®(272)dx = 1

= C2§ o [1—cos(#E=)] =1

BN Y SR

— %l =1=cy = \/%

Dong, les valeurs propres sont : A, = (£5)2, k € N

2 k 2k
X = \/;sin(T7T sin( Zm)),k eN

les valeurs propres sont :

on pose :

ona:u(z,t) =3 e ux(t) Xy = \/%2@1 uk (t) sin (452)
VK € Nx

Fot) = X002, Fu0) X = /3 5, felt) sin(52)

on remplagant dans I"équatorien (2.1) on obtient :

\/72K>1 sm(’“l”c + 2a\/72K>1uK )sm((k% +52\/gZK21uK(t)sin((’“lr—”) =
/3 S e ()2 sin (552) +7(2) /3 Sy S(0)sin((52)

Nous avons :

i (t) + 200 (t) + (B2 + pii) ugc (t) = r(t) fie ()
uk(0) = ¢o; uy (0) = Yo, 2 5> 0

ou:
o = \/?fol p() sin((*7*)dw
Py = \/> fo ) sin(572) da

on résoudre I’ equatlon homogene :

km

up(t) + 20w (t) + (B2 + ()?) uk (t) = Oopy = o k € Nx (2.8)

déterminant de équation est:
A=a®— (8 + )

on suppose que

o — 3% < p2,Vk € N c’est a dire

©2022, F. ATHMANI Ftude d"un probleme inverse pour ’équation télégraphique linéaire



2.2. PROBLEME SPECTRAL,[12] 22

o — < = %2
soit la condition :
0<a?—p2<2?
Nous avons :
’équation S? + 2aS + (u2%) =0
admet deux racines complexe conjugues .

Sip = —a £ i/} + B2 — a2 = —a +iwy, avecwy, = /1 + 52 — a?

alors,ona:

ug(t) = exp(—at) (¢; cos(wt) + co sin(wt))
on pose : G; = exp(—at) cos wyt, Gy = exp(—at) sin wyt
)G+ ()G =0

/
1
/
1

()G + (1) Gy = r(t) fx(t)

on pose :
G (t) = —aexp(—at) cos wit — wy exp(—at) sinwg(t) = — exp(—at) [ cos wit + wy sin wyt]
G(t) = —aexp(—at) sinwyt + wy exp(—at) coswit = —a exp(—at) [asin wyt — wy cos wyt]
Gi(t) Goft
o= |10 €t
Gh(t) Go(t)
B —aexp(—at) cos wyt —aexp(—at) sin wyt
—exp(—at) [acos wyt + wy sinwit] —aexp(—at) [asinwit — wy, cos wyt]

= —exp(—2at) [ sin wyt cos wit — wy cos® wit] + exp(—2at) [04 oS wyt Sin wyt + wy, sin? wkt}

= exp(—2at) [wk (sin? wyt + cos? wyt) + o cos wyt sin wyt — a sin wyt cos wkt]

det = wy, exp(—2at)

0 exp(—at) sinwgt
r(t) ft Gy(t)
Cll (t) = wg exp(—2at)

©2022, F. ATHMANI Ftude d"un probleme inverse pour ’équation télégraphique linéaire



2.2. PROBLEME SPECTRAL,[12] 23

_ —exp(—at) sinwit.r(t) fit
o wg, exp(—2at)

_ __exp(atsin wt) T(t)fkt

Wi

= ¢ (t) = —i fot r(s) fr(s) exp(as) sinwysds + ky

exp(—at) cos wyt 0
Gi(2) r(t) fit
6/2 (t) = wg exp(—2at)

__ exp(at) coswyt T(t)fk (t)

Wk

ca(t) = i fot r(s) fr(s) exp(as) cos wysds + ko

Nous avons :
ug(t) = exp(—at) [c1(t) cos wit + co(t) sin wyt]

= exp(—at) [k cos wyt + ko sin wkt]—w—lk f(f exp(a(s—t)) [sin wys cos wit — cos wys sin wyt] r(s) fr(s)ds
= exp(—at) [k cos wit + ko sin wyt] — wik fg exp(a(s —t))sinwg(s — t).r(s) fr(s)ds
uy(t) = —avexp(—at) [k cos wyt + ko sin wyt] + exp(—at) [—kywy sin wit + kawy, cos wyt]

uk(O) = ]i’l = ¥

u,(0) = —a(k) + (kawr) = ¢
= ko = Yotago

Wk

1 t
ug(t) = exp(—at) |coswt + w sin wkt] - / 7(s)fr(s)exp a(s —t) sinwy(s — t)ds
k kJo

(2.9)

Nous avons :
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= k k
u(z,t) = Z ug(t) sin —ﬂx = Z \/jexp (—at) [gpo coswyt + Yo+ avo sinwgt | sin Tﬂx

k=1 Wk
. 5 (2.10)
¢ \/; ) . km
— Z ~— fr(s)r(s) expa(s — t) sinwg(s — ) sin —xds.
k=1 0 Wk l
on utilisant 2.1) et (2.4
E”(t)—i—ZozE,(t)—l—BzE( )—ux(l t) —u.(0,8) +r(t fo
_ E'(®)+2aE () 482 E(t)—ua (1L,t) +ua (0,t)
T‘(t) B fol f(z,t)dx
avec fol f(x,t)dx #0
ug(0,8) =00, kT“\/%exp(—at) [po cos wkt—k%j:wo sin wyt] —Z;ozl ” fo fr(s)r(s)expa(s—
t)sinwy(s — t)ds
(l t) = >k ﬁl(—l)k\/%exp(—at)[gpo coswgt  + %:wo sinwgt] —
k
Yope, T+ i) Vi fo s)expa(s —t)sinwg(s — t)ds
1—(—=1)k 0, stk = 2p
km 2/(2p+ 1)m, sik = 2p + 1
alors , nous avons :
ur(0,8)  —  wug(lt) = 2305 \/%ugpﬂ exp(—at) [gpo cos wyt + %:wo sin wkt] -
230, W\/El fot Jopr1(s)r(s) exp a(s — t) sinwy(s — t)ds

on pose
Gp(t) = m [E" (t) + 2aE (t) + B2E(t) + D o \/%ugpﬂ exp(—at) [gpo cos wyt + %ﬁ:wo sin wktH
0 )

2 .
kp(s,t) = T f(;t)dx [Zp=0 % sin fiop1(s — t)f2p+1(5)1
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2.3 Existence et I'unicité,[12]

Pour étudier l'existence et d"unicité dans cette probleme on utilise le théoreme de point fixe
de Banach.
Nous avons I'équation d’intégrale de voltera de deuxiéme espéece

r(t) = G,(t) + /0 ky(s —t)r(s)ds (2.11)

Nous avons :

2 oo
u(z,t) = \/;Z ug(t) sin gz, avec (2.12)

k=1
ug(t) = \/?f(f u(x,t) sin ppdx

ot i, = X%k € Nx
on considéré I'ensemble des fonctions B3 ;. définie pour(2.12) pour tout (z,t) € Dr.et pour
chaque fonction uy(t) définie par (2.9)

est continue sur [0, 7]

et satisfait la condition :

() = (3 S (s ()] o)) 2 < 0
on définit sur B3 la norme :

(1)1, = i(u) (2.13)
Lemme 2.1 (voir(2.8),[12]). I'espace BgT muni par la norme définie par (2.13)) est un espace de Banach
preuve 2.1. l'espace B3 ;- est un espace de Banach, alors I'espace de Banach est un espace normée complet
on démontrer I'espace normée B3 . est complété , si tout suite de Cauchy de B3, converge , est B3 .

espace complété.
ona {u™(x,t)} € B3 est suite de Cauchy

u™(z,t) = Z up'(t) sin ppx
k=1
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donc{u"(z,t)} est suite de Cauchy , Ve > 0,YN,Vm,r > N

2
(e, ) = o o)y, = 7T (o o) <€

() = u(1)

alors c[0, T) est complété u(™ (t) — uy(t)
on définie : u(x,t) = > ;- ug(t) sin pyx

etu(z,t) € By, et u™(x,t) — u(z,t) Vm,r > N

2
() 2
— t <
W0),,) <

(k=12..)

r — o0o0,Vm > N

Vize (u

k — o0,Vm > N,

2
<e (k=1.2....
m) e, ( )

u™ (1) — ()|

2
) < €
0,7

u™(x,t) — u(x,t) et u(x,t) —u(z,t) € B p
u™(x,t) € By p,u(x,t) = u™(z,t) + u(x,t) — u(z,t) € By, alors

B3 - est un espace normée complété .

D’autre part , 'espace E3 = B3, x C[0, T] est un espace de Banach avec la norme

122, )l gg. = llule, O)ll g, + Ol oy

on considéré I'opérateur :
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O(u,7) = {@1(u, 1), Po(u,7)} .

dans I'espace E3., ot

Oy (u,r)=1u= \/?220:1 Uy (t) sin pux
otniy(t) le deuxieéme nombre de

Oy (u, 1) = 7(t)our(t) : le deuxieme membre de(2.11)

Nous avons : fi(t) = \/Efol sin pprdz

— \/%f(fﬁ,t) cos,ukz|0 \/>f0 fw z, t cos,ukmdl,

Jop1(t) = \/gfol f(x,t)sin pop1xde

o LG RN AR e
= YR T0(18) ~ F0.0) + J! fola.t) cos oy

H2p+1
(hypothéses : f € c*(Dr), f(I,t) = f(0,t) = 0)

on utilisant I'intégrale par partie 4 fois est trouve :

Y

2p+ 1

f2p+1<t) / fzmt:c T t) sin /~L2p+1xdx

Donc ,on a

(s, 1) = Y1

o fé f(z,t)dx

: I :
> p>0 m Sinwop1(5 — 1) [y fawae (2, 1) SN pigp 1 xde

\/§
|kp(s,1)] < Ik f(xft)dx > >0 m fo | fowaa(,1)| d

mgf(l‘,t)SM
1

1 !
— < <
:>ZM_/0f0l xtdx_lm

,m=inf x,t)|,M = ma x,t
om= nf |f(z.?)l Jnax |f(z 1)
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28

|k;p(x, t)‘ < %l maXg t)eDr ’f:}c:mx($7 t)| szo I +1\/u§1+1+6270{2
» P

2[|f (zt)

lla D 1
< NS (Dr) E
= > .
Im p>0 ng 1\/ %p | +B2—a?

1
3 2
Hap+1 \/“2p+l+'82_0‘2

Lemme 2.2. la série numérique ) -,

est une série numérique convergente

preuve 2.2. Nous avons :

2 p>0 .

2
P20 13 i\ 11 T2 0

1
@p+1)m/1y/ (2p+1)2 22 +2—a?

~ U7
~ p2(2p+1)2

Mais
D st B/AT ost une série de Riemann convergent
p= p?

1

2p+14/ (2p+1)2 57 452 —a
2 R
Donc |k, (s, t)| < an B)

alors, 3,0 & est convergente.

oir, (e, B) =3 50 —u2p+1m

soit l’opérateur o:C [O T] — C[0,T]

r— ®(r) )+ fo s)ds
soient r; (t) ( ) eC [O T] nous avons :
Dy(r1) — Po(r2) fo r1(s) — ro(s)) ds

[®(r1(2)) = ®(r2(t)] < T |kp (s, ) maxosier |r1(t) = 72(2)]

alors,on a:
2Tc(c,B) X[ f (z,t)]] 4
[@2(r1) = Pa(r2) | 0.1y < I Py = 7| 0.1y

. 2Te(@B) X1 f @) py
S1 I

<1

I'opérateur ® est contractante donc il existe 7* € C'[0, 7] unique telle que

O(r*) =r*

I’existence et I'unicité de u(xt) :
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Nous avons :

/ Ysin ppade
\/7/ Y(z)* sin pprde

f/ fxx:ca; x t) Sln,llkl’dl‘

[ fe(t)] <

maX0<x<l |fxzzx (.I' t)|

< \/7 ||f($ t)||02(DT

alors,on a:

wt|<2\[(] ol + 1ol

>1 Whk

)

+Z \/7T8Xp at) [ fr()] |r(t)]

k>1

2
[V VAl oy + 1]
<> AN [ellespry +

k>1

Hiw
2Te:x;p( t)
S Y @ Bl IOl
E>1 ,ukw

série convergenteu(z,t) est converge uniformément sur Dp,par conséquent u(z,t) est
continue sur Dy

Hypotheses :

L € CY0,1,0(0) = ¢(1),¢"(0) = ¢" (1)

2.1 € CH0,1], (0) = (1) = 0,9 (0) =¥ (1) = 0
3.1 f(.,1) € CU0,1] ¥t e [0,T], f(0,1)

20,1,V € [0,7), | [ xtdx]\— <

= fu(l,t) = 0 f(z,.) €€

©2022, F. ATHMANI

Etude d’un probléeme inverse pour 1’équation télégraphique linéaire



2.3. EXISTENCE ET L'UNICITE,[12] 30

4. :EeC?o,l],vte0,T],E

fo z)dx, E'( ):folgbxdx

Théoréme 2.1. sous les hypotheses (1)-(4) est si la condition

QTC((% B) Hf(]?, t>H62(DT)

<1
Ilm

alors , le probleme inverse (1)-(4) admet une solutions unique u(x,t), r(t)

preuve 2.3. ([12]]) |k,(s,t)| <

2| f(z )] .2
T(DT)C(O‘? 5)

2Tc(c,B) x| f (=),

| @a(r1) — ¢)2(r2)||c[07T] <

ll o4
Im Py — 7"2||c[o,T]

donc O (u,r) admet une solution unigue solution .

= AR w0

sin pgx

<Y (ol + 1Bl + Jy e (s)dsl|

. 2exp
onaa=,/2eeCel [

B —\/Eexp fo ap’(

) sin pyxde

2) + 9 (x)) sin pyrde

e = ﬁw fo fzza (2, 1) sin pprde

MW

e < \/%(GXP(CYT) — 1) max[o,r) |f$:c$z(x7 t>| C(Oz, 6)

alors ¢(a,

B) = Zk13\/m

est une série numérique converge.

ona |[®(r1) = P1(r2)| oy < \/%(GXP(QT) — 1) max o1 | fozza (7, 1)| (v, B)

Si

V2 exp(aT) = 1) maxejo 11 | Fras (2. 8)| el B) < 1

[B(r1) — @(r2)[| =

2Tc(a,B) || f (xt)

|71 — 7ol

Il
b 2(Dr) + \/%(GXP<OZT> — 1) maxe[o,7) |fmxzm(l‘7 t>| C(O&, fB)
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[ (r1) = @(ra)l| < A(T)e(e, B) [y — 72l g

ona
A(T) = U200 4 A exp(aT) — 1) masegor | raes (2. £)] lors 0 < A(T)e(ar, B) < 1

Vopérateur A(T) est contractante donc il existe r*etu* € C|0, T] unique telle que ®(r*, u*) = (r,u)
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CHAPITRE 3

ETUDE NUMERIQUE

ﬁ) ans ce chapitre,cette méthode est basée sur les polyndmes de Legendre premiere espace
. et la méthode a généralisée. avec deux exemples numériques, nous avons proposé un
algorithme efficace pour résoudre le probleme de télégraphe (1)-(4) et la condition aux limites
de Dirichlet.

32



3.1. POLYNOMES DE LEGENDRE DECALES DU PREMIERE ESPECE, [10] 33

3.1 Polyndomes de Legendre décalés du premieére espéce,[10]

Pour utiliser les polynémes donnés est :
sur l'intervalle [0, 1], on définit les polynomes de Legendre dits décalés du premiere espece
en introduisant le changement de variable suivant :

1
z =2z — lour = 5(,2—1—1).

dans ce cas ,les polynomes de Legendre décalés de [} (x)d ordre nenx sont définis sur [0, 1]par :

() =1,(2) = 1,(2x — 1). (3.1)

n

les polyndmes de Legendre décalés du premiere espece [ (x) vérifiant la formule de récur-

rence suivant :

lp(z) =1,
I5(2) = 22 — 1, (3.2)
o(z) = %(295 — D)k () — #l;_l(aj), neNx.

nous obtenons la forme explicite des polynomes Legendre décalés du premiere espece [’ (z)

de degré n en x donnée par :

ey Ny ke D+ k+ 1)t
h@) =2 (=) T(n—k+1)(T(k+1)?2)

k=0

neN, (3.3)

ou I'(.) est fonction Gamma d’Euler.

on note que

[(0) = (=1)", (13(0)) = (=1)" 'n(n+1), (3.4)
1

(1) =

D’apres (3.1) , les polyndmes [ (z) sont orthogonaux sur l'intervalle [0, 1] c’est a dire :
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E) @) = [ @) = T 510 = J 35
(1 (2), 13 () Almﬁ> o (3.5)

soit @ € [%(0, 1) qui elle peut étre exprimé en termes de polyndomes de Legendre décalés du
premiére espéce telle que

Ba) = 3 el ) 66)

ot les coefficients ¢;,i € Nsont donnés par :

6 — (2 + 1) /0 ()l (x)dz. (3.7)

en pratique, seuls les premieres polynomes de Legendre décalés (m+1) -termes sont considérés.

alors ,nous avons :

m

Oy () =Y il (x). (3.8)

3.2 Meéthode de collocation de Legendre,[10, ch4,page67]

Dans cette section, nous appliquons la méthode de collocation de Legendre sur le probleme
(2)-(4) avec @ = 1 pour la condition initiale (2) et 5 = 1 pour la condition aux limites de
Dirichlet (3).

soit u,,(z,t) I’approximation de u(z, t) donnée sous la forme suivant :

U (z,t) = Zm: () (). 3.9
=0
O na
6
w(z,t) = c(t)hi(x). (3.10)
=0

©2022, F. ATHMANI Ftude d"un probleme inverse pour ’équation télégraphique linéaire



3.2. METHODE DE COLLOCATION DE LEGENDRE,[10, CH4,PAGE67] 35

u(z,t) = Z ¢, li(x). (3.11)
tea(, ) = 3 ei(t)l] (2). (3.12)
> cli(x) + 2a Z ¢, (t)ls(x) + b? Z c(t)i(x) =Y et (x) + r(t) f(x,t) (3.13)

i=0 i=0

En appliquant(??) et avec(3.1),on obtient :

6 _
{zmq@mmo 15
>isg ci(D)i(1) =0
on introduit les vecteurs X (t), X (t), X (t) et F(t) définis par :
(X(1) = (colt), e1(2), s (1)),
- , , ' T
X(t) = (cg(t), c}/(t), ...c(j/(t)) T, (3.16)
X(t) = (co(t),c1(t), - c5(t)) ",
| F(8) = (r() (1), 7(t) fa(8), (1) f5(£)00) ",
En remplagant (??) dans la condition (2) avec o = 1,et en utilisant (??), on obtient :
@(0) = @i+ fy plei(e) 617)
¢;(0) = (20 +1) [y ¥(x)l(z),i=0.1..6

Etude d’un probleme inverse pour ’équation télégraphique linéaire
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En combinant les équations (3.14),(3.15) et (3.16)

(M@ 0) + X )+ HOX(0) =

et M (t) est le matrice de masse donnée par :

l5(z1) 1i(71) l5 (1)
I5(z2) 15(x2) I (22)
M(t) = : . :
I5(zs) 15(xs) I (x5)
0 0 0
0 0 0 0
C(t) est la matrice d’amortissement donnée par :
l5(z1) 15(z1) l5(z1)
l5(w2) 17(22) l§(2)
C(t) = 2a :
l5(ws) 13(xs) l§(x5)
0 0 0 0
0 0 0 0
et k est la matrice de rigidité donnée par :
l5(x1) — Ro(w1) [i(21) — Ri(21) l5(z1) — Re(21)
I5(z2) — Ro(w2) 1i(22) — Ri(z2) I§(z2) — Re(w2)
k= b2 :
l5(w5) — Ro(ws) 1i(xs5) — Ri(xs) l§(z5) — Re(x5)
1 -1 1 -1
1 1 1 1

Pour résoudre le systeme linéaire d’équations différentielles du descend ordre (3.18) ,nous uti-
lisant la méthode agénéralisée ,
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37

3.3 Méthode alpha- généralisée,[10, ch4,page69]

soit 0 =ty < t1 < ceveeeennns < ty, = T une partition uniforme de l'intervalle [0,¢] et 7 =

tj+1 — t; est le pas de temps. nous définissons t; = 75 ow,j = 01...., N;, nous introduisons les

notations suivantes :

city) =, g(t;) = g, h(t;) = hy, f; = (f(@1, ), f(@2, ;) oovnee , f(@m—1,t5), 95, hj)

et

M’ = M(t;),C? = C(t;),k =k(t;),j =0,1,...N;.

en 1993,Chung et Hulbert ont proposé une méthode appelée la méthode o généralisée, la forme

de base de cette méthode est donnée par :

1
dj+1 = dj + TV + ’7'2 (5 — Q)A] + QAj+1 )

Vi1 = v +7[(1—7)A; +vAj41],

1 1 +1 _
M7 Aji o +CTT 0 0 R T 0, = Fipiag,

do = X(0),v0 = X(0), Ag = X(0),

ou
djt1-ap = (1 = ay)djn + apd;,

Vit1-a; = (1= ap)vjsa + ayvj,

Ajtican = (1 = am)Aj + an Ay,

Fjt1-ap = Faaptvast;s

(3.19)

(3.20)

(3.21)
(3.22)

(3.23)

(3.24)
(3.25)

(3.26)
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Danslequel j = 0.1....., (N, —1), d;, vjet A; sont respectivement les vecteurs déplacement, vitesse

212 . 4 p .
et accélération au temps ¢;. D’apres (3.19), nous avons :

1 Uj 1

A = 5op(din = dj) = —5 = (55 = D4;. (3.27)

on remplagant (3.27) dans (3.20),on obtient :

Vj41 = %(djﬂ —d;)+ (1 - %)Uj +7(1— %)A]’- (3.28)

En remplacant (3.27) et (3.28)dans (3.21)) et avec (3.23)-(3.26), on obtient le systeme linéaire sui-

vant :

Yj+1dj+1 == Bj+1 (329)
ou
yirr _ 1 ; ‘;mMjH + Mojﬂ + (1= ap)kt,
T T
Bji1 = FjJrlfaf 4+ Mt = dj + o vj + ( or 1>Aj [ (3.30)

N (7(1 —

4 it (1 — Oém)d ;

0712 J

L’algorithme complet utilisant la méthode agénéralisée est ci-dessous :
Algorithmel[méthode a généralisée]
1. Initialisations :
(a) Donner les cofficients a(z,t), b(x,t)etw(z, t).
(b) Donner le terme source f(z,t),les données initiales p(z)et)(x).
(c) Donner les polynomes de Legendre décalés [§(x), [{(x), ......, [§(x).
(d) Donner zy, zs....... , x5 les racines de polyndme de Legendre décalél}(x).
(e) Donner le pas de temps 7 = %ﬁ et le pas de I'espace h = 5.

(f) choisit les paramétrés suivants :

200_1 o)
poo € [0,1], iy = =2 s

7& - )
poo + 17777 ot

1
(1 —am+ay)’,y==—am+a;.

1
4 2
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(g) Donner les constantes :

1—a, (1 — ay)
T T M T T
1—a, 1—a,
a2:1—06f,(l3: /87_ , Qg = 25 - 4
11—«
a5:%—1,%27’(1—0@)(125—1),
gl gl g 1
ar 57_7618 B,CLQ 7( 2ﬁ)7a10 572’
1 1

ailr = E,am = %

(h) calculer les vecteurs dy, voet Ag.

2. pour chaque étape de temps :

1. calculer la matriceM? "' la matrice d’amortissement C’*?, la matrice de rigidité k7! et le

terme source Fj1_q,

2. calculer la matrice Y7 *! = qoM7*! + a,C7*! + ayk/*! et le deuxiéme membre

Bj+1 = Fj—i—l—af + M(aodj + asv; + a4aj) + C'(aldj + a5v; + aﬁaj) - Oszdj.

3. Résoudre le systeme linéaire A7d;,; = BITL.

4. calculer les vecteurs vitesse et accélération :
Uj+1 = (1,7(dj+1 — dj> + CLSU]' + ClgAjetAj+1 = alo(dj+1 — dj) — an’Uj — CL12AJ’.
5. poser j = j + 1 etaller al'étape 2 :1.

3.3.1 Exemples numériques,[11]

Dans cette section ,nous présentons deux exemple numérique pour les probleme inverse
pour I'équation de télégraphe avec o = 1 dans la condition initial (2) et 5 = 1 dans la condition

aux limite Dirichlet .
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Exemple 3.1.

Pour ces données ,le probleme inverse de télégraphe (2)-(3)est donné par :

Viu(e, 1) + 4Y2u(e,8) + 0@, 1) = e, 8) + 7(8) (2 1), (331)
u(z,0) =1 — 2 uy(2,0) = —z+ 2% 1 <2 <1, (3.32)
uw(0,t) =u(1,t) =0,0<t <T. (3.33)

on note que la solution exacte de ce probléme est u, = (z—2?) exp(—t). si & = 1,nous appliquons
Algorithme 1 pour m = 6etug(z,t) est la solution approchée définie par :

Dans figure [3.1] et figure B.2Jnous présentons les courbes des solutions exactes et approchées
pour a = 1aT = 0.2,0.4,0.6,0.8,1.00et I'erreur [3.3jnous conclure la solution de probleme
inverse de équation télégraphique linéaire est converge
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025 e SRR REEERTEIPTERTRIES RETEREES e e :
: : : ; Salution exacte :
— — — Solution approchee

0.2

0.05

a? T L L T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.a 0.9 1
Axe de x

FIGURE 3.1 — la Solution de probleme direct de u(x,t) pourt = 0.2,¢t = 0.4,t = 0.6,t = 0.8, =
1.0 et (M=50, N=100)
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0.9

0.5

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

_ﬂ_.ﬁ.{ ............. SN SRURIEUEE I IT SIS T LLS e
L : ; : : —% — Zolution exacte :
... .. 'ﬂ' 'ﬁ_ﬁ_ ......... ................. ......... _?_Sljlut“jn apprnchée -
Ty : : : : : ;
e s s e e e e e 'ﬂ* ................. R e : ........ R
: = . - . : : . :
. ﬁ'ﬁ . - . : .
ﬁ.ﬁ' : . : : .
e Ml B RPN T,
: ﬁ'ﬁ- : : - : :
Fn : : : :
o : : ; :
T T T T e T R ﬁ:.ﬁ.ﬁ ..... :.......... ........ E ........ - .........
C TR : : :
: o : : :
: by - :
; A T SR U
T _. ........ e wﬁﬁ
: : ﬁﬁ'ﬁk s
e e e e e e e e e e m e e xﬁﬁﬁ'ﬁ:ﬁ .....
: LR
1 ] 1 1 I 1 | 1 | |

0 0.1 oz 03 04 058 0B 07 08 085 1

Axe de rt)

FIGURE 3.2 - la Solution de probleme inverse de r(¢) pourt = 0.2,t = 0.4,t = 0.6,t = 0.8,¢t = 1.0
et (M=50, N=100)
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1 5 I 1 I I I I I I 1
1k i
- O&F i
ek}
L
ek}
=
ak]
==
a1
05k i
_"I 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 0.1 nz 03 04 05 0B 07 05 09 1
Axe de ¥
FIGURE 3.3 —l'erreur] de probleme direct avec inverse
Exemple 3.2.

a=10,b=w=25,8=1,
flx,t) = (2t* + 47“ +0?)(1 — cos(27mz)) — 4n? cos(2mx)
o(x) =0,9(x) =0,9(t) = h(t) =0,

\/111 =py =0\ =1, =1

Pour ces données le probléeme inverse de télégraphe (2)-(3)est donné par :

Y u(z,t) + 20V u(z, t) + 25u(z,t) = upe(w,t) +1r(t) f(2,1), (3.34)
u(z,0) = 0,u(z,0) =0,1 <z <1, (3.35)
uw(0,t) =u(l,t) =0,0<t <T. (3.36)

©2022, F. ATHMANI Ftude d"un probleme inverse pour ’équation télégraphique linéaire



3.3. METHODE ALPHA- GENERALISEE, [10, CH4,PAGE69] 44

on note que la solution exacte de ce probléme est u, = t*(1 — cos(27x). si « = 1,nous appliquons

Algorithme 1 pour m = 6etug(x, t) est la solution approchée définie par :

6

Dans figure [3.4] et figure B.5nous présentons les courbes des solutions exactes et approchées
poura = 1a7T = 0.2,04,0.6,0.8,1.00 et 'erreu nous conclure la solution de probleme
inverse de équation télégraphique linéaire est converge.

D e e t=1...... FET TR e _
Solution exacte

1.8 : : : ; 5 — — — Solution approchée |

Axe de uxt)
o - = =
(my oa —_ ] = o
T

=
i
T

0.2r

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.a 0.7 0.a 0.9 1
Axede x

FIGURE 3.4 — la Solution de probleme direct de u(z,t) pour ¢t = 0.2,0.4,0.6, 0.8, 1.00et (M=50,
N=100)
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g1k

(Y S
agk......
-
0B
05k
AT
03 fie

D2k

—#—Snmtmn E}{ac’[e ,, ........ ........ ........ ﬁ-
—% — Solution approchée | - : : -

0.2 03 04 05 o6 07 08 09 1
Axe de rt)

FIGURE 3.5 - la Solution de probleme inverse de r(¢) pourt = 0.2,¢t = 0.4,t = 0.6,t = 0.8,¢t = 1.0

et (M=50, N=100)
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15 I 1 I I I I I I 1

Axe de [Qer

_"I 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.a 0.9 1
Axe de x

FIGURE 3.6 — 'erreur2 de probleme direct avec inverse
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons analysé un probléme inverse pour déterminer un coefficient
de source terme en fonction du temps ¢ dans une équation télégraphique linéaire avec des
conditions aux limites de Dirichlet et une condition supplémentaire sous forme intégrale. Ce

travail se déroule en deux étapes :

v Etude théorique : Pour le temps T est suffisamment petit et avec des hypotheses sur les

données du probléme, nous avons démontré un résultat d’existence et d’unicité de la

solution par un théoréme de point fixe.

v Etude numérique : nous avons proposé un algorithme pour calculer la solution numé-

rique de ce probléme inverse. Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Le-
gendre et 'algorithme a-généralisé. Des exemples numériques sont présentés pour vali-

der l'efficacité de cet algorithme.
Comme perspectives, nous avons prévu le sujet de recherche suivant :

i Trouver le couple (u (x,t), ¢ (x)) pour le probléme suivant :

uy (2,1) + 20wy (2, 1) + 2 (2,1) = Uy (2,1) + f(2,8),0< 2 <I<0<tLT
u(z,0) = o(x);u(z,0) = P(x), 0 <z <YL,

uw(0,t) = u(l,t) =0,0<t <T,

u(x,d)=h(z),0<z<{ 0<d<T.
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ans ce mémoire, nous avons analysé un probleme inverse pour déterminer un coefficient de terme

source en fonction du temps ¢ dans une équation télégraphique linéaire avec des conditions aux
limites de Dirichlet et une condition supplémentaire sous forme intégrale. Pour le temps 7" est suffi-
samment petit et avec des hypotheses sur les données du probléme, nous avons démontré un résultat
d’existence et d'unicité de la solution par un théoreme de point fixe. Ensuite, nous avons proposé un
algorithme pour calculer la solution numérique de ce probléeme inverse. Cet algorithme basé sur la mé-
thode de collocation de Legendre et I'’algorithme a-généralisé. Des exemples numériques sont présentés

pour valider I'efficacité de cet algorithme.

Mots-Clés : Méthode de Fourier, Méthode de point fixe de Banach, les polyndmes de Legendre ,

Algorithmes a-généralisé.

n this memory, we have analyzed an inverse problem to determine a term source coefficient as a

function of time t in a linear telegraph equation with Dirichlet boundary conditions and an additional
condition in integral form. For the time T is sufficiently small and with assumptions on the data of the
problem, we proved a result of existence and unicity of the solution by a fixed point theorem. Then,
we proposed an algorithm to calculate the numerical solution of this inverse problem. This algorithm
based on the Legendre collocation method and the a-generalized algorithm. Numerical examples are
presented to validate the efficiency of this algorithm.

Keywords : Fourier method, Banach fixed point method, Legendre polynomials, a-generalized

algorithm.
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