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de ce modeste mémoire.
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Résumé

D ans ce mémoire, nous avons analysé un problème inverse pour déterminer un coefficient de terme

source en fonction du temps t dans une équation télégraphique linéaire avec des conditions aux

limites de Dirichlet et une condition supplémentaire sous forme intégrale. Pour le temps T est suffi-

samment petit et avec des hypothèses sur les données du problème, nous avons démontré un résultat

d’existence et d’unicité de la solution par un théorème de point fixe. Ensuite, nous avons proposé un

algorithme pour calculer la solution numérique de ce problème inverse. Cet algorithme basé sur la mé-

thode de collocation de Legendre et l’algorithme α-généralisé. Des exemples numériques sont présentés

pour valider l’efficacité de cet algorithme.

Mots-Clés : Méthode de Fourier, Méthode de point fixe de Banach, les polynômes de Legendre ,

Algorithmes α-généralisé.

I n this memory, we have analyzed an inverse problem to determine a term source coefficient as a

function of time t in a linear telegraph equation with Dirichlet boundary conditions and an additio-

nal condition in integral form. For the time T is sufficiently small and with assumptions on the data of

the problem, we proved a result of existence and unicity of the solution by a fixed point theorem. Then,

we proposed an algorithm to calculate the numerical solution of this inverse problem. This algorithm

based on the Legendre collocation method and the α-generalized algorithm. Numerical examples are

presented to validate the efficiency of this algorithm.

Keywords : Fourier method, Banach fixed point method, Legendre polynomials, α-generalized

algorithm.
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Introduction générale

L
’équation télégraphique est une équation hyperbolique linéaire du second ordre in-

troduite par Oliver Heaviside [7]. Cette équation modélise plusieurs phénomènes

dans de nombreux domaines différents tels que l’analyse du signal [8], la propa-

gation des ondes [13], la théorie de la marche aléatoire [6]. Dans ce mémoire, on s’intéresse au

équation télégraphique suivante :

utt (x, t) + 2aut (x, t) + b2u (x, t) = c2uxx (x, t) + r (t) f (x, t) , (x, t) ∈ DT , (1)

avec les conditions initiales

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ ` (2)

où DT = {(x, t) : 0 < x < `, 0 ≤ t ≤ T} avec `, T > 0, a ≥ b > 0 et c > 0 sont des constantes.

f (x, t) représente le terme source, ϕ (x) et ψ (x) sont les données initiales.

Pour une fonction donnée r (t), le problème de trouver u (x, t) à partir de l’équation (1) avec

la condition initiale (2) et la condition aux limites de Dirichlet homogène

u (0, t) = u (`, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (3)

est appelé problème direct.

Si r (t) est inconnu, trouver le couple de solution {u(x, t), r (t)} du problème (1)-(3) avec la
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condition supplémentaire

∫ `

0

u (x, t) dx = E (t) , 0 ≤ t ≤ T, (4)

est appelé problème inverse où E (t) est une fonction donnée.

Les problèmes inverses pour les équations télégraphiques ont été un domaine de recherche

majeur dans de nombreuses branches de la science et de l’ingénierie, en particulier en mathéma-

tiques appliquées. La solvabilité des problèmes inverses avec diverses conditions supplémen-

taires pour les équations télégraphiques a été étudiée dans de nombreux travaux, [2, 4, 9, 5, 1].

Cependant, l’étude des problèmes de détermination de source terme pour les équations télé-

graphiques est peu nombreuse jusqu’à présent.

Dans ce mémoire, nous avons concerné les deux aspects suivants :

+ Étude théorique : nous avons étudié l’existence et l’unicité de la solution du problème

inverse (1)-(4) en utilisant la méthode de Fourier et la méthode de point fixe.

+ Étude numérique : nous avons proposé un algorithme pour résoudre le problème inverse

(1)-(4). Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Legendre et l’algorithme

α-généralisé. Des exemples numériques sont présentés et discutés.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante : dans le premier chapitre,

nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils nécessaires dans ce

mémoire concernant les espaces fonctionnels, la méthode de point fixe et les polynômes de

Legendre.

Dans le deuxième chapitre, la méthode de Fourier convertit le nouveau problème inverse en

un problème de point fixe dans un espace de Banach choisi. Sous certaines conditions de régu-

larité sur les données initiales et aux limites, l’existence et l’unicité de la solution du problème

inverse sont démontrées par la principe de contraction de Banach pour T est suffisamment

petit.

Dans le dernier chapitre, nous avons proposé un algorithme pour résoudre le problème

inverse (1)-(4). Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Legendre et l’algorithme α-

7
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généralisé. Des exemples numériques sont présentés pour valider l’efficacité de cet algorithme.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.

c©2022, F. ATHMANI Étude d’un problème inverse pour l’équation télégraphique linéaire



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

D ans ce chapitre, nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils
nécessaires dans ce mémoire concernant les espaces fonctionnels, la méthode de point

fixe de Banach.
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1.1. ESPACES NORMÉS,[3] 10

1.1 Espaces normés,[3]

Définition 1.1. (norme). soient E un espace vectoriel sur le corps K (R ou C). une norme sur E
,est une application ‖.‖ : E −→ R.vérifiant les condition suivantes :

1. ‖x‖≥0 et‖x‖=0⇐⇒x=0

2. ‖lambdax‖=|λ|‖x‖ ;pour tout x∈ E et pour tout λ ∈ K

3. ‖x+ y‖ < ‖x‖+ ‖y‖ ,pour tout x,y ∈ E

Remarque 1.1. L’espace vectoriel E muni d’un norme S’appelle espace normé ,noté
par :(E,‖.‖).Les application suivantes sont des normes usuelle sur Rn.

‖x‖∞ = max
1≤i≤m

|xi|

‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi|

‖x‖p = (
n∑
i=1

|xi|p)1/ppourtoutp ≥ 1

Exemple 1.1. soit Ω un ouvert de Rn,l’espace vectoriel des fonctions de carré intégrable sur Ω

est :
L2 (Ω)=

{
f : Ω −→ R,

∫
Ω
|f(x)|2 dx <∞

}
.

l’application ‖.‖ :L2 (Ω)−→R donnée par :
‖f‖=

(∫
Ω
|f(x)|2 dx

)1/2

est une norme

1.2 Espace de Banach,[3]

Définition 1.2. Un espace de Banach est un espace normé complet.

Définition 1.3. Soit Eun espace vectoriel normé.une suite(xn)n∈N de Eest de Cauchy si
∀ε < 0,∃N ∈ N/∀n < m ≥ N=⇒ ‖xn − xm‖< ε.

c©2022, F. ATHMANI Étude d’un problème inverse pour l’équation télégraphique linéaire



1.3. ESPACE DE HILBERT,[3] 11

Définition 1.4. SoitE un espace vectoriel normé.on dit que Eest complet si tout suit de Cauchy
dans E est convergente dansE

1.3 Espace de Hilbert,[3]

Définition 1.5 (Produit scalaire). . Soit Eun espace vectoriel sur le corpsK.un produit scalaire
surEest une application〈., .〉 :−→ Ktell que pour tout x.y,x1,x2∈Eet pour tout λ∈K
on a :

1. 〈x, x〉≥0 et 〈x, x〉=0⇐⇒x=0.

2. 〈x, y〉=〈y, x〉.

3. 〈x1 + x2〉=〈x1, y|+〈x2, y〉.

4. 〈λx, y〉=λ 〈x, y〉

Remarque 1.2. Un produit scalaire sur E défini une norme sur E donnée par :
∀x∈E :‖x‖=〈x, x〉1/2.

Exemple 1.2. L’espace R muni de produit scalaire :

∀x ∈ Rn : (x, y) =
n∑
i=0

xiyi.

est un produit scalaire.

1.4 Théorème de point fixe ,[3]

Les théorème de point fixe sont les outilles mathématiques de base qui aident à établir l’exis-
tence de solutions de divers genres d’équations.
Nous rappelons les théorème du point fixe que nous allons utiliser pour obtenir des résultats
d’existence variés. nous commençons par la définition d’un opérateur compact.

Théorème 1.1 (théorème du point fixe de Banach (1922),[14]). Supposons que
On nous donne un opérateur T : M ⊆ X −→M , i,e , M est mappé en lui-même par T est un ensemble
fermé non vide dans un espace normée . TestK contractile ,i,e ; ‖Tx− Ty‖ ≤ K ‖x− y‖ pour tout
x, y ∈M ,et pour un fixe K, 0 ≤ K < 1

c©2022, F. ATHMANI Étude d’un problème inverse pour l’équation télégraphique linéaire



1.5. CONVERGE UNIFORME,[3] 12

1.5 Converge uniforme,[3]

Définition 1.6. Soit (fn) une suite de fonctions définie sur I à valeur dans RouC. on dit que∑
fn converge uniformément sur I si (Sn) converge uniformément sur I .

Remarque 1.3. 1. si
∑
fnconverge uniformément sur I , alors

∑
fn converge simplement sur

I .

2. si
∑
fnet

∑
gnconverge uniformément sur I , alors pour tout λ ∈ R,

∑
(fn + λgn) converge

uniformément sur I .

1.6 Polynômes de Legendre,[10]

Les polynômes de Legendre,appelées aussi fonctions de Legendre , sont des polynômes or-
thogonaux et sont un cas particulier des fonctions ultra-sphériques et des polynômes de Jacobi
.

Il se posent dans de nombreux problèmes en particulier dans ceux impliquant des coor-
données sphériques.Dans les coordonnées sphériques, les polynômes de Legendre remplissent
une fonction majeure, puisque la dépendance angulaire est mieux gérée par les harmoniques
sphériques définies en termes de polynômes de Legendre.il existe deux type de polynômes de
Legendre.

Dans cette mémoire ,en considère le premier type de polynômes de Legendre qui est une
solution de l’équation différentielle suivant :

(
1− x2

)
Y
′′
(x)− 2xY

′
(x) + n(n+ 1)Y (x) = 0. (1.1)

Les polynômes de Legendre du première espèce sont noté par Pn(x).

Définition 1.7. (Les polynômes de Legendre Pn(x)).Le polynôme de Legendre du première
espèce est un polynôme de degré n en x défini par la formule de Rodrigues :

Pn(x) =
1dm

n!2ndxn
[(
x2 − 1

)n]
, (1.2)

où x est un variable réel ou complexe.

Propriétés 1.1. La forme analytique du polynôme de Legendre de la première espèce est donnée
par :

c©2022, F. ATHMANI Étude d’un problème inverse pour l’équation télégraphique linéaire



1.6. POLYNÔMES DE LEGENDRE,[10] 13

Pn(x) =
1

2n

[n/2]∑
k=0

(−1)k (2n− 2k)!

k! (n− k)! (n− 2k)!
xn−2k, n ∈ N, (1.3)

où
[
n
2

]
est la partie entière de n/2.

preuve 1.1. En utilisant la loi binomiale de Newton et la formule de Rodrigues (1.2) ,on obtient :

Pn(x) =
dm

n!2ndxn

[
n∑
k=0

(−1)kn!x2n−2k

k!(n− k)!

]
(1.4)

=
1

2n

n∑
k=0

(−1)kdnx2n−2k

k!(n− k)!dxn
(1.5)

=
1

2n

[n/2]∑
k=0

(−1)k(2n− 2k)!

k!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k, (1.6)

puisque 2n− 2k dans la combinaison doit être supérieur ou égale à n,donc 0 ≤ k ≤ [n/2].

Définition 1.8. La fonction génératrice du polynôme de Legendre Pn(x) est donnée par :

∞∑
n=0

tnPn(x) =
1√

1− 2xt+ t2
. (1.7)

Propriétés 1.2. Les polynômes de Legendre de première espèce Pn(x) satisfont la formule de
récurrence suivant : 

P0(x) = 1.

P1(x) = x.

Pn+1(x) = 2n+1
n+1

xPn(x)− n
n+1

Pn−1(x), n ∈ N.

(1.8)

preuve 1.2. En dérivant par rapport à t la fonction génératrice (1.7) , on obtient :

n
∞∑
n=1

tn−1Pn(x) =
x− t

(1− 2xt+ t2)
√

1− 2xt+ t2
. (1.9)

En multipliant les deux côtés par 1− 2xt+ t2 et d’après (1.7),nous obtenons :

c©2022, F. ATHMANI Étude d’un problème inverse pour l’équation télégraphique linéaire



1.6. POLYNÔMES DE LEGENDRE,[10] 14

n
(
n− 2xt+ t2

) ∞∑
n=1

tn−1Pn(x) =
x− t√

1− 2xt+ t2
= (x− t)

∞∑
n=0

tnPn(x). (1.10)

Soit chaque t élevé à la puissance n :

(n+ 1)
∞∑
n=0

tnPn+1(x)− 2xn
∞∑
n=1

tnPn(x) + (n− 1)
∞∑
n=2

tnPn−1(x) = x

∞∑
n=0

tnPn(x)−
∞∑
n=1

tnPn−1(x).

(1.11)

En égale la coefficient de tn ,nous obtenons la formule de récurrence (1.8)

Lemme 1.1. Les polynômes de Legendre du première espèce forment un ensemble orthogonal sur l’in-
tervalle [-1,1]c’est à dire

〈Pn, Pm〉 =

∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx =

0, sin 6= m,

2
2n+1

, sin = m.
(1.12)

preuve 1.3. 1. Pour n 6= m ,PnetPm sont des solutions de l’équation de Legendre (1.1),

alors

d

dx

[(
1− x2

)
P
′

n(x)
]
n (n+ 1)Pn(x) = 0.‘ (1.13)

d

dx

[(
1− x2

)
P
′

m(x)
]
m (m+ 1)Pm(x) = 0. (1.14)

En multipliant (1.13) par Pm(x)et (1.14) par Pn(x) et avec la différence , on obtient :

Pm(x)

(
d

dx

[(
1− x2

)
P
′

n(x)
]

+ n (n+ 1)Pn(x)

)
−Pn(x)

(
d

dx

[(
1− x2

)
P
′

m(x)
]

+m (m+ 1)Pm(x)

)
= 0.

(1.15)

En intégrant l’équation (1.15) par rapport à x entre −1et1,on obtient :

c©2022, F. ATHMANI Étude d’un problème inverse pour l’équation télégraphique linéaire



1.6. POLYNÔMES DE LEGENDRE,[10] 15

∫ 1

−1

Pm(x)

(
d

dx

[(
1− x2

)
P
′

n(x)
])

dx−
∫ 1

−1

Pn(x)

(
d

dx

[(
1− x2

)
P
′

m(x)
])

dx+ [n (n+ 1)−m (m+ 1)]

∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx = 0.

(1.16)

La preuve est faite en utilisant l’intégration par parties.

2. Pour n = m et en utilisant la fonction génératrice (1.7) , nous obtenons :

∞∑
n=0

tnPn(x) =
1√

1− 2xt+ t2
. (1.17)

∞∑
m=0

tmPm(x) =
1√

1− 2xt+ t2
. (1.18)

En multipliant(1.17) par(1.18), on obtient :

∞∑
n=0

∞∑
m=0

tn+mPn(x)Pm(x) =
1

1− 2xt+ t2
. (1.19)

En intégrant les deux côtés par rapport à x de −11, on obtient :

∞∑
n=0

∞∑
m=0

tn+m

(∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx

)
=

∫ 1

−1

dx

1− 2xt+ t2
. (1.20)

Puisque
∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x)dx = 0 pour n 6= m,donc on a :

∞∑
n=0

t2n
(∫ 1

−1

P 2
n(x)dx

)
=

∫ 1

−1

dx

1− 2xt+ t2
= − 1

2t

[
ln
(
1− 2xt+ t2

)]1
−1

=
1

t
[ln (1 + t)− ln (1− t)]

=
1

t

[
∞∑
n=0

(−1)n
tn+1

n+ 1
+
∞∑
n=0

tn+1

n+ 1

]

=
∞∑
n=0

2

2n+ 1
t2n.

(1.21)

En égalent les coefficients de t2n , on trouve :
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1.6. POLYNÔMES DE LEGENDRE,[10] 16

∫ 1

−1

P 2
n(x)dx =

2

2n+ 1
. (1.22)

et la preuve est terminée.
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CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

D ans ce chapitre, nous avons démontré par la méthode de Fourier et la méthode de point
fixe de Banach l’existence de la solution sur DT et l’unicité sur DT avec 0 < t < T .
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2.1. POSITION DU PROBLÈME,[3] 18

2.1 Position du problème,[3]

on considère l’équation de télégraphe linéaire suivant :

utt + 2αut + βu = uxx + r(t)f(x, t), (x, t) ∈ DT (2.1)

avec la condition initiale :

u(x, 0) = ϕ(x);ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l (2.2)

la condition aux limites de Dirichlet :

u(0, t) = u(l, t) = 0; 0 ≤ t ≤ T (2.3)

et la condition d’intégrale suivant :∫ 1

0

u(x, t)dx = E(t); 0 ≤ t ≤ T (2.4)

f(x, t), ϕ(x) et ψ(x), E(t) et r(t) des fonctions données.

2.2 problème spectral,[12]

le problème spectral est : LX(x)− λX(x) = 0

X(0) = X(l) = 0
(2.5)

l’utilisation de la méthode de Fourrier pour résoudre le problème (2.5) conduit au problème
spectral pour l’opérateur L donnée par l’expression et la condition aux limite de Dirichlet.
les conditions aux limites de Dirichlet.
Nous avons le problème de télégraphe suivant :
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

utt + 2αut + β2u = uxx + r(t)f(x, t).

0 ≤ x ≤ 1 ≤ 0 ≤ t ≤ Tu(x, 0) = ϕ(x);ut(x, 0) = ψ(x).

u(0, t) = u(l, t) = 0

0 ≤ t ≤ T∫ 1

0
u(x, t)dx = E(t).

(2.6)

pour trouver le problème spectral (2.1)
on pose f(x, t) = 0 alors donnée le problème suivant :

utt + 2αut + β2u = uxx, 0 ≤ x ≤ l ≤ 0 ≤ t ≤ T

u(x, 0) = ϕ(x);ut(x, 0) = ψ(x)

u(0, t) = u(l, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T∫ 1

0
u(x, t)dx = E(t)

(2.7)

Nous avons le problème de strume-Thionville suivant :
si on pose u(x, t) = X(x)Y (t)

en remplaçant dans(2.7) on obtient :

X(x)Y ′′(t) + 2αX(x)Y ′(t) + β2X(x)Y (t) = X ′′(x)Y (t).

D’où

Y ′′(t) + 2αY ′(t) + β2

Y (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= λ; (λ ∈ R)

Et comme x et t sont indépendant :
on trouve

X ′′(x)− λX(x) = 0

X(0) = X(l) = 0
=⇒

X ′′(x)− λX(x) = 0

u(0, t) = X(0)Y (t) = 0 =⇒ X(0) = 0
=⇒

{
u(l, t) = X(l)Y (t) = 0 =⇒ X(l) = 0
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Si λ = 0 
X ′′(x) = 0 =⇒ X(x) = ax+ b

X(0) = b = 0 =⇒ b = 0

X(l) = a = 0

=⇒ X(x) = 0, solution trivial.
Si λ > 0 X ′′(x)− λX(x) = 0

r2 = λ =⇒ r1 =
√
λ; r2 = −

√
λ

=⇒


X(x) = c1 exp

(√
λ
)
x+ c2 exp

(
−
√
λx
)

X(0) = c1 + c2 = 0

X(l) = c1 exp
(√

λ
)

+ c2 exp
(
−
√
λ
) =⇒

c1 = −c2 = 0

c2

(
− exp(

√
λ) + exp(−

√
λ)
)

= 0
=⇒

alors c1 = −c2 = 0 ; X(x) = 0 , solution trivial.
Si λ < 0 =⇒ λ = i2µ2

K = −u2
K



X(x) = c1 cos (µKx) + c2 sin (µKx)

X(0) = c1 = 0;X(l) = c1 cos (µK) + c2 sin (µK) = 0

=⇒ µl = kπ/k ∈ N

=⇒ µ = kπ
l

Xk = c2 sin(kπ
l

), k ∈ N.


c2 sin (µK) = 0 =⇒ sin(µK) = 0 =⇒ µK = kπ

l
,∀K ∈ N∗

=⇒ λ = −(kπ
l

)2

=⇒ XK(x) = c2 sin
(
kπ
l
x
)
,∀K ∈ N
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avec la normalisation, nous avons :
〈xk, xk〉 =

∫ l
0
Xk(x)dx = 1

=⇒ c2
2

∫ l
0

sin2(kπx
l

)dx = 1

=⇒ c22
2

∫ l
0

[
1− cos(2kπx

l
)
]

= 1

=⇒ c22
2

[
x− kπ

l
sin(2kπx

l
)
]l

0
= 1

=⇒ c22
2
l = 1 =⇒ c2 =

√
2
l

Donc, les valeurs propres sont : λk = (kπ
l

)2, k ∈ N
les valeurs propres sont :

Xk =

√
2

l
sin(

kπ

l
sin(

2kπx

l
)), k ∈ N

on pose :

on a : u(x, t) =
∑

K≥1 uK(t)Xk =
√

2
l

∑
K≥1 uK(t) sin

(
kπx
l

)
∀K ∈ N∗

f(x, t) =
∑∞

k=1 fk(t)Xk =
√

2
l

∑∞
k=1 fk(t) sin(kπx

l
)

on remplaçant dans l’équatorien (2.1) on obtient :√
2
l

∑
K≥1 u

′′
K(t) sin

(
kπx
l

)
+ 2α

√
2
l

∑
K≥1 u

′
K(t) sin

(
(kπx

l

)
+β2

√
2
l

∑
K≥1 uK(t) sin

(
(kπx

l

)
=

−
√

2
l

∑
K≥1 uK(t)(kπ

l
)2 sin

(
(kπx

l

)
+r(t)

√
2
l

∑
k≥1 fk(t) sin((kπx

l
)

Nous avons :

u′′K(t) + 2αu′K(t) + (β2 + µ2
k)uK(t) = r(t)fK(t)

uK(0) = ϕ0;u′K(0) = ψ0, α ≥ β > 0

ou :
ϕ0 =

√
2
l

∫ l
0
ϕ(x) sin((kπx

l
)dx

ψ0 =
√

2
l

∫ l
0
ψ(x) sin(kπx

l
)dx

on résoudre l’équation homogène :

u′′k(t) + 2αu′K(t) +
(
β2 + (µk)

2
)
uK(t) = 0oµk =

kπ

l
, k ∈ N∗ (2.8)

déterminant de équation (2.8) est :
∆ = α2 − (β2 + µ2

k)

on suppose que
α2 − β2 < µ2

k, ∀k ∈ N c’est à dire
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α2 − β2 < µ2
1 = π

l
2

soit la condition :
0 < α2 − β2 < π

l
2

Nous avons :
l’équation S2 + 2αS + (µ2

kβ
2) = 0

admet deux racines complexe conjugues .

S12 = −α± i
√
µ2
k + β2 − α2 = −α± iωk, avecωk =

√
µ2
k + β2 − α2

alors , on a :
uk(t) = exp(−αt) (c1 cos(ωt) + c2 sin(ωt))

on pose : G1 = exp(−αt) cosωkt, G2 = exp(−αt) sinωkt

c′1(t)G1 + c′2(t)G2 = 0

c′1(t)G′1 + c′2(t)G′2 = r(t)fK(t)

on pose :
G′1(t) = −α exp(−αt) cosωkt− ωk exp(−αt) sinωk(t) = − exp(−αt) [α cosωkt+ ωk sinωkt]

G′2(t) = −α exp(−αt) sinωkt+ ωk exp(−αt) cosωkt = −α exp(−αt) [α sinωkt− ωk cosωkt]

det =

∣∣∣∣∣G1(t) G2(t)

G′1(t) G′2(t)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ −α exp(−αt) cosωkt −α exp(−αt) sinωkt

− exp(−αt) [α cosωkt+ ωk sinωkt] −α exp(−αt) [α sinωkt− ωk cosωkt]

∣∣∣∣∣
= − exp(−2αt) [α sinωkt cosωkt− ωk cos2 ωkt] + exp(−2αt)

[
α cosωkt sinωkt+ ωk sin2 ωkt

]
= exp(−2αt)

[
ωk(sin

2 ωkt+ cos2 ωkt) + α cosωkt sinωkt− α sinωkt cosωkt
]

det = ωk exp(−2αt)

c′1(t) =

∣∣∣∣∣∣∣
0 exp(−αt) sinωkt

r(t)fkt G′2(t)

∣∣∣∣∣∣∣
ωk exp(−2αt)
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= − exp(−αt) sinωkt.r(t)fkt
ωk exp(−2αt)

= − exp(αt sinωkt)
ωk

.r(t)fkt

=⇒ c1(t) = − 1
ωk

∫ t
0
r(s)fk(s) exp(αs) sinωksds+ k1

c′2(t) =

∣∣∣∣∣∣∣
exp(−αt) cosωkt 0

G′1(t) r(t)fkt

∣∣∣∣∣∣∣
ωk exp(−2αt)

= exp(αt) cosωkt
ωk

r(t)fk(t)

c2(t) = 1
ωk

∫ t
0
r(s)fk(s) exp(αs) cosωksds+ k2

Nous avons :
uk(t) = exp(−αt) [c1(t) cosωkt+ c2(t) sinωkt]

= exp(−αt) [k1 cosωkt+ k2 sinωkt]− 1
ωk

∫ t
0

exp(α(s−t)) [sinωks cosωkt− cosωks sinωkt] r(s)fk(s)ds

= exp(−αt) [k1 cosωkt+ k2 sinωkt]− 1
ωk

∫ t
0

exp(α(s− t)) sinωk(s− t).r(s)fk(s)ds

u′k(t) = −α exp(−αt) [k1 cosωkt+ k2 sinωkt] + exp(−αt) [−k1ωk sinωkt+ k2ωk cosωkt]

uk(0) = k1 = ϕ0

u′k(0) = −α(k1) + (k2ωk) = ψ0

=⇒ k2 = ψ0+αϕ0

ωk

uk(t) = exp(−αt)
[
cos$t+

ψ0 + αϕ0

ωk
sinωkt

]
− 1

ωk

∫ t

0

r(s)fk(s) expα(s− t) sinωk(s− t)ds

(2.9)

Nous avons :
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u(x, t) =
∞∑
k=1

uk(t) sin
kπ

l
x =

∞∑
k=1

√
2

l
exp(−αt)

[
ϕ0 cosωkt+

ψ0 + αϕ0

ωk
sinωkt

]
sin

kπ

l
x

−
∞∑
k=1

∫ t

0

√
2
l

ωk
fk(s)r(s) expα(s− t) sinωk(s− t) sin

kπ

l
xds.

(2.10)

on utilisant (2.1) et (2.4)
E
′′
(t) + 2αE

′
(t) + β2E(t) = ux(l, t)− ux(0, t) + r(t)

∫ l
0
f(x, t)dx

r(t) = E
′′

(t)+2αE
′
(t)+β2E(t)−ux(l,t)+ux(0,t)∫ l

0 f(x,t)dx

avec
∫ l

0
f(x, t)dx 6= 0

ux(0, t) =
∑∞

k=1
kπ
l

√
2
l

exp(−αt)[ϕ0 cosωkt+
αϕ0+ψ0

ωk
sinωkt]−

∑∞
k=1

kπ
l

√
2
l

ωk

∫ t
0
fk(s)r(s) expα(s−

t) sinωk(s− t)ds

ux(l, t) =
∑∞

k=1
kπ
l

(−1)k
√

2
l

exp(−αt)[ϕ0 cosωkt + αϕ0+ψ0

ωk
sinωkt] −∑∞

k=1

kπ
l

(−1)k
√

2
l

ωk

∫ t
0
fk(s)r(s) expα(s− t) sinωk(s− t)ds

1− (−1)k

kπ
=

0, sik = 2p

2/(2p+ 1)π, sik = 2p+ 1

alors , nous avons :
ux(0, t) − ux(l, t) = 2

∑∞
p=0

√
2
l
µ2p+1 exp(−αt)

[
ϕ0 cosωkt+ αϕ0+ψ0

ωk
sinωkt

]
−

2
∑∞

k=1

√
2
l

µ2p+1

∫ t
0
f2p+1(s)r(s) expα(s− t) sinωk(s− t)ds

on pose

Gp(t) = 1∫ l
0 f(x,t)dx

[
E
′′
(t) + 2αE

′
(t) + β2E(t) +

∑∞
p=0

√
2
l
µ2p+1 exp(−αt)

[
ϕ0 cosωkt+ αϕ0+ψ0

ωk
sinωkt

]]
kp(s, t) = − 1∫ l

0 f(x,t)dx

[∑∞
p=0

√
2
l
µ2p+1

ω2p+1
sinµ2p+1(s− t)f2p+1(s)

]

c©2022, F. ATHMANI Étude d’un problème inverse pour l’équation télégraphique linéaire



2.3. EXISTENCE ET L’UNICITÉ,[12] 25

2.3 Existence et l’unicité,[12]

Pour étudier l’existence et d’unicité dans cette problème on utilise le théorème de point fixe
de Banach.
Nous avons l’équation d’intégrale de voltera de deuxième espèce

r(t) = Gp(t) +

∫ t

0

kp(s− t)r(s)ds (2.11)

Nous avons :

u(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

uk(t) sinµkx, avec (2.12)

uk(t) =
√

2
l

∫ l
0
u(x, t) sinµkdx

où µk = kπ
l
, k ∈ N∗

on considéré l’ensemble des fonctions B3
2,T définie pour(2.12) pour tout (x, t) ∈ DT .et pour

chaque fonction uk(t) définie par (2.9)

est continue sur [0, T ]

et satisfait la condition :
j(u) = (

√
2
l

∑∞
k=1(u3

k ‖uk(t)‖c[0,T ])
2)1/2 <∞

on définit sur B3
2,T la norme :

‖u(x, t)‖B3
2,T

= j(u) (2.13)

Lemme 2.1 (voir(2.8),[12]). l’espace B3
2,T muni par la norme définie par (2.13) est un espace de Banach

.

preuve 2.1. l’espaceB3
2,T est un espace de Banach, alors l’espace de Banach est un espace normée complet

on démontrer l’espace normée B3
2,T est complété , si tout suite de Cauchy de B3

2,T converge , est B3
2,T

espace complété.
on a ,{um(x, t)} ∈ B3

2,T est suite de Cauchy

um(x, t) =
∞∑
k=1

umk (t) sinµkx
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donc{um(x, t)} est suite de Cauchy , ∀ε > 0,∀N,∀m, r > N

‖um(x, t)− ur(x, t)‖2
B3

2,T
=
√

2
l

∑∞
k=1

(
u3
k

∥∥∥u(m)
k (t)− u(r)

k (t)
∥∥∥
c[0,T ]

)2

< ε2

∀n = 0.12.....
∥∥∥u(m)

k (t)− u(r)
k (t)

∥∥∥ < ε

alors c[0, T ] est complété u(m)
k (t) −→ uk(t)

on définie : u(x, t) =
∑∞

k=1 uk(t) sinµkx

et u(x, t) ∈ B3
2,T , et um(x, t) −→ u(x, t) ∀m, r > N

√
2

l

∞∑
k=1

(
u3
k

∥∥∥u(m)
k (t)− u(r)

k (t)
∥∥∥
c[0,T ]

)2

< ε2

(k = 1.2.....)

r −→∞, ∀m > N

√
2
l

∑∞
k=1

(
u3
k

∥∥∥u(m)
k (t)− uk(t)

∥∥∥
c[0,T ]

)2

< ε2, (k = 1.2....)

k −→∞, ∀m > N,

√
2
l

∑∞
k=1

(
u3
k

∥∥∥u(m)
k (t)− uk(t)

∥∥∥
c[0,T ]

)2

< ε2

donc
um(x, t) −→ u(x, t) et um(x, t)− u(x, t) ∈ B3

2,T

um(x, t) ∈ B3
2,T , u(x, t) = um(x, t) + u(x, t)− um(x, t) ∈ B3

2,T , alors

B3
2,T est un espace normée complété .

D’autre part , l’espace E3
T = B3

2,T × C[0, T ] est un espace de Banach avec la norme

‖z(x, t)‖E3
T

= ‖u(x, t)‖E3
T

+ ‖r(t)‖c[0,T ]

on considéré l’opérateur :
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Φ(u, r) = {Φ1(u, r),Φ2(u, r)} .

dans l’espace E3
T , oŭ

Φ1(u, r) = ũ ≡
√

2
l

∑∞
k=1 ũk(t) sinµkx

oũũk(t) le deuxième nombre de (2.9)

Φ2(u, r) = r̃(t)oũr̃(t) : le deuxième membre de(2.11)

Nous avons : fk(t) =
√

2
l

∫ l
0

sinµkxdx

=
√

2
l
f(x, t)− cosµkx

µk
|l0 −

√
2
l

∫ l
0
fx(x, t)− cosµkx

µk
dx

f2p+1(t) =
√

2
l

∫ l
0
f(x, t) sinµ2p+1xdx

= −
√

2
l
f(x, t) cosµ2p+1x

µ2p+1
|l0 +

√
2
l

∫ l
0
fx(x, t)

cosµ2p+1x

µ2p+1
dx

= −
√

2
l

µ2p+1

[
(f(l, t)− f(0, t)) +

∫ l
0
fx(x, t) cosµ2p+1dx

]
(hypothěses : f ∈ c4(DT ), f(l, t) = f(0, t) = 0)

on utilisant l’intégrale par partie 4 fois est trouve :

f2p+1(t) =

√
2
l

µ4
2p+1

∫ l

0

fxxxx(x, t) sinµ2p+1xdx

Donc ,on a

kp(s, t) =

√
2
l∫ l

0 f(x,t)dx

∑
p≥0

1
µ32p+1ω2p+1

sinω2p+1(s− t)
∫ l

0
fxxxx(x, t) sinµ2p+1xdx

|kp(s, t)| ≤
√

2
l∫ l

0 f(x,t)dx

∑
p≥0

1
µ32p+1ω2p+1

∫ l
0
|fxxxx(x, t)| dx

m ≤ f(x, t) ≤M

=⇒ 1

lM
≤
∫ l

0

1∫ l
0
f(x, t)dx

≤ 1

lm

o,m = inf
(x,t)∈DT

|f(x, t)| ,M = max
(x,t)∈DT

|f(x, t)|
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|kp(x, t)| ≤ 2
l2m

lmax(x,t)∈DT |fxxxx(x, t)|
∑

p≥0
1

µ32p+1

√
µ22p+1+β2−α2

≤
2‖f(x,t)‖c4(DT )

lm

∑
p≥0

1

µ32p+1

√
µ22p+1+β2−α2

Lemme 2.2. la série numérique
∑

p≥0
1

µ32p+1

√
µ22p+1+β2−α2

est une série numérique convergente

preuve 2.2. Nous avons :∑
p≥0

1

µ32p+1

√
µ22p+1+β2−α2

= 1

(2p+1)π/l

√
(2p+1)2 π

2

l
+β2−α2

≈ l/π2

p2(2p+1)2

Mais∑
p≥1

l2/4π2

p2
est une série de Riemann convergent

alors,
∑

p≥0
1

µ
2p+1

√
(2p+1)2 π

2
l

+β2−α2
est convergente.

Donc |kp(s, t)| ≤
2‖f(x,t)‖c2(DT )

lm
C(αβ)

où , c(α, β) =
∑

p≥0
1

µ2p+1
√
µ22p+1

soit l’opérateur Φ : C[0, T ] −→ C[0, T ]

r −→ Φ(r) = Gp(t) +
∫ t

0
kp(s, t)r(s)ds

soient r1(t), r2(t) ∈ C[0, T ],nous avons :
Φ2(r1)− Φ2(r2) =

∫ t
0
kp(s, t) (r1(s)− r2(s)) ds

|Φ(r1(t))− Φ(r2(t))| ≤ T |kp(s, t)|max0≤t≤T |r1(t)− r2(t)|

alors, on a :
‖Φ2(r1)− Φ2(r2)‖c[0,T ] ≤

2Tc(α,β)×‖f(x,t)‖c4(DT )

lm
‖r1 − r2‖c[0,T ]

si
2Tc(α,β)×‖f(x,t)‖c4(DT )

lm
< 1

l’opérateur Φ est contractante donc il existe r∗ ∈ C[0, T ] unique telle que
Φ(r∗) = r∗

l’existence et l’unicité de u(x,t) :
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Nous avons :

ϕ0 =

√
2
l

µ4
k

∫ l

0

ϕ(x)4 sinµkxdx

ψ0 =

√
2
l

µ4
k

∫ l

0

ψ(x)4 sinµkxdx

fk(t) =

√
2
l

µ4
k

∫ l

0

fxxxx(x, t) sinµkxdx

|fk(t)| ≤
√

2
l
l

µ4k
max0≤x≤l |fxxxx(x, t)|

≤
√

2l
µ4k
‖f(x, t)‖c2(DT )

alors, on a :

|u(x, t)| ≤
∑
k≥1

√
2

l

(∣∣∣∣ϕ0 +
α |ϕ0|+ |ψ0|

ωk

∣∣∣∣)

+
∑
k≥1

√
2
l

ωk
T exp(αt) |fk(t)| |r(t)|

≤
∑
k≥1

√
2

l


√

2
l

µ2
k

‖ϕ‖c4(DT ) +

√
2lα ‖ϕ‖c4(DT ) + ‖ψ‖c4(DT )

µ2
kωk


+
∑
k≥1

√
2
l
T exp(αt)

µ2
kωk

‖f(x, t)‖c4(DT ) . ‖r(t)‖c[0,T ]

série convergenteu(x, t) est converge uniformément sur DT ,par conséquent u(x, t) est
continue sur DT

Hypothèses :

1. : ϕ ∈ C4[0, l],ϕ(0) = ϕ(l), ϕ
′′
(0) = ϕ

′′
(l) = 0

2. : ψ ∈ C4[0, l] , ψ(0) = ψ(l) = 0, ψ
′′
(0) = ψ

′′
(l) = 0

3. : f(., t) ∈ C4[0, l] ,∀t ∈ [0, T ], f(0, t) = f(l, t) = 0, fxx(0, t) = fxx(l, t) = 0 f(x, .) ∈∈
C2[0, l],∀x ∈ [0, T ],

[∫ l
0
f(x, t)dx

]
|−1 ≤ 1

lm
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4. : E ∈ C2[0, l],∀t ∈ [0, T ], E(0) =
∫ l

0
ϕ(x)dx,E

′
(0) =

∫ l
0
ψ(x)dx

Théorème 2.1. sous les hypothèses (1)-(4) est si la condition

2Tc(α, β) ‖f(x, t)‖c2(DT )

lm
< 1

alors , le problème inverse (1)-(4) admet une solutions unique u(x, t), r(t)

preuve 2.3. ([12]) |kp(s, t)| ≤
2‖f(x,t)‖c2(DT )

lm
C(α, β)

‖Φ2(r1)− Φ2(r2)‖c[0,T ] ≤
2Tc(α,β)×‖f(x,t)‖c4(DT )

lm
‖r1 − r2‖c[0,T ]

donc Φ(u, r) admet une solution unique solution .

Φ1(u, r) =
√

2
l

∑∞
k=1 uk(t) sinµkx

≤
∑∞

k=1

[
|αk|+ |βk|+

∫ l
0
|γkr(s)ds|

]
on a α =

√
2
l

exp(−αt)
µ4k

∫ l
0
ϕ4(x) sinµkxdx

βk =
√

2
l

exp(−αt)
µ4k

∫ l
0
(αϕ4(x) + ψ4(x)) sinµkxdx

γk = −
√

2
l

exp(α(s−t)
µ4kωk

∫ l
0
fxxxx(x, t) sinµkxdx

γk ≤
√

2l
α

(exp(αT )− 1) maxc[0,T ] |fxxxx(x, t)| c(α, β)

alors c(α, β) =
∑∞

k=1
1

u3k

√
u2k+β2−α2

est une série numérique converge.

on a ‖Φ1(r1)− Φ1(r2)‖c[0,T ] ≤
√

2l
α

(exp(αT )− 1) maxc[0,T ] |fxxxx(x, t)| c(α, β)

si√
2l
α

(exp(αT )− 1) maxc[0,T ] |fxxxx(x, t)| c(α, β) < 1

‖Φ(r1)− Φ(r2)‖ =
∣∣∣2Tc(α,β)‖f(x,t)‖c2(DT )

lm
+
√

2l
α

(exp(αT )− 1) maxc[0,T ] |fxxxx(x, t)| c(α, β)
∣∣∣ ×

‖r1 − r2‖
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‖Φ(r1)− Φ(r2)‖ ≤ A(T )c(α, β) ‖r1 − r2‖E3
T

on a
A(T ) =

2Tc‖f(x,t)‖c2(DT )

lm
+
√

2l
α

(exp(αT )− 1) maxc[0,T ] |fxxxx(x, t)| alors 0 < A(T )c(α, β) < 1

l’opérateur A(T ) est contractante donc il existe r∗etu∗ ∈ C[0, T ] unique telle que Φ(r∗, u∗) = (r, u)
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CHAPITRE 3

ÉTUDE NUMÉRIQUE

D ans ce chapitre,cette méthode est basée sur les polynômes de Legendre première espace
. et la méthode α généralisée. avec deux exemples numériques, nous avons proposé un

algorithme efficace pour résoudre le problème de télégraphe (1)-(4) et la condition aux limites
de Dirichlet.

32
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3.1 Polynômes de Legendre décalés du première espèce,[10]

Pour utiliser les polynômes donnés est :
sur l’intervalle [0, 1], on définit les polynômes de Legendre dits décalés du première espèce

en introduisant le changement de variable suivant :

z = 2x− 1oux =
1

2
(z + 1).

dans ce cas ,les polynômes de Legendre décalés de l∗n(x)d’ordre nenx sont définis sur [0, 1]par :

l∗n(x) = ln(z) = ln(2x− 1). (3.1)

les polynômes de Legendre décalés du première espèce l∗n(x) vérifiant la formule de récur-
rence suivant :


l∗0(x) = 1,

l∗1(x) = 2x− 1,

l∗n+1(x) = 2n+1
n+1

(2x− 1)l∗n(x)− n
n+1

l∗n−1(x), n ∈ N ∗ .

(3.2)

nous obtenons la forme explicite des polynômes Legendre décalés du première espèce l∗n(x)

de degré n en x donnée par :

l∗n(x) =
n∑
k=0

(−1)n+k Γ(n+ k + 1)xk

Γ(n− k + 1)(Γ(k + 1)2)
, n ∈ N, (3.3)

où Γ(.) est fonction Gamma d’Euler.
on note que

l∗n(0) = (−1)n, (l∗n(0))′ = (−1)n−1n(n+ 1),

l∗n(1) = 1, (l∗n(1))′ = n(n+ 1).
(3.4)

D’après (3.1) , les polynômes l∗n(x) sont orthogonaux sur l’intervalle [0, 1] c’est à dire :

c©2022, F. ATHMANI Étude d’un problème inverse pour l’équation télégraphique linéaire



3.2. MÉTHODE DE COLLOCATION DE LEGENDRE,[10, CH4,PAGE67] 34

〈
l∗i (x), l∗j (x)

〉
=

∫ 1

0

l∗i (x)l∗j (x) =

 1
2i+1

, sii = j,

0, sii 6= j.
(3.5)

soit Φ ∈ l2(0, 1) qui elle peut être exprimé en termes de polynômes de Legendre décalés du
première espèce telle que

Φ(x) =
∞∑
i=0

cil
∗
i (x), (3.6)

où les coefficients ci, i ∈ Nsont donnés par :

ci = (2i+ 1)

∫ 1

0

Φ(x)l∗i (x)dx. (3.7)

en pratique, seuls les premières polynômes de Legendre décalés (m+1) -termes sont considérés.
alors ,nous avons :

Φm(x) =
m∑
i=0

cil
∗
i (x). (3.8)

3.2 Méthode de collocation de Legendre,[10, ch4,page67]

Dans cette section, nous appliquons la méthode de collocation de Legendre sur le problème
(2)-(4) avec α = 1 pour la condition initiale (2) et β = 1 pour la condition aux limites de
Dirichlet (3).

soit um(x, t) l’approximation de u(x, t) donnée sous la forme suivant :

um(x, t) =
m∑
i=0

ci(t)l
∗
i (x). (3.9)

o na

ut(x, t) =
6∑
i=0

c
′

i(t)li(x). (3.10)
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utt(x, t) =
6∑
i=0

c
′′

i li(x). (3.11)

uxx(x, t) =
6∑
i=0

ci(t)l
′′

i (x). (3.12)

6∑
i=0

c
′′

i li(x) + 2a
6∑
i=0

c
′

i(t)li(x) + b2

6∑
i=0

ci(t)li(x) =
6∑
i=0

ci(t)l
′′

i (x) + r(t)f(x, t) (3.13)

on pose dans (3.13) x = xp, p = 1..5 les racines des polynôme de Legendre décalé l∗5, on a :

6∑
i=0

c
′′

i li(xp) + 2a
6∑
i=0

c
′

i(t)li(xp) +
6∑
i=0

ci(t)[b
2li(xp)− l

′′

i (xp)] = r(t)f(xp, t) (3.14)

En appliquant(??) et avec(3.1),on obtient :
∑6

i=0 ci(t)li(0) = 0∑6
i=0 ci(t)li(1) = 0

(3.15)

on introduit les vecteurs X(t), Ẋ(t), Ẍ(t) et F (t) définis par :



X(t) = (c0(t), c1(t), ...c6(t))T ,

Ẋ(t) =
(
c
′
0(t), c

′
1(t), ...c

′
6(t)
)T
,

Ẍ(t) =
(
c
′′
0(t), c

′′
1(t), ...c

′′
6(t)
)T
,

f(t) = (r(t)f(t), r(t)f2(t), ..r(t)f5(t)00)T ,

(3.16)

En remplaçant (??) dans la condition (2) avec α = 1,et en utilisant (??), on obtient :

ci(0) = (2i+ 1)
∫ 1

0
ϕ(x)l∗i (x)

c
′
i(0) = (2i+ 1)

∫ 1

0
ψ(x)l∗i (x), i = 0.1..6.

(3.17)
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En combinant les équations (3.14),(3.15) et (3.16){
M(t)Ẍ(t) + C(t)Ẋ(t) + k(t)X(t) = F (t), X(0) = (c0(t), c1(t), ...c6(t))T , Ẋ(0) =

(
c
′
0(t), c

′
1(t), ...c

′
6(t)
)T
,

(3.18)

et M(t) est le matrice de masse donnée par :

M(t) =



l∗0(x1) l∗1(x1) . . . l∗6(x1)

l∗0(x2) l∗1(x2) . . . l∗6(x2)
... . . . ...

...
l∗0(x5) l∗1(x5) . . . l∗6(x5)

0 0 0 0

0 0 0 0


C(t) est la matrice d’amortissement donnée par :

C(t) = 2a



l∗0(x1) l∗1(x1) . . . l∗6(x1)

l∗0(x2) l∗1(x2) . . . l∗6(x2)
... . . . ...

...
l∗0(x5) l∗1(x5) . . . l∗6(x5)

0 0 0 0

0 0 0 0


et k est la matrice de rigidité donnée par :

k = b2



l∗0(x1)−R0(x1) l∗1(x1)−R1(x1) . . . l∗6(x1)−R6(x1)

l∗0(x2)−R0(x2) l∗1(x2)−R1(x2) . . . l∗6(x2)−R6(x2)
... . . . ...

...
l∗0(x5)−R0(x5) l∗1(x5)−R1(x5) . . . l∗6(x5)−R6(x5)

1 −1 1 −1

1 1 1 1


Pour résoudre le système linéaire d’équations différentielles du descend ordre (3.18) ,nous uti-
lisant la méthode αgénéralisée ,
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3.3 Méthode alpha- généralisée,[10, ch4,page69]

soit 0 = t0 < t1 < .............. < tNt = T une partition uniforme de l’intervalle [0, t] et τ =

tj+1 − tj est le pas de temps. nous définissons tj = τj où, j = 01...., Nt, nous introduisons les
notations suivantes :

ci(tj) = cji , g(tj) = gj, h(tj) = hj, fj = (f(x1, tj), f(x2, tj), ........, f(xm−1, tj), gj, hj)
T ,

et

M j = M(tj), C
j = C(tj), k

j = k(tj), j = 0, 1, ....Nt.

en 1993,Chung et Hulbert ont proposé une méthode appelée la méthode α généralisée, la forme
de base de cette méthode est donnée par :

dj+1 = dj + τvj + τ 2

[
(
1

2
− θ)Aj + θAj+1

]
, (3.19)

vj+1 = vj + τ [(1− γ)Aj + γAj+1] , (3.20)

M j+1Aj+1−αm + Cj+1vj+1−αf + kj+1dj+1−αf = Fj+1−αf , (3.21)

d0 = X(0), v0 = Ẋ(0), A0 = Ẍ(0), (3.22)

où

dj+1−αf = (1− αf )dj+1 + αfdj, (3.23)

vj+1−αf = (1− αf )vj+1 + αfvj, (3.24)

Aj+1−αm = (1− αm)Aj+1 + αmAj, (3.25)

Fj+1−αf = F(1−αf )tj+1+αf tj , (3.26)
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Dans lequel j = 0.1....., (Nt−1), dj, vjetAj sont respectivement les vecteurs déplacement, vitesse
et accélération au temps tj . D’après (3.19), nous avons :

Aj+1 =
1

2τ 2θ
(dj+1 − dj)−

vj
τθ
− (

1

2θ
− 1)Aj. (3.27)

on remplaçant (3.27) dans (3.20),on obtient :

vj+1 =
γ

θτ
(dj+1 − dj) + (1− γ

θ
)vj + τ(1− γ

2θ
)Aj. (3.28)

En remplaçant (3.27) et (3.28)dans (3.21) et avec (3.23)-(3.26), on obtient le système linéaire sui-
vant :

Y j+1dj+1 = Bj+1 (3.29)

où

Y j+1 =
1− αm
θτ 2

M j+1 +
γ(1− αf )

θτ
Cj+1 + (1− αf )kj+1,

Bj+1 = Fj+1−αf +M j+1 1− αm
θτ 2

dj +
1− αm
θτ

vj + (
1− αm
θτ

− 1)Aj []

+ Cj+1

[
γ(1− αm)

θτ 2
dj + (

γ(1− αm)

θ
− 1)vj + τ(1− αf )(

γ

2θ
− 1)Aj

]
− αfkj+1dj.

(3.30)

L’algorithme complet utilisant la méthode αgénéralisée est ci-dessous :
Algorithme1[méthode α généralisée]

1. Initialisations :

(a) Donner les cofficients a(x, t), b(x, t)etω(x, t).

(b) Donner le terme source f(x, t),les données initiales ϕ(x)etψ(x).

(c) Donner les polynômes de Legendre décalés l∗0(x), l∗1(x), ......, l∗6(x).

(d) Donner x1, x2......., x5 les racines de polynôme de Legendre décalél∗5(x).

(e) Donner le pas de temps τ = T
Nt

et le pas de l’espace h = 1
Nx+1

.

(f) choisit les paramétrés suivants :

ρ∞ ∈ [0, 1], αm =
2ρ∞ − 1

ρ∞ + 1
, αf =

ρ∞
ρ∞ + 1

, θ =
1

4
(1− αm + αf )

2 , γ =
1

2
− αm + αf .
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(g) Donner les constantes :

a0 =
1− αm
βτ 2

, a1 =
γ(1− αf )

βτ
,

a2 = 1− αf , a3 =
1− αm
βτ

, a4 =
1− αm

2β
− 1,

a5 =
γ(1− αf )

β
− 1, a6 = τ(1− αf )(

γ
2β − 1),

a7 =
γ

βτ
, a8 = 1− γ

β
, a9 = τ(1− γ

2β
), a10 =

1

βτ 2
,

a11 =
1

βτ
, a12 =

1

2β
− 1.

(h) calculer les vecteurs d0, v0etA0.

2. pour chaque étape de temps :

1. calculer la matriceM j+1,la matrice d’amortissement Cj+1, la matrice de rigidité kj+1 et le
terme source Fj+1−αf

2. calculer la matrice Y j+1 = a0M
j+1 + a1C

j+1 + a2k
j+1 et le deuxième membre

Bj+1 = Fj+1−αf +M(a0dj + a3vj + a4aj) + C(a1dj + a5vj + a6aj)− αfkdj.

3. Résoudre le système linéaire Aj+1dj+1 = Bj+1.

4. calculer les vecteurs vitesse et accélération :

vj+1 = a7(dj+1 − dj) + a8vj + a9AjetAj+1 = a10(dj+1 − dj)− a11vj − a12Aj.

5. poser j = j + 1 et aller à l’étape 2 :1.

3.3.1 Exemples numériques,[11]

Dans cette section ,nous présentons deux exemple numérique pour les problème inverse
pour l’équation de télégraphe avec α = 1 dans la condition initial (2) et β = 1 dans la condition
aux limite Dirichlet .
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Exemple 3.1. 

a = 2, b = ω = 1, β = 1,

f(x, t) = (x− x2) [1− 2a+ b2] + 2

ϕ(x) = x− x2, ψ(x) = −x+ x2, g(t) = h(t) = 0,

µ1 = µ2 = 0, λ1 = −1, λ2 = 1.

Pour ces données ,le problème inverse de télégraphe (2)-(3)est donné par :

Y 3
t u(x, t) + 4Y 2

t u(x, t) + u(x, t) = uxx(x, t) + r(t)f(x, t), (3.31)

u(x, 0) = x− x2, ut(x, 0) = −x+ x2, 1 < x < 1, (3.32)

u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 < t < T. (3.33)

on note que la solution exacte de ce problème est ue = (x−x2) exp(−t). si α = 1,nous appliquons
Algorithme 1 pour m = 6etu6(x, t) est la solution approchée définie par :

6∑
i=0

Ci(t)l
∗
i (x).

Dans figure 3.1 et figure 3.2,nous présentons les courbes des solutions exactes et approchées
pour α = 1 à T = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.00et l’erreur 3.3,nous conclure la solution de problème
inverse de équation télégraphique linéaire est converge
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FIGURE 3.1 – la Solution de problème direct de u(x, t) pour t = 0.2, t = 0.4, t = 0.6, t = 0.8, t =

1.0 et (M=50, N=100)
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FIGURE 3.2 – la Solution de problème inverse de r(t) pour t = 0.2, t = 0.4, t = 0.6, t = 0.8, t = 1.0

et (M=50, N=100)
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FIGURE 3.3 – l’erreur1 de problème direct avec inverse

Exemple 3.2. 

a = 10, b = ω = 5, β = 1,

f(x, t) = (2t2 + 4a
t

+ b2)(1− cos(2πx))− 4π2 cos(2πx)

ϕ(x) = 0, ψ(x) = 0, g(t) = h(t) = 0,

µ1 = µ2 = 0, λ1 = −1, λ2 = 1.

Pour ces données ,le problème inverse de télégraphe (2)-(3)est donné par :

Y 11
t u(x, t) + 20Y 10

t u(x, t) + 25u(x, t) = uxx(x, t) + r(t)f(x, t), (3.34)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 1 < x < 1, (3.35)

u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 < t < T. (3.36)
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on note que la solution exacte de ce problème est ue = t2(1− cos(2πx). si α = 1,nous appliquons
Algorithme 1 pour m = 6etu6(x, t) est la solution approchée définie par :

6∑
i=0

Ci(t)l
∗
i (x).

Dans figure 3.4 et figure 3.5,nous présentons les courbes des solutions exactes et approchées
pour α = 1 à T = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.00 et l’erreur3.6, nous conclure la solution de problème
inverse de équation télégraphique linéaire est converge.

FIGURE 3.4 – la Solution de problème direct de u(x, t) pour t = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.00et (M=50,
N=100)
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FIGURE 3.5 – la Solution de problème inverse de r(t) pour t = 0.2, t = 0.4, t = 0.6, t = 0.8, t = 1.0

et (M=50, N=100)
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FIGURE 3.6 – l’erreur2 de problème direct avec inverse
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons analysé un problème inverse pour déterminer un coefficient
de source terme en fonction du temps t dans une équation télégraphique linéaire avec des
conditions aux limites de Dirichlet et une condition supplémentaire sous forme intégrale. Ce
travail se déroule en deux étapes :

3 Étude théorique : Pour le temps T est suffisamment petit et avec des hypothèses sur les
données du problème, nous avons démontré un résultat d’existence et d’unicité de la
solution par un théorème de point fixe.

3 Étude numérique : nous avons proposé un algorithme pour calculer la solution numé-
rique de ce problème inverse. Cet algorithme basé sur la méthode de collocation de Le-
gendre et l’algorithme α-généralisé. Des exemples numériques sont présentés pour vali-
der l’efficacité de cet algorithme.

Comme perspectives, nous avons prévu le sujet de recherche suivant :

+ Trouver le couple (u (x, t) , ϕ (x)) pour le problème suivant :

utt (x, t) + 2αut (x, t) + β2u (x, t) = uxx (x, t) + f (x, t) , 0 ≤ x ≤ l ≤ 0 ≤ t ≤ T

u(x, 0) = ϕ(x);ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ `,

u(0, t) = u(l, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

u (x, d) = h (x) , 0 ≤ x ≤ `, 0 ≺ d ≤ T.

47



Bibliographie

[1] H.A. Al-Hazaimeh. Time dependent source identification problems for telegraph equation. PhD
thesis, Near East University, Nicosia, 2019.

[2] Y.E. Anikonov. A uniqueness theorem for solutions to an inverse problem for the wave
equation. Mathematical notes of the Academy of Sciences of the USSR, 19(2) :127–128, 1976.

[3] I. Aouina. Probléme inverse pour une équation de diffusion avec une condition au limite
non locale. Master’s thesis, Université de M’sila, Algérie, Juin 2021.

[4] A. Ashyralyev. On source identification problem for telegraph differential equations. In
International Conference on Differential & Difference Equations and Applications, pages 39–50,
2015.

[5] A. Ashyralyev and F. Emharab. Identification hyperbolic problems with the neumann
boundary condition. Bulletin of the Karaganda University-Mathematics, pages 89–98, 2018.

[6] J. Banasiak and J. Mika. Singularly perturved telegraph equations with applications in the
random walk theory. J. Appl. Math. Stoch. Anal., 11(1) :9–28, 1998.

[7] O. Heaviside. Electromagnetic theory, Vol-2. Chelsea Publishing Company, New York, 1899.

[8] P. Jordan and A. Puri. Digital signal propagation in dispersive media. J. Appl. Phys.,
85(3) :1273–1282, 1999.

[9] A.I. Kozhanov and R.R. Safiullova. Determination of parameters in telegraph equation.
Ufimskii Matematicheskii Zhurnal, 9(1) :63–74, 2017.

[10] A. Saad. Étude de quelques problÃ¨mes d’Ã c©volution pour des Ã c©quations aux dÃ c©rivÃ c©es
fractionnaires. PhD thesis, Université mohamed boudiaf de m’sila, Algérie, 2022.

[11] A. Saad and N. Brahim. An efficient algorithm for solving the conformable time-space
fractional telegraph equations. Moroccan J. of Pure and Appl. Anal. (MJPAA), 7(3) :413–429,
2021.

[12] I. Tekin, YasharT.Mehraliyev, and Mansur I.Ismailov. Existence and uniqueness of an in-
verse problem for nonlinear klien-gordon equation. mat meth appsci, pages 1–15, 2019.

[13] V. Weston and S. He. Wave splitting of the telegraph equation in r3 and its application to
inverse scattering. Inverse Probl., 9 :789–812, 1993.

[14] E. Zeidler. Nonlinear Functional Analysis and its Applications I. springer-verlag, 1985.

48



D ans ce mémoire, nous avons analysé un problème inverse pour déterminer un coefficient de terme

source en fonction du temps t dans une équation télégraphique linéaire avec des conditions aux

limites de Dirichlet et une condition supplémentaire sous forme intégrale. Pour le temps T est suffi-

samment petit et avec des hypothèses sur les données du problème, nous avons démontré un résultat

d’existence et d’unicité de la solution par un théorème de point fixe. Ensuite, nous avons proposé un

algorithme pour calculer la solution numérique de ce problème inverse. Cet algorithme basé sur la mé-

thode de collocation de Legendre et l’algorithme α-généralisé. Des exemples numériques sont présentés

pour valider l’efficacité de cet algorithme.

Mots-Clés : Méthode de Fourier, Méthode de point fixe de Banach, les polynômes de Legendre ,

Algorithmes α-généralisé.

I n this memory, we have analyzed an inverse problem to determine a term source coefficient as a

function of time t in a linear telegraph equation with Dirichlet boundary conditions and an additional

condition in integral form. For the time T is sufficiently small and with assumptions on the data of the

problem, we proved a result of existence and unicity of the solution by a fixed point theorem. Then,

we proposed an algorithm to calculate the numerical solution of this inverse problem. This algorithm

based on the Legendre collocation method and the α-generalized algorithm. Numerical examples are

presented to validate the efficiency of this algorithm.

Keywords : Fourier method, Banach fixed point method, Legendre polynomials, α-generalized

algorithm.
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