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Notations

L’espace des fonctions continues sue 2.
L’espace des fonctions continues bornées.
L’espace des fonctions continues a support compact dans 2.
L’espace de Lebesgue.

L’espace dual de Lebesgue.

L’espace d’Orlicz.

La classe d’Orlicz.

Fonction d’Orlicz (Fonction de Younge).
Fonction conjuguée de @ ().

La norme d’Orlicz.

La norme de Luxemburg.

La fonction de Steklov.

L’adhérence de L* dans 'espace d’Orlicz.
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0.1. Introduction

0.1 Introduction

Les espaces fonctionnels de Banach sont trés connus et trés utilisés dans le domaine math-
ématique. L’objectif de ce travail est d’étudier un probléme mathématique,qu’on trouve
souvent dans le domaine fonctionnel,qui est la compacité. Cette étude sera faite dans
I’espace d’Orlicz dont il est peu connu dans le domaine de recherche,mais ayant des pro-
priétés plus riches par rapport aux autres espaces.

Les espaces d’Orlicz sont des espaces fonctionnels qui généralisent de maniére adéquate
les espaces de Lebesgue,ils sont définis a partir d’'une N-fonction (fonction d’Orlicz), tel
qu’on trouve dans les espaces d’Orlicz deux types.

Le premier espace est I’espace des fonctions d’Orlicz Lg et le deuxiéme est 'espace des
suites d’Orlicz lg avec ® est une N-fonction. Le premier généralise les espaces de Lebesgue
L? et le deuxiéme généralise les espaces de Lebesgue [P.Ce dernier est caractérisé par deux
normes équivalentes :la norme de Luxemburg et la norme d’Orlicz.

On connait qu’il y a plusieurs recherches dans les espaces de Lebesgue comme la con-
tinuité et la compacité des opérateurs. Cette derniére posséde,en général un caractére trés
fort dans la résolution de plusieurs problémes mathématiques.

En ce qui concerne notre sujet "La compacité dans les espaces d’Orlicz" On s’intéresse
a I’étude du probléme de la compacité dans différents espaces,en particulier les espaces des
fonctions continues C(Q2) et 'espace de L’ebesgue LP(€2).En principe,on étudie la compacité
dans I'espace des fonctions d’Orlicz Lg, sur chaque espace on donne des définitions et des
principes généraux de la compacité et aussi les conditions qui vérifient cette propriété dans
les trois espaces. Enfin on applique la théorie d’Arzela-Ascoli pour voir la différence de
cette théorie dans les espaces des fonctions continues C(2) ,l’espace de Lebesgue LP(2) et
I’espace d’Orlicz Lg.Le travail est partagé en trois parties:

La premiére partie est consacrée a un rappel général de ’espace des fonctions continues
et de I'espace de Lebesgue et ses propriétés,suivie par une étude sur les conditions de la
théorie d’Arzela-Ascoli dans 'espace C'(§2) et dans l’espace LP.

Dans la deuxiéme partie,on donne la définition de l’espace d’Orlicz,et on démontre
I’équivalence entre les deux normes d’Orlicz et on fait une comparaison entre ses espaces.

De plus une étude des propriétés principales et nécessaires dans cet espace est réalisée a la
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fin de ce chapitre. Les résultats obtenus lors de cette étude sont utilisée dans le troisiéme
chapitre et enfin on termine notre travail par une conclusion et perspectives.
Dans la troisiéme partie on passera & 1’étude de la compacité dans cet espace,ou on

utilisera la méme théorie qu’on a utilisée dans le premier chapitre.



Chapitre 1

Rappels sur les espaces C(()) et les
espaces LP(()

Dans ce chapitre nous allons exposer un rappel général sur les
espaces fonctionnels c(Q) et L7(Q) avec leurs propriétés et on étudie
aussi la compacité dans ces deux espaces.

Soit © un ensemble compact, on définit C(£2) comme 'espace des fonctions continues
bornées de Q dans R, C(£2) l'espace des fonctions continues sur © et C.(£2) 'espace des

fonctions continues & support compact dans 2. Ces trois espaces munis de la norme suivante

[flloe = sup [f ()]
e}

Ces espaces sont des espaces vectoriels,les espaces C,(Q2) et C'(2)sont des espaces de
Banach,mais C.(€2) en général n’est pas un espace de Banach. En particulier on va étudier

seulement dans ce chapitre I’espace des fonctions continues C'(2).



1.1. Définitions et propriétés des espaces C'(£2)

1.1 Définitions et propriétés des espaces C((2)

Soit €2 un ensemble compact ,C'(§2) est un espace vectoriel des fonctions (réelles ou com-

plexes) continues sur £2.0n définit sur cet espace la norme suivante

£l = max | ()

Alors,C(€2) est un espace de Banach.

Remarque 1.1.1

-Toute fonction réelle f continue sur 2 est bornée et atteint ses bornes.

-On dit que C'(Q2) est un espace de Banach,donc est complet.

Cette propriété est une traduction du théoréme selon lequel une limite uniforme d’une
suite de fonctions continues est une fonction continue([2]).

-Propriétés de C'(Q2)

a-La séparabilité

Théoréme 1.1.1

Si © un compact métrisable,alors l'espace C'(2) est séparable.

b-La dencité

Théoréme 1.1.2

L’espace des fonctions continues C'(€2) est dense dans l’espace LP,lorsque 1 < p < oo.

c-Dual de C(Q?)

pour écrire le dual de C'(2) il faut utiliser des mesures réelles ou complexes.

Notation 1.1.1

(2, d) est un espace métrique,o est la tribu borlienne de €. La tribu de parties de §2

engendre par ses ouverts. S est une forme linéaire continue sur C'(2)

fEC(Q), S(f):f(t)ﬂ te

avec [|S|,q) < 1,|u| est une mesure positive définie par un ouvert w de 2,0on pose:

|l () = sup {|s(f)] = [f] < 1o}

On a donc le théoréme suivant:
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Théoréme 1.1.3
Soit 2 un espace métrique compact,toute forme linéaire continue S sur C'(Q2) provient

d’une mesure p sur (2, B),et de plus

1S1] = Nlull = 1u] (2)

1.2 La compacité

Pour étudier la compacité dans Iespace des fonctions continues C'(€2),il faut connaitre pre-
miérement la compacité dans un espace normé puis dans C/(£2).

-La compacité dans un espace normé X

a-La compacité d’un ensemble

Définition 1.2.1

Un sous ensemble U d’un espace normé X est dit compact si chaque recouvrement ouvert
de U contient un sous recouvrement fini. Autrement dit,si pour chaque famille V;, j € J des

ensembles ouverts vérifient la propriété suivante:

veyy
jed
Il existe une sous famille finie V., j (k) € . j=1,2,..n , telle que:U C Lnj Vi -
b-Un ensemble séquentiellement compact =
Un sous ensemble U de X est dit séquentiellement compact si de toute suite des éléments
de U, on peut extraire une sous suite qui converge dans U ([3])
c-Un ensemble totalement borné
Un sous ensemble U d’un espace normé est dit totalement borné si pour chaque € > 0,il
existe un nombre fini des élément @4, ®o,...., P, dans U tel que:
n
Uc U B(®j,¢)
j=1
Chaque élément ® € U a une distance inférieure & [ aux moins avec un élément de
Dy, Py, ..., D,.
Lemme 1.2.1

Chaque ensemble U séquentiellement compact est totalement borné.



1.2. La compacité

Théoréme 1.2.1

Un sous ensemble d’un espace normé est compact si est seulement s’il est séquentiellement
compact ([3]).

Remarque 1.2.1

On remarque dans le théoréme 1.2.1 que I’ensemble compact est borné,fermé et complet.

d-L’ensemble relativement compact

-Un ensemble U de X est relativement compact si sa fermeture est compact.

-Un conséquence du théoréme 1,I’ensemble U est relativement compact si est seulement
si toute suite de U contient une sous suite convergente. Autrement dit que I’ensemble U
relativement compact est totalement borné([3]).

Théoréme 1.2.2

Dans un espace normé les sous ensembles bornés et de dimensions finies est relativement
compact.

e-Opérateur compact

Définition 1.2.2

Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé X dans un espace normé Y ,on dit que A
est un opérateur compact si I'image A(B,) par 'opérateur A de la boule unité fermée B, de
I'espace X est relativement compact (en norme) dans Y. En d’autres termes, A est compact

si pour toute suite bornée {x,} deX, la suite { Az, } contient une sous suite convergente Y.

1.2.1 La compacité dans C((2)

Le seul théoréme qui parle de la compacité dans C'(2) est le théoreme d’Arzela-Ascoli.
Théoréme 1.2.3 (d’Arzela-Ascoli )([3])
Soient 2 un espace topologique compact et U un sous ensemble de C'(2),I’ensemble U
est relativement compact dans C(€2) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées:
i)L’ensemble U est borné (pour la norme de C(£2));il existe une constante K > 0 tel que:
|f (z)] < K pourtout z€Qet feU.
ii)L’ensemble U est équicontinu ,pour tout € > 0,il existe o > 0 tel que

|f(z) — f(y)] <& pour tous z,y € Qettout f €U .
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1.2.2 La compacité dans C [a, b]

Nous allons étudier le méme théoréme précédent pour I'espace des fonctions continues sur
le segment [a, b] .

Théoréme 1.2.4 ( d’Arzela-Ascoli)

Soit I'ensemble A C C'[a, b],il est relativement compact si est seulement s’il est borné et
équicontinu dans C'[a, bli.e,

-1l existe un constante K > 0 tel que: |f(z)| < K, pour tous les = € [a,b] et toutes les
fonctions f € A

-Pour tout £ > 0 on peut faire correspondre un nombre § > 0 tel que: |f(z) — f(y)] < ¢

pour tous les x,y € [a, ] et pour toutes les fonctions f € A.

1.3 Espace de Lebesgue L7(Q)

Définition 1.3.1
Soient {2 un espace mesuré et p € [1,+o0],pour p < +oo,on définit LP(£2) 'espace des

fonctions mesurables.

f:Q—-R

telle que | f|” soit intégrable,et pour p = 4+00,L> () est 'espace des fonctions mesurables
f telle que f est presque partout bornée par une constante finie.L’étude de cet espace sera

I’objet de ce chapitre.

1.3.1 Définitions et propriétés élémentaires des espaces L”(2)

Soit P € R avec 1 < P < oo ,alors
LP(Q) = {f : @ — R mesurables telle que |f|" € L'(Q)},

ol la norme est noté par

I = | [ If(l’)l”dzv];.
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Si p=oc,alors L*(Q)={f:Q — R mesurable: 3C >0 tel que |f'(z)] < C p.p sur Q}

avec la norme

[fll e = mf{C; [f(2)] < C p.p sur Q} .

Remarque 1.3.1
Si fel® ona

|f(@)] < ||fll ;oo p-psur Q.

En effet il existe une suite des constantes K,, qui convergent vers || f|| ., i.e,

Ko = fll e

pour chaque n ,|f(z)] < K,, p.p sur Q donc |f(z)| < K,, pour tout = € Q\E, avec
E,, négligeable.

on pose E = JE, desorte que E est négligeable et |f(x)| < K,, pour tout et pour tout
z € Q\E, par congéquent |f(2)] < || fll 0 pour tout = € Q\E.

-Espace dual

On désigne par L” () le dual topologique de LP(f).i.e.

/ 1 1
[LP(Q)] = LP () telque : -+ =1lavecl<p<oo.
p p

1.3.2 Inégalités auxiliaires
a-Inégalité de Holder

Soient f € LP et g € L7 deux fonctions mesurables sur un espace mesuré (€2, X, ;) avec

1<p,gq<ooalors f.g€& L'et

[1swians [ [ 1r@rad [ [ wwra)’

avec
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b-Inégalité généralisée de Holder

Soient les fonctions mesurables f, g et h définies sur un ensemble £2,0n a I'inégalité suivante

[ 1t@anla< | [ If(w)l”du]; I |g<x>|qczuf [ ad

Tels que les nombres p, q et r strictement positifs et vérifient la condition suivante

1
T

Remarque 1.3.2
D’apreés les deux inégalités de Holder,il en résulte une inégalité trés utile, soient f1, fa, fs.... fa,
des fonctions telles que
1 1 1

1 1
fielP(Q),1<i<n avec —=—+—+—+4..+—<1
P 1 p2 P3 Pn

Alors le produit f = f1.f2.f3.....f, appartient & LP(Q) et

e < 1Al o oo [l o

c-Inégalité de W.H.Young

Soient a,b des réels positifs et 1 < p, ¢ < 0o,des réels conjugués,alors
a? b

ab< — 4+ —
p q

d-Inégalité de Minkowsky

Soit p € |1, +00[ ,et soient f et g deux fonctions mesurables sur (€2, %, p) des valeurs dans

[0, +00] alors f 4+ g € L et

1+ gl < Iflle + llgllze

Il en résulte que L? est un espace vectoriel normé pour 1 < p < 400, pour 0 < p < 1, LP
n’est pas un espace vectoriel.

Théoréme 1.3.1
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Pour 1 < p < +00,les espaces LP sont des espaces vectoriels normés ([1]).
Démonstration
Pour p = 1 et p = 400 on peut dire que L' et L* sont des espaces vectoriels normés

En effet ;f,g € L' d’aprés la remarque 1.3.1,on a pour p = 1

@ < Iflly et lg (@)] < llglly

On additionne les deux inégalités on trouve:

[f @)+ 9@ < [ f1ly + llglly

De plus on a

[f(2) +g(@)[ < [f ()] + lg(2)]

On intégre on obtient

[1i@+g@lar < [ (@it [ lo@lds

If+gllpe < Il + Nl

D’ou
f+gel

Donc L' est un espace vectoriel normé.
-Pour p =+
Soit f,g € L* d’aprés la remarque 1.3.1, on a

[F@) < [ fll e et lg(@)] < lgll o -

On additionne les deux inégalités, on trouve

[f @)+ 1g(@)] < Ifll oo + lgll o -

De plus, on a

10
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[f(@) +g(@)l < [f(@)] + ()],

sup | f(x) + g(x)| < sup|f(x)|+sup|g(z)| .

IN

N

D’ou

1+ 9llpoe < N fllzee + llgll oo

donc f + g € L*; il en résulte que L™ est un espace vectoriel normé.
-Supposons que 1 < p < 400
Soit f,g € LP,on a

[f (@) + 9@)I" < [If(@)] + lg(@)[]" < 27 [|f (@)]" + [g(x)["] -

On intégre sur 2

/Q!f(w)Jrg(w)\pdfv < /Q[!f(fv)\ﬂg(x)\]pdw

27 [ (@) +1g()[") dw
Q

If+ gl < 22[1A1E + llgllze] -

IA

par conséquent f + g € LP mais ||.||;, n’est pas une norme.

D’autre part, on a

I+ gl /ﬂ (@) + gla)P de
/sz‘f(x)+g(x)’p+1—1 de
/Q 1F(@) + g(@) P | f(2) + g(x)] da

/ (@) + 9@ P (@) de + / (@) + 9@ g(@)] den (D)
Q Q

IA

D’aprés I'inégalité de Holder on peut écrire

11



1.3. Espace de Lebesgue L7 (Q)

L1560+ 9P ) ds < [j£|f(x>+g<x>ﬁp+”de]; [ irwras]

O g est I'exposant conjugué de p et

[ 156+ 0P gt ds < [/Qrf<x>+-g<x>vp”qu]; [latoras]

On en déduit,compte tenu de (p —1)g = p,et en remplacant (1) et (2) dans (I),on trouve

/Q\f(:c) +g(z)|P dx < H/Q‘f(x)‘pdfr .\ [/Q ‘g(x)’pdx] ;]

On remarque que 1 — 1 = ]—1) donc si on divise les deux membres par

[Lumwguwmr

on obtient

1f+ gl < M fllze + llgllze -
Donc LP est un espace vectoriel normé.
Lemme 1.3.1 (de Fatou)
Soit {f,,} une suite de fonctions de L' telle que
a) pour chaque n,f,(z) >0 p.p sur Q
b) Sup/fn < oo pour chaque x € (), on pose
n

f(z) = lim inf f,(x) Alors f € L'() et /f < lim inf/fn.

n—-—+0o0o n—-—+0o0o
Théoréme 1.3.2 (de convergence monotone)
Soit {f,} une suite croissante de fonctions de L' telle que sup / fn < o0 alors f,(x)
n

converge p.p sur {2 vers une limite finie notée f(x),de plus

feLlet [lfu—fll, 0.

Théoréme 1.3.3 (de Lebesgue)
Soit {fn},>o une suite de fonctions dans LP(§2) pour p > 1, f,, converge p p.p vers une

fonction mesurable f, si la condition

12
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dg € LP(QY) tel que Vn > 0,|fn] < g ppp

est veérifiée alors f € LP(Q) et f,, — f

(on dit que g est une majorant intégrable des fonctions (f,,)) ([1,2])

Théoréme 1.3.4 (de Fischer-Riesz)

Pour 1 < p < oo les espaces LP sont des espaces vectoriels normés complets,i.e.sont des
espaces de Banach ([2]).

Démonstration

Pour montrer que L? est de Banach,il faut montrer que toute suite de Cauchy converge
dans LP.

1) pour p = 400

Soit { f,} une suite de Cauchy dans L? et un entier C' > 1,il existe N¢ tel que

1
Hfm - anLoo < 5 pour m,n > N¢

Donc il existe un ensemble E¢ négligeable tel que

1
@) = fal@)] < &

On pose E = |J E¢ (avec E est négligeable),on a pour tout x € Q\FE la suite f,(x) est

Ve € Q\Ec;Ym,n > N¢ . (%)

une suite de Caucfly dans R.
Soit f,(x) — f(x) pour z € Q\FE.

Si on pose la limite dans (*) quand m — oo, on obtient

1
|f(z) = falz)] < ol Ve e QO\Ec;V > Ne .
D’ou
1
f S Loo,etHf—anLoo < 5 Vn > Ng .
Donc
1f = fullpe — 0

13
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2)Supposons que 1 < p < 0.
Soit {f,} une suite de Cauchy dans L Il suffit de montrer qu'une sous suite extraite
converge dans LP.

On extrait une sous suite {f,, }, telle que

Afug = [ froer = funl| €277, VE> 1.

pour simplifier la notation on écrit f;, au lieu de f,,

Afp = |forr — fill <27F VE>1,

soit

(@) = D |frr(@) = ful@)].

avec

gnlloe < 1.

Et d’apres le théoréme de la convergence monotone, g, (z) converge vers une limite finie
notée g(z) (i.e la série {Af,, } converge vers une limite finie p.p sur .), d’autre part, on a

pour m > n > 2.

[fm (@) = fu(@)] < (@) = frna(@)] + oo+ [faa (@) = ful@)] < g(2) = gna (@)

Il en résulte que f,, est de Cauchy et converge vers une limite notée f(z) et on a p.p sur

Q:

|f(z) = fu(z)| < g(x) pour n > 2.

On obtient

f € LP et Hf_ anLP n:)oo 0.

D’ou I'espace LP est complet.

14
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1.3.3 Propriétés des espaces LP(f2)

Nous allons étudier les trois cas:

a) 1 <p<oo.

b) p=1.
c) p = +oo.
-Réflexivité

Définition 1.3.2

Soit £ un espace de Banach et soit J l'injection canonique de FE dans FE.i.e
J:E— F.

tel que

J(@)=[f—(f2).

On dit que E est réflexif si J est bijective de F dans E.i.e., J(E)=F

Théoréme 1.3.5

LP(Q) est réflexif pour 1 < p < oo.

Proposition 1.3.1

L* et L' ne sont pas réflexifs.

-Densité

Théoréme 1.3.6 (de densité)

L’espace C.(2)est dense dans LP(§2) pour 1 < p < oo :C'est-a-dire Vf € LP(Q) et
Ve > 0,3fy € C.() tel que

1f = foll» <&

Proposition 1.3.2

L’espace C°(2) est dense dans le sous espace de LP (C°(2) espace des fonctions
bornées que tendent vers 0 a I'infini).

Théoréme 1.3.7

L’ensemble des fonctions simples intégrables est dense dans L? pour p € [1, +o0f.

-Séparabilit

15
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Définition 1.3.3

Soit X un espace métrique,on dit que X est séparable s’il existe un sous-ensemble D C X

dénombrable et dense.

L'

Théoréme 1.3.8

LP(Q) est séparable pour 1 < p < oco.

Proposition 1.3.3

L>(2) n’est pas séparable.

-Comparaison de ’espace L*(f2)

Théoréme 1.3.9

On suppose que mes (2) <oosi 1 < p < g <ooalors LI(Q) C LP(Q).
Donc on peut dire que

L>®(Q) c L*(Q) c L*(Q).

Démonstration

Soit f € LP(Q2), tel que

[/Qrfu)\pdxr <00,

pour presque tout x € €2

/ f@Pde < / f@)|"dz puisque p < g
Q Q

— [/Qw:c)rpdx]’l’s [/Q\f(rv)!"dwr <00

D’ou

1fllze < 1Fll e = L7(2) € LP(2) pour p < g.

Remarque 1.3.3

Le dual topologique de LP contient seulement L' et L est strictement plus grand que
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1.3. Espace de Lebesgue L7 (Q)

La convolution dans LP

Définition 1.3.4
On définit le produit de convolution h = f * g ,telles que f et g sont deux fonctions

intégrables par

h(z) = (f * g)(x) = - fl@—=y)g(y)dy .
Théoréme 1.3.10
On prend Q = R".Soient f € LY(R") et g € LY (R") avec 1 < p < +oo,pour presque
tout x € R" la fonction y — f(z — y)g(y) est intégrable sur R" on pose

(fxg)x)= [ flxz—y)g(y)dy .

RTL
Alors

fxge€ LP(R"),

et

1 * gl < WAl Nl -

1.3.4 La compacité dans L*((2)

Pour étudier la compacité dans ’espace LP,il faut et il suffit de connaitre un théoréme trés
important qui est le théoréme d’Arzela-Ascoli qui répond a la méme question dans I’espace
C(Q).

Théoréme 1.3.11

Un ensemble G des éléments de LP(2),1 < p < oo,est relativement compact dans LP(€2)
si et seulements s’il satisfait les conditions suivantes:

1) G est borné dans LP(2) (i.e,il existe une constante C' telle que pour toute fonction
f(x) de G on a [|f(@)ll ey < O):

2) G est équicontinu dans LP(Q2) (i,e,pour tout £ > 0 on peut trouver 0 > 0,dépendant

de ¢ telle que si |h| < § alors, pour toute f(z) € G,[|f(z +h) — f(2)| 1@q) < &)

17



1.3. Espace de Lebesgue L7 (Q)

La compacité dans L?(f2)

On prend P = 2.

Théoréme 1.3.12

Un ensemble G des éléments de L?(Q2),est relativement compact dans L?*({) si et seule-
ment s’il satisfait les conditions suivantes:

1-G est borné dans L*(2),est relativement compact dans L?(2)(i.e,il existe une constante
C telle que pour toute fonction f(z) de G on a || f(z)| 12(q) < C).

2-G est équicontinu dans L?(€2) (i.e,pour tout € > 0 on peut trouvé § > 0,dépendant de
e,telle que si [h| < § alors,pour toute f(z) € G| f(z + h) = f(@)| 20y < &)

Théoréme 1.3.13 (de Fréchet-Kolmogorov)

Soit 1 < p < 00, un ouvert de R™ et soit D C € un sous ensemble borné A de LP(2)
est relativement compact si la condition suivante est vérifiée

i)Ve > 0,30 > 0 avec 0 < dist (D, Q) tel que:

HThf - fHLP(Q) <eVh e R"”

avec |h| < d etV € A.

Cette condition traduit I’équicontinuité de A.On peut dire que A\p est relativement
compact.

Notation 1.3.1

1)On désigne par 75(f) la translation de f par h, telle que

Th(f) (@) = f(z = h).

2)Soit €2 un ouvert de R",et soit D un ouvert est fortement inclus dans €2, c-a-d:

D C Q si la fermeture de D dans R™ est compact(i.e., D est compact).

18



Chapitre 2

Espace d’Orlicz

Dans ce chapitre on définit I’espace d’Orlicz puis on démontre la
norme de cet espace et ses propriétés nécessaires qu’on va utiliser
dans le troisieme chapitre.

Les espaces d’Orlicz ont été présentés la premiére fois en 1931 par le mathématicien

polonais W.Orlicz et plus tard a été baptisé du nom de lui.

2.1 Définitions

Les espaces d’Orlicz généralisent de maniére adéquate les espaces LP.ils sont définis & partir
de N-fonction(fonction d’Orlicz) ([4,5])

Définition 2.1.1

Soit ® : R — RT,on dit que est une N-fonction (fonction de Young),si elle vérifie les
conditions suivantes:

i)® continue,paire,convexe et ¢(0) = 0,

ii)®(z) > 0 pour tout = > 0,

iif)lim % = 0 et lim *% = 400,

Il en résulte que ® est croissante et continue. On peut définir & de maniére équivalente
par sa dérivée ¢,dont on exige que:

Définition 2.1.2

Soit ¢ une fonction définie sur Rtet vérifier les propriétés suivantes:
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2.2. Fonctions conjuguées

1) est continue & droite pour tout point de R,
2)@ est croissante sur R,
3)e(0) =0,0(x) >0 si >0 et lim p(z) = +o0.

On pose alors:

Ve RY ®(x) = /lll o(t)dt.

Remarque 2.1.1

Si ® est une N-fonction,elle satisfaite les propriétés suivantes:

1)® est monotone croissante.En effet,;si = <y = ®(z) < ®(y) car ® positive sur RT.
ii)®(0) = 0.En effet,ona  lim 2 =

z—0 T

D’apres(iii) et ® continue,donc on peut écrire ®(0) = 0.

2.2 Fonctions conjuguées

Définition 2.2.1 ([14.15])

On définit sur R,N-fonction ®*par: &*(z) = sup [zy — P(y)]

d*est appelée la N-fonction conjuguée de @. e

La fonction ®*vérifie les propriétés:

1)®*est une N-fonction.

2)0™ = & ([14,15])

Démonstration

1)Pour démontrer que ®* est une N-fonction,il faut que ®*vérifie les conditions (i) , (i7) , (ii7)
de la définition 2.1.1

(7)-D’apres la condition de ®*on peut dire que ®*est continue car ¢ est continue.

-®* est paire,si elle vérifie la condition:

o'(—z) = sup  ((—ay) - 2(y)).

—oo<y<+00
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2.2. Fonctions conjuguées

On peut écrire

sup(—zy) = sup(zy),

on trouve

O*(—z) = sup

—oo<Ly<+00

o*(—x) = P*(x).

Donc ®* est paire.
-®* convexe.

On a la définition de la convexité suivante:

[(zy — @(y)]

VA€ [0,1],Vz,z € RY : & [(1 — Nz + Az] < (1 — \)®*(x) + AP*(2)

On montre cette condition pour la fonction ®*

O [(1 =Nz + Az] = sup  [[(1 =Nz + Az]y — P(y)]

—oo<y<+00o

= sup  [[(1 =Nz +Azly— @y — Ay + \y)]

—oo<y<+0o

Puisque ® convexe,on a

O [(1— Nz +Az] <
—oo<y<+00
<
—oo<y<+00
' [I-Nz+Az] < (1=A) sup  [zy—D(y)] + A

—oo<y<+00

donc

sup  [[(1 =AMz + Az]y — (1 = A)@(y) — A0(y)]

sup  [(1 = N)[zy — (y)] + A2y — (y)]]

sup  [zy — ©(y)]

—oo<y<+o0

O [(1— Nz + Az] < (1= N)P*(7) + Ad*(2)

21



2.2. Fonctions conjuguées

donc ®* est convexe

*(0) = sup [0—(0)]

—oo<y<+00

®(0) =0 et ®*(0) =0

ii) ®* > 0 pour tout z > 0
D’apres les conditions de la N-fonction ®,on sait que ® est positive d’ou ®(z) > 0,de
plus on a le 7 sup” est positif d’ott

sup  [zy — D(y)]

—oo<y<+oo

est positif,on écrit donc

sup [zy — ®(y)] >0 pour tout y > 0.
—oo<y<+o0

D’ou ®* est positive (i.e, * > 0 pour tout z > 0)

su zy — @

. (I)*(:L‘) . foo<y1<)+oo[ Y (y)]
lim = lim
x—0 T x—0 xr

o [r- )

=0 _so<y<too
()

— T 1 )
= limlim sup [y———]
x_’o?!_’o—oo<y<+oo Yy T
2(y)y

= lim sup lim [y—— ]
y

=0 _so<y<+o00 ¥—0

lim 2®) —
y—0 Y
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2.2. Fonctions conjuguées

donc
@*
lim (z) =0
x—0 T
su zy — ®
_o(x) LS W)
lim = lim
T——+00 X xr——400 X
P
= lim sup lim [y — ME] ,
TH00 _ooy< 400 Y0 y
on a
lim 2@ — 400,
Yy——+00 Y
donc
lim 2@ —
z—+oo T
2) o =P
On a
®*(z) =  sup [zy— O(y)]
—oo<Ly<+0o0
o(z) = [ (o))
o™ (z) = sup  [zy — ©(y)]
—oo<y<+0o0
= sup [zy— P*(y)]
—oo<y<+0o0
Suivant la définition de ®* on trouve:
O (z) = sup |zy— sup [zy — P(2)]
—oo<y<+00 —oo<y<+00
o (x) = P(x)
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2.3. Classe d’Orlicz

2.3 Classe d’Orlicz

Définition 2.3.1
Soit (€2, 3, ) un espace de mesure de Lebesgue de dimension finie,soit ® une N-fonction,on

appelle classe d’Orlicz toute fonction f € S (€, %, 1) mesurable,telle que

/Q &(|f(x)[)d < o0

On note par Lg(Q, %, 1) la classe d’'Orlicz (Lg) ([4,7,9,10]).

Remarque 2.3.1

La classe d’Orlicz ne peut pas étre munie d’un espace vectoriel plus exact pour f € Lg
mais 2f ¢ Le.

On peut donner un exemple pour expliquer L® C Lg

Exemple 2.3.1

Soit f € Lg,on pose, 2 = [0,1] C R.

(u) =€l —1
1 - —n+1
f(x) = gnpourtout 27" <z <27n =12, ..,
Lo
[ets@hds = [ a(gnhs
Q 0 2
1 n
= ‘65 —1|dx
0
n=1 2

Donc f € Ly.On prend 2f

[oeirwni = [ et

1
= / le" — 1| dx
0

(O
-1 \2

n
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2.4. La condition A,

Donc 2f ¢ Le.il est claire que L® C Lg;en effet soit f € Lg :

/Q (| f(2)))dz < sup / (| f(2))dz < £l

Donc f € L™

L® C Lg.

2.4 La condition A,

Définition 2.4.1
On dit qu'une N-fonction @ (x) vérifie la condition A, s’il existe une constante C' > 2 et

xg,telle que

® (22) < C P (x) pour tout © >0 (x> xp).

-Si ® et ®* vérifient la condition A, alors 'espace Lg est un espace de Banach réflexif.

—(L@), = Lg.car ¢ vérifie la condition A, ([4,9]).

On peut donner un exemple pour expliquer la condition As.

Exemple 2.4.1

1-La fonction ®(x) = |z|In(|z|+ 1) est satisfaite la condition Ay.En effet,on peut vérifier
aisément que ® est un N-fonction et on a :C = 4.

2-On a aussi,la fonction ®(2) = & [z|” ,pour P > 1 est vérifice la condition Ay En effet,on

a:C = 2F.

2.5 Norme d’Orlicz

On appelle espace d’Orlicz 'ensemble de toutes les fonctions f € S (€2, X, ) mesurables,pour

le quel

/ch (‘f(;)’) dr < 0o YA > 0.
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2.5. Norme d’Orlicz

On note par Lg (2, X, 1) oit Lg est espace d’Orlicz ([11]).

Remarque 2.5.1

[N@QI@ pour A =1

Définition 2.5.1

Soit ® une N-fonction et ®*sa conjuguée,on définit sur ’espace d’Orlicz les deux normes

suivantes:

11 =Sup{/ﬂlfg|dx [ @ < 1}

est appelée norme d’Orlicz de f.

Hfufmf{»o:/ﬂq><'f<f)')dxg1}

est appelée norme de Luxemburg de f.

Proposition 2.5.1 ([5])

A)[.|l, et |||, sont des normes

B)La norme d’Orlicz est équivalente & la norme de Luxemburg.
Démonstration

Il faut montrer que les normes .||, et ||.||, vérifient les conditions suivantes:
Dllfllo, < o0

D fllop =0 f=0

3V ek, Vf € Lo |afllo, =lalllfllor

4)L'inégalité triangulaire, f,h € La;||f +hl <|[[fllo + [Ihllo L
Remarque 2.5.2

On désigne par F, I'adhérence de L*>dans I’espace d’Orlicz Lg.

Lemme 2.5.1

Soit les propriétés suivantes:

a)si {fn} C Lg et f, — f en norme dans Lg,alors la suite {f,} converge en moyenne

vers une fonction,c’est-a-dire

Tr—00

/Q‘P(!fn(x) —f@))dr — 0
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2.5. Norme d’Orlicz

b)si dans le hypothese de (a):2f € Lg,alors f € L.

c)Ee C L.

Démonstration

D’Apres les propriétés de ®,on a @ (0) = 0 et convexe donc:® (ax) < a ®(x) pour
0<a<1.(L8)

Si||fn — fll;, — O,alors || f, — fl|;, <1 pour n > N.

pour tout n,on applique(1, 8)pour (¢ = || f, — fl;)

|fn = !) 1
4 (an 1) = W=7 fHL/ (fu=fhdp <1

D’ou

/‘I)(Ifn—fl)du <= fll, =0

Q

b)on a 2f, € Lg et on montre que:f € Ly,

Jetman = [Seeir+s-shdn
Q Q

5 [ o2 —2ndns 5 [ @2slie < o

2
Q Q

IN

donc f € L.
c)si f € Ey, il existe {f,} € L™ telle que f,, — f en norme.
si 2f, € L C Lg,alors d’apres (byona fe Lg donc Ep C Lg.

Corollaire 2.5.1 ([19,20])

L’espace d’Orlicz Lg (D) [D est un domaine de R" de mesure de Lebesgue finie| est sé-
parable si seulement si ® vérifie la condition A,.

Démonstration

On note que les espaces LP (1 < p < oo) appartiennent a la classe des espaces d’Orlicz.

En effet;on pose ® (z) = %.on remarque que la norme de I'espace d’Orlicz Lg équivalente

a celle de LP,donc on montre que:
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2.6. Comparaison des espaces d’Orlicz

1
1f1lLe = o7 £l

si

I [ U@
/ﬂ @ () do < L alors [, i de < p

D’ou

/ @ Pdz | <pr |l <= 1l <p7 lIfIlL

D’autre part

D’ou

1
1l = 27 1fIl,

donc d’Apreés (I) et (I/I),on obtient (1.10).

2.6 Comparaison des espaces d’Orlicz

Proposition 2.6.1 ([5])

Soient &, @5 deux N-fonctions tels que :si  ®; > Py alors [N@I - f@z

Démonstration

Soit f € L, et p.p tout x € Q tel que Q € R” (ouvert borné) ,on a:

/<I>1 (I (@)]) du < oc.

Q

On peut diviser €2 en deux

28

(1.10)

(11)



2.7. Inégalités auxiliaires

0 = QU

Q = {o\reQ:|f (@) <c}

Q = {\eeQ:|f (@)=}
Jor@hde = [ @0r@hdn+ [ 2205 @D

Q Q/0 Q/Q2
_ /<I>2(|f(x)|)du+ / Oy (|f(x)]) du
{Ifl<c} {If|=c}
< By()u() + / ®, (| (2)]) dp
{lf|>c}
Jer@hdn < ex0n@0) + [ @45 d < o0
Q &

donc

f € Ley, = L¢, C La,

et on a d’aprés la remarque 2.4.1;.Z/q>1 C Lg, donc on peut dire que:

N

L<I> L<I>2

1

E¢1 g Eq)g <:> Lq)l g LCI>2

2.7 Inégalités auxiliaires

a-Inégalité de Holder

Soient f € Lg et g € Ly« deux fonctions mesurables sur un espace mesuré (®, %, 1) avec

et ®* deux N-fonctions conjuguées,alors f.g € L*

/If(l‘)g(l’)l dp <2 fllg 19l

Démonstration
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2.7. Inégalités auxiliaires

Pour presque par tout x € Q : |f]| < 00, |g| < 00, || f]ls # 0 et ||g]

(I)*#O‘

oLl et for (B g

On utilise I'inégalité de Young

vy < O(x) + 2" (y)

On pose

f@)]  g(@)
T~

ayto) S¢<%ﬁ0+;<mﬂ>

en intégrant sur §2

ot < Jo (i) +o ()
/” o)l / (wm) @(@ﬂ)w,
/\f r)|dp <

b-Inégalité de W.H.Young dans I’espace d’Orlicz L® ([14,15])

IN

Soient ® et ®* deux N-fonctions conjuguées de dérivées p et p* respectivement,donc on a

Vr,y € RT zy < &(z) + P*(y)

vy = O(x)+ 0" (y) <= 2 = ¢"(|y|)sign y ouy = ¢ (|z]) sign = .
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Chapitre 3

La compacité dans ’espace d’Orlicz

Dans ce dernier chapitre,on étudie dans ’espace d’Orlicz la con-
vergence,la complétude et on définit la fonction de Steklov et enfin
la compacité.

Avant d’étudier la compacité dans ces espaces,il faut que nous étudions quelques pro-

priétés que sont trés nécessaires pour la démonstration des théorémes de la compacité.

3.1 La convergence dans les espaces d’Orlicz

Proposition 3.1.1
Soit {fn},en une suite des fonctions converge en norme vers f, alors f, converge en

moyenne d’ordre ® vers f ([5]).

[t = du = 0
Q

Démonstration

D’aprés les propriétés de ® on a

® convexe
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3.2. La complétude des espaces d’Orlicz

Oar) <a®(x) 0<a<1 (%)

si
1= flls =0

alors [|fn — fll(g) <1 pourn >N Vn
Donc d’apres () on pose:

(a=fn—flls)

fn_f
@(an qu>) =t

Q
® d n d
Z (an flle H [ f — qu)/ (|fu = f]) dp

D’ou
[ ® s = <= sl =0

3.2 La complétude des espaces d’Orlicz

Théoréme 3.2.1 ([5])

L’espace d’Orlicz Lg est un espace de Banach muni de la norme.

1], = int )\>03/<D<|f()\x)|>dx§1
Q

Lemme 3.2.1 (de Fatou)
Sifn>0,f, T fet]fulleg <1 pourtout n,alors f € Lg et || f| < 1.

Démonstration
Nous démontrons que toute suite de Cauchy converge dans Lg.Soit {f,} une suite de
Cauchy dans Lg, pour simplifier,il suffit de montrer qu’une sous suite extraite de f,, converge

dans Lg.On extrait une sous suite {f,, } strictement croissante,telle que
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3.3. Etude de la compacité dans les espaces d’Orlicz

Afnk = ank+1 - fnkH < 271€, Vk > 1.

Alors on démontre que { f,, } est convergente sur Lg.Pour simplifier les notations,on écrit

fr au lieu def,, Soit

gulz) = i s () — fu(@)

D’apres le lemme de Fatou,on a: ||g,||; < 1,dou

/Q(D(Ig(;:)l> dp <1

et comme ¢ () — o00;¢g est finie p.p sur Q.donc la série {Af,, } converge vers une
—00

x

limite finie p.p sur 2.

D’autre part on a pour m >n > 2.

|fn(@) = fu(@)] < |fal@) = faa(@)] + oo + [ faa(2) = f(2)]
< 9(@) = gna(2).
il en résulte que f,, est de Cauchy et converge vers une limite notée f(z),et on a p.p sur

Q:

|f(z) = fu(z)] < g(z) pour n > 2.

il en résulte que f € Lg et ||f — fu| — 0.donc l'espace d’Orlicz Lg est complet.
n—oo

3.3 Etude de la compacité dans les espaces d’Orlicz

Pour étudier la compacité dans les espaces d’Orlicz,il faut connaitre la fonction de Steklov.
Définition 3.3.1 (fonction de Steklov)
Soit B(z,r) une boule de centre = € R™ et de rayon r > 0,alors on définit la fonction de

Steklov comme suit:
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3.3. Etude de la compacité dans les espaces d’Orlicz

S.(f) = m / fy)dy

B(z,r)
1
= — [ fla+ydy
m"’
lyl<r

Remarque 3.3.1
Soit ® une N-fonction et soit f € Lg telle que || f||, # 0,alors on a:

[ (el an <1

Q
Démonstration

Soit f € Lo, || f|l # 0,0n a

Ifle — inf A>O:/q><’f()\x)‘>du§1
Q

[oim)n = [o(5F)a=r
Q

Q

Donc

Jix iy =

Soit £ un sous ensemble de Lg,on dit que ®-équicontinue si Ve > 0,36 > 0 tel que

|h| <0 =Vf € kona

Définition 3.3.2

() = fu(@)lle <€
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3.3. Etude de la compacité dans les espaces d’Orlicz

avec f,(z) = f(r+h)ouxz+h e Q.
Remarque 3.3.2

La fonction de Steklov S, (f) est continue et un support compact,de plus

15 (Nlle < [1flle (1.11)

Démonstration
Pour montrer cette inégalité,on suppose que la boule de rayon r > 0 et d’origine centre

de R", B(0,r)

ISl < m swp [ [ 1 )gta)| dyd.

lolla-
"= B

= // f(s +y)g(z)| dyde.
m, Hg\lq>*<1 lyl<r

On intégre sur By

IS (Fla < - sup //|f )| dyds.
7 [lgl|®*<1 o pl<r

On change 'ordre d’intégration tel qu’on prend le (sup) sous le signe de l'intégrale,on

trouve:

ISPl < / s [ 1| dy < 1

Théoréme 3.3.1

Un sous ensemble K de Lgest relativement compact si et seulement si:

1)K est borné dans Lg.

2)Ve > 0,36 > 0 tel que la condition r < § = Vf € K, |S.(f) — flls <e.
Démonstration

1-On dit que K est borné dans Lg, Vf € K, 3C > 0 tel que ||f||4 < C
puisque K C Lg donc f € Lg et f borné dans Lg,d’ot on a

Vf € Lg 3C > 0 telque [|f|, < C
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3.3. Etude de la compacité dans les espaces d’Orlicz

et d’aprés la remarque 3.3.1 on a

(i) o=
fre (e o= foo (i, e

On peut écrire

D’ou

/Q (f@)) dpe < [1flls < C.

il en résulte que K est borné dans Le.

2-pour montrer cette condition,il suffit d’utiliser le théoréme de Fréchet et pour tout
ensemble des fonctions compactes dans C,sont aussi compactes dans tous I'espace d’Orlicz.

Rappel

D’aprés le théoréme de Fréchet,un ensemble K est compact s’il peut étre approximé par

un ensemble compact.

Soit fM(z), f@(x),...., f™(z) un ensemble des fonctions continues dans & .On note par
c de sup / lg(x)| dz tel que:
lgllex v @

|f(i)(x) _ f(i)(y)| < % (1=1,2,..,n)

pour tout d(z,y) < r,alors on peut écrire

[SO(f(2) = fO()] = m / fOw)dy| = £ ()],
B(z,r)

= m / FO(y) = O @) dy < —.
B(z,r)

Pour tout (i =1,2,...,n) et pour la norme on a
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3.3. Etude de la compacité dans les espaces d’Orlicz

59— 5Ol = sup / 159 (f @) = £9 ()] g a)] dady

H9H<i>*<1

VAN

- 1 @ () — £O) (3 o) d
p{ g | 10w =10 @)y st a

H.‘JH<1>*<
<! B(x.r)

On peut changer 'ordre de I'intégrale,si on prend le "sup"sous l'intégrale,on trouve:

_ . 1 . .
sO_jo < L / sup / g (@) |9 () — F9 ()] dady,
” ”‘1’ mes(B(t,r)) Q llgllge < B(:cr)’ ( )H ) ( )‘
1
< - FO () — fD (2 / sup |g (2)| dydz,
mes (B (t,T)) B(‘£T) | | Hg”q>*<1
<

sup / lg (z)] dx.
30 lgllge <1

et on a

sup / g ()| dz = ¢
lgllgx<1 /2

on trouve:

59 = O, < <. (1.12)

Soit f(z) une fonction arbitraire de K,il existe une fonction f() (z) telle que

i €
7= £, < <.

D’apres I'inégalité (1.11) et (1.12) on a:

1 = Sr (Dlle < || = FE g + (|75 = ST (F)|  + 155 (F) = S0 ()] -

D’apres l'inégalité (1.11) on a:
155 (F) = Se (D)lla < 1 = £l -
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3.3. Etude de la compacité dans les espaces d’Orlicz

Donc en remplagant la formule ci-dessus on trouve:

IN

1 =5 (Plls < 21f = 1D, + [ £ = 88 (5],

g g g
D L
3T3=937¢

IN

D’ou

I1f =Sl < e
On obtient que K est relativement compact.
Théoréme 3.3.2
Soit ® une N-fonction alors le sous ensemble K de Lg est relativement compact si et
seulement si .

1-3C" > 0,telle que

[etr@har<c, vrex

2—r<5:>/Q<I>(|f(x)—ST(f)(x)|) <
Théoréme 3.3.3

Un sous ensemble K de Lg est relativement compact si et seulement si:
1-K est borné dans IN@.

2-K et ®-équicontinus.
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Conclusion générale

Les espaces fonctionnels sont des espaces trés importants dans plusieurs problémes mathé-
matiques et dans le domaine de la physique.Ces espaces ont des propriétés différentes comme
la complétude,la densité,la réflexivité,la continuité et la compacité.

On utilise la compacité dans plusieurs espaces fonctionnels,puisque la compacité dans
ces espaces est trés nécessaire pour les opérateurs et les ensembles puisqu’elle posséde en
général un caracteére trés fort dans les équations intégrales et différentielles et dans d’autres
équations.

Pour cette raison et dans le cadre de notre travail,((La compacité dans les espaces d’Orlicz))
on a trouvé des difficultés pour appliquer les conditions de la compacité qui sont étudiés
dans les autres espaces fonctionnels,telles que les conditions de la théorie d’ Arzela-Ascoli.

On peut expliquer cette différence dans les trois espaces .Dans 'espace des fonctions
continues C(2) et Pespace de Lebesgue LP(2),on applique directement les conditions de la
théorie d’ Arzela- Ascoli,mais dans ’espace d’Orlicz,on ne peut pas appliquer cette théorie
directement,on a changé la fonction d’Orlicz par une autre fonction vérifiant les méme
conditions de la fonction d’Orlicz qui s’appelle la fonction de steklov,de plus on utilise la
classe d’Orlicz au lieu de la norme d’Orlicz puisqu’elle est une sous espace vectoriel qui
vérifie plusieurs conditions.Ces derniéres nous ont aidé dans notre démonstration.

On a trouvé quelques propriétés dans I'espace d’Orlicz que nous n’avons pas démontré
telles que:la densité,la réflexivité et généralisation de 'inégalité de Holder.Ces difficultés

peuvent étre considérées comme des perspectives & notre modeste travail.
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Abstract:

The aim of this work is the study of the compactness in different
functional spaces, witch are very known in the scientific domain and
study also the compactness in another space that is not very known a
lot of witch isthe Orlicz space, witch have a properties different wich
another spaces.

We conclude of this work, that the propeprties of the compactness in
the different spaces is very important and it is different another
properties, also it is lemma of existence of solutions for integra
eguations.

K ey wor ds:. Compactnessin the concrete spaces, Orlicz space.

Résumé;

L'objectif essensiel de ce travail est I'éude de la compacité dans des
espaces fonctionnels différents tres connus dans le dommaine
scientifique,et |'étude aussai de la compacité dans un espace peu
connu,en l'occurrence |'espace d'Orlicz.Cet espace a des propriétés
différentes par rapport aux autres espaces.

On déduit de ce travail que la propriété de de la compacité dans les
différents espaces est une propriété tres importante te différente par
rapport aux autres propriétes, de plus c'est un lemme pour trouver les
solutions des équations intégrales dans ces espaces.

M ots clés : Compacité dans les espaces concrets, espace d'Orlicz.



