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Chapitre 1
Introduction

L’objet de cette thése est ’étude de la diffusion electron-electron en utilisant les diagrammes
de Feynman de la théorie quantique de I’électrodynamique non commutatif.

On se propose dans ce chapitre de donner un rappel historique sur I’apparition de la theorie
des champs non commutative en physique. Puis, on donne un rappelle mathematique sur le

produit de Moyal.

1.1 Théorie non commutative des champ

La théorie non commutative des champs[1, 2, 3, 4] est une théorie des champs définie sur un
espace temps d’une géométrie non commutative les théories des champs sur le plan de Moyal
Heisenberg et Dirac ont discuté le putpoursuivi par Heisenberg en étendant les relations d’in-
certitude au secteur des coordonnées est que la non commutativité des ces dernieres lisseraient
les singularités dues, aux courtes distances (hautes énergies) typiques de la théories quantique
des champs.

Cet l’espace non commutatif le plus étudié (du poit de vue de la théorie des champs)est le
plan de Moyal.cet espace peut étre difini en n’importe quelle dimension il s’agit d’'une défor-
mation de I'espace plat R™ ou les coordonnées satisfont les relation de commutations.

Dans la quantification de l’espace de phase classique,l’espace -temp peut étre quantifier en

remplacant les coordonnées z,par des opérateurs hermitiensz,,

[Zy, %) = 16 (1.1)
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avec 0 une matrice antisymétrique n x n ,ses entrées ont la dimention.d’une aire et leurs ra-
cines représentent une longueur minimale.pour écrire une théorie de champs sur le plan Moyal,on
remplace habituellement 1’algébre des fonctions sur R"par 'algébre engendrée par la relation
de commutation précédente.il est alors possible de définir un isomorphisme entre cette derniére
algébre et les fonctions sur R"munies d'un produit non commutatif c¢’est le produit de Moyal.
Le lagrangien d’une théorie des champs sur espace de Moyal consisterait donc en le lagran-
gien ordinaire ou le produit poit par point et remplacé par le x-produit de Moyal.par laction
S:
S Y] = / d"z { —eUy' x Uk A, + T (7<5> - m) * U (1.2)
. \_S::t—/
le produit Moyal a pour principale caractérestique d’étre non local,Néanmoins sa non com-
mutativité a pour conséquence que le vértex de la théorie[3]
la synthése des principes de mécanique quantique et de la relativité générale classique
méne & une incertitude de 'espace-temps[5, 6] .comme il été montré par Seiberg et witten|[7] ,le
concept d’espace-temps non commutatif est appliqué aussi puisque,la théorie des électron dans
un champ magnétique projeté sur le niveau le plus bas de landau peut étre décrite par une
théorie des champs non commutative[8] .Finalement la géométrie non commutative a approtée
une contribution dans la résolution des problémes relatifs a la singularité qui existe sur les

espaces commutatifs[9] .

1.2 Construction du produit "étoil"

L’approche de base dans la géométrie non commutative est de remplacer 1’algébre abélienne
C* par une algébre non abélienne[1 0] . Dans cette algébre non commutative A, les relations de
commutations entre les coordonnées sont données par la relation (1.1),et ou la multiplication

dans cette algébre est donnée parx-produit définie par :
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pour éviter la manipulation délicate du *-produit , on a recours a une procédure du a Weyl
et qui repose sur la transformée de Fourier suivanté,ou = est un opérateur

N 1 . m 1. ikt .

Fe) = wlh) = goge [ ke o) (1.4)
Flk) = / d"we e F (). (1.5)
Ainsi I'isomorphisme (1.3)s’écrit

W)= g [ [ airken e g (16)

a cause de la non commutativité des coordonnées 2#,le produit ¢#»*" (=" se calcule en utilisant

la formule de Campbell-Hausdorff qui donne
exp(ik,x") * exp(ip,z”) = exp [i (k, + p,) =] exp {—%kﬁ"”py} (1.7)

I'équation (1.6) devient ainsi

(f*g)(x) = / | " pd" ke P =5k b F (g () (1.8)

1
(2m)" .

D apres Moyal-Weyl [?], le x-produit est defini par

(F % 9)(@) = F@)(~50.08,)g(a)

A
= f(x)g(x) + Z(%)”EH’“”I...Q“"”"BM...Oynf(m)(?@l...Ovng(a:). (1.9)
n=1 :
on peut aussi écrire
(f*xg)(x)= {exp(—%agu9,lu0xl,f(x +&)g(z+ x) (1.10)
E=x=0

on remarque que pour 9*Y = 0, le x-produit devient le produit ordinaire, on peut démontrer

que le commutateur d’'une fonction f(x) avec les coordonnées x donne

£k f(2) = [(2) % 3, = 6,0, (2) (1.11)

I’apparition des termes dérivatifs dans le sécond member dénote le caractére non locale de la
théorie.

La généralisation de la formule (1.9),est donnee par

i 0 0
— _ _— 4
fi(zy) * oo % fu(xy) = Mypexp < 5 817’59 Day
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1.2.1 Propriétés du produit "étoile"

— Le- x—produit entre deux exponentiels est donné par

2 Juzt Oy

1 g 0
=[1—--0"—— + ..
[ 2 OQuzt Oy ]

d
exp(ikx) » exp(iqy) = exp (——9“”— > exp(ikz) exp(iqy) |.—y

eikweiqy |a::y
= [1 — %k@q + ] ek eiay
T .
= exp(—5kfq) exp [i(k + ¢)a], (1.13)

en utilisant cette relation, on ob obtient la distribution de Dirac dans le cas non commu-

tative donnée par

5P (k) = /dDaC exp(ikx) x exp(iqy)
= exp(—%k&q) / dPzexp [i(k + q)x]
= exp(—%k&q)(Zw)D(SD(k, +q) (1.14)

— Associativité

[(f xg) x W] (2) = [f > (g% )] (z) (1.15)

En effet ,dans a 'espace des moments
(= g)=hia) = [ dhdaf kg e o)
_ / B qd p TG (q)h(p)e—3h09 4 U+a)tp ilhtatp)a (1.16)
Et
e (g = [ dadpf(o)« [gahipeirreiom:]
- / Ak pF(RG(@)h(p)e T e 0 ik savos (117)

en comparant entre (1.16) et (1.17) ,on deduit que (1.15) est verifieé.

— Produit sous le signe intégrale
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[ a@dts= [g« i (1.18)

en effet, on remarque que les deux relations suivantes

Jtreaerts = [ d L f ki esp(—gho0) esplith + )l (119)
[l n@ite = [ G ) esp—gak) eplita+ bl (120

sont equivalentes ou on deduit que la relation (1.18) est correcte.

de 'equation precedente nous pouvons déduire la propriété cyclique

./.(fl x fax ook fo)(x)dz = /(fn * 1% faur K fro1)(z)d e, (1.21)

— La conjugaison complexe

(fxg)=g*f (1.22)
— La régle leibniz

il est facile de vérifier que la dériveé de x—produit satisfait & la régle de leibniz

8M(\Ifl * WQ)(.’,U) == (8#\111) * WQ + \Ill * 8Ml112

(U * Wy)(z) = |exp <—§9W aiu aa > \Ill(x)\IJQ(y)} .
= Uy (2)Wy(x) — 59/‘” aau\lll(x)%\llg(m) +0(6%), (1.23)

Ce travail est divisé en quatre chapitre.

Dans le premier chapitre nous allons donné un rappel historique sur 1 apparition de la théorie
des champ non commutative et un rappel mathematique sur le produit etoile.

Dans le deuxieme chapitre nous allons etudier le formalisme lagrangien de la theorie non
commutative des champs, ou nous deduire les equations de movement et le champ cnjugué
4 partir de d une densite lagrangienne non commutative. et on termine par le theoreme de
Neother.

Dans le troisieme chapitre nous nous intersserons au gautificqtion canonique. ou nous allons

calculer le propagateur de Feynman, le tenseur de moment-energie pour le cas non commutative.
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Le quatrieme chapitre concerne 1 etude de 1 interaction au cas non commutative, ou nous
allons deduire les regles de Feynman pour ce cas en calculant la fonction de vertex. et on

terminera par le calcul de la section efficace de la diffusion electron-electron.



Chapitre 2

Quantification lagrangienne

2.1 Densité lagrangienne et action

La densite lagrangienne de la theorie des champ non commutative s‘obtient en remplacant
le produit habituel de la theorie des champs habituelle par le produit de Moyal, et elle est

donnée par
L(¥,0,9,0,0,¥) =Wiy" « 9,0 +in"9, V¥ —m ¥+ V (2.1)

L’action S définie sur une région arbitraire R de I’espace-temps est donnée par la définition

habituelle

== / d*zL (¥,0,9,9,0,0)
R
= /d4x (Tir* % 0,0 + iy, T« T —mU + T + V) (2.2)
'R

2.2 Equation de mouvement pour le cas libre :

Pour déduire ’equation de mouvement nous utilisons le principe de moindre action qui

stipule que 65 = 0. En introduisant ce principe sur 1 expression (2.2), on obtient
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58 == /d%: 5L (¥,0,9,7,9,V)

R
&L [L (T +06T,0,¥ +6(9,9); ¥+ 67,0,V +6(9,¥)) — L(¥,0,9,7,5,7)]

d*2li (U + 6W) v* 5 0, (U + 6U) + iy 9y, (W + 60) * (U + V) —m (U + 6V) * (U + W)

— [Wiy* % 9,9 + iy 9, U « U — ¥ * V|

dx [ (Uy" % 0,00 + 6WyH % 9, W + 0WyH % 9,00 + 119, U % oW

:U\

+70, 6 % U + 19,6V * (5\IJ) —m ((5@ U+ U % U + 60 % 5\11)] (2.3)

Eleminant les termes de la variation du champ au deuxieme ordre et en utilisant la propriete

0,0V = 60, ¥, on obtient

08 = /d4x [’L@y’l % 0,00 + 00 % v*0, U + 9, TUy" 5 6V + 419,00 % T) —m (5@ * U+ 0 * 5v)]
‘R
= / d* [i0y* % 0,00 + idWA* % 0,0 + i 9,V % 00 + i"9,00 = U)
r

—m (6 % U + W x5V | (2.4)
en utilisant la propriete 0,0¥ = 60, ¥, o obtient
08 = /d4m [z@*y" * 80, W + 10Uy % O, W + iy 9, W * W + 50,0 x )
—m (60 % U + U« §0)| (2.5)

Comme la variation de S sur de R s’annule, et utiliser la proprieté

/ [ *gd'z = / [ gd'z (2.6)
on arrive a

3S = /d4:1:5$ (iv"8, — m) ¥ + W ("9, — m) 5

= 00 (i7" (5 + ) —m) 00 =0
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Comme sur la frontiére de ’hypersurface on
U =00 =0 (2.7)

Dans cette le cas on trouve les équations de mouvement pour champ fermionique libre

(iv"0, —m)¥ =0 (2.8)

et pour son conjugué par

U (iy"8, —m) =0 (2.9)

On remarque que ces deux equations sont les memes de cas commuatative, ou on deduit ces

solution données données par

U(z) =T () + ¥ ()

- / | %%Z [(aa(K)U (k)e™™ + 0E (k)V (k)e™™)] (2.10)

et
U(z) =0 (@) =T (2)+ T ()
-k 1 1 —ikx S INTT ik
N / (2r)° 2w(k,)za: [ba(R)V (k)e ™" + ag (k)U (k)e™] (2.11)
Ut =" (k! 212
Vi =Tkt 1)

2.3 Le champ conjugué

Par analogie avec la théorie des champs commutative ,nous définissons le champ canonique-

ment conjugué II(z) dans la théorie des champ non commutative par
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JL oL

() = 577 = - (2.14)
JL JL

H(.’E) = a (aoﬁ) = a—ﬁ (215)

I —i [ef% 527 57 (E(lr)fy“aalp(y) + O V(2)7V(y) — m@(@ﬁ%y))}

=y

iU (2)7* 0, () — %9””@@(@70@”8@\1’@) + 30,9 (z)y* ¥ (z) — ié@””@aﬁua(m)'ya@,}l’(w)
() ¥ () + %mewaﬁ(x)ayqf(z) +0(0) (2.16)
ou u,v = 0,3. puisque 6 est antisymetrique, 0% = 0% = 0 et 0¥ = —0"*, on obtient
L = () 0 () + B(x)y 00 (x) — geoiaoi(x)waiaoxp(x) - %emaﬁ(az)yﬂ'@aij)
- %’ewaﬁ(m)waoaom(x) - éewaﬁ(m)w‘aoajq:(m) b 72050 (2) ()
iy 0 () B (x) — 'iéHOiaoaoﬁ(m)voai\IJ(m) - i%HOiajaoﬁ(m)'yjai\Il(m)
— 290,00 ()"0 () — iéewajaﬁ(mwaﬂ(z) ()0 (x)
+ %QOiaOE(m)aqu(x) + %memaﬁ(x)aoqf(x) +0(6%) (2.17)
En remplacant dans (2.14,2.15), on obtient
M(2) =¥ (2)y" - ’%9108081@(33)70 - ié&ioaj&@(x)’yj + ig@”@@(az)
=1 <§($)70 - %emaaaﬁ(x)ya + ig@”@ﬁ(:ﬂ) (2.18)
puisque #% = 0 , on peut ajouter les termes 269, W(z) et 16°9,0,¥(z)y* , d ou
(z)) =1 <@(m)70 — %91'0808&@(3:)7“ + iTm@w(?iT(m) + %900805(30))
= i0(z)y° + i%G“Oaﬂ (=0, (z)y* + m¥(z)) (2.19)
en utilsant 1 equation (2.9), on obtient
I(z)) = iW(x)y° (2.20)

On remarque que le champ conjugué de la théorie non commutative est le meme de la théorie

commutative.
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2.4 Théoréme de Noether

Maintenant que nous avons développé la différentiation fonctionnelle pour notre théorie.
nous pouvons prolonger le théoréme de Noéther aux théories non commutatives des champs.
Supposons que notre action posséde une symétrie continue et que I’ensemble de toutes les
symetries de action forme un groupe de symétrie.

La variation de ’action est donnée par

0S = /d%éf(@,@ml&@, 0,9, ) (2.21)
‘R
alors
' oL oL — 0L — oL oL
—= 4 _— _— s Er— zH
dS /d |59 * OW + 70, 7) %0 (0,%) + 0V * 8@+6(8ﬂ\y) * 5 (6,7) + o * O ]
R
on les propriétés suivantes
5 (0,¥) = 0, (07T) (2.22)
oL , oLt oLt
5 (0,7) = oL _ Dy | 00 x 0L ) 574 oM 0L (2.24)
5 (0,7) 5 (0,7) 9 (0,7)
d ou
' oL oL — | 0L oL
4 ‘“{aqf “<a(auxp)>} FORF OV ST T (a(aﬂw))
+9 i*é@#—&@*— + 0, Lozt (2.25)
#10(0,9) 9(0,9) g -

En utilisant les équation d’Euler-lagrange on obtient

' oL _ oL
6S = [d'zd, | === %0V + 6V — + §Loa 2.26
4“(8@%* T gy 0 2
' oL _ oL
S (e S ) F 2.27
/ J“(a(am* T o) :’7) (2.27)

oOR

Utilisons maintenant la variation totale des champs® et ¥
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AV (') = 0¥ + (9,¥) da* (2.28)
et
AT (2') = 0 (z) + (8,T) ozt (2.29)
D’ou
' oL — — oL
S = drr | ———— % (5U(x) + 9, ¥ () * 6z%) + (6¥(x) + O, ¥ (x) * 6x”) % ———
L g * (0@ + 2w 2%) 4 (W) +0,8() 5°) = 5oy
O 0w +0,T IARar (2.30)
- v v — — 0y &€ g .
9 (9,9) 9 (0,V) :
On obtient finalement
' oL — oL
6S= [ d AU(z) + AT — — I¥6z"| 0 2.31
Jon z 8 (Qﬂ’) * ($) (.’L‘) * 8 (GM\IJ> 14 T UN ( )
Ot le tenseur moment-énergie est défini par
JL — oL
T = * (O,¥) 4+ (OV) ¥ ———= — /'L 2.32
5w O+ )*a(a#\p) (2.52)

On suppose maintenant que I'action S est invariante sous le groupe des transformations de
U U ol les transformations infinitésimales sont caractérisées par un paramétre infinitésimal

owY

Azt = XESw”, AV = T, 6w, AT = T, 5w (2.33)
' oL — oL

— % U(2) + U(2) ¥ ——— — TV X" wldo, | =0 2.34
./aR<a<a,»v> ) +T@)» 5o~ TEX) ) (230

Comme Jdw* arbitraire on peut écrire
55 — / 95, =0 (2.35)

oR
avec le courant J/' définie par

JH = _oL * () + U(x) * _of TEXE (2.36)

¥ T 9(0,0) 2 (0,7)
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E utilisant le théoreme de Gauss, on obtient
68 = / Jtoo, = / O, Jtd*s = 0 (2.37)
OR ‘R
Finalement 1’équatoin continuité est
O Jl =0 (2.38)



Chapitre 3
Quantification canonique

Par analogie avec la théorie commutative, la déscription quantique se construit en rem-
placante les quantités classiques par des opérateurs ,Nous allons utiliser la méme algébre des
opérateur de la théorie commutative et nous déduirons les trois principaux résultats de la quan-
tifications qui sont les conditions quantique, energie et la fonction de propagation. On donne

dabord algébre des opérateurs(aa(k), a3 (q), ba (), bF (¢))[31]

[0a(k): 05 (@)] = (2m)° 725 (k = ) 6 (3.1)
[ba (k785 (@)] = (27)° 223 (k = 4) 8 (3:2)
65 (k)a (@)] = [ba(k) as(q)] =0 (3.3)

3.1 Propagateur de Feynman

On termine la quantification canonique du champ de Dirac, non commutative par le calcul
de propagateur. [’expression du propagateur est donnée par la moyenne sur le vide du produit

étoile des champs de Dirac

(@)W}, _,, =@ = T(y)+U(y) « () (3.4)

Z0=Y0
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S(x—y) = (0| T{Wi(x) ¥;(y)} 10)
= 02" = ") (O] {Wi(w) « ()} 0) + 0 yo—x0)<0\{Tj(y)*%(a:)}lm

= [ ] G omstiam) 222" ) Ol a0 ™ 4 V0

. {az@)Uﬁ‘(q)eZ’qy + bB(q)vf(q)e—m} 0) -+ 6(5° — 1) (0] |0 ()T} (@)™ + bs( )V (@)™

% [aa(B)UP (K)e ™™ 4 bf (k)V;* (k)e™] |0) (3.5)

sachant que
00 |0) = b, |0) = 0 (3.6)
(0] af = (0] bf = (3.7)

et en introduisant la representatio integrale de la fonction de Heiviside donnée par

-1 Codr )
0" =) = 24T eh—n}O/ Tric (3:8)
on obtient
3 3 2
S(z— / / d k d m
i EHD w(k)w(q)

) Z / E e P <—Z‘T <9«" — %)) laa(k)a} (QUF ()T (q)]e™ ™ x o

B

+ / I exp (—ir (4 — 1)) s @)t (B)VE ()T

T + 1€

()] * 7 (3.9)

i i _i —ikr—i
e ikx % 'Y — o 2k0qe ikr—iqy

ezkm e Y — ¢ 2k0q€zkm QY

on ajoute au premier terme la quantité 0=(0| al (k)ag(q) |0) et la deuxiéme terme la quantité
0=(0 bg(k,)ba(q) |0) ,nous utiliserons les relations d’anticommutation (?7?,3.2) et itegrant sur g

on obtient

Sp(x —y) = — 11 / / dgde U (0" +m) exp (ir (o — ) exp(—ik(x — y)

1 e—0 T 416
( i (y° — %))

T+ 1€

+ (0" — m) exp exp(ik(z — y)] (3.10)
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utilisons les relations suivantes

v +m
Uz — ”—
Z 2m

— kAt —m
ZV(Z/)V@) = MQT

on obtient
d3kd7' m kot +m (—it (2% — oY)
Splx —y)=—1 tk(x —
(z =) i sLO/ / w,  2m P T + 1€ exp(—ik(z —y)
(—ZT (v° —2") :
kAR ik(r —
+ (k" = m) exp =" ——= exp(ik(z — y)]
-1 i [ 0ut+m k0, +m //d3kd7' m
= — lim
1 e—0 2m wy,
—ir(x0— —it(y —x
<L.y) —ik(z—y) _ L)el E(x J)) (3_11)
T+ 1€ T+ 1€
Maintenant nous considérons 7 = kg — wy, pour le premier terme et 7 = —kq — wy, pour le

deuxiéme terme puis nous faisons le changement £ — —k dans le deuxiéme terme

8(72-7—('%073/0)) o) B—ik(a:—y) ;
T+ ¢ ¢ - ko — wy + ig T o
e(fir(mﬂfyo)) o) e—ik(mfy) P
T+ 1€ ¢ _—wk—ko+i€ T TR
En remplacant dans la formule précédente on obtient
dskd ko~ —ik(z—y) b oAt ,—ik(z—y)
Sp(x —y) :—hm// T (ky” +m) e +(lﬂ m) e .
1 e—0 ko — wy, + i€ —ko — wg + 1€
d*k i (k 7“ + m)
= 1k(x — 3.12
[ G mzﬂgexp( (o= 1) (312)
alors .
Cd*k i (ko 4+ m)
Se(x—y) = = ik(x — 3.13
Rl e ) (313)

3.2 Hamiltonien

On peut facilement exprimer,en fonction des opérateurs a(k) et a™ (k) ,b(k) et b™ (k) opérateur

hamiltonien en utilisant les régles de commutations .
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Par analogie avec la théorie des champs non commutative,I’hamiltonien s’écrire

Hy = / d2aT™. (3.14)

Hy = I

On a 'expression du tenseur moment-énergie

T =
=i [Uy¥ % 9,0 — 9, Uy" * V] (3.15)

On déduit que le quadri-vecteur impulsion est donnée par la relation

PN — / dgl'Tou
- / T %

___/ / / dgk dgq - zH(%)“ﬁ(@(_fﬂ(q)eiqu(—z‘qu)bﬁ(q)V’g (q)e’“y} o

3w Wy
(27m)° Wi o

/

#laa (K)U (k) ’””+b+(l\)V“(k) 5] — b (@7 (@)™ + ba(@)V (g)e ™| +°

[(—iky)aa(K)U*(k)e™™ + ik, bT (k)V*(k)e™]] (3.16)

ou bien

-3 / / oy dg - 5@t k)Y a 5 (@aa(k)T (g1 U (k))e ™ 5 e

w(k)wlg ~
—(bs(q)b W)V (q)v”V“(k))e“m o]

_1 . 33;. . d3k. d3q m2 a+ a 778 Orra zkxezqye 2k6‘q
=5 [ €5 [ o o athiat e+ 0 S [ 0aa (9T e

—(bs(a)bg (k)‘_/’ﬁ(q)voV“(k))e““e‘iqye—%qﬂ (3.17)

L’integration sur x nous donne un d(k — ¢). En intégrant sur g on obtient

3

P, = 2% / S (a5 (R an (T (@00 (k) — (b5 (W) (6)7 (a7°V ()]

o8
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L’integration sur x nous donne un 6(k — ¢).En intégrant sur ¢ on obtient

Bo= 2k [ S s (90T (@0 (8) ~ oI @)V )

(27r)3 w? >

En utilisant les relations
_B o _3 oY Wi
U (@y°U° (k) = V@)V (k) = —0as (3.18)

on obtient

"Bk om . N N
ajgﬁamgm%mm b (E)BE (K]

en posant 1 = 0 dans P, on obtient ’expression de I'energie

. dsk -+ L\ AYSIAR
H-B—m / s S 0 (K)aa (k) — ba (Kb (K)] (3.19)

[e%

3.3 champ de jauge

En utilisant la meme demarche utilisée au calcul de propagateur fermionique, on obtient la

solution non commutative de champ de gauge donnée par
Ans(x) = / k1 [aa(k)e"(k)e™™ + af (k)e* (k)e™] (3.20)
J@n)? 2w(k) - :

et I'expression du son propagateur de feynman par

d*k —1ig :
DM _ ) — Ky —ik(z—y) 3.21
(r=v) (2m) k2 —m? + e (3.21)



Chapitre 4

Diffusion electron-electron

4.1 Diagrammes de Feynman

Comme nous savons le calcul de la section effecace se fait en utilisant les diagrammes de
Feynman.Par analogie avec la theorie commutative, les diagrammes de Feynman s obtient en
calculant les paropagateur qu on a deja calculés et la fonction de vertex.

En effet, 1 action d interaction de 1 electrodynamique au cas nous commutative est donnée

par

Sint = —ieq/"/ d*x (ﬁfy“ «Wx A, (x)
_ S dfk drq dYp o,

= —iey” e $K005= Ut 0p i+ ()~ () A 4.1
! / (2m)* (2m)* (27)* ()" V(k)Au(p)  (4.1)

et comme p = k+g, et 6, est anti-symmetrique nous obtenons e300 — =5 (k+a)b(kta) —
0, d ou on obtient
" d*k dbq d
Sint = _i€7u / 4 q4 p4
J (2m)" (2m)" (27)

Donc les régles de Feynman pour le calcul des fonctions de Green dans I’espace des moments

T ()T (k) A, (p) 20) Sk +a+p)  (42)

sont alors :
—A chaque boucle fermionique est associé un signe négatif
—Dessiner tous les diagrammes topologiquement inéquivalents.
—Calculer le signe du diagramme en déterminant le signe associé a chaque ligne fermionique

ouverte en ajoutant un signe négatif & chaque boucle fermionique fermée.
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—Pour chaque ligne fermionique interne entrante ,on associe le propagateur

i(kyy* —m)

4.3
k%2 —m? +ie (43)
—pour chaque ligne fermionique interne sortante,on associe le propagateur

i(—k, " —m

H—hyun —m) (4.4)

k%2 —m? +e

—pour chaque ligne photonique interne ,on associe le propagateur

©dYk m
4.
| o (43)

—A chaque vertex on associe le facteur

—ie(yM)(2m)4 050 (27 )t 54 (k) (4.6)

4.2 Calcul de la section effecace de la diffusion électron-

électron

La répresentation diagrammatique de la diffusion e~ e — e~ e~ est donnée par

diffusion electron-electron

(4.7)
Le premier représente I’amplitude directe M et le deuxiéme ’amplitude M, obtenu du pre-

mier par symétrie d’ echange. I’application des régles de Feynman nous donne

My = Tlp),s1) (—iey e 30) Ulpy, 51)—— 2 T(p), 55) (—ier”e™ 42 ) Ulps, s2)
b1 — p1)
26—§(p10p'1+p,29p2)_ ;o —
=y e U )Tl U5 (48)
b1 —p

et

M, = mp’w 5'2) (_ieﬁl,ue—%p10p;> Ulpy, Sl)Lmjzmp,p 9’1) (—iey”e_%p’ﬁm) U(ps, 52)
b — pz)
2@*%(1)1919'2%'19272)_ . — .,
=—¢ ( ,>2 U(py, 5)7"U(p1, 51)U (P15 51) 0 U (D2, 52) (4.9)
P1— P
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Maintenant nous allons calculer la section efficace donnée en fonction de I'amplitude de
diffusion par

/ d4p3 ]94 (
\/pip2 — m? ) E?

Il s’agit ensuite de caluler le carré de l’amplitude . Pour évaluer la section efficace de diffusion

do ==

21)" 6 (pa + ps — p2 — p1) (M2, (4.10)

d’un état initial non polarisé il faut egalement prendre la moyenne sur les état de polarisation
de P’électron et du électron . Chaque polarisation apparait d’un état initial avec la méme
probabilité. Ensuite si I'on s’intéresse pas aux polarisation des particules de état final, il faut

sommer sur celles-ci. La section efficace non polarisée est alors obtenue a partir de la moyenne

suivante
M, =< Z |MJ? (4.11)
Slso
ol
’]\[’fll()u/ ‘jwl‘moy + ‘jMQ"HOU + ‘jwljwék"ﬂb()y + ‘jMQJMik”HL()y ° (4'12)
on calcul d’abord | My |* .en effet
2 * 64 ——, ! ! ,lL e !
[ML|" = DM = ————[U(py, $1)7"U(p1, $1)U (P2, 82)7uU (P2, 52))]
b — ]72)
X |Ulpss 520U (o, ) Upr, 5107 U g 1) (4.13)
qu on peut 1 ecrire sous la forme matricielle suivante
4
€ — ’ / — / ’
|JW1|2 = N4 [Uaz (ph 51)(7H)Q2Q1U0¢1 (p17 Sl)UOés (p27 52)(’7/#)&3&4(]044 (p27 32)]
(Pl - pQ)
% | T (P2, 2) (003U (B 50) U (91, 50) (17 ) U (01,51 (4.14)
cette derniére expression peut étre arrangée comme suit
4
€ I I \TF / ! g %
|A41|2 = —,4[UB2 (plv Sl)UO@ (plr 31)(7N)a20¢1 Ual (ph Sl)U,31 (ph 31)(7 )#31,32]
P1— pz)
X |:UOC4 (P2, SZ)Uﬂc; (P25 52) (V) 845 Uss (p,Qa 52)U (p27 52)(7;1)&3044} (4.15)

on remarque que les quantités entre crochets sont des traces . Alors on écrit
4

|M1|2 = 2 [U(P/p SQ)U(PL SQ)W/HU(Ply 51)5(2917 51)7”]

(p1 — 1)
xTr {U(Pm 52)U (2, 52)7 U (P2 52)U (P, $5)7 | - (4.16)
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Grace aux relation suivantes
— Yo +m
U U - 4.17
L (117)
L’équation (4.16) devient
4 EPfm AP —
S P = — Ty | e et ]
_ m m
51525155 (191 292)
2 2
P —m P+ m
x T'r » 4.18
' [ 2m 2m ’ ] (1.18)
Les traces dans se calculent aisement en utilisant la relation suivante
Yipi+m A'pi—m v / 2w
Tr " | =4 [Pl PF — g™ pip; + propy, + Mg } (4.19)
2m 2m
donc
Y +m  yp—m Vpr—m A ?py+m
Tr K Y x Tr Yy ~H
2m 2m 2m 2m
= 32[(p1p2)” + (p1p2)” + 20 (p1py — p1p2)).- (4.20)
Finalement le carré de 'amplitude du diagramme directe est donné par
Z |Mi|" = —————[(p1p2)” + (p1p2)” + 2M=(p1py — p1p2)] (4.21)
rr P11 — pz)
5152818y
En changeant p,par p, et p,par p, dans | expression de 231325/1 o |M1|2, on obtient
2 32@4 2 I'\92 2 ) )
Z | Ma|” = ————[(p1p2)” + (p1p1)” + 2M*(p1p; — p1p2)] (4.22)
s 828 o' b1 — P1)
5152554
En utilisant 1a méme méthode on obtient
Z Vi M 645_%(p19p/2+p/10p2—p10p'1—p/20p2) 32 )2 2 | ( )
M, M3 = ; ; 32(p1p2)” + 2M p1ps 4.23
N 2 (pl_pl)Z(pl_pZ)z
515257184
et
€4£+% (p16py-+P) 0p2—p16p; —P26p2) ) )
> My = ——[32(p1p2)* + 2Mp, ps) (4.24)

(pr — p1)*(p1 — p3)

o
51828 8y
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FiG. 4.1 — diffusion electron-electron dans le repere de centre de masse

En remplacant (4.21,4.22,4.23,4.24) dans (4.12), on obtient

326! [(p1p2)? + (p1p)® + 2M2(p1py — p1ps)] N 324 [(prpa)? + (p1p)? + 2M>(p1p| — pap2))]

|1M|”LU N4 —
J (02 = 12) (1= 1h)
¢4 e—5 (10py+p, 0p3—p10p) —pyOp2) , 2
T s g o) 20
1 2
oot 5 (PLOPL+P, Op2—p10py —py0p2) , )
(1 = p1)%(P1 — pa)? SE (4.25)
1 2
alors
M2 = get | P2’ 4 (upa)® #2002 (pipy = pip) | @rp2) 1 (1p)* 4 20 (pap) = pap2)
moy 1 —
J (02 =21) (1)
p1p2)? — 2M*pyp o
+2 (;11_2; ) (pl ; )2 coS(p19P2 —I—p19p2 plepl — p29p2) (426)
1

Comme cette quantité est invariant de Lorentz, elle peut étre calculée dans n’importe quel
référentiel, et le choix le plus natural est d’utiliser le référentiel du centre de masse dans lequel
les lois de conservations donnent
0 0 0_ 0 _f
P1=-P2 P} =-DP)
=py=my, PE =1 =mjcosh
pip2 = pipy = 1Y +p}=E* + B — m} = 215

6
Py = papy = p[1)2 +pipy = E* + (E2 mo) cos = E? (1 + cosf) = 2L cos® 5
0
Py = poply = ) + pip) = E? — (E* —mj) cosf = E* (1 — cos ) = 2B sin® 3 (4.27)

o0 6
s=(p +p2)2 =4F? s = (; —p’l)2 = 2F?%sin? E,u = (p —p’2)2 = 2F? cos® 3

plep/g = —F (p1fo; + 0oiP7) — P10i;P}
p/19p2 E (p}60i + 00ip1) — P10ip1
p19P/1 = —F (p1oi — 00ipP}) + P10iP}
Pa0p2 = —E (=P f0i + boip1) + Pi0i;P1
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Dans le cas ultrarelativiste on a (E > my), et ceci nous permet de negliger les termes en

mg et mg .En remplagant dans (3.66) on obtient

|Z\[|2 g 1—|—COS4§ 1+sm4§
moy — ©€ .40 ') -
Y sin” 5 cos? 3
2 / / / ’
=5 57 cos(ibps + p1Bp2 — p1bpy — pobp2) (4.28)

i 29
sin” 3 cos® 5

En remplacant dans ’expression de la section efficace (2.15) et utilisant la relation suivante

V pip2 —m? = 2Epy (4.29)

la section efficace différentielle pour la diffusion électron-positron dans le cadre de la théorie

non locale de I’électrodynamique quantique est finalement donnée par ’expression
do\ at
dQ)) — 8E?

on remarque 1 apparition de parametre 6 au expressio de la section efficace

1+cos*? 1+4sin'g

16
2

cos(41E6y;p]) (4.30)

. D)
2sin cos* 4 sin” 5 cos?

115



Chapitre 5
conclusion

Dans ce mémoire nous avons procéder a ’étude détaillée d electrodynamique quantique non
commutative qui s obtient en remplacant le produit habituel par le produit etoile.

En effet en théorie des champs non commutative, a cause des propriétés du produit *, La
partie quadratique de ’action n’est pas changée et par conséquent seulemeni la partie dans
Iinteraction peut marquer la non commutativité . C’est un point trés important & maintenir
dans l’esprit que la théorie des non commutative libre est la méme que celle de la théorie
commutative et par conséquent les équations classiquess de mouvement des deux formalisme
sont semblables .

Le deuxiéme chapitre contient deux parties. Dans la premiére partie, nous avons procéder
a 'étude classique de la théorie & travers I'utilisation de formalisme lagrangien, ot nous avons
pu montrer que les équations de mouvement de cette théorie ont la méme forme que celles de
la théorie non commutative, et nous a conduit & un courant conservé .

la troisieme chapitre qui concernait la quantification canonique, nous avons obtenus un pro-
pagateur de Feynman egale 4 celui de la theorie commutative. Aussi les solutions des équations
de mouvement nous ont conduit & un tenseur de moment-énergie egale a celui de la theorie
commutative.

Dans le quatriéme chapitre nous avons déduit de nouvelles régles de Feynman, ot on a
obtenu un vertex deformé. Nous avons términé ce chapitre par I’application ces nouvelles régles
de Feynman au calcul de section efficace différentielle de la diffusion électron-electron ou on a

trouvé une correction depend de parametre de non commutativité 6.
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Abstract

In this thesis we studied the theory of no-commutative electrodynamics where it
was found that the non commutativity does not appear in the free theory. But in
case of interaction was obtained Feynman new rules or we notice the
appearance of an exponential factor in the vertex function. This leads to a
corrected cross section of the electron-electron scattering.

RESUME

Dans ce mémoire on a étudié la théorie de I'électrodynamique non commutative
ou on a trouvé que la non commutativité n’apparaisse pas a la théorie libre.
Mais au cas d’interaction, on a obtenu des nouvelles regles de Feynman ou on
remarque [’apparition d’un facteur exponentiel dans la fonction de vertex. Cela
conduit 4 une section eflicace corrigée de la diftusion électron-électron.



	01
	02
	03
	04



