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Introduction

Le probléme de composition sur certains espaces fonctionnels s’est intéressé par plusieurs ma-
thématiciens, S. Igari [11] en 1965 a étudié les fonctions qui opérent par composition a gauche
sur 'espace de Sobolev H*(R) pour 0 < s < 1, ot il a trouvé que cette fonctions qui opérent sur
cet espace, c’est les fonctions localement lipschitziennes et s’annulant & l'origine, si H*(R) s’in-
jecte dans L*°(R), les fonctions globalement lipschitziennes et s’annulant a lorigine, si H*(R)
ne s’injecte pas dans L*(R). Aprés quelques années plusieurs mathématiciens ont cherché a
caractériser les fonctions qui opérent par composition a gauche sur les espaces fonctionnels
classiques, B. Dahlberg [7] puis G. Bourdaud [3] montrent que les seules fonctions qui opé-
rent sur les espaces de Sobolev H:(R"), ou les espaces de Besov B; (R"), avec la condition

1+ % < s < 2, sont les fonctions linéaires.

Dans ce mémoire, nous étudions la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f est
opére sur les espaces de Besov et Lizorkin-Triebel pour 0 < s < 1, aussi on étudie le cas s = %

avec 0 < s < 1. Finalement, on étudie les conditions nécessaires de Lipschitz pour s > 0.

Notre mémoire est organisé en trois chapitres

e Dans le premier chapitre, on va rappeler les notions essentielles sur les espaces de Besov et les
espaces de Lizorkin-Triebel, et quelques lemmes et résultats principaux qu’on va utiliser dans
la suite.

e Dans le deuxiéme chapitre, on va étudier les fonctions qui opérent par composition a gauche
sur certains espaces fonctionnels Ej (R") avec s > 0, n € N*, p[l,+oo[ et ¢ € [, +0oc], ou
Es (R") désigne les espaces de Besov ou les espaces de Lizorkin-Triebel.

e Dans le troisiéme chapitre, on va étudier les fonctions qui opérent par composition a gauche
sur certains espaces de Besov B;’q(]R”), ou s >0, p,q € [l,400]. On cherche a caractériser les

fonctions qui opérent par composition & gauche sur l'espace B, q(R”), i.e., nous étudions les



conditions nécessaires de Lipschitz pour s > 0.

e Finalement, des conclusions générales et des perspectives sont tirées.



Notations

e B, (R") désigne I'espace de Besov, et F; (R") désigne I'espace de Lizorkin-Triebel.
° E;q(R”) désigne I'espace de Besov ou 'espace de Lizorkin-Triebel, quand il n’y a pas besoin
de distinguer les espaces B et F.
e Pour @ € N, |a| = ag + ... + v, La dérivée partielle de f aalx?‘.c.x% est notée 0° f.
e (e1,69,...,¢,) est la base canonique dans R".
o x-y=2x1Y + ... +Tpy, est le produit scalaire dans R".
o |z désigne la norme euclidienne dans R™.
o (fxg) fRn (y)dy est le produit du convolution des fonctions f et g.
e () est le cube unité [— ;, 2] et @ le cube [0, 2]™.
e Si f:R" — C, le support de f est noté par suppf.
e D(R™) est l'espace des fonctions C*°(R") a support compact, D'(R™) est 'espace dual de
D(R™), est appelé aussi l'espace des distributions sur R”.
e S(R™) est I'espace de Schwartz, de fonctions C*°(R"™) a décroissance rapide sur R", le dual

S'(R™) est I’espace des distributions tempérées.

e Si f € S(R"), alors sa transformée de Fourier est :

FH@)©) = [ exp(-ia)f(a)iz

et sa transformée de Fourier inverse est :

-~ ~

TF@) = n) [ epline)fle)ag

e p’ est 'exposant conjugué de p, % + ]% =1loupe [l +0].

o [P(R") est 'espace des fonctions mesurables f sur R™ telles que

I flle@ny = ( . |f(:c)|pdx)% < 0.



e (7 est I'espace des suites (ay)y, telles que ||(ax)|les = (D50 ]aqu)% < 0.
e Nous introduisons I'opérateur de composition T et 'opérateur de différence finie Ay, définis

sur les fonctions via les formules Ty(g) = foget Ayf = f(. +h) — f(.).



Chapitre 1

Quelques notions essentielles sur les

espaces de Besov et Lizorkin-Triebel

Dans ce chapitre on va rappeler les notions essentielles sur les espaces de Besov et les espaces

de Lizorkin-Triebel, et quelques lemmes et résultats principaux qu’on va utiliser dans la suite.

1.1 Séries de Littlewood-Paley

Dans cette section on va rappeler la définition de la décomposition de Littlewood-Paley d’une
distribution tempérée.
Soit ¢ € S(R") telle que
(i) supp o C{£ €R": 1 < [¢] <3},
(i) 6() > 0 pour 1 < [¢] <3,
(iti) >z #(279¢) =1 pour £ € R\ {0}.
On pose p(£) =1 =52 ¢(27%), on obtient une fonction ¢ € C*(R") telle que

supp ¢ C {§ € R™: [¢] < 3}
Alors, pour tout £ € R™, on a
p(€) +Tp8(277¢) = 1. (1.1)
La relation est appelé la partition de I'unité. A cette partition on associe une suite d’opé-

rateurs de convolutions

Ap: S (R") — C¥(R™) et Q;: S'(R") — C®(R")



telle que

avec la notation Ag = Q.

Ecrivons la relation (1.1)) au point 277¢, alors

Z¢ 275¢) = 1.

k=j+1

En multipliant par ]/C\, donc

Pour j=0,0on obtient
f+2 eCrOf =1
k=1
i.e.
Qof + Y Apf=f.
k=1
Et alors

F=> At
k=0

En appliquant I'application F~* sur (1.2), on obtient

Qif + > Af =1,

k=j+1
alors
Qif + Z Apf = ZAkf+ Z Arf,
k=j+1 k=j+1
donc .
J
f=Y At
k=0

(1.2)



Définition 1.1. [I3] Soit f € S’ et a > 0. On définit les opérateurs mazimauz associés auz Ay,
et Qi par

*,0 . |Akf(l‘ - y)' *,0 o |Qkf(x - y)|
M) = s T e A= S e

Définition 1.2. [I2] Soient A; et Ay deuz espaces de Banach. On dit que Ay est s’injecte dans
Ag et on écrit Ay — As, si pour toute fonction f appartenant a Ay, on a f appartenant a As.

De plus il existe ¢ > 0 telle que

1fllas < ell fll -

Définition 1.3. [§] Soit £ (R") est Iespace de Besov ou l'espace de Lizorkin-Triebel. On dit
que E;’q(R”) est un algebre st E; - ES — E . De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que

pour toute f et g appartenant a E;q on a

1f -9l

B3, < Cllf]

p,qa —

Epa ’g‘ Epq

Proposition 1.1. [8] Soient s € R et 0 < p,q < co. Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes
(i) By ,(R") est un algebre.

.
0<p< oo, O<q§ooets>%,

(ii) § ou

0<p< oo, O<q§16t3:%.
\

Proposition 1.2. [§] Soient s € R, 0 < p < oo et 0 < q < o0o. Alors F (R™) est un algébre si

et seulement si

§
O<p<q§ooets>%,
ou

< n(%-ﬁ-%)
\0<q_p<ooets>T.

1.2 Espace de Besov et espace de Lizorkin-Triebel

Pour toute les définitions, les propositions et les propriétés de B, , et F}  de ce paragraphe, on
peut consulter les livres de Triebel [I3] et [14], on pourra aussi voir le livre de T. Runst et W.

Sickel [12].



1.2.1 Espace de Besov B]

Définition 1.4. [I2] Soient s € R et 0 < p,q < 0o. L'espace de Besov By (R") est Iensemble
de toutes f € S'(R™) telles que

, 1
(22202718 fllp)?) s < +o0  pour g # o0

By (Rn) = ' (1.3)
sup;o(27[|A;fllp) < o0 pour =00

/]

Proposition 1.3. (i) B, ., =C° sis>0 et s ¢ N.

(ii) B est un espace quasi-Banach ( espace de Banach si min(p,q) > 1 ).
4

e>0et0<qy,q <00

) e s :
(i) prqo = Bpm st ou

e=0et0<qg<q <0

\
(iv) Soient so — se=s51— et 0<qo<q <00, alors

S50 81
Bpoﬂo - Bp1,q1 avec (0 <po<p1 < OO)

1.2.2 Espace de Lizorkin-Triebel £
Définition 1.5. [I2] Soient s € R, 0 < p < 00 et 0 < ¢ < oo. L’espace de Lizorkin-Triebel
Fs (R™) est ensemble de toutes f € S'(R™) telles que

(2029912, £ [l < 400 pour g # oo
HfHngq(R”) = = (14)

| SUszo(zsj‘AijHp <400 pour q= 00

Remarque 1.1. Dans la formule (1.3) (resp. (L.4)) on peut remplacer A; par AP avec a > >

(resp. a > —= )), et on obtient ainsi une norme équivalente dans By (R™) (resp. F; (R™)).

min(p,q
Proposition 1.4. (i) F}; est un espace quasi-Banach ( espace de Banach si min(p,q) > 1 ).
(ii) F)y = LP et Fy, = H pour l<p<oo

e>0et 0<qy,qn <00

) sde s :
(i) Fp,qo = Fpm st ou

e=0et0<qg <q1 <0

\
(iv) Soient so — se=s51— 2 et 0<qo<q <00, alors

S0 S1
Fpggo = Tplg avec (0 <po < p1 <o0).



1.3 La relation entre Fpﬁq et B]ﬁ’q

Nous allons énoncer quelques inclusions entre B et F . ou les démonstrations se trouve dans

P’
le livre de Runst et Sickel [12].

Lemme 1.1. (i) soient s € R, 0 <p < o0 et 0 < g < 00,alors

S
p,max(p,q)"

BS

S
pmin(p,q) 7 Fp,q —
(i) soient 0 < p < p; < 00 et s — 2 =5 — 2=, alors
S S1

Fp»q - Bphp'
Enplussi0<u<p<v<ocoelsy—=>=s5—2=s —2 alors
Po p p1’
B s F° s B
p,q

p07u p17,U'

Définition 1.6. soient s € R, 0 < p < oo et 0 < q < o0, alors l'espace LP((7) est

Lo(e) = {{fi} < S'fsuppfy < {€ R :|¢| < @'} }

o
A IZP D) = {25 f b 12 = 1O 2554 £y 9 |, < o0,
k=0

sotent s € R, 0 < p,q < oo, alors lespace (>9(LP) est

(1) = {{fi} €8s suppfi € {£ € R 1 J¢] < 2},

ou

q

I{fi 9L = || {2" fic} 1e0(LP)]] = (Z 2k8q|lfk||§> < 00.

1.4 Quelques inégalités classiques

Dans ce paragraphe , on va donner quelques estimations (Young, Holder, Berstein) comme
outils de la suite de notre travail.
Théoréme 1.1. (Inégalité de Holder) Soient f € LP(R"), g € LY(R") avec

1<p,qg<+0 et%—i—%:l. Alors

frgeL'®™) et |If-gll <IIfl,llglle-



Théoréme 1.2. (Inégalité de Young) Soient p,q et r € [1,+00] tels que 1 +% =
Alors, Vf € LP(R"™) et Vg € LY(R") on a

1 1
p_'_q'

frgeL'RY) et |[fxgll- < fllpllgllq

Démonstration. Fixons g € LY(R™) et considérons 'opérateur Ty = f x g, on a

Ti(z) = [ fly)g(x —y)dy

Rn

ie.,
Ty < [ 1w lota =l FWI7 do
Donc

1T la<lF g llall 111

de plus, par Holder on obtient

Fata = )| <l 171,

RTL
Finalement, T : L' — L% et T': LY — L°°, par interpolation on obtient alors

1 1-46 1 0
T:IP— L" avec —=0+——, -=-, 0€]0,1],
p q r q

et
1f*gll-< {11l 1lgll, -

]

Théoréme 1.3. (Inégalité de Bernstein) Soient 1 < p < q < oo et o € N, il existe une
constante ¢ = c(a, p,q,n) > 0 telle que pour f € LP(R™) avec supp fc {£eR": €| < R}, on
a

£, < eRPHG=D| 1],

Démonstration. Soit ¢ € S(R™) telle que p(§) = 1si [£] < 1.
On pose pgr(§) = gp(}%) telle que pgr(€) = 1si €] < R, alors on a

-~ -~

FO =er(©f(&), et f9=(Flop)@«f.

D’apres I'inégalité de Young, on obtient

. e 1 1 1
Hﬂ”hﬁwflwﬂanmawcl+5:5+;

10



Comme pour tout x € R", on a
(Flor) @ (z) = R"(F ') (Ra),

donc

I(F " or) Ny = R (F )@,

ie.,

al+n(t -1 - a
|£@lly < R G| fl, avee ¢ = [[(F 1)@l
[

Lemme 1.2. s0it 0 < a <1 et 0 < q < oo, alors pour toute suite réelle positive {ex} € 9, on a

k oo
ak Za’jej + a*’“Zajej < cllelle s
=0 Jj=k

(4 {4

avec
(c =2 (1 — amin(17q)>nM)

Démonstration. Le cas 1 < g < 0o, on pose

donc

k
— —J
m = a E a’e;

D’apres I'inégalité de Holder

7=0 7=0
donc, pour tout N € N
N N JI=N k=N
donp < O a)r () el o)
k=0 i=0 =0 k=j

IA
@S
—=



donc

1
Ieller < = lleslle

De méme pour 77'.

Pourlecas 0 < g < 1,0ona

N j=N k=N
Do < QoY alh ),
k=0 =0 k=j
Donc
1
17kl 00 < (1 — aq)" €]l o -

1.5 Exemple de fonction dans I’espace de Besov

Dans cette section, on va donner un exemple de fonction dans ’espace de Besov

Exemple 1.1. Soit f =6 € S'(R") ( la masse de Dirac ), on a

Ajf(x) = 2 Flo@(z—y)f(y)dy

an
= <[ 2F 92 (z—)) >,

done, on a

Aib(z) = <§2F 1o (z—)) >

= 2F (),

alors

14,5l = 2/ (=5).

Ce qui implique que

27|86l = c2m R,

pour 1 < g < o0, on a

(Z 25j¢1||Aj5||g>; — C(Z 2j(n—%+s)Q)5'

>0 >0
Alors la séri oi(n—2+s)ay; :
ors la série (3, » T4 converge si

on—2+s <0 implique s <2 —n, alors § € By (R").

12



on—%—i—s:()impliques:%—n, alors

27|A;5]l, = ¢ pour j€EN
— sup(27Ay0],) = ¢
jeN

= |9]

B} oo (R™)

Donc

0€ B (R") si s<2—n1<p,g<oo.

o€ B,y (R") si s=

13



Chapitre 2

Une propriété de composition dans

certains espaces de Besov pour s € |0, 1]

Dans ce chapitre, on va étudier les fonctions qui opérent par composition a gauche sur certains
espaces fonctionnels £ (R") avec s > 0, n € N* et p,q € [1,+0o0], ou E; (R") désigne les

espaces de Besov ou les espaces de Lizorkin-Triebel.

2.1 Définitions et Notations concernant les espaces de Be-
sov et Lizorkin-Triebel

Dans cette section on va rappeler quelques définitions et Notations sur les espaces de Besov

et Lizorkin-Triebel qu’on va utiliser dans la suite.

Définition 2.1. [6] Si f est une fonction de la variable réelle & valeurs réelle, et si E est un
espace fonctionnel, nous dirons que f opére par composition sur E, si pour toute fonction g de

E, fog appartient o E.

Définition 2.2. [6] Pour 0 < s < 1, 1 < p,q < +00, on définit l'espace de Besov B, (R")

comme ['ensemble des distributions tempérées f qui vérifient

_Sq N an |
I Lo ([ 1w - popa) W] <o

Bg (R") = ||f||p +

14



Définition 2.3. [6] Pour 0 < s < 1, 1 < p, q¢ < 00, on définit l'espace de Triebel-Lizorkin

F;q(R”) comme [’ensemble des distributions tempérées f vérifiant

+o00 q d 1/q
Fs @) = | fllp + | (/0 P54 (/B |f(z+7rh)— f(x)|dh) %) |, < oo,

ot B désignant la boule unité de R™.

/]

Définition 2.4. [I3] Pour 0 < s < 1 et 1 < p,q < 400, on a les équivalences de la norme

Besov avec Ni et Ny ot

q/p dh 1/q
Ny =|fll, + ] ,

L ([ i n - pepas)

ot V' désignant n’importe quel voisinage borné de l'origine dans R", et

No(f) = [Ifllp + Ns(f)

ot
n q/p dh 1/q
Vi) =30 ( [ ([ 1t ney) - fapas)on)
j=1 \"F "
ou (e1,- -+ ,e,) désignant la base canonique de R".

Lemme 2.1. [I3] Pour A > 1, on a lestimation suivante

[FAC)]

By ) < X f]

Bjq(R™)-

Désignons par @ le cube unité [—1/2,1/2]", par Q" le cube [0,1/2]" et donnons nous une fois
pour toutes, une fonction ¢ qui est a la fois un élément et un multiplicateur de B;’l(]R”) et
telle que ¢(z) = 1 sur %Q et ¢(x) = 0 hors de %Q. Pour u € R™ et » > 0, nous noterons
¢u,r la fonction définie par ¢, ,.(x) = ¢((x — u)/r). ¢ désignera une constante positive pouvant

dépendre de n, s, p, q et de la fonction ¢, sa valeur pourra changer d’une occurrence a I'autre.

2.2 Etude de la propriété de composition dans ’espace de
Besov pour 0 < s < 1

Dans cette section on va étudier la caractérisation des fonctions qui opérent par composition

a gauche sur I'espace de Besov By (R™) pour 0 < s < 1.

15



2.2.1 LecasO<s<%, 1<p<+o00, 1 <qg< 40

Lemme 2.2. [6] Pour tout entier N > 1, la fonction f(x) = >, <y ¢(x — k) appartient &
B;yq(R”) et on a | f|

B3 (Rn) < CN™? (la somme étant étendue o Uensemble des k de 7™ tels

que |k;j| < N pour tout j =1,--- ,n).

Démonstration. Nous utiliserons I’équivalence de la norme Besov avec /N7 en prenant
V={heR":|h;j| <1/6,5 =1,---,n}. Les fonctions ¢(. — k) ayant des supports disjoints,
on a || flIF =>4 <n Jgn [0(x = K)|Pdz = (2N + 1)"(|¢||P. Pour h dans V, la fonction
O(.-+h—k)—¢(.—k) est portée par Q+k, de sorte que les différentes fonctions ¢(.+h—k)—¢p(.—k)
ont leurs supports disjoints, cela nous donne

[ lan - fwpa= Y

R
|kj| <N

|p(x +h—k)— ¢z — k)|Pdz

=N+ 1" [ Jotah) - o)

n

et ceci termine la preuve du Lemme O

Théoréme 2.1. [6] Soient 1 <p < +oo, 1 <g< 40 et0<s< 5 Alors pour toute fonction

f de R dans R, les assertions suivantes sont équivalentes
(i) f opére sur By (R"),
(ii) foge€ B;,OO(R") pour tout g € B;vl(R"),
(111) f est globalement lipschitzienne et f(0) = 0.
Démonstration. On a trivialement, (i) implique (i7) et (i7¢) implique (7). Nous allons donc

montrer que (i7) implique ().

Si f vérifie (i7), il existe un § > 0 et un M > 0 tels que, pour toute g, portée par ), vérifiant

l9llB; ,®n) < 0, on ait ||f o gllp; ®ey < M, (il suffit d’utiliser la Proposition 2 de [?], en
I'adaptant de facon évidente, au cas ou f opére d'un espace fonctionnel dans un autre).

Soient a et b deux nombres réels. On pose

fl@)=®—a) Y é(x/r—k) +ad(r/R).

|kj|<N

Les nombres 7, R €0, 1] et 'entier N seront fixés ultérieurement.

Posons a = n/p— s. Nous souhaitons obtenir || f[/p; ,&n) < d. La norme de ag(./R) est majorée
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par Cla|R*|¢[|p; , (n). On choisit donc le nombre R €]0,1] tel que Cla[R*||¢|
D’aprés le Lemme ona || 32 <n (/1 — k)|

condition :

B;’I(Rn) S 6/2

Bs (Br) < CreN™P. On réalisera la deuxiéme

CroN™Plb —a| = 6/2 (2.1)

(le choix ultérieur de N garantira r < 1). Nous souhaitons que toutes les fonctions ¢(./r — k)
aient leurs supports dans le grand cube (R/3)Q. La réunion des cubes r(Q + k) est le cube
défini par | X;| <r(1/2+N), j =1,--- ,n. Pour que ce cube soit contenu dans (R/3)Q, il suffit
qu’on ait 7(1/2 + N) < R/6, soit plus simplement

9N < R. (2.2)

(La condition ({2.2) entrainera r < 1/91.) Pour réaliser (2.2), on observe que la condition (2.1)
entraine rN = (0/2C)/|b—a|~/* N~/ et que la condition s > 0 entraine 1 —n/(pa) < 0,
le choix d’un grand entier N permet donc d’obtenir un N aussi petit que 'on veut. On va

maintenant minorer la norme || f o g|

Bs...(rn)- Pour cela, faisons h = (1/3,0,--- ,0), alors pour
r € (1/3)QT,onaxz+he @)\ (2/3)Q. Autrement dit, pour tout x dans r((1/3)Q" + k) on a
f(x+rh) =aet f(x) =0b. Cela donne
+rh)) — Pdx > b) — fla)’d
[ Wlata s 1)~ Sz > 32 L O = S
= 2N +1)"[f(b) = fla)P6™"r"
> C(rN)"[f(b) = f(a)l”.

Donc on a
M2 S o gllag i 2 [PhI7( | Iflgta +rh) = Flo()lPdr)”
> CroNT|f(b) - f(a)
= C61£(5) — Fl@)D)/lb — al).
Alors on a

1£(b) = fla)] < (2M)/(C6)[b— al

. i.e., f est globalement lipschitzienne.
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2.2.2 Lecas%<s<1, 1<p<+o00, 1 <qg< 40

Lemme 2.3. [0] Soient p € [1,4+00[, ¢ € [1,4+0], n/p < s < 1 et soient o et 5 deux réels
positifs tels que 0 < a < . Si une fonction g de B;’Q(R") est & support dans le cube [—[3, 5]"

et vaut 1 sur [—a, a]”, alors

9] B ,(R") > Can/p+1/QB—S—1/q.

Démonstration. En utilisant la norme Ny, on a pour 1 < g < 00

B 1/q
9] By (R7) = (/ 5 b+ o — ﬁ)q/P@a)(n—l)Q/pdh)

—Q

> Cﬁfsfl/qan/pﬂ/q,

-B 1/p
B§ o (R™) > 5*3 (/ , dCUl / d;];2 R dl’n> — C/B*San/p’
—a— —a<z;<a

A tout réel a et a toute application f de R dans R, nous associerons l'opérateur f, défini
par fo(g) = o(f(g(.) +a) — f(a)), si f opére sur B, (R"), alors f, envoie B, (R") dans lui

méme. O

Sig=o00o0na

g1

oit C' = 20n=1/p,

Théoréme 2.2. [6] Soient p € [1,4+00], q € [1,+00] et n/p < s < 1. Pour toute fonction

f R —= R, les assertions suivantes sont équivalentes
(i) f opere sur By (R™),

(ZZ) f °g¢€ B;,oo(Rn> 51 ge B;J(Rn)i

(i1i) f est localement lipschitzienne et f(0) = 0.

Démonstration. Voir [0] O

2.3 Etude de la propriété de composition dans ’espace de

Lizorkin-Triebel pour 0 < s < 1

Dans cette section on va étudier la caractérisation des fonctions qui opérent par composition a

gauche sur I'espace de Lizorkin-Triebel F; (R™) pour 0 < s < 1.

18



Nous avons comme les Théorémes .11 et 2.2] et les inclusions suivantes
B;l(]R”) s F]iq(R”) s B;OO(R"),

pour plus de détails voir [I3].

permettent d’enoncer le Corollaire suivant

Corollaire 2.1. Soient 1 <p< oo, 1 <g<ooet f:R— R.

(i) Pour(0 <s < b [ opere sur FJ (R"), si et seulement si elle est globalement lipschitzienne

et f(0) =0.

(i) Pour o <s <1, f opére sur Es (R™), si et seulement si elle est localement lipschitzienne

et f(0)=0.

2.4 FEtude de la composition sur ’espace de Besov ou Lizorkin-

Triebel au cas critique s = %

Dans cette section on va étudier la composition a gauche sur I'espace de Besov B3 (R") ou sur
Pespace de Lizorkin-Triebel FJ (R"), o1 0 < s <1, s = =, 1< g < oo, (¢ > 1 dans le cas de

I'espace de Besov).

Théoréme 2.3. [4] Soient n < p < +o00 et 1 < q < +o0. Pour une fonction f de R, dans R,

les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f opére par composition & gauche sur Bg,/qp(R”),
(ii) il existe un r €]1,q] tel que, pour tout g € Bylf (R") on ait f o g € ByL(R"),
(iii) f est globalement lipschitzienne et f(0) = 0.
Théoréme 2.4. [4] Soient n < p < 400 et 1 < q < +00. Pour une fonction f de R dans R,
les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) [ opere, par composition & gauche sur P (R,
(ii) pour tout g € F;{p(R"), on a fog e ByE(R),

(111) f est globalement lipschitzienne et f(0) = 0.
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Notons que les implications (i) = (i7) résultent aussitot des plongements
ByP(RY) C BYP(RY) C BY2(RY)  (r <q)
FP(R™) € FrP(R™) € Br/E(R™).
Pour plus de détail voir [13].
Pour les implications (ii7) = (i), ce sont des conséquences immédiates des caractérisations des

espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin a I'aide de divers "modules de continuité".

Pour plus de détail voir aussi [13].

Lemme 2.4. [l existe une suite (0,),>1 de fonctions C* sur R", portées par le cube unité
Q = [—1/2,+1/2]", telles que
(i) 0,(x) =1 sur le cube 277Q.
(11) pour tout p € [1,4o00[ et tout q €|1,+00], la suite (0,),>1 converge vers 0 en norme
Byy (R).
(111) pour tout p €|1,400| et tout q € [1,+00], la suite (0,),>1 converge vers 0 en norme
E (R,
Démonstration. Nous utiliserons la décomposition atomique des espaces de Besov et de Triebel-
Lizorkin, telle qu’elle est développée par Frazier et Jawerth.
Donnons-nous une fonction ¢ € D(R™) telle que ¢(z) = 1 sur @ et p(z) = 0 hors de 2Q) et
posons

b, () =v 3 p(2a),

1<j<v
on a aussitot 6, (z) = 0 hors de @ et 6,(x) =1 sur 277Q).
Pour estimer les normes des 6,,, on observe que, pour une certaine constante ¢ = e(, n,p,q) > 0,
les fonctions © — £¢(2/z) sont des atomes, normalisés dans Bp4”(R™) et dans Fj”(R™), portés
respectivement par les cubes dyadiques 27771@Q ; on applique alors le Théoréme 3.1 de [9] et le

Théoréme 5.3 de [I0], on obtient
HQVHB"/P < C(n, P, q, 5)y(1/l))*1’
P,q
de méme

160 e < Clnp ™| S 20

1<j<v

20



ot x; désigne la fonction caractéristique du cube 277Q. Pour estimer la norme LP qui apparait

au second membre, on pose

Sy =2""Q\27"1Q (m=1,---,v—1),
S, =27"Q.

La fonction Y, ., 27"/Py; valant constamment Y3, . 27"/ sur S,,, on obtient

1/p
o < 1 —1 E mn <" (1/p)—1
pr{p ~ C'v < |Sm|2 ) ~ C"v

1<m<v

16|

2.4.1 Preuve des Théorémes 2.3 et 2.4

Soit f une fonction telle que, pour tout g € Bp/p(resp. g e F;f{p), on ait fog € Bﬁé’é, on sait
que voir [5] qu'il existe alors des constantes 6 > 0 et M > 0 telles que, pour toute fonction g
portée par @, l'inégalité ||g|| < 0 entraine ||f o gHBS,/o’Z < M (ici et dans la suite || — || désigne
la norme dans By/? ou dans Fn/p).

Il s’agit de trouver des constantes K > 0 et § > 0 telles que
|f(0) = fla)] < K|b—al,
pour tous nombres réels a et b tels que 0 < |a — b| < §, pour cela on introduit la fonction

g(z) = (b—a) Z e(3((x/X) — k) + ab,(z)

|kj|[<N
(la somme 7,y ... est étendue aux k € Z" tels que |k;| < N, pour tout j € {1,...,n}, le
nombre A €]0,1] et les entiers positifs N et v seront fixés dans un instant). Le lemme nous

autorise a choisir v tel que
lall[6, ]| < 6/2.

On a par ailleurs (voir le Lemme 1 de [6] )

1Y eB/N) =)l < AN™?,

|kj|<N

ot la constante A dépend de n,r,p, et ¢, on est donc conduit a choisir 'entier N > 1 tel que

S(3AIb —al)™! < NP < §(2A|b — a|) 7,
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encadrement réalisable si 0/|b—al est assez grand, autrement dit dés que |b—a| < o(n,r, p, ¢, ).
Enfin, il convient que les cubes A\(Q + k) soient tous inclus dans le cube 277Q), pour cela il suffit
de choisir A de telle facon que AN soit petit devant 27",

Ainsi la fonction f est portée par le cube unité et U'on a || f|| < 6.

Désignons par QT le cube [0,1/2]" et posons h = (1/3,0,---,0), pour tout z € (1/3)Q", on a

x + h € @ alors que = + h n’appartient pas a l'intérieur de (2/3)Q, cela entraine
flg(@+ An)) — f(g(z)) = f(a) — (D)
sur le cube A\((1/3)Q* + k), on a donc

MP > (I o gll o

2yt 3 [ el = S

|kj|<N
> 3"AT(2N + 1)"|F(b) — F(a)[Pvol{\((1/3)Q" + k)}
> CON"[f(b) = f(a)l,

avec C' = C(n) > 0, d’ou enfin

f(b) = fla)] < MCTVPNTP
< BAMCTYP§7Hb — al.

i.e., f est globalement lipschitzienne.
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Chapitre 3

Une propriété de composition dans

certains espaces de Besov pour s > (

Dans ce chapitre, on va étudier les fonctions qui opérent par composition a gauche sur certains
espaces de Besov B;q(R”), ous > 0, p,q € [1,+00]. On cherche & caractériser les fonctions
qui opérent par composition & gauche sur 'espace B, (R"), i.e., nous étudions les conditions
nécessaires de Lipschitz pour s > 0.

e Nous avons alors les résultats suivants :

Théoréme 3.1. [I] Soient s > 0, f : R — R. Si T} envoie By  (R")NL>(R") dans B;  (R"),

alors f est localement lipschitzienne.

Théoréme 3.2. [I] Soient s >0, f: R — R. On suppose que
By (R") & L=(R") (autrement dit : s < Sous="2etq>1) STy envoie By (R") dans

By (R"), alors f est globalement lipschitzienne.
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3.1 Quelques fonctions de test

Lemme 3.1. [2] Soient s > 0. Si u € S(R™), il existe une constante ¢ = c(u, s,p,q,n) > 0 telle

que

1Y) a2 G u@i () — k)|

q/p %
By ) S Z(Z ‘O‘jk’p> |

j=0 kezn j>0 \kezn
i((2Y—g ; in : 1
1> a2 @@ () = k)l @ < clO] D (g 2r X(2() = k)Y l,,
j>0 kezn j>0 keznr

ou X désigne la fonction caractéristique de Q.

Démonstration. Les estimations résultent des Théorémes 3.1 de [10] et 5.3 de [9], appliqués a

chaque fonction coordonnée de w. O

Lemme 3.2. [2] Pour toute fonction u € S(R™), il existe une constante ¢ = c(u, s,p,q,n) >0

telle que
1/p
[ Z apu(- — k)||ps @ny < c (Z |ak|l’> .
keZm™ kezn
Démonstration. En faisant j = 0 dans le Lemme |3.1} on a le résultat. [

Lemme 3.3. [2] On suppose que B (R") € Loo(R") (autrement dit : 0 < s < Tous =72
et ¢ > 1), alors il existe une suite (¢V)V21 de fonctions de classe C*°, portées par (), telles que
ou(x) =1 sur le cube 277Q) et

lim ¢, |

v—-+00

Démonstration. Dans le cas s < 7, on pose ou(x) = @(2¥z), estimation

By, @ <2777y

ey

Bj ,(R™),

permet de conclure.

Supposons maintenant s = % et posons

ou(z) =v" Y ().

1<j<v
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On a donc ¢, (z) = 1 sur 277Q et ¢,(z) = 0 hors de Q.

Le Lemme [3.1 donne les inégalités

v n = (| 2‘71' n
63 o =7 3 @5

1<j<v
< a1
Alors
112/100 ||¢V| Blsy’q(Rn) — 0

3.2 Reésultats préliminaires

Lemme 3.4. [I] Soient s >0, f: R — R telle que f(0) = 0.
Ty envoie By (R") N L®(R") dans B,  (R™). Alors il existe des nombres M >0 et § > 0 tels

que implication

By (@)L (n) <0 = [|f o gllps ey < M.

9]

Soit vérifiée par toute fonction g portée par Q).

Démonstration. Supposons au contraire, que pour tout cube R et tous nombres M et J, on

puisse trouver une fonction g, portée par R, telle que

Bs R)nL(®e) <0 et ||fogllss  wny, > M.

g1

Donnons-nous une suite (R;);ey de cubes disjoints et des fonctions ¢; € D(R"), (5 > 0) telles
1
que @;(x) =1 sur §R]~, et pj(x) = 0 hors de R;. On note M; la norme de 'opérateur g — ¢;g,

agissant sur By (R"), et on choisit des fonctions
g R"—=R, 7=0,1,---,

telles que

1 B
supp 95 C 5By, N1g5ll; ,@oynee=@m) < 277, [ f o gll; .

Alors la fonction g = >, g; appartient a By (R") N L®(R"™) et on a p;(f o g) = f o g;. Donc

JM; < [(f o 9)wjl

By (&) < M| f o gl s . rn), pour tout j,
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ce qui est absurde. O

Lemme 3.5. [I] Soient s >0, f: R — R telle que f(0) = 0.
Ty envoie By (R") dans By (R"). Alors il existe des nombres M > 0 et 6 > 0 tels que

[implication

I9lB; @y < 0= [ fogllpy .@n) < M.

soit vérifiée par toute fonction g portée par Q).
Démonstration. En utilisant la méme démonstration comme le Lemme [3.4] O

Lemme 3.6. [I] Soient s >0, f:R — R. Supposons que Ty envoie By (R™) N L>(R™) dans

B;’OO(]R”), alors quel que soit a’ € R, il existe un opérateur non linéaire
Uy : B, (R") N L=(R") = B, (R"),
et des nombres 6, M > 0 tels que
Uag(z) = f(d' +g(x)) — f(d), V2 € Q,

et
|Uw g

By (&r) < M,
pour toute fonction g € D(R™), a support dans @, satisfaisant
9]l B3 , @) Lo RR) < 6.

Démonstration. Considérons 'opérateur non linéaire

Vag(a) = @) (f(d + 9(z)) — F(a)), Vo R
On a alors
Vug(x) = o(x)(f(p(z/2))(d" + g(2))) — f(p(z/2)a"), VreR"™

Vo envoie donc B, (R") N L*(R") dans B, (R") et, en raisonnant comme dans la preuve du

Lemme [3.4] on voit qu’il existe un cube Q' C @ et des nombres d, M > 0 tels que

By &) < M,

191183 ®r)nLoo@ny < 6 = [[Varglls;

26



pour toute fonction g € D(R™) telle que supp g C Q'. Posons Q' = rQ+0b, avecr > 0et b € R™,

et
Uvg(z) = Vy (g(r'(- = b)) (rz +b), Yz € R™
Alors
Uag(z) = o(rz + b)(f(a' + g(x)) — f(d)), V& € R".
Par l'inclusion Q' C @, nous avons (rz + b) = 1 sur Q. ]

Proposition 3.1. Soit 0 < s < { avec { entier. Une distribution f appartient o By (R") si et

seulement si f € LP(R™) et

Npo(f,t) = sup 7wy (f,t) < +oo,
0<t<1

1
0t wp,e(f, 1) = supp < ([gn |Af f(2)|” dx)? . De plus [ f]l, + Npe(f) est une norme équivalente
dans By (R").

Démonstration. Voir [14] O

3.3 Preuve des Théorémes [3.1] et [3.2]

Soient b, b’ dans R, N > 1 et r, v qui seront choisis en fonction de b et &’. Nous considérons
I’ensemble.

AN = {(kh 7kn) S/ |k]‘ < N, Vj = 17 ...,n},
et nous définissons

o
Tt

ol £ est un entier fixé tel que ¢ > s, et la fonction

gz)= > ¢ (1 (Z- k))) (V= b) + ()b, (3.1)

o \T
keAn

Le Lemme [3.2] donne l'inégalité

IS e~ h)

keAn

n

By (&) < ery) TSN (3.2)
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3.3.1 Preuve du Théoréme 3.1

Supposons que 'opérateur de composition 7' envoie I'espace de Besov By | (R") dans By  (R")
(c’est suffisant puisque I'espace Bj(R") se plonge dans tous les By (R") N L>*(R")). Soit un
nombre réel a’ qui reste fixé dans la suite de la preuve.

Alors nous obtenons un opérateur U, et des constantes d, M selon le Lemme On prend

v=1et
1

T:6—N.

1
Puisque a < 3 les cubes r(2aQ + k), k € Z™, sont deux & deux disjoints. Par définition de r,
nous avons r(Q + k) C Q/2, pour tout k € Ay. Alors

Uwg(z) = f(d' +b)— f(d), si x € r(a@Q + k) pour k € A, (3.3)

Uvg(z) = f(d +b) — f(d), siz € (Q/2)\ Ureayr(2aQ + k). (3.4)

Grace au choix de r, on a

1 . n
N Y o (5 (5 1) ) e = 0N ol <
o \T
keAn
On obtient
DI (_ (; ‘k))> g,y < ear N
keAn

En utilisant la relation entre r et N, nous obtenons

s = 1 5 ¢ (5 (5-0) ) 0= 0) + (ol

keAn

<=l Y e (5 (G-m)))

keAn

< |V = b| (1 N*) + c|b|

9] B (R")

B | (R™) + 10[ll¢1 | 5 L(R7)

< & N*[B — b| + colb]

< ¢ (N*[6 — b + [B]) .

Maintenant on suppose

o

max ([b], b —t]) < %

et on définit N par la propriété :

5
N —2 (N1
S Sy ~WFU
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Remarquons que la définition de N implique
P — (3.6)
B 25+102|b—b/|. '

Par la condition ({3.5)) et par définition de N, nous avons

191155, (rm) < €2 (N|b" — b] + [b])

S CQNS|b/ - b| + Cg|b|

5 5
< bt
< o l¥ bt ey,

L0
=973
<6

Puisque le support de g est inclus dans @), on en déduit

1Ua

ry <M. (3.7)
Pour tout z € r(a@Q* + k), nous avons

r+jgrae; €r(Q+k), ¥Yj=0,--- ¢,

x4+ jraey € r(2aQ + k), Vj=1,--- L.
Les relations et . ) donne aussitot
AL e, (Uwg) (@) = | f(a + V) — fd’ +b)|

Par la Proposition nous obtenons

||Uv’g||B9 Z (Z / rael 'g)($)|pd$>
kcA (aQT+k)

> (ra)”® a+b)— fld +0b)|Pdx
(ra) (g;}v/r(aw)u( )= S +b) )

> cs|f(a' + V) — f(d +b)r*Nvrr

= aaN*[f(a" + ) — f(d' +D)|.

B =

En prenant en compte les inégalités (3.6)) et ., nous voyons que la condition . 3.5)) implique
23+1MC
|fla"+b) — f(a' +0)| < C—2|b = b,
40

qui signifie que f est lipschitzienne dans un voisinage de a'.
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3.3.2 Preuve du Théoréme 3.2

Soit f une fonction satisfaisant I’hypothése du Théoréme on se propose de mettre en

évidence des constantes o > 0 et K > 0 telles que |V’ — b| < § entraine
[f (V) = f(O)] < Kb — b,

quels que soient b et b’ dans R.

Soit la fonction g telle que

m@::§:¢($<§—%)>@k—w+¢4@b

keAn

Les entiers positifs v et N, ainsi que le nombre r €]0, 1], seront précisés dans un instant.

Le Lemme [3.3 nous autorise a choisir v tel que

bl |

)
B (") < 5
de sorte que N et r devront satisfaire les relations :

SV —b) " < ey *Ne <5 —b) 7,

rN < 27v2

L’estimation (3.2)) et la relation (3.8) entraineront

B3 (R)nL=®n) < ||g]

<w-ul ¥ o (5 (2-5))

keAn

9] B3 | (R™)

B3, &) T 0|00 | Bs )

n 0
S‘b/—b|CN;+§

ga@w—myﬂy—m+g
SO =b
=0 —b| 2

5 0
< -4 - =34
<5t5=90

L’inégalité (3.9) nous garantit 'inclusion

r(Q+ k) C27"Q, pour k€ Ay
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et par conséquent

g(z) =0, sizer(aQ+k), ke A, (3.11)

g(x) =0, st x € 277Q \ Ugeayr(20Q + k). (3.12)
Pour s < %, il suffit de poser
r=(86(2c1 |V — b)) "N TR)

alors TN = c|t/ — 5‘5 Ng » est de ordre de grandeur de N* , 'hypothése 0 < s < 2 un
choix convenable N = N (4, [b' — b|) permet d’avoir (3.9)).

Supposons maintenant s = %

Si [t —b| < 3 il est possible de trouver un entier N > 1 tel qu’on ait (3.8)), on choisit alors r

assez petit pour avoir (3.9). Il vient alors
1foglls  ®ny < M.
Pour tout x € r(aQ™t + k), nous avons

T+ jrae; € 1(Q + k) \ Upeayr(2aQ + k'), Vj=1,--- (.

Alors (3.10), (3.11) et (3.12) nous donnent

[Arae, (f 0 9) (@) = £ (V) = f(B)].

Par la Proposition [3.1, nous obtenons

Bs (&) > (ra)™? E A, x)|Pdx
() 2 (70) (keAN /r(aQ++k | (Fog)@) )
= (ra)”® E b)) — f(b)|Pdx
(ra) (keA /(aQ++k) |f(V) — f(b)| )

~ (ra) | f (1) (Z/(W) )

= (ra) " [f(¥) = F(B)|lraQ ] ( > > p

keAn

B =

If o gl

= |f(¥) — F(O)|(2N + 1)¥ (ra)~*|raQ™|7.
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L’encadrement ({3.8]) implique
1f o gl

Bj,00(R")

[F(V) = f(O) <

(2N + 1)% (ra)~*|raQ*|»
< e Mri »N™r

S 02M5_1’b/ — b‘,

qui signifie que f est globalement lipschitzienne.
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Conclusions générales et perspectives

Dans ce mémoire, on a étudié la composition sur certains espaces fonctionnels, plus précisément
sur les espaces de Besov et les espaces de Lizorkin-Triebel, otl on a étudié la condition nécessaire
et suffisante pour 0 < s < 1 et aussi pour le cas 0 < s = % < 1. Finalement, on a étudié les

conditions nécessaires de Lipschitz pour s > 0.

Dans les travaux futurs, nous étudierons la propriété de composition sur d’autres espaces fonc-

tionnels.
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Abstract:

In this memory, we have characterized the functions which operate by
left composition on Besov spaces B; , (R™) and Lizorkin-Triebel spaces

F3,(R™),for0 <s < 1,pe[l,+o[ and ge[1, +o], also we studied the

case s=§ with 0 < s < 1. Finally, we have studied the necessary

Lipschitz conditions for s> 0.

Key words: Besov spaces, Lizorkin-Triebel spaces, Composition

operators, Lipschitz functions.
Résumeé:

Dans ce mémoire, on a caractérisé les fonctions qui operent par
composition a gauche sur les espaces de Besov Bg'q (R™) et les

espaces de Lizorkin-Triebel Ej ,(R™), pour 0 <s <1,

p € [1,+oo[ et q € [1,+], aussi on a étudié le cas s=§ avec

0 < s < 1. Finalement, on a étudié les conditions nécessaires de
Lipschitz pour s > 0.

Mots-clés: Espaces de Besov, Espaces de Lizorkin-Triebel,

Opérateurs de composition, Fonctions lipschitziennes.
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