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Introduction générale

Introduction générale

La structure atomique interne de la matiere était restée un grand mystere dans le
cadre de la mécanique classique; dans ce mécanique 1’état d’un systéme physique est bien
défini par la connaissance des variables dynamiques, qui sont des quantités continues d’ou
la continuité des grandeurs qui déterminent 1’état du systeme et I’énergie. Jusqu’a XX
siécle ; les physiciens : Niels Bohr, Dirac, Louis de Broglie, Werner Heisenberg, Jordon,
Erwin Schrodinger et d’autres; ont proposé une nouvelle mécanique ; appelée la
mécanique quantique qui est une théorie mathématique et physique décrivant la structure et
I’évolution dans le temps et I’espace les phénoménes physiques a I’échelle de ’atome et
en dessous. Elle a été découverte lorsque les physiciens ont voulu décrire le comportement
des atomes et les échanges d’énergie entre la lumicre et la matiére a cette échelle [1].

En mécanique quantique, les phénomeénes physiques sont décrits par fonction
d’onde qui contient toutes les informations sur I’état du systeme, et son comportement
suit I’équation de Schrodinger

L’équation de Schrodinger est une équation fondamentale de la mécanique
quantiqgue non relativiste. Elle joue en mécanique quantique le méme rdle que
I’équation de Newton, de Lagrange ou de Hamilton en mécanique classique ou les
équations de Maxwell en électromagnétisme. Elle décrit 1’évolution temporelle de
I’état d’un objet quantique en cherchant se qu’on appel la fonction d’onde ainsi le
spectre d’énergie des différents états possibles.

L’équation de Schrddinger stationnaire a été résolue analytiqguement seulement
pour quelques systemes simples, alors que la plupart des autres cas se sont restés
sans solutions, ils n'ont pas pu étre résolus que par des méthodes approximatives ou
numeriques

Tandis que 1’équation de Schrddinger pour les systemes dépendants explicitement
du temps est tres difficile a résoudre exactement. Plusieurs méthodes ont été
exploitées pour résoudre de tels problemes, parmi lesquels la méthode des perturbations
dépendante du temps, I’approximation soudaine, 1’approximation adiabatique [2],... Bien
que ces derniéres ne donnent pas des solutions Analytiques exactes, elles sont
généralement trés puissantes et applicables a de nombreux systémes physiques.

La théorie des invariants (ou de Lewis et Riesenfeld) [3] constitue une méthode
puissante pour 1’étude des phases géométriques ainsi que la solution de I’équation de
Schrddinger dépendante du temps. Plusieurs études sur des invariants ont été faites pour
des classes de potentiels particuliers.

Pour des potentiels non centraux dépendants du temps, la solution de 1’équation
de Schrodinger devienne trés compliquée, par ce que la recherche d’un tel invariant
s’avere toujours Une tache difficile qui continue a constituer I’un des domaines de
recherche actifs en Physique théorique. En effet, la théorie des invariants représente une
méthode globale permettant la résolution exacte des systemes Hamiltoniens
dépendants du temps, et en particulier la solution de 1’équation de Schrodinger
dépendante du temps.
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Pour cette raison, on utilise la transformation unitaire pour simplifier le probleme,
ceci nous permet d'obtenir des solutions quantiques dans le systéeme transformé par
I'utilisation d'une technique mathématique telles que la méthode Nikiforov-Uvarov (N-U)
[4] et la méthode d’itération asymptotique (AIM) [5,6]. Les solutions quantiques dans le
systeme transformé seront inversement transformées au systéme d'origine. Ensuite, il est
possible d'identifier les solutions quantiques dans le systéme d'origine.

Ce mémoire a été structuré comme suit :

- Dans le premier chapitre, on donne une introduction sur la solution de 1’équation de
Schrodinger stationnaire en coordonnées sphériques en présence d’un potentiel non central.

- Le deuxiéme chapitre est consacré a la théorie des invariants dans son contexte
historique et original de Lewis et Riesenfeld.
- Le troisiéme chapitre représente 1’essentiel de notre travail concernant la solution

exacte de 1’équation de Schrdodinger dépendante du temps pour un potentiel non central

composé d’un potentiel coulombien avec en plus un potentiel quadratique inverse et le

1 1 . ] . . . e
terme —p, +p,. - en utilisant la théorie des invariants, la transformation unitaire, la

méthode de Nikoforov-Uvarov et la méthode d’itération asymptotique.
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CHAPITRE I :

L’EQUATION DE SCHRODINGER ET LE
POTENTIEL NON CENTRAL

1.1. Introduction :

Puisque la physique classique est totalement inadéquate pour les phénomeénes
observés a I'échelle atomique, il est nécessaire d'élaborer un nouveau cadre conceptuel de
la physique.Cette nouvelle théorie de I'univers physique est conventionnellement appelée
«mécanique quantique » .Dans ses grandes lignes elle a été congue entre 1925 et 1930 et

Elle est lI'ccuvre .principalement de N.Bohr ,W .Heisenberg, E. Schrodinger et
P.A.M.Dirac.

En mécanique quantique les phénomeénes physiques sont décrits par la fonction d’onde,
qui contient toutes les informations sur 1’état du systéme et son comportement suit

I’équation de Schrodinger [1].

L’équation de Schrodinger est I’équation fondamentale de la mécanique quantique
non relativiste. Elle joue en mécanique quantique le méme role fondateur que I’équation de
Newton en mécanique classique ou les équations de Maxwell en électromagnétisme. Elle
décrit I’évolution temporelle de I’état d’un objet quantique représenté par une fonction
d’onde.

L’équation de Schrddinger, concue par le physicien autrichien Erwin Schrddinger en
1926, décrit I'évolution temporelle et spatiale de la fonction d’onde d'une particule. Elle

constitue I'un des fondements de la théorie quantique.

La mécanique quantique est basée sur la résolution de 1’équation de Schrodinger,
qui est une equation différentielle de second degré par rapport a la position et de premier

degré par rapport au temps. On s’intéresse ici au cas stationnaire (indépendant de temps),
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qui est définit par une fonction complexe des coordonnées d'espace et de temps (7, t),
solution d'une équation aux dérivées partielles, I'équation de Schrodinger :
ih = P=Hy(r £) (I-1)
Ou H est lopérateur Hamiltonien (associé a I’énergie totale) du systeme considére.

Si I’Hamiltonien du systéeme ne dépend pas du temps, la solution de 1’équation de

Schrodinger s’écrit sous la forme:
Y(F,t) = exp ((—iet)/h) ¥(r) (1-2)
Avec v (t) vérifie I’équation de Schrodinger stationnaire :

Hy(r) = Ey(r) (I-3)

E : La valeur propre de I’Hamiltonien.

Donc I’équation de Schrodinger indépendante du temps permet de trouver des états
stationnaires parmi tous les états possibles du systéme qui est un cas particulier d’une
équation générale dépendante du temps qui donne 1’évolution de la fonction d’onde quel

que soit I’état du systeme.

1.2. Présentation de I’équation de Schrodinger :

L’équation de Schrodinger est une équation fondamentale de la mécanique
quantique. elle s’agit d’une équation aux dérivées partielles qui décrit 1’évolution au cours

du temps de la fonction d’onde d’un systéme physique. Elle prend la forme suivante :

a4 O _

ih ¢ =Hy (1-4)
Ou I'Hamiltonien s’écrit :

H=T+V(r) (1-5)

e [’opérateur énergie cinétique T s’écrit aussi comme en mécanique classique

sous la forme :

b

T = (1-6)

B3 |y
5|



Chapitre | : I'équation de Schrddinger et le potentiel non central

e P est 'impulsion de la particule. Cependant, en mécanique quantique

I’impulsion est un opérateur différentiel :

p = —ihV (1-7)

h: est la constante de Planck réduite (h = iﬂ = 1.05457 107* |.s)

m :la masse de la particule

V (r): I’énergie potentielle de la particule

7: nabla, le vecteur de gradient dont les trois composantes cartésiennes

sont :

5 a @
ax'8y' az (1-8)

Dans la représentation de position, 1’équation de Schrodinger prend la forme
habituelle :

ﬁﬂ

2m

(—= V2 + V(r) w(Xy,z) = EU(Xy,z) (1-9)

Notre objectif c’est d’extraire les informations sur les solutions d'état lié W) Avec la

Valeur propre énergétique suivante :
(H-E) l¥(£))=0 (1-10)
Comme ces solutions sont de carrées normalisables, c¢’est-a-dire :
(Ply) = _I"daR|'-F(E].|2 =1 (1-11)

C’est mieux d’utiliser les coordonnées sphériques pour résoudre cette équation, qui sont

Adaptées a la symétrie du systeme.

1.3. Expression de I’Hamiltonien en coordonnées sphériques :

Si I’énergie potentielle et les conditions aux limites sont de symétrie sphérique, il est
utile de transformer H en coordonnes sphériques et de rechercher les solutions de
I’équation de Schrodinger comme le produit d’une partie radiale et d’une partie angulaire.

Les coordonnées sphériques d’un point quelconque dans 1’espace sont définies comme
suit :
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- P4 y
¢ \\\\\\ ///
X
T = 0 x=7v sinf cosp
0 =f8=m [}r=rsin|95inq:: (1-12)
0<@ <2m z = r cos B

Figure.l : définition des coordonnées sphérique r, 8, ¢

D’un point quelconque dans I’espace.

Pour trouver 1’expression du Laplacien en coordonnées sphériques, nous allons utiliser

la technique classique de changement de variables entre les deux systemes de
coordonnées.

Ou (&) est définie comme le carrée d’opérateur nabla, donc 1’opérateur Laplacien en
coordonnes cartésiennes est donné par :

z

Y- a a®
ﬂ.=?=[ax—z +_5+Ej (1-13)
Et I’opérateur nabla dans les coordonnées sphériques est :
F—(f1éd 1 & -
V= (ﬂr’rﬂE’rSLnﬂﬂm (I 14)

A partir de la définition de (A) et la derniére expression, nous obtenons 1’expression

Finale de I’opérateur Laplacien en coordonnées sphériques, appelé aussi Laplacien

sphérique, est défini en termes de distance r de ’origine du systéme de coordonnées et en

termes de deux angles :la latitude 8 et I’angle azimutal g comme suit :

18§ 5 8 1 8 8 1 at
a=5—(r? 2) = (sne =) i
v dr ar + r25inf 88 ag + rizin® g dg? (I 15)

X/
°e

Laplacien radiale

10
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18 2 &
a=55 (" 3) (I-16)
X Laplacien angulaire
1 8 f 8 1 a*
ﬂ'nrzgu:nira T risind ﬁ(gln 6 BE) + rizin® @ dp* (|-17)

1.4. Le moment cinétique en mécanique quantique :
1. 4.1Définition :

En définit I’opérateur moment cinétique par analogie avec la mécanique quantique par
[2]:
L=7""P =7~ (=Vik) = h(—-i7"V) (1-18)

< Expression de composantes de L :

e En coordonnées cartésiennes :

4 éa_., £
X dx < dE d} LI
_‘=_' _'.A_‘z_' hi —_ ] i_ i i L -
L ihr~V iy ™ ihlz——x — ¥ (1-19)
Z Z d d Lz
— — — 'UI'_
d= dy “ dx
e En coordonnées sphériques :
L, =is Cosg — +i Sing — (1-20)
x B a8
L,=i Cosf Sing — +i Cos¢ — (1-21)
¥ B ag
, g
L = —i— (1-22)

e

Qui forment I’opérateur L% + L% + L%, lequel on peut considérer comme étant

I’observable correspondant au carré L* du vecteur moment cinétique :

11
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L*=15+12+12 (1-23)

D’ou on tire ’expression du L* en coordonnées sphériques :

-

LE = —H [sirzlzﬂ % +3i:.:9 % (Eiﬂﬂ % )] - _hz ,{_‘,2 (I-24)

Par identification, on remarque alors que le carré du moment angulaire £* Est écrit

Comme suivant :

£2 - [sinlzﬂ :;5 + sz'j?-zE' % (SLRE % )] (I-25)

Notons que les opérateurs H, L* et L, Commutent entre eux et ils ont formé un
Ensemble commun de fonctions propres y(r, 8, @) , mais les trois composantes du
moment cinetique (L, L,.L.) ne commutent pas entre eux :

[H,L*]=0 [H,L]=0 (1-26)

[L..L,]=ihL, [L,.L.]= L, [L..L.]=ihL, (1-27)

Donc, 1’équation de Schrédinger en coordonnées sphériques s’écrit :

R2r1 87 , 48 i 48 a
(2L 2) 4 ~(sino—)+
Em(r5 Br( Br) ri8ind o8 ag

t—) | PR 6,0) + VRI¥(R 6,0) = EW(R 6,0)

r?zinid dp?

(1-28)

Qui peut étre réécrite :

E(E2(22) _E)w(R6,0) + V) W(RO,0) =EVRE,0)  (1-29)

1.5 La résolution de I’équation de Schrodinger en coordonnées

sphériques :

12
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Dans le cas ou la particule se déplace dans un potentiel non central, c¢’est mieux
d’utiliser le systéme de coordonnées sphériques (trois dimensions) pour résoudre

I’équation de Schrodinger.

Une question pertinente a été posee d’une fagon naturelle : Qu’est ce qu’un potentiel
non central ? Pour répondre a cette question il faut définir le potentiel central. En bref, le

potentiel central V() est un potentiel qui ne dépend que de la distance = a I’origine des

coordonnées. Par conséquent cette définition nous permet de dire que le potentiel non

central est une fonction qui dépend du rayon r, de I’angle polaire &, et de l'angle
azimutal ¢ . La dépendance du potentiel non central V(r,8,%) en trois variables nous a

conduit d’étudier I’équation de Schrddinger en coordonnes sphériques pour donner au

lecteur au moins une idée sur ce qui viendra dans la suite de ce chapitre introductif.

Dans ce systtme nous avons établi la forme générale de 1’hamiltonien pour une

particule de masse m et d’impulsion p en mouvement dans un potentiel non central
V(r,8,¢) qui dépend de la distance r et des angles 8, ¢ . Le potentiel V(r,&,¢) de type
non central, est indépendant du temps, donc I’Hamiltonien s’écrit sous la forme :

H=24v(r6,¢) (1-30)

L'opérateur du moment conjugué en coordonnees sphériques est defini :

P*=PF’+— (1-31)
Avec
3 5 8% 2 8
P2=-n?(5+22) (1-32)

1.6 La méthode standard pour résoudre I’équation de Schrodinger :
L’équation de Schrddinger s’écrit :
(& [0 (&+22) -5+ v]vRE.0) = EW(RE,0) (1-33)

2m rar

D’ou :

13



Chapitre | : I'équation de Schrddinger et le potentiel non central

HE

-
=

(Z+22)9(R6,0)-= 5 W(R,6,0) + (V- E)¥(R,6,9) =0 (1-34)

On remarque d'abord que cette équation est une équation différentielle partielle, La
Méthode standard pour résoudre une telle équation est la méthode de séparation des

variables dans laquelle on cherche une solution pour ¥ (r, &, ¢) comme un produit de deux

Fonctions :
IIJ(I',EI,{FI' j = R[I"j f(EI.r"p':] (|-35)

e R(r):estlafonction radiale

e f(8,¢ ):estlafonction angulaire

Nous pouvons toujours supposer que les fonctions R(r) Et f(f.¢ ) Sont
normalisées
Séparément :
J"Dmla,b(r, 8,0 )| ridrsinfdfde = f: r2|R(¥)|2dr = f:nd@ J"D”smﬁf |F(6,@)%de =1
(1-36)
L’équation (I-34) devient :

— (42 R0 £8,0)-Z RO F(8,0) + (V- ER() f(6,0) =0

2m \ard

(1-37)
On multiplié I’équation (1-38) par : — 2= m
On obtient :
R?i} (%"‘ 2 5) RO+ f-:;w L2 f(8,0) + 53 (E = V)r*=0 (1-38)

Cette équation n’est pas toujours séparable, puisque elle dépend de la forme du
potentiel, donc, on ne peut pas appliquer la méthode de séparation de variables pour

n’importe quel potentiel, mais elle est s€éparable pour les potentiels de la forme suivante :

V(r.6,0) = U() + 20 + 29 (1-39)

rizin® @

+ La séparation des variables pour I'équation de Schridinger avec un
potentiel non central :

14
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L’insertion de 1’équation (I-39) dans I’équation (I-38), conduit a :

e e
e 43 R(r) +—

L2 f0,0) + 7 (E-U@)r2-Z(n@) + 25 Ee)=0

(1-40)

Qui peut étre séparé la partie radiale de la partie angulaire comme suit :

- L - A
w7 Gt 5) RO+ E(E-U@)r = £2f(6,9)+ 2 (nie) +22) =c
(1-41)
Donc, on obtient les deux équations différentielles
L (L4 ) R+ 2 (E- UM = (1-42)
Et:
———=Ufeo)+Z(nO+2Z)=c (1-43)
C : est le constant de séparation
» L’équation différentielle radiale :
(r +28) RN+ Z(E-U(r ]R(rj—ﬂ (1-44)

Pour résoudre 1’équation (1-43), on utilise encore la méthode de séparation de

variables ; on écrit la fonction f(6,¢ ) comme suit :

f(B.0 )= g(6).h(w) (1-45)
Avec la condition de normalisation :
[ sin® 1g(8)12d8 = ["Ih(e )P de = 1 (1-46)

On obtient 1’équation différentielle suivante :

s+ Cotbo+ o ) 9(6).1() + [ — T2 (1(0) + 22)] 9(6).h(9) =0 (1-47)

I , . sin @ . .
Multipliant cette equation par PO obtient :

15
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:]. d2hilg) _ Vo () __ si:':zzﬂ d?gid) _ _sin""ﬂfﬂnsﬂ dg(8) — Csinld 4 sind
Higp) de? H2 grgy 482 gigy dg H2

1 (8) = —p?

(1-48)

Finalement, obtient les deux équations différentielles polaire et azimutale séparées

comme suit :
» L’équation différentielle polaire :

+(c - 5 -5 g0 =0 (1-49)

Sin* @ HZ

g dg[ﬁj
FE(E] + CDT,E a0

» L’équation différentielle azimutale :

az f 7 Im
e (A IORL (1-50)

dp®

u . estla constante de séparation.

Avec :
c=Il(l+1), pu=m (1-51)

I et m sont des entiers.

(1=0,1,2,..) et (m=—1,..,+1) (1-52)

1.7 Exemples pour des potentiels non centraux :

Il existe différentes types des potentiels non centraux (déformés) dans la littérature
qu’ils ont été étudiés en utilisant la méthode de séparation de variables. Parmi lesquels

on peut citer quelques potentiels :

Le potentiel de Makarov plus le potentiel de Poschl-Teller [7] :

_ _ A _ [ y Cos# _ @ g
U(Rj o R’ Vj‘ (Ej 5in® @ + 5in® @ ’Vz (QS‘] Cos pg® + Sinpg® (|53)

Le potentiel de Makarov [8] :

UM = -2 n@) =g+ L o) =0 (1.54)

5in®*#  Sin

Le potentiel de Kratzer modifié plus le potentiel de la forme d’anneau [9,10] :

U =D(=2?  W(0) =t + 52 V(@) =0 (1.55)

- a
r S5in*g ' =

Le potentiel de Poschl-Teller plus le potentiel de forme double anneau [11] :
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o b c g i
U0 =- 7 h0) ot am 0 = e T e (1.56)
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CHAPITRE Il :
LES SYSTEMES DEPENDANTE DU TEMPS ET LA
THEORIE DES INVARIANTS

2.1. Introduction :

Le sujet de cette partie est de décrire les différentes méthodes pour résoudre 1’équation
de Schrodinger dépendante du temps.

Différentes méthodes existent pour résoudre 1’équation de Schrodinger dépendante du
temps .Le choix d’une méthode particuliere repose genéralement sur la forme du potentiel
et sur celle de la fonction d’onde recherchée .En pratique, il existe plusieurs techniques de
résolutions. Le but est trouver la solution [ (t)} correspondante a la condition initiale
l(t,)) pour cela on peut citer quelques méthodes intéressantes qui ont une relation directe
avec ce qui va suivre de notre travail.

2.2. Les méthodes de résolution de I’équation de Schrodinger dépendante

du temps :

Il'y a deux méthodes de résolution de 1’équation de Schrédinger dépendante du temps :

les méthodes approximatives et les méthodes exactes [12].
2.1. Méthodes approximatives :

Parfois lorsqu’on peut pas trouver des résolution exactes, on utilise les méthodes
d’approximation ; ces méthodes sont généralement trés puissantes et applicables a des
nombreuse systemes physiques, elles sont beaucoup plus utilisées dans les domaines de la
physique appliqueé [2] :

o La théorie de perturbation.

o Méthode variation elle.

o L’approximation soudaine.

o L’approximation adiabatique.
2.2. Méthodes exactes :

o Transformation unitaire.

o L’opérateur d’évolution.

o Changement de représentation.

° La théorie des invariants.
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2.3. La théorie des invariants et les systemes dépendante du temps :
2.3.1. Introduction :
Parmi les méthodes les plus puissantes et qui donnent des solutions exactes de

I’équation de Schrodinger dépendante du temps, nous avons la méthode des invariants.
A cause de son importance dans ce travail, nous allons 1’étudier avec plus de détails.

L’idée de base de la théorie des invariants est la dérivation de la relation entre les états
propre de I’invariante et la solution de 1’équation de Schrodinger .On peut trouver une
transformation de phase dépendant du temps pour chaque état propre d’un invariant telle
que la fonction propre devient une solution de 1’équation de Schrddinger, et la phase est

déterminée en résolvant une simple équation différentielle du premier ordre.

2.3.2. Représentation de la théorie des invariants :
La théorie des invariants pour des Hamiltoniens Hermitiens a été introduite par Lewis et
Riesenfeld(1969)[3], ou il ont dérivé une simple relation entre les vecteurs propre de

I’invariant et la solution de 1’équation de Schrodinger.

La théorie des invariants représente 1’un des piliers fondamentaux dans 1’étude des
systemes dépendants du temps, cette importance de la théorie des invariants relie au
langage mathématique puissant qui la caractérisé, et sur sa souplesse dans la solution de
I’équation de Schrodinger du temps, dans cette partie de notre travail, on donne quelques

notions essentielles concernant la théorie des invariants.

2.4. Les invariants :

On considere 1’équation de Schrodinger suivante :
ih = 1)) = HOp(t)) (I1-1)

Ou H est I’Hamiltonien de systéme.

La méthode des invariants est basé sur ce principe, elle consiste a introduire un

opérateur Hermitien I, I est dit invariant s’il vérifie les deux relation suivantes :

a_or i _
E_ar—i_fh[‘r’H] 0 (11-2)
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I(t) =I7(t) (11-3)
En appliquant I’équation (11-2) sur |¥(t)) et en utilisant 1’équation (Il-1), nous
obtenons :
)+ LHv(®) =0 (11-4)
ih 1 (8)) + IH () [w(£)) — H@1p(E) = 0 (11-5)
ih 2 |y (8)) + Iih < ly(t)) — H(DIIp(D)) = 0 (11-6)
ih = (Ilp(8))) = HE) Tp(6)) (1-7)

Cela veut dire que l’opérateur d’invariant vérifie une solution de 1’équation de
Schrédinger, sur une autre solution de cette méme équation .Ce résultat est valide pour tout

invariant .

2.5. Propriétés de I’invariant :

2.5 .1Valeurs propre de I’invariant :

On suppose que I’invariant a un ensemble complet de fonction propres, on note les
valeurs propres de part, et les états propres orthonormés associ€és d’autre part, ou on
représente tous les autres nombres quantiques nécessaires pour spécifier les états propres

de ce systeme .L’équation aux valeurs propres s’écrit comme suit :

I(t)loz) = Aloy,) (11-8)
Avec le produit Hermitien sur 1’espace des états :
(| Prrner ) = 622/ e (11-9)

Cet invariant, a un spectre constant au cour du temps, c’est-a-dire que les valeurs
propres de cet opérateur, sont indépendantes du temps.

En dérivant I’équation (I1- 8 ) par rapport au temps, on obtient :

8 8

5 UDlea)) = - (Aley,) ) (11-10)

ar 8 a1 8

5 ) FIg o) = o lon) A5 1oy) (11-11)
On applique 1’équation ( 11-2 ) sur les états propres : |@;,.}

a1 1

3w T3 [LH]ley ) =0 (11-12)

ih 2 1@, ) + Hlg,) — AH|gy) = 0 (11-13)

Le produit scalaire de 1’équation ( 11-13) par {(;,,.| donne :
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(‘P.irxr th % ’:p.lx) + A @ae [ TH 903, ) — (@1, |[HAlz, ) = 0 (11-14)
ih (qu z‘: %) + AM@p e |Hl @y, ) — My, | Hlg, ) =0 (11-15)
i1 (1| E]se) + (= DanlHlgz) = 0 (I1-26)
Pour: A" =4

(‘P,ifxr % ‘F‘,{x) =0 (n-17)

En prenant le produit scalaire de 1’équation (11-11) avec 1’état propre e{g;.|, on

obtient :
ar a ai 3
(?’Ax R ‘P,ix)-l- <¢J,1K fa 4’,1,{) = (99,1,{ F q!:',{x)-l-l(cpﬁx N q:ix) (11-18)
ar a 8 a
(?’Ax a @Ax)-l-l(%_x e Gﬂ,.{x) = <¢J,1K ™ QJ,{,{)-FA(:;JAK " cpAK) (11-19)
ar ai
(q’-'l.ix a Q:J.lx) = (‘p.lx E‘@i?{ )(”_20)
ar ai
(r;ux = e:ux) = 3. (@aclon) (11-21)
Ona:
{@Axlqlix} = SMEKK =1 (“-22)
Alors :
ai a
== (c;ux = r;ux) (11-23)
Ce qui implique :
a1 al
Fn <':p.-1rc ™ ‘P.Ax) 0 (11-24)

2.5.2 Les vecteurs propres de I’invariant :
Pour trouver le rapport entre les vecteurs propres et la solution de 1’équation de

Schrodinger, on écrit d’abord ’équation du mouvement de |@;, ) .

En commencant par 1’équation (l1-1 1) et en utilisant I’équation (I11-24), on obtient :

Zlon) + 12105 = Zlog) + 1210y, (11-25)

al d d

Elrmxh +I-lew) = A lea) (11-26)
Icpi,{} = (A—Ij o5, ) (11-27)
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Le produit scalaire de I’équation avec le vecteur propre {¢;,,.| est :

d g
(‘pﬂ.fm’ a_i_ ':Pj_x) = <¢Jj|'x.' (-';I-' - f)a @AK) (“'28)
d il
(cm,,d = %K) = (A -1 <=;um c cpj,{) (11-29)
On déduit que :
th (':pzl-'x-' %“R&x) + (‘l - A!j{@ﬁrxrlHl@Ax} =0 (“'30)
Donc :
, ' il
(= 2) (02| 2 [or) = @ = 2)@uulHlos) (11-31)
Pour A = 1’ on déduit :
, d
th (cp,w N \fmx) = (@ [Hl@p ) (11-32)

Si I’équation (II-31) est valable pour A" = A4 aussi bien que A # A', alors on déduit
immédiatement que |g;, } satisfait I’équation de Schrodinger, c’est-a-dire , @y, ) est une
solution particuliére de 1’équation de Schrodinger.

Lorsque les phases des états stationnaires ne sont pas fixées, on choisi un autre

ensemble de vecteurs propres de I multiplié par un facteur de phase dépendant du temps.
Alors :

l@;, b, = e’ i@, ) (11-33)

ih = 1@, = Hlgg), (11-34)

Ou a(t);, est une fonction réelle du temps arbitrairement choisie. Ces |¢;, ), sont des
états propres orthonormées de I(t) associés a 4, aussi bien que les |@;, ). S’ils vérifient

I’équation de Schrodinger, on obtient :

o 0 Pl _ Pl

Lhﬂ [e xr};_.c|¢;ik}) = He ~*3"-“|¢ux> (11-35)
() 34 L R

h da - ! |Q§',1?<} + L'h% |¢J,1K:|'Em'~r}*’-"-' = HEEE"E}“WJAK} (“-36)

—n 281, ) + ih T lg,) = Hlg,,) (11-37)

Le produit scalaire par le vecteur d’état (¢, | conduit a:

—h

ey a O
E,: (@ @} + (‘P,.lrxr Lha ‘QJAK) =@y |Hl @z, ) (11-38)
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By, _ g 8
h B: {@Arml’ﬂlx} - <¢J,lracr [Lha - H] ":P.ix) (“'39)
oy, _ 5 O
02228, 8,0 = (02| [0 2 — H] [e1c) (11-40)
Donc on obtient :
Bogy . i _ -
ne2 = (o [ 2] o a4

Mise & part ces changement de phase, on peut introduire la deuxiéme propriété
importante de cet invariant : tous les états propres de ces invariants sont aussi les solutions

particuliéres de 1’équation de Schrodinger.

2.6. Solution générale :
Du fait que chacun de ces nouveaux états propres satisfait 1’équation de Schrodinger. La

solution générale est donnée par :

[W(£)) = X i €592 @y, ) (11-42)
Ol ¢;,. sont des coefficients indépendants du temps et correspondent a [¥(0)) .
[Ww(0)) = Zj, 61, €2 0(0) ) (11-43)

Donc, | (t)) est la solution générale de 1’équation de Schrodinger et sont les états
propres de I’invariant.
Dans certains cas, pour résoudre I'équation d'invariant dépendante du temps on utilise

une transformation unitaire pour obtenir un invariant plus simple comme suit:

$1(F) = U(D g, (7,1) (11-44)
avec

Loy (7) = A, (7) (11-45)
ou:

I, =UIu? (11-46)

Donc I'équation différentielle obtenue par la transformation est une équation
différentielle plus simple qu'on peut résoudre par les méthodes bien connues.

Mais la question qui se pose maintenant c'est comment trouver un invariant pour un
systéeme quantique donne ?

Pour certains systémes on construit I'opérateur invariant I & partir des opérateurs de

position X et d'impulsion £ et ses multiplications selon la forme de I'hamiltonien H de tel
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sorte que l'opérateur invariant soit hermitien et vérifiait I'équation de Louiville-Von
Neumann (11-2).

Pour les autres cas d'un systeme de dimension finie, il y a un résultat dd a [13] qui
stipule qu'on peut avoir un invariant pour le systeme (I1-1) si est seulement si, on peut
construire une algébre de Lie. Dans le cas de dimension infinie, pour qu'un systeme de la
forme (11-1) ait un invariant, il faut que I'algebre de Lie soit de dimension infinie.

Paradoxalement, plusieurs exemples d'intérét physique (comme, l'oscillateur
harmonique), ont une algébre de Lie de dimension finie (elle est méme de dimension
réduite).

Donc on se met la, dans le cas d'un systeme de dimension infinie, sous I'nypothése
d'avoir une algébre de Lie de dimension finie. On va voir comment cette hypothese peut
nous aider a trouver I'ensemble des invariants de notre systeme de Schrédinger.

Supposons par exemple que l'algébre de Lie engendrée par H(t) est donnée par
I'ensemble des opérateurs hermitiens:

A={T,,T,, ... T,} (11-47)

On essaiera donc de trouver des invariants I qui se décomposent complétement sur cette
algébre de Lie. On prend alors I sous la forme :

I(t) = L B (DT, (11-48)

En injectant cette forme dans la formule (I1-2) ; on voit bien que les parameétres B;(t)

dépendants du temps doivent Vérifier un systéeme d'équations différentielles.
Pour retrouver ces équations différentielles, nous avons besoin de connaitre la

décomposition des commutateurs [H,T;] dans la base 1. En faisant cela, on trouvera les
coefficients ¢’ :
[H.T,]=27-,C/ T, (11-49)
Connaissant ces coefficients, on peut donner les équations différentielles, que les B;(t)
doivent vérifier :
inh 3, BT, =X/, C/ T, i€{12,..,n} (11-50)
Aussi, a chaque opérateur T; qui Vvérifie I'équation (I1-50), est associé une équation

différentielle pour I'ensemble des paramétres E;(t) .
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Plusieurs auteurs ont étudiés les systémes quantiques dépendants du temps en résolvant
I'équation de Schrodinger par la théorie d'invariant pour différents systémes, parmi
lesquels: l'oscillateur harmonique généralisé et I'oscillateur singulier [14-31], la particule
libre dans un potentiel linéaire[32-35] ,le systéme a deux niveaux [36], la particule chargee
dans un champ magnétique[3,37,38] ,I'oscillateur singulier plus le terme (1/x)p + p(1/x)
[39] et les oscillateurs couplés en présence d'un champ magnétique dépendant du temps

[40].
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CHAPITRE Il :
RESOLUTION DE L’EQUATION DE
SCHRODINGER POUR UN POTENTIEL NON
CENTRAL DEPENDANT DU TEMPS

3.1Introduction :

L’un des problemes intéressants de la mécanique quantique non relativiste est de
trouver les solutions exactes de 1’équation de Schrodinger pour certains potentiels non
centraux dépendants du temps. Ces dernieres années, des efforts considérables ont été faits
par les physiciens pour obtenir les solutions analytiques de ces potentiels. La solution de
I’équation de Schrodinger dépendante du temps pour les potentiels non centraux a fait
I’objet de travail. Donc notre but dans ce chapitre est de résoudre analytiquement
I’équation de Schrddinger en présence d’un potentiel non central dépendant du temps

composé d’un potentiel non central plus un potentiel coulombien plus un potentiel

quadratique inverse plus le terme Gp,, +n, E)

3.2. Opérateur Hamiltonien et construction de I’invariant:

L’Hamiltonien de notre systeme est donné par la formule suivante :

H(r,6,0,t) = A1) (P2 + £22) + c(2) (2o, +p, 1) +

e

Eit) Z(t)

— (11-1)

Ou A(t).C(t), E(t) et Z(t) sont des coefficients dépendantes du temps et

f(8,¢) est une fonction dépendante de & et ¢ qui garantie la non centralité du potentiel.

. , . . , o 7 9 i
L’opérateur du moment conjugué dans les coordonnees sphériques est p“ =p: + =

s (@, 1 .
avec : p,. = —ih (5+ ;) et le moment angulaire total
z_ _w2[ 1 @ 18 . i)]
L*=-h [.«.-e.——zle alp:+sm9 a8 sind aaltl

3.3 Construction de ’invariant :

On cherche la forme de I’invariant I( r, &, ¢,t) sous la forme :
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I(r,6,0,t) = ale)r?+y(0) (P2 + 5 9“”3')+ﬁ(:}(rp +Br) +68(t) (2B +B.2) +
Ae) _ n(e)

(I11-2)

Ou a(t) — =(t) sont des fonctions arbitraires dépendantes du temps a déterminer.

En général, les propriétés quantiques d’un systeme Hamiltonien dépendant du temps
sont étudiées en introduisant un opérateur invariant associé au systéme. Un invariant

I(t) est construit a partir de I’équation de Liouville -Van Neumann.

.-ﬂ(r} ai, r} [f[:tj H(fj:l =0 (|||-3)

dt

En substituant les deux équations (I11-1) et (111-2) dans 1’équation de Liouville-Von
Neumann (I11-3), on obtient :

a=0,8=—-2ad,y = —484,6 = —4BC, L= —4BE, £ = —4aC,f = —2f2Z,

yZ=n4, 8Z=nC, yC=38A,\C=5E ,JA=+vE (m-.4)
Les rapports Z—g et % sont des constantes d’aprés les équations (111-4). Alors, la

résolution du systétme d’équation (IlI-4) nous donne explicitement des

coefficients de I’invariant sous la forme intégrable suivante :

a(t) = a, (111-5)
B(t) = By —2a, [; A(t)dt’ (111-6)
Y(9) = vo — 4 Bo [T At )dt' +4 ap [ £ AGde'] (111-7)
5(¢) = (H, — 4, [FA()dE +4 a, [f;,q[t“jdt“]z) (111-8)
2D =2 (v, — 48, [; A8t +4 a5 [ Aea] ) (111-9)
n(t) = —g(y[, — 48, [{ ANt + 4 [} AG)a] ) (111-10)
£(t) = Z2( By — 2a, [ A(t)at' ) (11-11)

Ou
CID = tx(ﬂj :JBI} = 1‘9(':']:'}’[:. = T(Dj J"SI} = ﬁ[ﬂjxlﬂ = A’[ﬂj ,ﬂ‘,} = TF(':':] :EI} = E[:':l:]
Insérons les équations (I111-5)-(111-11) dans 1’équation (I11-3), nous obtenons 1’expression

de I’opérateur invariant :
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f(B.p)
3

) (o — 4o fy At)at + 4o [ [y Aa] )+
(rP, + P,r) (ﬁu- - Zuﬂf; .f-'i(tf}dtf) +

(P+R) (E(’m — 4By Jy At )at' + 4 o [J; A(tgdtff)) N %(a_ﬂ (ﬁ _

Yo

I{r,8¢) =ayr+ (pz +

4o J3 AG AV + 4 g | f;g(tf}dtf]z)j N

2 (-2 (ro- spoSsarar o 5arae] ) )+ 250 - 20 a0a0 )

¥

(11-12)
3.3.1 Valeurs et états propres de I’invariant .

Il reste a obtenir les états et les valeurs propres de I’invariant I(t) c’est-a-dire la

solution de 1’équation
1$,(7,t) = E ¢, (7,1t) (111-13)

Le point clé pour répondre a cette question est d’effectuer la transformation unitaire
dépendante du temps suivante :

bn(m) = Ut e, 1) (111-14)
L’opérateur unitaire dépendant du temps U(t) est donné par I’expression :
= o (B2 £ (oY _
ut) = exp{m}fnr ) X exp (2'& iﬂ{ ” ) (rp, + p,,‘r:]) (111-15)

Il est important de noter que a travers cette transformation unitaire, les opérateurs
coordonnées et moments conjugueés se transforment selon :

r—r=U@ErUu(E)t = {FTﬂ]lr (111-16)
p—p=U©PUB) ™ = (}’},—ﬂ]_l (r-527) (11-17)

Et par conséquent, I’invariant I(t) est transformé en un opérateur indépendant du

temps :

— = I:E_. ::I Z ¥ P 1 1 A
1) > Io= U T U =y (P2+ 122 + (agyo — Br? + 60 (CB + B2 )+ 2 - 22

ri r

(111-18)
Avec :

UIU_lqb!n(a = qu!n (’F] = Eqﬁ“n [:Fj (”I_lg)

Ainsi, I’équation aux valeurs propres de I’invariant transformé est :
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(’Fu (PE +f w}) + (agyo — BEIrE + 8, G P.+P %) +.i_z_
%) ¢'n(r.6,0) = E¢',(r,6¢)
(111-20)

Notons que cette équation est indépendante du temps et elle est plus simple que

1’équation originale (111-13). Si on pose w, = (&), — B3) - Les solutions de cette équation
varient en fonction de la valeur de wy . Pour trouver les solutions exactes de 1’équation de
Schrodinger (111-20), on se concentre sur le cas résoluble w, = 0 . Dans ce cas, 1’équation

aux valeurs propres dans le systeme transformé est réécrite sous la forme :

1 ﬂ ) E' 1 ﬂz 1
B’ [ T _) smﬁf—)] " (r8,p) +
Yo re a ar rizin?f Ap? risind ﬂﬂ fi} ?‘sz( ' Jfﬂ}

(B.) i
(Yﬂf z +4 ( P + P ) rn_%) q:'inm!{ri g, fﬂ} = n!mqj}inm!(ri g, 'fﬂ}
(11-21)
OU @', (7. 8, @) étant les fonctions d’ondes totales. la méthode de séparation des

variables pour résoudre cette équation est applicable. Par conséquent, on pose :
¢ i (1.8, @) = Ry (v) fr1 (6, ) (111-22)

Nous obtenons deux équations différentielles séparées, 1’une représente 1’équation

radiale :
2 R+ 2R+ L —ar? tar—aJR(F) =0 (111-23)
dr r dr T 2 3 2
Avec :
— _ Eum — Mo — by, Ay
(1—|—,&PD) a, = Ry, a Ty, SOy - +hz}rn+c

Et I’autre représente I’équation angulaire:

SR Fll.g)
(agz + cotf—+ e ) fum(8,0) =0 (IN-24)

Avec ¢ est une constante de séparation qui est donné par :

c=I(1+1) (111-25)

3.4. Solution de la partie radiale de I'équation de Schrodinger:
L’équation radiale a la forme de cette équation :

i_l_ @y —@g s i_l_ T EE]"','I)( } =10 (|||-26)

ds?  s{l-ogs)ds FE{1—ags)?
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Avec :

{Ilzallazzolagzﬂlfi:az szzaa J'f:;:a‘rl‘

Pour résoudre 1’équation (111-23), on utilise la méthode de Nikiforov-Uvarov [ 4].

3.5. La méthode de Nikiforov-Uvarov (N-U):

La méthode de Nikiforov — Uvarov [4] , représente un trés fort outil mathématique pour
la résolution d’équation différentielle du second ordre a coefficients variables sous forme
de polyndmes, elle a été employée avec succes dans le traitement analytique d’un grand
nombre de probleme de la physique théorique dans le cas stationnaire et relativiste.

En effet cette méthode nous permet de donner les fonctions d’ondes et le spectre
d’énergie de 1’équation de Schrodinger, de Klein —Gordon, de Dirac en présence de

quelques potentiels centraux et non centraux bien connus.

Fis)

V() + IG5V @)+ F5w(s) =0 (n-27)

Ou o(s) and &(s) sont des polyndmes de degré non supérieur a 2, et (=) est un polynéme

d’ordre non supérieur a 1. Si nous prenons la factorisation :

P(s) = 0(s)y(s) (111-28)
L’Eq. (ITI-27) devienne :
a(s)y (s) + 2(s)y'(s) + vy(s) = 0 (111-29)

Et la fonction @(s) est définie comme dérivé logarithmique :

B(s)' _ m(s)
ol =) ei(=)

(IN-30)

L’autre partie ¥(=) est le type de la fonction hypergéométrique dont les solutions

polynomiales sont données par la formule de Rodrigues :

[e™(s)p(s)] (11-31)

n
B, d
pls) ds™

Yuls) =

Ou B, est la constante de normalisation, et la fonction de poids doit satisfaire la condition :
(op)' =1p (1n-32)

La fonction et le parametre v requis pour cette méthode sont définis comme suit:

I -
_ o-% [fe' -8\ .
n(s) = = iﬂ,,'( =) —G—ko (11-33)

v=k+n' (111-34)
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Alternativement, dont le but de trouver la valeur de K, 1’expression sous la racine

carrée doit étre le carré d’un polyndome. Ainsi, une nouvelle équation aux valeurs propres
pour 1’équation hypergéométrique devient :

nin-1) =«
v=A4, 6= —nr' — a

n — (11-35)
Ou
1(s) = 7(s) + 2n(s) (111-36)
Et son dérivé est négatif.
L’équation suivante est une forme générale de 1’équation de Schrodinger, qui peut étre

obtenu avec différents potentiels.

ds* s(l-m 5] d= 1w 5)?

|:|':L'1 Gy —Og = i —é"._31+§":._3—$5

]ﬂ@=u (111-37)

Nous pouvons résoudre ceci comme suit. Lorsque I’Eq. (111.37) est comparée avec I’Eq.

(111.27), nous obtenons

T=a,;—a,s (111-38)
Et

g = s(1— ays) (111-39)
Et aussi

F=—&5%+&s5—& (111-40)
En substituent ceux-ci dans I’Eq. (111-33) :

w(s) = a, + a5 ++/(a; — kag)s? + (a, + k)s + ag (1m-41)
Ou

@, =>(1-ay), (111-42)

as = (a;, —2ay), (111-43)

a, = ai +&, (111-44)

a; = 2aya, — &, (111-45)

a; = 2azaz — &, (111-46)

ag = aj + 4, (111-47)

Dans 1’équation (l11-41), la fonction sous la racine carrée doit étre le carrée d’un

polynéme conformément a la méthode de (NU), de telle sorte que

kip = —(a; + 2azag) + 2,/agzas (111-48)
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Ou, nous définissons
g = g, + rxgcxs + a,

Pour chaque K les fonctions 7= sont obtenues. Pour
k=—(a, + 2aza;) — 2,/aza,

7 Devienne

—_—
w(s) = a, + azs — K*Jla:g, + rxh.-"rx_a)s —w.-"rx_sl

Pour le méme K, pour I’équation (111-36), (111-38) et (I11-41)

T=ay+2a,— (a, — 2a;)s — 2[(Ja; + a3 /ag)s — fag]

Et

7' = —(a; — 2e) — E(V-"a_:_;.+ HW"Q_B}= —2a5 — E(V'I'ﬂ_g.'i' "-IE\-'I"'-I_B} <0

(111-49)
(111-50)
(111-51)
(111-52)
(111-53)

Sont obtenues. Quant 1’équation (I111-34) est utilisée avec 1’équation (111-52) et 1’équation

(111-53) I’équation suivante est dérivée:

aon— (2n + Las + (2n + 1:.'!'[\,-"53. + ﬂg.\,'llﬂ'_g} +nln—1a; + a7 + 2oz0: + 2 /agag =0

Cette équation donne le spectre de 1’énergie pour le probléeme donné.
Pour I’équation (111-32).

M2y _
p(s) =50 (L —aps)es o

Est trouvé et lorsque cette équation et utilisée dans 1’équation (111-31)

[ﬂ:‘_l:l - L%_ Eyp— 1}

Vv, = P, (1— 2agys)

< 1 )

Est obtenue, ou,

Et
€y, = a; — 2a. + 2[:1“."'&_.3.+ fxay"’fx_sj
Et P* sont les polynémes de Jacobi. Utilisant I"équation (111-30).

iz

B(s) = s%2 (1 — azs) = @
Et obtenue la solution générale devienne :
¥ = ¢(s)y(s)

_Ha I-r"-""_l:u_ LH‘;‘_—"I‘_D _1}

P =s%z2(1— fxas]_m‘“ @ P e (1— 2ays)
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Ici, les fonctions alpha sont données par :

oy, = ay + /g (111-62)
Et

Pour quelques problémes @3 = 0. Pour ces types de problémes quant

[E‘_D -1 1 1}

lim, P, " (1 —2ays) = L% (ay,s) (111-64)

Et
. T
limg Lo(1—ags) 7 o = g%t (111-65)
La solution donnée dans 1’équation (111.61) devienne :
P = sz eTuf[f0 (g q) (111-66)
Dans certains cas, on est besoin d’une deuxiéme solution de 1’équation (111-61). Dans ce
cas, si la méme procédure est suivie on utilisant

k=—(a; + 2aza) + 2,/aga, (11-67)

Cette solution devienne

11L|- = Slz;Z [1_ fxa__g]_ﬂ:"z_ a0y Pt - P2 [1 —_ ECIES:] (I“'68)

Et le spectre d’énergie est

a,n— 2nas + (2n + 1}{\,-"?9 - "IE\-'I"'I_B}"' nln — az+ a; + 2az05 + 2,/agag + as =0

(111-69)
Les parameétres prédéfinis alpha sont les suivants :
aj, = ay +2a, —2\/a; (11-70)
ay, = a; — 2a; +2([as— az\/fag) (I-71)
aj, = a,— Jag (-72)
aj; = as — (as —as\fag) (1-73)
D’apres la méthode (N-U), les fonctions a; de notre systéme sont :
1-a. (1—m,)"
ks = ﬂE_JIﬂ{E:ﬂJE{E=ﬂ.2_.ﬂ'l:r=_ﬂ3,ﬂg= :_} y g = g,
(1-a.)® _ 1-a, | [(1-a?
tIlD = 1 + 2"\1]' E_:I + ﬂ-q__. all = 21.‘."&-2_.@12 = ﬂE_+ "\‘Il :_} + a4,t2€13 = _1"."&-2
(1-74)
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On utilise 1’équation (II1-54), on obtient les valeurs propres de I’invariant I :
= (IN-75)

E = _;.;,_D'*" —_—
nim 4hPy, (n+1'+1)%

AVEC:

I £
r 1 [, 2idg\" iy 1 -
I _H|[1 EPD] +4ll+ 1) + 52— (111-76)

On utilise 1I’équation (III-66), on trouve la solution de I’équation radiale (III-23) comme

suit :
o ifg
(m-77)

R [:T:] = fln‘l"l - EE_"U’E rLi;:;:f-l-l[E\”-"Er:]

Ou A, : la constante de normalisation.

&,  —ih y e e
= et I’utilisation de la propriété suivante :

Pale choix de: —=—
Yo <
U a el 2 _ Tintat+l) )
Jy x%e Tl (x)] dx_—]"l:n+1} (11-78)
On obtient :
r(n+1) 1z[ n 1 I+
Ol v N e :
n rint+zi+2)] B2y, (nel +1) (111-79)
R(r)=
) L =z 1 1
L-T'Lﬂ+1]' ]z [ Mo 1 ] [ Mo 1 'r] : e_”‘-zn?’n'mr Lﬂui[_nn . )
int2i+3] B3y, (nt1+1)] LB2y, " (n+1"+1) n By, (n+l +1)

(111-80)

3.6. Solution de la partie angulaire de I'équation de Schrodinger :

Dans cette section, nous considérons le potentiel non central donné par les deux
références
[41,42] :
_ @ bcoosd Vig)
f(aj ‘p} T zinzd + sinfg sin?d ’
(111-81)

Vig) = deosec’ve + esec’ve, v=1.2,..

Ou a et b sont des constantes positives réelles, d et e sont des parameétres réelles.
Nous décomposons la fonction fy.; (8, @) sous la forme:

fam(@0) = g4, (Ol (@) (111-82)

et nous substituons 1’équation (II1-82) dans I’équation (III-24), nous obtenons deux

équations différentielles séparées :
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d® g(8) dg () _ m* _ a _ cosd _
agr Tcotf— +(c sin?@ K% gin® @ bhzsng)g(ﬂj—ﬂ (111-83)

E*hig) (m: _ V;f})h[q,] -0 (111-84)

dg
L’une représente 1’équation de la partie angulaire qui varie en fonction du paramétre &
et I’autre varie en fonction de .
En introduisant un nouveau changement de variable cos& =z | on peut maintenant

réécrire 1’équation (I11-83) sous la forme :

dzg':z} _ 2z dglz) 1 (
dg? 1-z* dz (1-z%)2

—czﬂ—%z+c—m2—%jg[zj=u (111-85)

Pour évaluer les solutions de cette équation differentielle, on utilise la méthode NU [4].

En comparant I’équation (I11-27) avec cette équation, on en déduit les polynémes
associés suivants :

T(z)= -2z, o(z)=1-2z% E[.';:]=—u:zz—%Z—I—r:—’m:—,;—1 (111-86)

ou 7(z), al(z), et d(z) sont des fonctions d’une variable z.
La fonction m figurée dans 1’équation (I1I-33) s’écrit sous la forme :

n(@) =2[c-02+4z—(c+m? -2 k)| (111-87)

Selon la méthode NU, nous pouvons écrire = comme

(AT Yo (A ke e

-

"
s

el
r

m(z) =+ (111-88)

B
B

-
s

(eten)

z+ (m—ﬂ:“*’ﬁzj—er M) , k= 2e—m®—(a/h® )+

"

el
r

=

Avec p = [(m? +a/h%)? — (b/h%)2]Y2 Pour le polynéme T = T + 2,

Ou son dérivé est négative, on a:

7(2) = —2{1{'“2 +(a2/h2)+”jm] - 2('“2 i (a/hz)_ujlz. (111-89)

2

Puis, nous obtenons A et 1,

=

1= Zc—I:m1+rz.-""FL"1' :| {m1+ﬂ.-'"|:‘|.:"+ ,'.a)i

-
rs

(111-90)

%]

-
T

rs

Ay =2n' [1 + (M]_l +n' (0 —1) (111-91)
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En assimilant 1’équation (I11.-90) avec 1’équation (I11-91), on a:

m* +a/h +#)z+ﬂ"(ﬂ" + 1] +w—+ﬁ“= c— (mz —|—a,fh2] (|||-92)

(2n' + 1][

-
r

En utilisant la définitionde ¢ =I(l + 1) on obtient la valeur de I sous la forme :

B | e

m?+ bfﬁ“+[m“ +b/R% —(b/B? ]1_};

-
=

I

(111-93)

l=n

En insérant le résultat de I’équation (111-93) dans I’expression des valeurs propres de la

partie radiale (111-75). Nous obtenons les valeurs propres de 1’opérateur invariant I, pour

notre systéme :

2
E, i =—-20 = S (111-94)

no m 4-&2.},[’ _

i

# T
. m? +a/h2+|m? +b/R2—(b/R2) le 1 w1 1
n+ n + 3 3 'T'-z}’n 3 3

On peut également obtenir la fonction d’onde de la partie angulaire de 1’équation

angulaire (111-85), en utilisant o(z) et m(z) sur la base de la méthode (N-U). Pour cela,

les fonctions nécessaires au développement de la théorie (N-U) correspondant sont :

W(z) = (1 — z)Mmermali2 (1 — z)memaif (111-95)
p(2) = (1422 (2™ (111-96)

Yl (2) = Yo (1 — 2)~metma) (1 4 z)~memm) 5 L[4 — )’ sCmatm) (1 4 Z) '+ (memm)]
(111-97)

ou my = [(m® + a/h? + p)/2] ,m, = [(m* + a/h® — p)/2]=.
La solution w,(z) est exprimée en termes de polyndbmes de

Jacobi p Pt mer mamma) () En substituant les équations (111-95), (111-96) et (111-97) dans

I
1I’équation (111-28), les fonctions d’onde correspondantes sont :

[IMy+1Mg)

gn'(8) = gon'(1—cos8)™ =z (1+ cnsﬂ}l:m:;mﬂP':m"+m” ™y —ms) (cosg) (111-98)

ml

tel que g, estlaconstante de normalisation déterminé par :

f_ll g (2) gy(z)dz=1
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En utilisant la relation d'orthogonalité des polynémes de Jacobi, la constante de

normalisation devient :

( (2n"+2m, +1)r(n"+1)r(n +2m, +1) )I
r= - — — — —
Fon 22Matir(n’ e m, +my +1)Tin 4 m, —m, + 1)

(111-99)

Pour compléter la solution de la partie angulaire de I'équation de Schrddinger, nous

résolvons I'équation (111-84) qui varie en fonction de @.

2 i - 2_] 5_]
_d.;;—f} +(m? -SRI h(p) =0, v=12,.. (111-100)

La définition d'une nouvelle variable z = cos(ve), nous permet d'écrire I'équation

différentielle (111.100) sous la forme :

d*hiz) z dhiz) Erzi+nz-a _ _
n) 2o +( — )h(z] 0 (111-101)
Tel que :
7 m? m? d g g
A - e (111-102)

Il existe de nombreuses techniques disponibles dans la littérature qui peuvent étre
utilisées pour résoudre cette équation différentielle avec des conditions aux limites. Dans
notre cas, nous introduisons une nouvelle technique qui s’appelle la méthode d’itération
asymptotique (AIM) [5,6]. L'avantage de cette méthode réside dans sa capacité a améliorer
la précision du calcul numérique des observables physiques, en particulier le spectre

d'énergie.

3.7 Les concepts de base de la méthode d’itération asymptotique :
Dans cette section, nous présentons des notions de base sur la méthode d’itération
asymptotique (AIM). Cette méthode a été proposée pour résoudre 1’équation différentielle

linéaire et homogene de second ordre suivante :

=)

d E'!1.|S{"| Ian_

+ S, (f, (x), Aglx) =0 (111-103)
Essentiellement, les fonctions 5,(x)et A,(x)  sont suffisamment différentiables.
L’équation (111.103) peut étre itérée jusqu'a (k+ 1) éme et le (k+ 2) éme dérivées,

k =1,2,3,.. par conséquent, nous avons

CAO = g, ()BD s, @) (111-104)

dxt{+
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TAO = 2,0 ED 4 5, (D) (111-105)
Ou 4, (x)et 5, (x) sont exprimées par les relations de récurrence suivantes :
A === 4 g )+ A () Ay (3), (111-106)

5.(0) = =2 4+ 5, () Ay () (1N-107)

A partir du rapport de la (k + 2)eme et (k + 1) éme dérivés, nous avons

. gk+2fnix) dfn(x) 5]
d | dr{+ifn':1’:' _ dyRtz _ A ( }I: dx ) lv‘lf‘l'x}]
ae M Taeer | T i 0, S (111-108)
R+l A sl :'[ \]f,lux}]

Maintenant, nous introduisons 1’aspect asymptotique de la méthode. Si nous avons, pou k

grand k = 0, on obtient @ (x) sous forme :

Sk 'x:' Sp_alx) _ ]
) Iy B (IN-109)

Avec la condition :

A (x) = [ Ae(x) - Sp() ] =0, k=1,23,.. (111-110)

A1 (x) Spq(x) -
Ensuite, la solution de I’équation (1. 103) peut étre écrite comme :
fulx) = exp(— [; w(x)dz)[hy + ha Jy exp([5TA0(x) + 2w(x)])dt]dz (11-111)

Ou h, et h, sont deux constantes.

Pour un potentiel donné, la procédure consiste d’abord de convertir 1’équation de
Schrodinger dans la forme de 1’équation (I111-103). Ensuite, les fonctions 5,(x)et A,(x)
sont déterminées, tandis que S, (x)etd, (x) sont calculées par les relations de récurrence
(111-106) et (111-107).

Si le probléme est exactement résoluble, les valeurs propres de 1’énergie sont obtenues
en imposant la condition représentée par I’équation (111-110). Dans le cas Contraire, pour

un nombre quantique principal spécifique ., nous choisissons un point x, approprie,

généralement déterminé comme la valeur maximale de la fonction d’onde asymptotique ou
bien la valeur minimal du potentiel et par conséquent les valeurs propres de I’énergie

approximatives sont déterminées a partir des racines de la condition (111-110).
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La solution générale de 1I’équation (I11-103) est donnée par I’équation (I111-111). La
premiére partie de I’équation (I11-111) donne les solutions polynomiales qui sont

convergentes et physiques, tandis que la seconde partie de 1’équation (111-111) donne des

solutions divergentes.

Bien que 1’équation (I11-111) soit la solution générale de 1’équation (111-103), nous
prenons le coefficient de la seconde partie k, = 0, afin de trouver les solutions intégrables.
Par conséquent, les fonctions propres correspondantes peuvent étre obtenues a partir du

générateur de la fonction d’onde suivante pour les potentiels exactement résolubles :

£.(x) = hyexp (— N Mdr), k=12,..,n (11-112)

0 A(e)

Ou n représente le nombre quantique principal.

On choisit :

h(z) = z5(1—z%)%x(2) (111-113)
Avec :

§=1+i(1+45) (111-114)

(=i+3(1+4) (I11-115)

Lorsque I’on insére 1’équation. (111-115) dans 1’équation (111-101), nous obtenons :

: dff} = 4o(2) d’f:} +5,(2)x(2) (111-116)
Avec :

‘A’I}(Zj — I::f-l-:fj_-&_f;;—!f} SD(ZJ — % (I“-ll?)

Maintenant, nous calculons, A,(z),A,(z),A;(z),..,A (z), la condition de

quantification donne : &, €, ..., €,* . En utilisant le méme mode opératoire que dans le cas

précédent et aprés quelques itérations, nous obtenons :

20— M@ = @D - 5D =02 B =226+ (II-118)
H - % = 03(2) = 1,(2)5,(2) = 5,2 (D) = 0= E; = (26 + {+2)  (I-119)
S22 _ 5 002 = @52 ~ 5: (DA = 0= B, = £(25 +7+4)  (111-120)
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Selon les formes des énergies E,. E,, et E,, nous pouvons écrire les valeurs propres sous la
forme générale :
E,»=21(26+{+2n"),n" =0,1,2, .. (11.-121)
En utilise le premier terme de 1’équation (111.102), nous obtenons la relation :
m? = ﬁinﬁ’ =2 (26 4+ {+2n")? (111-122)
Cette derniére équation nous permet de remplacer la constante de séparation m* dans
I’équation (111.94), de sorte que les valeurs propres de I’operateur I, pour la deuxieme

partie angulaire de I’équation de Schrodinger est s’écrit sous la forme :

E _ _ m 1

' ; ' I
. w226+ 5+2n" 2 e a/m24 (02 (284 420" 2 b B2 (B/3E) ) ' PR
nt] | n'+ 3 +E oy, 4 +E

(1-123)
Si I’on pose x =z? , I’équation différentielle (11-116) se transforme a une équation

différentielle hypergéométrique [43]. Et sa solution est donnée par
x(@) = oFy (—n",26 + T+ 20" +3;27) (111-124)
2F; : Fonction hypergéométrique.
Donc, on obtient la solution de 1’équation (111-100) sous la forme :
h(g) = N,r(cos (ve)) (sin (ve))?® ,F, (—n“ﬂ 286+ 7+n"; 7+ % ; cas(vq:ﬁ}:) (1M-125)
OU N,rest la constante de normalisation de la fonction d’onde angulaire h{g). cette
constante est calculée a partir de la normalisation :
LT (o) Pde = 1 (111-126)

En utilisant la relation d’orthogonalité des polynémes de Jacobi [43,44] suivante :

1 _ n n! iy PErints—y+1]
r—1 — =) v, _ e 2 — -
Joz¥ M1 —2)5V [ R (—n,n+ s5;v;2)%dz iz rniorcin) (1-127)

La constante de normalisation devient :

(2847+2n" )r(28+742n" )r(54n" +2) 2
N = ( Skl (111-128)

2n"ir [E +.§}:-.1_[5 +n" +§}

Par conséquent, les états propres de I’invariante I sont représentés sous la forme :
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¢, o on(r6,0) =

( (2n'+2m, 41)r(n'+1)r(n"$2m 41) )i (I:26+-,’+2n"’]r|:26+:,’+2n"’]r[6+n”+i})z

22 +Ar ! (gl - r R r, 1
23Ma+ir (' +m, +mg+ 1 M0’ +m —mg+1) 2;*:"'!1'{[,7+;} F{a+nf' +;}

:"_‘: o 1
[ Tin+1) ]z[ Mo 1 ][ Mo 1 T‘] z E‘m-mr Lz:rﬂ_( Mo }(1 _
Fint2'+2)] IRy (n+"+100 LRy " (n+1'41) n By '|n+'f+13.I
cos@) imatma/2(q ¢
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Les états propres normalisés complétes pour I(t) sont donc évalués comme sulit :

qbn n"n"'r (T‘,E,Qﬂj = 'U_ nn n" [T E ‘p:]

(111-130)
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3.8La phase totale et la solution de I’équation de Schrodinger :

Il nous reste a déterminer la phase £,, .7 ,.» (t) qui satisfait la relation suivante :

2

:
A&t o (8) = (@ (2) | (m i H] | @t (£)) (111-132)
Appliguons la transformation unitaire U(t) a gauche et a droite de cette équation devient :

9 r = _A'_ﬂ' 8p ¥it)
Bgzénnt w7 (8) = (Gt (1,0,0) | =T 01 =22 22| Gt (r,6,0)) - (111-133)

Ensuit, une évaluation mineure conduit a obtenir les phases sou la forme :

Alt) A
nn n" (t:]_ -r[:'[-'ur_lt'_dt [%} )

(111-134)

Puis, a I’aide de 1’équation (111-123), cette équation est évaluée et finalement, on obtient
la phase sous la forme :

(111-135)
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Chapitre 111 : Résolution De L’équation De Schrodinger Pour Un Potentiel Non
Central Dépendant Du Temps

Par conséquent, en substituant les équations (I11-131) et (111-135) dans la

f?‘! ?‘!‘l ?‘!” (I’-} =
n0° 1 , J"f—‘l'ztf} dt’ —
abdyo L 2 TR i
r R
w228+ +2n" ~.2+en~3+|u (26+7+2n™ 2 b/m2-(b/w2) ) ‘E 1 P
nt| | n'+ 5 +3 +h‘rn_3 +

iln (}“ *3')

fonction g, 7,7 (r,8, @) = e*m'n"® g . +(r,6, @), les solutions exactes d’ordre n

N

I’équation de Schrodinger originale associe a I'Hamiltonien H(*, p, 8, ¢, t) sont évaluées

par :
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(111-136)

Ce sont les résultats fondamentaux de notre recherche, qui sont les fonctions d’onde du
systéme qui satisfont 1’équation de Schrodinger. Bien que la solution est trés compliquée,
celle-ci nous permet d’étudier les diverses caractéristiques quantiques du systéme, tels que
I’évolution temporelle des variables canoniques et autres observables, le spectre des états

propres de 1’énergie, les relations d’incertitude, la densité de probabilité, etc...
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Conclusion

CONCLUSION

L’¢étude d’un systéme décrit par un potentiel non central dépendant du temps a été
réalisée. En utilisant la théorie de Lewis et Riesenfeld, nous avons obtenu un invariant de
I’équation de Schrodinger dépendante du temps pour un potentiel non central décrit par
I’Hamiltonien :

f(o, 1 1\ E Z
H(r,0,¢,t) = A(t) (pz + %) + C(t) (;pr + Pr ;) +rth) - (Tt)

L’opérateur invariant est transformé en une forme simple par une transformation
unitaire. Les solutions de 1’équation aux valeurs propres de I’invariant dans le systéme
transformé sont facilement obtenues par les méthodes de Nikiforov-Uvarov et I’itération
asymptotique. Le potentiel en forme de double anneau généralisée V(¢) dépendant du
temps est considéré comme un cas particulier.

A travers la transformation unitaire inverse, les solutions quantiques completes dans
le systeme d’origine sont identifiées. Les fonctions d’onde complétes de notre travail
représentées dans 1’équation (I11-136), nous permettent de connaitre les informations utiles
concernant les caractéristiques quantiques du systeme, telles que 1’évolution temporelle des
variables canoniques et autres variables, le spectre d’énergie , la relation d’incertitude, la
densité de probabilité, etc....Cependant le probléme quantique décrit par le potentiel non
central avec des parameétres dépendants du temps n’a pas encore étudié que nous le savons,
peut étre, cela est di a la complicité des calculs mathématiques reliés aux systémes
dépendants du temps.
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Annexe :

Relations de commutation:
Les relations de commutation utiles pour les calculs des invariants

[r,p] = (A-1)
[r?, p?] = 2ih(rp + pr) (A-2)
[rp + px,r?] = —4ihr? (A-3)
[rp + pr, p?] = 4ihp? (A-4)
[rp + pr, p] = 2ihp (A-5)
[rp + pr, r] = —2ihr (A-6)
[p2.7] = 2in % (A7)
[p*.5] = 4in 3 (A9)
[r, p?] = 2ihp (A-9)
[p,r?] = —2ihr (A-10)
p 2 p+p ]—4lhp (A-11)
x2p+ps] =2ih: (A-12)
i 1 o1

rp + pr, ;] = —Zlh; (A-13)
1 o1
.| = 2ih 5 (A-14)
[ 1 4 1

p,7| = in (A-15)
[2 1 1 _ 4 -
_r,rp+pr]—41h (A-16)
[1 1 1 . 12

;,;p + p;] = Al-llzlr—3 (A'17)
[1 1 3 1

Lyt = ain’ *19
[ 1 1] _ 53 P -
p,p+py] = 2in (A-19)
[ 1 1 . 1 1
rp +pr,op+ p;] = 4ihp (;p + p;) (A-20)
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Reésume :
Dans ce travail, les caractéristiques quantiques d’un systéme décrit par un potentiel non central

dépendant du temps qui se compose d’un potentiel non central plus un potentiel coulombien plus un
potentiel quadratique inverse plus le terme %pr + pr% . Pour obtenir les solutions de 1’équation de

Schrodinger du systéme, nous avons employé la méthode des invariants. L’opérateur invariant
transformé en une forme simple par une transformation unitaire. Les solutions quantiques dans le
systeme transformé sont obtenues facilement car I’opérateur invariant dans le systéme transformé est
simple et indépendant du temps. Les méthodes de Nikiforov-Uvarov et I’itération asymptotique sont
utilisées pour résoudre I’équation aux valeurs propres de 1’opérateur invariant dans le systeme
transformé. Le potentiel en forme de double anneau généralisé plus le potentiel non central V(@) est
considéré comme un cas particulier. Par la transformation unitaire inverse des solutions quantiques
obtenues dans le systéme transformé les solutions complétes quantiques dans le systéme d’origine sont

identifiées.

Mots clés : équation de Schrodinger dépendante du temps, potentiel non central, potentiel

quadratique inverse, théorie des invariants, transformation unitaire.

Abstract :
In this work, the quantum characteristics of time dependent non central potential system which

consist of Colombian potential plus inverse quadratic potential plus %pr + pT% term are studied. To
obtain system wave functions, we have utilized the invariant method. The invariant operator is
transformed to a simple form by unitary transformation. Quantum solutions in the transformed system
are easily obtained because the invariant operator in transformed system is a time independent simple
one. The Nikiforov-Uvarov and asymptotic methods are used for solving eigenvalue equation of the
invariant operator in the transformed system. The double ring-shaped generalized plus a V(¢) non
central time-dependent potential is considered as a particular case. For inverse transformation of
guantum solutions obtained in the transformed system, the complete quantum solutions in the original

system are identified.

Key Words: Time dependent Schrodinger equation, non central potential, inverse quadratic

potential, invariant theory, unitary transformation.
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