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Introduction Générale

De nombreux problémes de physique mathématique peuvent étre transformés a Fredholm ou Volterra en
équations intégrales [I1 2, 4] & travers de nombreuses solutions numériques des équations intégrales que nous
trouver l'application des quatre polynémes de Tchebychev [6]. Une méthode hybride utilisant des fonctions
triangulaires a été appliquée pour résoudre I’équation intégrale de Fredholm de seconde espéce [11].

Plusieurs méthodes sont également développées pour approximer la solution d’équations intégrales telles
que la forme variationnelle avec les séries Bernoulli,les séries d’Euler,les série d’Hermite,les série de Legendre
et hat les fonctions de base sont utilisées pour résoudre ces équations, pour les chercheurs intéressés voir la
récente travaux présentés dans |7, [8, 9] [10] 12].

Dans cet article, 'auteur utilise les polyndémes de Lucas croisés avec des fonctions de test afin de résoudre

numériquement les équations intégrales de Fredholm et Volterra données par

o(z) - / ke y)o()dy = f(2), reQ (1)

ou k(x,t) est donné et supposé complexe et continu sur le carré  xQ,Le terme libre f(x) est supposé
complexe et continu sur 2.L’inconnue la fonction ¢(z) doit étre déterminée comme fonction continue en
. Selon le domaine Q = [a, z] ou [a, b] I'équation (1) décrit I’équation intégrale de Volterra ou Fredholm
équation intégrale, respectivement.

Pour la solution de ’équation (1) dans les espaces fonctionnels complets Lo(2). multiplier

Péquation (1) par une fonction test ¢ (z) et en intégrant, on obtient la formulation faible de (1)

(p(x), ¥(x)) — </Q k(z, y)e(y)dy, ¥ (@) = (f(2),9(2)), Yy € L*(Q). (2)

Du fait de I’équivalence du probleme (1) et (2), on peut utiliser (2) pour définir un
approximation de . Choisir une suite de sous-espaces de dimension finie V,,n > 1, ayant
n fonctions de base {C1,C2,...,Cn} de dimension V,, = n, la fonction approchée

wn € V, de la fonction ¢ est donnée par

Pula) = D Cy) )



Introduction Générale

ou l'expression (3) décrit la série de Lucas tronquée de la solution de I’équation (2), avec les fonctions
{Ck}1<j<n représentent les polynémes de Lucas et {ax}i<j<n les coefficients & déterminer. En d’autres

termes, nous écrivons

(on (), ¥(x)) = </Q k(z, y)en(y)dy, (z)) = (f(x), () (4)

Pour la solution de cette équation, nous construisons une forme variationnelle de I’équation (4) en utilisant
la méthode de Galerkin-Petrov. C’est-a-dire qu’on cherche & déterminer une fonction ¢ € L?(Q) résout

léquation (4).



Chapitre 1
Rappels et notions fondamentales

1.1 Normes

Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C; on appelle une norme

sur 'espace E toute fonction notée || . || définie sur F & valeurs dans R; telle
que
e |lz||=0<=2z=0

o [ Xz ||=| Azl Vxe E\VA e K

e lzt+yl <zl + vl ve,yecE

1.2 Espaces Normés

Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C; on dit que E est un espace vectoriel

normé s’il est muni d’une norme || . ||.

Proposition 1.2.1. Tout espace vectoriel normé (E,|| . ||) est un espace métrisable.

1.3 Espaces de Banach

Définition 1.3.1. On appelle espace de Banach (E,|| . ||) tout espace vectoriel normé et complet pour la

distance déduite de sa norme.



1.4. Espaces de Hilbert

1.4 Espaces de Hilbert

Définition 1.4.1. On appelle espace de Hilbert tout espace euclidien H complet au sens de la métrique

associée & sa morme

p(f,9) =l f—gll

Remarque 1.4.1. Généralement l'espace H est séparable est de dimension infinie, en d’autres termes, il
existe un ensemble dénombrable partout dense dans H et pour tout entier n € N,

il existe n vecteurs dans H linéairement indépendants.

1.5 Opérateurs continus

Définition 1.5.1. Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur un sous ensemble G € £
dans F' est dit continu au point xg de G si on a, la propriété suivante Pour toute suite x,, de G converge

vers xo ; la suite A(x,) converge vers A(xg), c’est @ dire

limp oo A(azn) = A(limg,eozn) = A(xo)

Remarque 1.5.1. Lopérateur A est dit continu sur G, s’il est continu en chaque point de ’ensemble

G.

1.6 Opérateurs compacts

Définition 1.6.1. soit A : X — Y un opérateur linéaire entre deuz espaces normés est dit compact s’il

envoie tout ensemble borné dans X a un ensemble relativement compact dans'Y .

Remarque 1.6.1. un ensemble G CY est relativement compact si pour tout suit {p,} de G,il existe une

sous suit {@n)} qui converge dans'Y .



Chapitre 2

Les équations intégrales et quelques

polynomes

2.1 Opérateurs intégraux

Définition 2.1.1. Soit G C R™ un ensemble compact et soit K : G x G — C une fonction continue. Alors

Popérateur A : C(G) — C(G) défini par

Remarque 2.1.1.
(Ag)(z) = /G k(e y)p()dyz € G

est appelé opérateur intégral a noyau continu K

Remarque 2.1.2. Une classe particulierement simple d’opérateurs intégrauz est constituée desopérateurs

d noyau dits dégénérés, c’est-a-dire de la forme :

K(z,y) =Y a;j(z)b(y)
j=1

2.2 Equation intégrale linéaire

la forme ordinaire d’une équation intégrale linéaire est donée par

a()e@) = f@) + ) [ K. 0p(ti (L1)



2.3. Equation intégrale de Fredholm

ou a(x), f(x), K(x,t) sont des fonctions données, la fonction p(x) qui figure a U'intérieur et a 1'éxtérieur du
signe intégrale a déterminer, est un paramétre numérique réel ou complexe différent de zéro. La fonction
K (z,t) est appelée le noyau de ’équation intégrale.

Sous une autre forme simple en terme d’opérateurs

(I = AA)p(z) = f(x)

Si l'exposant de la fonction inconnue @(z) dans le signe de lintégrale est I'un, 1’équation intégrale est
appelé linéaire. Si la fonction inconnue ¢(z) est d’exposant autre qu un, ou si I’équation contient des
fonctions non linéaires de p(x), comme e?, 'équation intégrale

est appelé non linéaire.

2.3 Equation intégrale de Fredholm
Une équation de la forme (1.1) dont les bornes d’intégration sont fixées est dite équation

intégrale linéaire de Fredholm on écrit.

i) si a(z) = 0, I’équation s’écrit

est dite de premiere espece.
ii) si a(z) = 1, '"équation s’écrit

b
F)+ A / K, t)p(t)dt = p(z)

est dite de seconde spéce.

iii) si a(z) est continue et s’annule en certains points, mais pas en tout point de [a, b],elle est dite équation

intégrale de Fredholm de troisieme espece.



2.4. Equation intégrale de volterra

Remarque 2.3.1. Si f(z) = 0, I"équation s’écrit

A / K (2, t)p(t)dt = p(x)

elle est dite équation intégrale de Fredholm de seconde espéce homogene si dans le cas contraire f(z) # 0

elle est dite équation intégrale de Fredholm linéaire de seconde espece non homogene.

2.4 Equation intégrale de volterra

Définition 2.4.1. On appelle équation intégrale linéaire de Volterra une équation de la forme

a(@)pla) = @)+ [ k(e ()t

ou () est une fonction inconnue et K (x,t) et f(z) sont des fonctions connues et un paramétre reél.

1. si a(z) = 0 ’équation s’écrit
f(x) + )\/ k(z,t)p(t)dt =0

est appelée équation intégrale de volterra de premiere espéce.

2. si a(z) = 1 ’équation s’écrit
T
£@) 42 [ ke tp(t)de = p(a)
a

est appelée équation intégrale linéaire de volterra de seconde espéce.

3. Si a(z) # 1 # 0; donc I'équation intégrale linéaire de Volterra est appelée équation intégrale de

Volterra de troisiéme espece.

Remarque 2.4.1. Si f(x) =0, I"équation s’écrit



2.5. Etude de polynéme

est dite équation intégrale de Volterra de seconde espéce homogene. si dans le cas contraire f(z) # Oelle

est dite équation intégrale de Volterra linéaire de seconde espéce non homogene.

Remarque 2.4.2. L’équation intégrale de Volterra est une cas particulier de I’équation intégrale de Fred-

holm il suffit de prendre le noyau K vérifiant

k(z,t) =0 pour x <t

2.5 Etude de polynome

2.5.1 polynémes de Lucas

Définition 2.5.1. La suite des polynomes de Lucas (Ln(2))nen sont définis par la relation de récurrence

suivante :

Ly(x)=aLy,_1(x)+ Ly_,(x),8n > 2
Lo(z) =2,L1(z) =z

Les premiers termes des polynémes de Lucas sont donnés par:

= 2
= x

= 2242

= 2' 4422 +2
= 25 +52% + 52

(x)
(z)
(x)
Liy(z) = 2°+3z
(z)
(z)
(x)

= 28 +62* +92% +2

Proposition 2.5.1. La fonction génératrice des polynomes de Lucas est :

2—xz

Lz)= —m—

(2) 1—2z—22
Démonstration. Posons

L(z) = Z L, (x)z"

n>0

alors la fonction génératrice associée a Ly, (x)estdonnéepar :



2.5. Etude de polynéme

= 24wz+ Z(J:Ln,l(m) + Ly—o(x))z"

n>2
= 24uzz+ Z Ly, q1(x)z" + Z Ly_2(x)2"
n>2 n>2
= 24 xz+22 Z Ln_l(a:)z”_l + 22 Z Ln_Q(x)z”_2
n>2 n>2
= 24zz+xz Z Ly (2)2" 4 22 Z L, (x)z"
n>1 n>0
= 24 zz+x2 Z Ly (2)2" — 222 + 22 Z L, (x)z"
n>0 n>0

= 242z +x2L(2) + 2°L(2)

D’ou

2.5.2 polynoémes de Legendre L,

Les polynomes de Legendre L, (z) sont définirent sur 'intervalle [—1, 1] par:

1 d'x
L = —[(z* = )" >
n(@) = s @ = ) n>0
Les premiers de ces polynémes sont :
L(](if) = 1
Li(z) = =z
1
Ly(z) = 5(3932 -1)
1
Li(x) = 5(5333 — 3x)
1
Ly(z) = §(35$4 — 3027 + 3)
1
Ls(x) = E(231936 — 3152 + 10522 — 5)



2.5. Etude de polynéme

2.5.3 polynémes de Tchebychev de la premiére espéce 7T),(x)

Définition 2.5.2. Les polyndmes de Tchebychev de la premiére espéce T, (x) sont des polynomes en x de

degré n définis a l'aide de la relation suivante :

cos(nf) = T,,(x), avec, x = cos(f)

Pour tout x dans [—1, 1], alors 6 appartient & [0, 7]

Les premiers termes des polyndmes de Tchebychev de la premiére espéce T),(x) sont donnés par:

To(z) = 1

Ti(z) = =

To(z) = 222 —1

T3(z) = 42— 32

Ti(z) = 8x*+8z%+1

Ts(z) = 162° —202° 4 5z

To(z) = 322°% — 4821 41827 — 1
Tr(x) = 6427 —1122° +562° — Tz

Proposition 2.5.2. Les polynémes de Tchebychev de la premiére espéce Ty, (z)vérifiantlarelationderécurrenced’ ordredeua

Tht1(z) = 22T, (x) — Th—1(x),Vn > 1
To(z) =1,Ti(z) ==z

Démonstration. Soit x € [—1, 1], posons § = arccosz, ainsi 0 € [0, 7] pour tout n € N on :

cos(n +1)0 + cos(n — 1)0 = 2005[("+1)9'§("_1)0)}cos[(”ﬂ)e;("_l)e)]

= 2cosnfcost m

donc

cos(n + 1)8 + cos(n + 1)8 = 2cosbcost

10



2.5. Etude de polynéme

D’ou le résultat i.e

Toi1(2) + Tno1 () = 22T, (2),Vn > 1

avec

To(z) = LTi(z) =2

2.5.4 polynémes de Tchebychev de la deuxiéme espéce U,(x)

Définition 2.5.3. Les polynomes de Tchebychev de la deuziéme espéce Uy (x) sont des polyndmes en x de

degré n définis a l'aide de la relation suivante :

sin(n +1)0

sind = U, (x), avecx = cosb

Pour tout = dans [—1, 1], alors § appartient a [0, 7]
Les premiers termes des polynoémes de la deuxiéme espéce sont donnés par:

Proposition 2.5.3.
=1
= 2

= 472 -1
= 16z* — 1222 +1

= 322° —322° + 62

)
)
)
) = 82° —dx
)
)
) = 642° — 802" 4 242? — 1
)

= 12827 —1922° + 802° — 8z

Proposition 2.5.4. Les polynomes de Tchebychev de la deuziéme espéce Uy (x) vérifiant la relation de

récurrence d’ordre deux suivante :

11



2.5. Etude de polynéme

Démonstration.
Un(x) =22Up_1 4+ Up_2,Vn > 2

Uo(z) =1,Us(z) = 2

Démonstration. Soit x € [—1, 1], posons § = arccosz, ainsi 0 € [0, 7], pour tout n € N on a :

sin(n + 1)0 = sinnfcosnf + cosnfsind

sin(n — 1)0 = sinnfcosnd — cosnbsind

Les deux relations donnent:
sin(n + 1)0 + sin(n — 1)0 = 2sinnfcosnd

on divise par sin # on obtient :

. 1 .
sin(n+1)0  sin(n—1)0 _ 2cosn98mn0

sinb sinb sinb

D’ou le résultat i.e

Un(z) =22Up_1(z) — Up—o(z),¥n > 2

Avec

Uo(z) =1,Us(z) = 2

12



2.5. Etude de polynéme

2.5.5 polyndmes de Fibonacci

Définition 2.5.4. La suite des polynomes de Fibonacci (Fy,(x))nen est définie par la relation de récurrence

suivante :

Fo(z) =2F,_1(x) + Fr—a2(x),Vn > 2
F()(J?) = O,Fl(l‘) =1

Les premiers termes des polynomes de Fibonacci sont donnés par:

Fo(z) = 0

Fi(z) = 1

Fy(z) = =z

Fi(z) = 2*+1

Fy(z) = 2%+2r

Fs(x) = a*+32°+1

Fo(x) = a°+42®+3z
Fr(z) = 28 +52* +622 +1

Théoréme 2.5.1. La fonction génératrice des polynomes de Fibonacci est donné par :

Démonstration.

Posons

13



2.5. Etude de polynéme

alors:

F(z) = Fo(x)—&-Fl(x)z—i—ZFn(a:)z”
n>2

= 0+z+ Z(an,l(x) + F_a(x))z"

n>2

= 24+ Z xF,_1(x)z" + Z F,_o(z)z"

n>2 n>2
= z4azxz Z Foi(z)2"t + Z 22F,_o(x)2" 2

n>2 n>2

= z+4uz Z F,(x)z" + Z 22F, ()2

n>1 n>0

= z4zz Z F,(x)2" + Z 22 F, (x)2"

n>0 n>0
= z422F(2) + 2°F(2)

D’ou

2.5.6 polynémes de Pell

Définition 2.5.5. La suite des polynomes de Pell (P, (z))nen sont définis par la relation de récurrence

sutvante :

P, (z) =2zP,_1(x) + Py_2(x),Yn > 2
Py(z)=0,P(z)=1

Les premiers termes de polynémes de Pell sont donnés par:

14



2.5. Etude de polynéme

= 1
= 2z

= 422 +1

)
)
)
)

r) = 82°+44x
) = 162" + 1222 +1
) = 322° +322° + 62
)

= 642°% + 80z* + 2422 + 1

Proposition 2.5.5. La fonction génératrice des polynomes de Pell est :

z

Pz)= ————
(2) 1—2xz— 22

2.5.7 Polynémes de Jacobsthal

Définition 2.5.6. La suite des polynomes de Jacobsthal (J,(x))nen est définie par la relation de récurrence

suivante :
In () = Jno1(x) + 22dp_2(z),¥n > 2

J(](LC) = 0, J1(.’E) =1
Proposition 2.5.6. La fonction génératrice des polynomes de Jacobsthal est :

B z
T 1=z — 2122

J(z)

15



Chapitre 3
Aspects numérique

= Z OékLk (.T)
k=0

N
~ Z oy Ly ()
k=1

3.1 Solution avec méthode de collocation

Ro(z) = o) - / B, On(t)dt — f(2)

n

n b n
R, (z) :ZakLk(x)—Zak/ k(z,t) Y Li(t)d(t) -
k=0 k=0

k=0 a
Zak Li(x / k(xz,t)Li(t)dt) — f(x)
Choisissez une sélection de points distincts x1, zo, ....x, € Qet exigeons que

16



3.1. Solution avec méthode de collocation

R, (z;) =0, i=0,1,2,...n

La condition nous conduit & déterminer les coefficients («v, a1, ...a,) solution du

systéme linéaire
n b
Zak(Lk(xj)i/ k(a?]at)Lk(t)dt):f(x) ) j:071323"'5n
k=0 a
Définir les matrices

L = (Lkj) = Li(x;)

et

b
K:(Kkj):/ k(xy, 6) Ly (t)dt

Si le det(E — K) # 0,nous pouvons assurer qu’il existe une solution du systéme linéaire et par conséquent

la solution approximative ay,(z) en tant que combinaison linéaire
n
u(x) =Y arLi
k=0

Pour qui

b
onl) = [ By Dont = Je) 5 =0.1,20m

17



3.2. Solution avec méthode de Galerkin

En fait, le systéme linéaire peut étre écrit en matrice

|
o

(L-K)a

Ou a = (ag,aq,..n)T et F = (f(z0); f(x1),...f(x,))T Pour le le déterminant du

systéme (L — K)o = F est différent de zéro, alors il est admet une solution unique

a=(ag,a1,..n) =(L-K)'=F

La solution approximative correspondante
n
on(x) = Z ap Lk
k=0

a la propriété que R, (z) soit nul aux noeuds choisis z;

3.2 Solution avec méthode de Galerkin

d’apres la linéarité du produit scalaire

n n b

S L)ty () = S el / k(e ) Le(Od(), 6;) = (£(s),05(2)) .5 =0,1,.n

k=0 k=0 @

ou encore pour k,j =1,2,...,n on a :

n

b
> an((Li(@), vj(x)) — (/ k(z,y)Li(y)d(y), ¥3)) = (f(2), ¥ (x))

k=0

I’équation nous conduit & déterminer les coefficients (ag, a1, ..., ) solutions du systéme linéaire
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3.2. Solution avec méthode de Galerkin

n b boopb b
ar | Le(@)p;(@)d(z) — [ ([ k(z,y)L(y)d(y)y;(@)d@) = [ fl2)y;(z)d(@)
kz:;) k/ k /a /a Yy)Lk(y)aly /a

a

définir les matrices

b
L:(ij):/ Yj(x) Ly (w)d(x)

et

b b
k= (k) = / () / k2, ) Li(y)d(y))d(2)

si le det(L — K) # 0,nous pouvons assurer que ,il existe une solution du systéme linéaire et par conséquent

la solution approchée ¢, (x) sous forme de combinaison linéaire

@n(m) = Z ak‘LK(x)
k=0

En fait, le systéme linéaire peut étre écrit en matrice

B

(L - K)a

Ou a = (ag,a1,..n)T et B = (fab f(zo)o, fab f(x1)Ye, .. f: f(z,)¥n)T Pour le le déterminant du systéme

(L — K) # 0 est différent de zéro, alors il est admet une solution unique

a=(ag,a1,.n)T =(L-K)"'=B

La solution approximative correspondante

pu(w) =Y arLi(z)

k=0
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3.2. Solution avec méthode de Galerkin

3.2.1 Exemples
3.2.1.1 Exemple 1

considérons ’équation intégrale linéaire de Fredholm

1
p(r) — / yo(y)dy = exp(x) — 1 , 0<z,y<1
0

ou la fonction f(x) est choisie de maniere & ce que la solution exacte soit donnée par:

¢(r) = exp(x)

la solution approximative ¢, (z) de ¢(x) est obtenue par la méthode tronquée de la série lucas

tableau 1 nous présentons 'exacte et la solution approximative de I’equation dans l’exemple 1 de cer-

tains points arbitraires,l’erreur pour N = 0 est calculée et comparée a celles traitées dans [I0]

valeurs de x  solution exacte ¢  solution approximative @y, erreur erreur [10]
0.000000 1.000000e + 000 1.000009e + 000 8.73e — 006 1.5E —03
0.200000 1.221403e + 000 1.221411e + 000 8.73e — 006 3.5FE —04
0.400000 1.491825e + 000 1.491833¢ + 000 8.73e —006 2.5E —03
0.600000 1.822119¢ + 000 1.822128e + 000 8.73e — 006 2.3E —03
0.800000 2.225541e + 000 2.225550e + 000 8.73e — 006 3.0E —03
1.000000 2.718282e + 000 2.718291e + 000 8.73e — 006 4.3FE —04

3.2.1.2 Exemple 2
considérons ’équation intégrale linéaire de fredholm
1! 5 1
p(2) = 5 | exp(2z — Sy)e(y)dy = exp(2z + 7) ; 0<zy<1
0

tableau 2 nous présentons ’exacte et la solution approximative de I'’equation dans l’exemple 2 de cer-

tains points arbitraires,l’erreur pour N = 8 est calculée et comparée a celles traitées dans [4]
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3.2. Solution avec méthode de Galerkin

valeurs de x  solution exacte ¢  solution approrimative @,  erreur  erreur [4]

0.000000 —1.306697¢e + 000 —1.306872e + 000 1.7e — 004 5.2e — 001
0.785398 —4.507167e — 001 —4.508725e — 001 1.5e — 004 2.1e — 002
1.570796 2.015882e — 001 2.014807e — 001 1.0e — 004 3.6e — 001
2.356194 2.681065e — 001 2.680475e — 001 5.9e — 005 1.1e — 001
3.141593 —2.901271e — 001 —2.901661e — 001 3.9e — 005 7.5e — 001

tableau 3 nous présentons ’exacte et la solution approximative de ’equation dans l’exemple 3 de cer-

tains points arbitraires,’erreur pour N = 10 est calculée et comparée a celles traitées dans [11]

valeurs de x  solution exacte ¢ solution approximative @y, erreur  erreur [10]
0.000000 1.000000e + 000 1.000000e + 000 1.9e — 009 2.6E — 05
0.200000 1.491825e + 000 1.491825e + 00 2.9e—-009 3.9E—-05
0.400000 2.225541e 4 000 2.225541e + 000 4.3e — 009 5.8E —05
0.600000 3.320117e + 000 3.320117e + 000 6.4e —009 1.0E —04
0.800000 4.953032¢ + 000 4.953032¢ + 000 9.6e — 009 3.5E—-04
1.000000 7.389056¢ + 000 7.389056¢ +- 000 1.4e—008 1.9FE —03

ou la fonction f(x) et choisie de maniére & ce que la solution exacte soit donnée par

o(x) = exp(2x)

la solution approximative o, (x) de p(z) est obtenu par la méthode tronquée de la série Lucas.
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Abstract

In this work, we seek the approximate solution of Fredholm and Volterra integral equations

using Lucas polynomials and a given test functions, in order to reduce those equations to a

linear system where its solution is to find the Lucas coefficients and thereafter the solution

of the equation. The convergence of this method is assured and the error is compared with
other methods.

Keywords : linear integral equations, Lusas polynomials, collocation methods, Sloan
approximation

Résumé

Dans ce travail, nous cherchons la solution approchée des équations intégrales de Fredholm
et Volterra en utilisant Polyndmes de Lucas et fonctions de test données, afin de réduire ces
éqguations a un systeme linéaire ou sa solution est de trouver les coefficients de Lucas et
ensuite la solution de I'équation.la convergence de cette méthode est assurée et I'erreur est

comparée avec d'autres méthodes.

Mots-clés : équations intégrales linéaires, polynGmes de Lusas, méthodes de collocation,
approximation de Sloan
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