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Introduction

Les équations intégrales de Volterra-Fredholm représentent un outil ma-
thématique essentiel pour la modélisation de nombreux problémes issus de
I'ingénierie, de la physique et de la biologie. Leur nature mixte, combinant
des bornes d’intégration fixes et variables, rend souvent la recherche d’une
solution exacte complexe, d’oul la nécessité de recourir a des méthodes numé-
riques performantes.

L’objectif de ce travail est de résoudre ce type d’équations en utilisant une
méthode spectrale basée sur les polynomes de Chebyshev de second type. Ces
polynomes sont privilégiés pour leurs excellentes propriétés d’orthogonalité et
leur capacité a fournir des approximations hautement précises avec un coft
calculateur réduit.

Pour structurer notre étude, ce mémoire est organisé comme suit :

Chapitre 1 : Il est consacré & un rappel sur I'analyse fonctionnelle et aux
notions préliminaires nécessaires. Ce chapitre pose le cadre théorique indispen-
sable (espaces de fonctions et opérateurs) pour aborder I’étude des équations
intégrales.

Chapitre 2 : Ce chapitre traite des classifications des équations de Volterra-
Fredholm (premier et second type). Il aborde également les théorémes d’exis-
tence et d’unicité de la solution, tout en introduisant les propriétés fondamen-
tales des polynémes de Chebyshev de second type.

Chapitre 3 : Il est dédié a I'aspect numérique, ol nous présentons la mé-
thode de collocation basée sur les polynémes de Chebyshev. Nous validons
ensuite D'efficacité de cette approche & travers des exemples numériques et

une analyse des résultats obtenus



Chapitre 1

Préliminaires en analyse
fonctionnelle

1.1 Base de analyse fonctionnelle

1.1.1 Espace vectoriel normé :

Normes
Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C' on appelle une norme sur ’espace

E toute fonction notée||.||, £ — R, vérifiant les propriétés suivantes :
1. Séparation : ||z|| =0<= 2 =0
2. Homogénéité :||\z| = || ||z|| ,pour tout z € Eet A € K
3. Inégalité triangulaire :||z + y|| < ||z[| + [[y|| ,pour tout z,y € E

Un espace vectoriel muni d’une norme||.|| est appelé espace vectoriel normeé.
Tout espace vectoriel normé (E, ||.||) est un espace métrisable

Proof. Pour tout x,y € E on définit la fonction ¢ par
¢(z,y) = llz -y
On remarque que cette fonction est bien une métrique sur E car, on a

¢(x,y) = |lz —yl| =0
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ou encore
r—y=

D’ou I’égalité
rT=1y

Il est évident de voir que la distance ¢(z,y) est symétrique
¢(x,y) = -yl
=y ==l = o(y, 2)
Pour l'inégalité triangulaire, on écrit
ox,y) = lle—yll=Iz-2)+ -y

< o=zl + 2 =yl

= 0w, 2) + ¢(2,9)
0

1.1.2 Espace de Banach :

Suite de Cauchy :
Soit (z,,) une suite d’éléments d’un espace normé (E, ||.||) ; on dit que la suite (z,,) est

de Cauchy si, on a la relation suivante :

Ve > 0,3IN,, Vp,q> N.ona |z, -z, <e

Soit x, une suite de Cauchy dans un espace normé (F, ||.||) contient une sous suite

T, convergente vers x alors la suite x,, est aussi convergente vers le méme élément x.

k

Soit x,, une suite de Cauchy alors il vient

Ve > 0,3IN,, Vp,q> N.ona |z, -z, <e

en particulier pour n, > N., on a

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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\v/pa ny Z N£7 ||$P - xnkH <e

avec la convergence de la suite z,, vers x

ng > Ney || @, —z|| <e

D’ou la convergence de la suite z,, vers I’élément x

vpvnkZN€7 ||Ip—SUH = pr_x—i_‘rnk_‘rnkH

< llep = wnll + llan, — 2l <e

Espaces complets

Definition 1.1 Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit complet, si toute suite de Cau-

chy x, d’élément de E est une suite convergente dans F

Autrement dit,

Ve > 0,3dN,, Vp,q> N.ona |z, -z, <e

Implique 'existence d’un élément x € E tel que

lim z, = x

n—oo

Espaces de Banach

Definition 1.2 On appelle espace de Banach (E,||.|) tout espace vectoriel normé et

complet pour la distance déduite de sa norme.

1.1.3 Espace de Hilbert

Produit scalaire

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Definition 1.3 On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E (réel ou complexe)
une application : (.,.) : B x E'— R telle que pour tout x,y,z € E et A € k

1. (z,z) >0

2. (z,2) =0=2=0

3. (A\z,y) = A(x,y)

e~

(2,9 +2) = (z,y) + (z,2)

5. (z,y) = (y,z)

Definition 1.4 un espace de Hilbert H est un espace complet par rapport a la norme
induite par le produit scalaire. En d’autres terme un espace de Hilbert est un espace de

Banach dont la norme induite par un produit scalaire.

Généralement 'espace H est séparable est de dimension infinie, en d’autre terme, il
existe un ensemble dénombrable partout dense dans H et pour tout

entier n € N, il existe n vecteurs dans H linéairement indépendants.
Example 1.5 L’espace L*(a,b)
L’espace L*(I,R) des fonctions de carré intégrales défini par
21, = {55 [ 10 de < oo
I
ou l'intégrale est prise au sens de Lebesgue, muni da la norme

Hﬂf—[uwﬁﬁ

induite par le produit scalaire définit par

Uyw=[fmmqu

est un espace de Hilbert

Orthogonalité

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Definition 1.6 (Vecteurs orthogonaux)On dit que deux vecteurs x et y d’un espace de

Hilbert H sont orthogonauzx si :

(z,y) =0

Base hilbertienne

Une partie X de H est dite dense dans H si :
Vy e HVe >0, € X; ||z —y| <e

de maniere équivalente si tout y de H est limite d’'une suite d’élément x, de X :

l2n =yl — 0

Definition 1.7 Soit H un espace de Hilbert sur le corpsk et F' = (e;)icr une famille de
vecteurs. On dit que F est une base de Hilbert ( base hilbertienne) de H si :

. . ]—2 . . . . —
1. F est une famille orthonormée de H, c’est-a-dire : V<Z,j.) < iFi= <€ZQ’ ¢j) =0
Vi€l (e, e;) =lef|” =1
2. La famille F' est de plus compléte ou total, ¢’est-a-dire : I’ensemble des combinaisons

linéaires finies des éléments de F' est dense dans H

Theorem 1.8 (Riesz-Fischer) Soit un systéme orthonormé dans un espace de Hilbert
H, et soient les valeurs oq, s, 3, .., o telles que la série Y, |ozk|2 soit convergente,

alors on peut trouver un vecteur f € H, tel que

a; = {(frp;), Vi=12 ..

et de plus, on a
o0

Z [(Fieal =D laf?

=1

ou encore

LFIP = lewf?

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Soit {¢;} un systéme orthonormé d’éléments d'un espace de Hilbert H, pour que ce
systéme soit complet, il faut et il suffit que, le seul vecteur de H orthogonal au systéme
{¢,} est le vecteur nul. Cela signifie qu’il n’existe pas un vecteur non nul de H, qui soit

orthogonal & tous les vecteurs du systéme {¢, }
Theorem 1.9 Tous les espaces de Hilbert séparables sont isomorphes entre euz.

Remark 1.10 Comme il est connu en algébre linéaire, que tous les espaces vectoriels
ou euclidiens de mémes dimensions finies n sont isomorphes entre eux, car chacun est
1somorphe a l’espace K™ alors de méme tous les espaces de Hilbert sont isomorphes entre

eux, car chacun est isomorphes a Lo

1.1.4 Opérateurs linéaires bornés

Linéarité des opérateurs
Soient E et I’ deux espaces normés, un opérateur A défini sur E dans F est dit linéaire
s’il vérifie les conditions suivantes

— Condition additive

Yoy, o € E, ona A(p; + y) = A(p;) + A(py).

— Condition homogéne

Voe E, A€ K=(RouC), ona A(Ap) = NA(p).

Continuité des opérateurs linéaires
Soient F et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur un sous ensemble

G C FE dans F est dit continu au point zy de G si, on a la propriété suivante

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Pour toute suite z,, de G converge vers x, la suite A(z,) converge vers A(zg) c’est a
dire

lim A(x,) = A(limz,) = A(xo).

n—oo n—o00

L’opérateur linéaire A est dit continu sur G, s’il est continu en chaque point de

I’ensemble G.

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur un sous en-
semble G C E dans F, est dit continu partout sur G s’il est continu en point xy de

G.

Opérateurs bornés
Un opérateur linéaire A défini sur E dans F est dit borné s’il existe une constante

positive C > 0, telle que

[A@@)|r < Cllzlle, Vxek.

La norme || Al| = sup ||A(z)||r sur la boule unité est toujours finie pour tout opérateur

linéaire continu.

Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.

La notion d’isométrie est plus forte que celle de I'isomorphie.
Normes équivalentes
Soit E un espace vectoriel muni de deux normes (E, || [|1) et (E, || ||2), ces deux normes

sont dites équivalentes, si on peut trouver deux constantes positives « et 3, telles que

allzli < [zl2 < Bllzly, Vo € E.

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Autrement dit, les deux normes sont dites équivalentes si et seulement si, I’application
identique de E dans FE soit un isomorphisme entre les espaces vectoriels normés (£, || ||1)

et (E, ] |2)-
1.1.5 Opérateurs compact :

Definition 1.11 Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé
F, on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E a

un ensemble relativement compact A(G) dans F. Autrement dit, la fermeture A(G) est

compacte.

Ensembles relativement compacts
Un ensemble G C E est relativement compact si pour toute suite {u,} de G, il existe

une sous suite {u,x)} qui converge dans F.
Theorem 1.12 (critére de compacité)

Un opérateur linéaire A : ' — F' est compact si et seulement si pour toute suite bornée
v, de E. la suite Ap, contient une sous suite convergente dans F.
Proof. 1l suffit d’appliquer les définitions appropriés d’un ensemble borné et un ensemble

relativement compact. [l

Theorem 1.13 Une combinaison linéaire A = aAy + A, des opérateurs compacts est

un opérateur compact.

Theorem 1.14 Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l'un des

opérateurs A ou B est compact.

Proof. Soit {¢,,} un suite bornée de E, alors si B est un opérateur borné la suite By, ()
est aussi bornée, et de la compacité de 'opérateur A il existe une sous suite de A(Byp,, (7))
qui converge, ce qui implique que AB est compact.

D’autres part si B est compact, on peut extraire de la suite By, () une sous suite
convergente B, (), et de la continuité de l'opérateur A car il est borné la suite

A(Bp,y(z)) converge, ce qui implique que AB est compact. O

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Theorem 1.15 Soit E un espace normé et F' un espace de Banach, et soit {A,} une

suite d’opérateurs compacts de E dans F, convergente en norme vers l'opérateur linéaire
A de E dans F
lim ||A, — A|| =0.

Alors A et compact.

Corollary 1.16 La boule unité B(0,1) dans un espace de dimension infinie n'est pas

compact.

Theorem 1.17 Un opérateur compact est un opérateur borné. La réciproque est fausse.

Theorem 1.18 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) & noyau continu est un opéra-

teur compact.
Noyau faiblement singulier

Definition 1.19 On appelle noyau faiblement singulier la fonction K continue sur G x G

C R™ x R™ sauf peut étre aux points v =y et telle que,

M
Ve,ye G, x#y, 3IM >0, |K(z,y)| <

O<a<n
|z —y|

n—ao’

Theorem 1.20 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau faiblement singulier

est un opérateur compact.

1.1.6 Equations aux Opérateurs compacts :

Equations de second espéce
Soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme alors 'opérateur

T = I — A défini ’équation de second espéce donné par

p—Ap=f; o, feX

ol f est un fonction donnée et ¢ la fonction inconnue

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Theorem 1.21 Le noyau de l'opérateur T défini par

kerT=N(T)={peX; To=(I—-A)p =0},

est un sous espace fermé et de dimension finie

Theorem 1.22 La suite d’ensemble des noyaux

est une suite croissante stationnaire. Autrement dit,elle ne contient qu’un mombre fini

d’ensemble distincts , c’est a dire il existe un entier p € N tel que

{0} cN(T),N(T?)C...C N(IT?) =N (T""") = ...

Le nombre p est appelé le nombre de Riez de I'opérateur compact A pour I’ensemble

des noyaux {N (T")}

Theorem 1.23 L’image de lopérateur T' défini par ,

ImT =T (X)=R(T)={y =Ty, telle que p € X}

est un sous espace fermé

Le nombre de Riez p pour 'ensemble des noyaux {N(7™)} et le nombre de Riez

q pour 'ensemble des images { R (7™)} sont égaux. Autrement dit

p=4q

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Theorem 1.24 Les sous espaces N (T") et R (T™) sont supplémentaires. Autrement dit

X =kerT"@&ImT" = N (T") & R(T")

ol r = p = q est le nombre de Riesz

Lemma 1.25 L’opérateur T' =1 — A est injectif si et seulement si,T" est injectif pour

tout r € N

Lemma 1.26 L’opérateur T = [ — A est surjectif si et seulement si T" est surjectif pour

toutr € N

Theorem 1.27 soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme alors
PopérateurT = I — A est injectif si et seulement si il est surjectif, de plus [’opérateur

admet un inverse T-' = (I — A)~" borné

Theorem 1.28 soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme alors,

pour que l’équation non homogéne
To=p—Ap=f

admette une solution unique @ € X, pour tout f € X, il faut et il suffit que l’équation

homogéne

To=p—Ap=0

admette la solution triviale ¢ = 0.

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE



Chapitre 2

Equations intégrales et leurs
classification

2.1 Classification des équations intégrales premiére
espeéce :

2.1.1 Equations intégrales de Volterra de premiére espéce :

Les équations de Volterra sont des cas particuliers d’équations intégrales de Fredholm

il suffit de prendre le noyau k est tel que k(z,t) = 0 pour = < ¢

Definition 2.1 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce une

équation a une inconnue p(x), de la forme :

| ket = £
2.1.2 Equations intégrales de Fredholm de premiére espéce :

Definition 2.2 On appelle équation intégrale de Fredholm de premiére espéce une équa-

tion de la forme :

b
/ Ko, Op(t)dt = f(x)

ol ¢ est la fonction inconnue, f et £ sont des fonctions connues,les bornes d’intégration

sont constantes. C’est la caractéristique principale d’une équations de Fredholm .

12
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2.1.3 Equations intégrales de Volterra-Fredholm de premiére
espece

Definition 2.3 On appelle équation intégrale de Volterra-Fredholm une équation de la

forme :

flz)+ M\ /ff»’ ki(x, t)e(t)dt + As /b ko(z,t)p(t)dt =0, x € [a,] (2.1)

2.2 Reégularisation de I’équation intégrale de Volterra-
Fredholm

Pour des fonctions lisses kq(z,t), ko(x,t) et f (x) I'équation (2.1]) peut étre convertie

en une équation de Volterra-Fredholm de seconde espéce en différenciant par rapport a x
” Ok > Ok

ky (2, 2) () + / - (2, 1)(t)dt + / —(w )o(t)dt = f'(x) (2.2)
. Ox . Ox

Si ky(z, z) # 0 pour tout ¢ € [a, b], la division de I’équation (2.2 par le facteur k;(z, z)

nous donne une équation intégrale de seconde espéce, connue en tant que probléme bien

posé

T b
olx) + / ksl D)p(o)di + / ale ()t = g(x) (2.3)

ou les fonctions ks, k4 et g sont données par :

1 3/{:1 1 8k3 f’(SC)
ks = —— 2 t) k= —— B 1) et gla) = 2L
> ky(z,x) Ox SRR ki(z,x) Ox (z,) et glx) ki(z, )
Si ky(z,z) = 0 pour ¢t € [a,b], alors nous répétons le processus de différenciation

jusqua obtenir £ (z,t) # 0 pour tout ¢ € [a,b], avec ki, ks et f dans C7*([a, b] x [a, b])

et C97([a, b)), respectivement, ol g représente le plus petit entier pour lequel la dérivée

de k; d’ordre ¢ ne s’annule pas. Ainsi, nous avons :

01k T 9at+1k b gatip.
aT;(l’,t)¢<iL’)+ ’ W<x’t)¢<t>dt+/a axq+12(x,t)¢(t)dt:f(4+1)(m) (2.4)

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATION
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2.3 Classification des équations intégrales de seconde
espeéce

2.3.1 Equations intégrales de Volterra de seconde espéce :

Definition 2.4 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce une

équation a inconnue p(z) de la forme :

o) =2 [kl et = f
2.3.2 Equations intégrales de Fredholm de seconde espéce :

Definition 2.5 On appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espéce une équation

de la forme

b
wmzﬂ@+A/kuwwmﬁ

ol p(z) est la fonctions inconnue ,k(z, y), et f(z)des fonctions donnés, \ est un facteur

connu

2.3.3 Equations intégrales de Volterra -Fredholm de seconde
espéce

Une équation intégrale de Volterra -Fredholm est une combinaison des intégrales de

Volterra et Fredholm disjoints ,apparait dans une équation intégrale .

Definition 2.6 On appelle équation intégrale de Volterra-Fredholm une équation de la

forme :

o(x) = flz)+ N\ /93 ki(z, t)e(t)dt + )\2/ ko(z,t)p(t)dt , x € [a,b] (2.5)

On appelle équation intégrale mixte une équation de la forme :2

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATION
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T b
gp(az):f(x)+)\/ / k(s t)p(t)dtds

ou les fonctions k1, ks et f sont connues et p(z) la fonction inconnue.

2.4 Existence et unicité de la solution des équation
intégrale linéaire de Volterra-Fredholm

Dans cette section nous rappelons les théorémes que nous allons utilisées pour obtenir

des résultats d’existence et unicité de solutions de I’équation ([2.5|)

Definition 2.7 Soit X un espace normé et T : X — X un opérateur, T est dit un

opérateur de Picard s’il existe o, € X unique tel que
T(pg) = @, et im T () = @y, pour tout p de X

Theorem 2.8 (principe de contraction).Soit X un espace normé. Si T : X — X un

opérateur de contraction admis un point fixe unique ¢ , alors T est un opérateur de

Picard

n

oo — T (o) || < |l —T(p)||, pour tout n € N

11—«
Théorémes d’existence et d’unicité :

On considére ’équation linéaire de Volterra-Fredholm

T b
o) = 1)+ 0 [ ket [ ket o e ot (26)
1. feCla,b], ki(x,t) € C(Dy),avec Dy = {(x,t) € R? tel que a <t < z < b}
2. o€ Cla,bl, ky(x;t) € C(Dq),avec Dy = [a,b] X [a,b]

3. My = max( ep, |ki(z,t)], et My = max(, ep, |ka(z,t)]

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATION
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Theorem 2.9 Dans les conditions de continuité ci-dessus, supposons qu’il existe une

constante ¢ > 0 tel que :

1

~ My + My exple(b — a))] <1

Alors 'équation (2.6)) a une solution unique ¢ € C [a,b] et cette solution peut étre
obtenir par la méthode d’approximation successive, a partir de ¢, € C' [a, b]

Proof. Soit Popérateur intégral T : C'[a,b] — C [a, b], défini par

To() = f(x) + / k(o O)p(t)dt + / kol t)p(t)dt

/ ke t) (olt) — (1)) di + / ol 1) (o (1) — (1)) dt

x b
< [ w0100 - vl di+ [ et - wie)]de
My [ 160 = 0 exp(—e (0 — @) exple(t - a)) di +

IN

b
Mz/ |(p(t) — (1)) | exp(—c (t — a)) exp(c(t — a)) dt
M

< {71 (exp(c(z —a) — 1) + % (exp(c(b—a) — 1)] I =]l
< [Leptelo—a) + Lexpetr—a+b-)] - vl

< O (4, 4 agy explefb - ) [ — o]

< SREZ9) v exple(b - a)) g — vl

Il s’ensuit que
|Ap(z) — Ay ()| exp(—c(z—a)) < % (M7 + Myexp(c(b — a)) ||¢ — 9|, pour tout = € [a,b].
Alors
| Ap — Av] < = (M + Myexp(e(b — ) llp — o]
On déduit que 'opérateur A est Lipschitzien de constante k = % (My + Myexp(c(b — a))

La condition supposée garantit que A est une contraction. Alors on applique principe

de contraction [

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATION
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2.5 Polynémes de Chebyshev de seconde espéce

Les polynomes de Chebyshev U, (z) de seconde espéce sont des polyndomes en x de

degré n, définis par la relation

sin(n + 1)

g quand z = cosf (2.7)

Un(x) =

La formule de récurrence des termes satisfaite par les polyndémes de Chebyshev est la

traduction de l'identité trigonométrique élémentaire :

sin(n + 1)8 + sin(n — 1)8 = 2 cos 0 sin nf

qui donne :

avec

2
Us(z) = 42 — 1 Us(z) = 8% — 4x
Uy = 162* — 1222 +1 | Us = 322° — 322° + 62

Polynémes de Tehebyshev de seconde espéce U_a U

(A‘ (x)
0

u,(x)

u, ()

Ma(x) ’/
U, () //"’
U, x)

s I S/

, )

A O N B o P N W A~ O o

KN

-0.8 -0.6 0.4 -0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1
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Chapitre 3

Résolution numériques des équations
intégrales de Volterra-Fredholm

3.1 Meéthodes numériques pour les équations inté-
grales de Volterra-Fredhlolm :

Dans ce chapitre on va résoudre numériquement des équation intégrales de volterra-

Fredholm de second espéce en utilisant les polynémes de Tchebychev.
3.1.1 Meéthode de collocation

On considére ’équation intégrale de Volterra-Fredholm suivante

x b
o) = 1)+ [ Batiodt + [ tale (o (3.1)
Généralement, le principe de la méthode de collocation appliqué a ’équation
consiste & chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension finie, en
exigeant que 1’équation soit vérifiée seulement sur un nombre fini de points appelés
points de collocation.
En pratique, nous choisissons une suite de sous espaces X,, C X, n > 1 de dimension
finie, généralement des sous espaces de C([a, b]) ou de L?([a, b]). Soit {¢)y, ..., 1, } une base

de X,,. On cherche une fonction ¢,, € X, telle que

n

oal0) =) citpy(a) , @ € [a, 0]

Jj=1

Pour déterminer les coefficients (c¢;), on substituant, cette fonction dans ’équation (3.1,

et on exigeant que I’équation soit exacte dans le sens ot le résidu

18
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) = () — / "k ) ()t / ale, 0o, ()t — f(2) . @ € [a,0]

n

x n b n
=Y euye) = [ 3o, @) - [ hadr Yo, (0 - 1)

j=1 a j=1

_ icj {%(x) _/j k:l(m,t)wj(t)dt—/abkg(x,t)¢j(t)dt} ~f(@) L z€lal

soit nul sur un systéme de noeuds 1, ..., x, € [a,b], (i.e, aux points de collocation)

ce qui conduit a la résolution du systéme linéaire

n

Z{wj(xi)—/azk‘l(xi,t)wj(t)dt—/abkg(mi,t)wj(t)dt}cj:f(xi) i=1.m

j=1

qui s’écrit sous la forme AC' = F,ou

T b
A = @z)j(xi)—/ k;l(xi,t)wj(t)dt—/ ol ), (), 6,5 = 1,.0m
C = (Ci)7 221,

,n

F = f(z),i=1..,n

ce systéme admet une solution unique si det A # 0, ce qui dépend d’ailleurs du choix

des points de collocation.

3.1.2 Meéthode de collocation-Chebyshev

On considére ’équation de Volterra-Fredholm de second espece

T b
o) = @)+ [ ket + [ e sl (32
On définit les polynoémes de Chebyshev U;(z) de degré i sur [a,b] comme suit
e N 20— (a+Db)
U7 () = U200

ou U;(z) sont les polynomes de Chebyshev de degré i définit sur [—1, 1]

CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS
INTEGRALES DE VOLTERRA-FREDHOLM
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On utilise la méthode de Collocation pour approximer la solution exacte ¢ (x) de
I’équation (3.2)).

On suppose
n

p(x) = pi(x) = Y aU; () (3-3)

1=0

ou Uf(x) sont les polynomes de Chebyshev de degré ¢ définit sur [a,b] et ¢; des
coefficients a déterminer.

Substituant (3.3) dans (3.2) on obtient
n x n b n
> Ui (x) = f(z) + / ki(z,6) Y U (U)dt + / ka(,t) Y Uy (t)dt
i=0 4 i=0 “ =0

d’ol

n

‘. [Ui*(x)— / oy (e U (8)dlt — / b b(m,t)Uj‘(t)dt] ~ @) (3.4)

1=0

I’équation (3.4]) peut s’écrire :

ou

T b
Y, (z) = Ul (x) —/ k:l(x,t)UZ-*(t)dt—/ ko(z, t)U; (t)dt

a

L a+b b—a 2i — D)m
Soit 5 + 5 cos( o

)i = 1,...,n les points de Chebyshev :

Alors les équations de collocation sont obtenues en prend des points z;

chwz([ﬁ]) = f(ﬂf]), jzl,,n (35)
i=1
Zcu/;ij = fja j:]_,,TL (36)
=1

L’équation (3.5 représente un systéme linéaires de (n) inconnue qui s’écrit sous la
forme

Ac=F

CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS
INTEGRALES DE VOLTERRA-FREDHOLM
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ou

A - 1/)U,Z,j:1,,’n,

c = (c1y.0)
F = (afla"'afn)t
c = A'F

CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS
INTEGRALES DE VOLTERRA-FREDHOLM
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3.2 Exemples Numériques

Apreés avoir traité les aspects théoriques liés aux équations intégrales et aux méthodes
d’approximation en utilisant les polynémes de Chebyshev, nous passons dans ce chapitre
a ’aspect pratique, en présentant des exemples numériques visant a évaluer 'efficacité de

la méthode proposée.

CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS
INTEGRALES DE VOLTERRA-FREDHOLM
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Example 3.1 Résoudre l’équation intégrale suivante :

/Or @(t) cos(x + t)dt + /o o(t) sin(x — t)dt = f(x)

(1)t — /0 1

1 (sinz — cosz — cos 3z — sin (z — 2))

aprés la régularisation

w(x)—/omwso

cos 2x

—1 1
—Mgp(t)dt sinx —

(sinz — sin 3z + 2z cos x)

Ccos 2x 4 cos 2x

Toos0n (cosx + 2sinz — cos (z — 2))

_1
2

ot la fonction f(x) xsinz est calculée une

fois que lon affecte ’équation la solution p(x) donnée par

Yop(T) = sinz
Nous appliquons polynome de Chebyshev U, (z) de seconde espéce pour approximer

la solution ¢, () c’est-a-dire que @y (z) solution du systéme algébrique avec N = 8

Pts de x
0.000000e + 000
2.500000e — 001
5.000000e — 001
6.250000e — 001
7.500000e — 001
8.750000e — 001
9.375000e — 001
1.000000e 4 000

Solu exacte
0.000000e + 000
2.474040e — 001
4.794255¢ — 001
5.850973e¢ — 001
6.816388¢ — 001
7.675435¢ — 001
8.060811e — 001
8.414710e — 001

Solutions exacte et approchée sinx

0.9

Solu approx

Erreur

—7.035150e — 010 7.035150e — 010

2.474040e — 001
4.794255e — 001
5.850973e — 001
6.816388¢ — 001
7.675435e — 001
8.060811e — 001
8.414710e — 001

Erreur

-8
10

1.000729¢e — 009
1.348077e — 009
1.562913e — 009
1.759866e — 009
2.229129e — 009
2.425120e — 009
2.239929¢ — 009

—@— Exacte m})
08 —@ Approchée } <
0.7 /D
0.6 7] /e,N
0.5 o e/e/
] o
2 04 5 10° S ——
w

0.3
0.2
0.1

0]
01 10"

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Example 3.2 Résoudre l’équation intégrale suivante :

T 1
| et [ o0 (o) de = 1)
0 0
aprés la régularisation

— 2" — 20 4+ 222+ 2

o(x) + /Ol“ o(t) (=) dt + /0 (2zte™") p(t)dt

= —re
2

ot la fonction f(x) = e” (2e” 4 2?e” — 2xe® — 2)+32? est calculée une fois que Uon affecte

I’équation la solution p(x) donnée par

Peg (@) = 2

Nous appliquons polynéome de Chebyshev U,(x) de seconde espéce pour approximer la

solution ¢,,(x) c’est-a-dire que vy (x) solution du systéeme algébrique avec N = 8

Pts de x
0.000000e + 000
2.500000e — 001
5.000000e — 001
6.250000e — 001
7.500000e — 001

Solu exacte
0.000000e + 000
6.250000e — 002
2.500000e — 001
3.906250e — 001
5.625000e — 001

Solu approx

Erreur

—4.154999¢ — 016  4.154999¢ — 016

6.250000e — 002
2.500000e — 001
3.906250e — 001
9.625000e — 001

6.328990e — 010
1.280724e — 009
1.588100e — 009
1.881427e — 009

8.750000e — 001
9.375000e — 001
1.000000e + 000

7.656250e — 001
8.789063e — 001
1.000000e + 000

7.656250e — 001
8.789062e — 001
1.000000e + 000

2.161113e — 009
2.296269¢ — 009
2.428609¢ — 009

Errenr

-8
12 10

—6— Exacte (x*)

6 o099
1L Approchée o) ——

-

10°

0.8

0.6

U(x)

04 4

0.2 14

C
Errenr
= =
o o

-0.2
0

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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3.3 Conclusion

L’implémentation de la méthode spectrale de collocation, propulsée par les polynémes
de Chebyshev de seconde espéce, a pleinement tenu ses promesses face aux équations in-
tégrales de Volterra-Fredholm. Les simulations numériques réalisées constituent la preuve
concréte de la robustesse de ce schéma. En effet, 'analyse fine des résidus d’erreur révele
une vitesse de convergence exponentielle et une stabilité remarquable, tout en maintenant
un colt calculateur minimal. Ces performances numériques valident 'efficacité supérieure
de I’approche choisie, la positionnant comme un outil de référence hautement performant

pour cette classe de problémes

CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS
INTEGRALES DE VOLTERRA-FREDHOLM
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Le but de ce mémoire est de trouver des solutions numériques approximatives
aux équations intégrales de Volterra-Fredholm du premier type, en les
transformant en équations du second type al’aide de la technique de

régularisation. Les polyndmes de Chebyshev décalés de Deuxieme espéce sont
utilisés pour approximer la solution. Des exemples numériques sont présentés

pour démontrer l'efficacité et la précision de la méthode proposée.
Mg DLéE :

Polyndmes de Chebyshev de Deuxiéme espéce — Equations intégrales —

Régularisation — Méthodes numériques
Abdract*

The objective of this study is to find approximate numerical solutions for
Volterra-Fredholm integral equations of the first kind by transforming them
into second kind equations using a regularisation technique. Shifted Chebyshev
polynomials of the Second-kind are used to approximate the solution.
Numerical examples are presented to demonstrate the effectiveness and

accuracy of the proposed method.

Keywbrds

Second-kind Chebyshev polynomials — Integral equations — Regularisation —

Numerical methods
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