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Notations

B (x,r): la boule de centre x est de rayon r.

R(t,7):=B(0,7)\B(0,t) ={z € R" : t < |z| <7} et Ry, := R (2%71,2") .
RY : I’espace Euclidien.

Ny = N U {0}: est ’ensemble des nombre natureles.

Pour un multi-index o = (a1, - -+ , v, ), nous écrivons |a| = a3 + - -+ + .

n
Ty = Z x;.y; « est le produit sur R".
i=1

Sif:R"+— C, "supp f " est le support de f,

supp f ={z € R": f(z)# 0}.
C (K) : est espace des fonctions continues sur un compact K a valeurs réelles.

La fonction caractéristique d’un ensemble E et notée par

1 rel

X (2) = 0 v E

Xt,r (‘T) = XR(t,T) (x)

Pour A C R"™: |A| et la mesure de Lebesgue de A.

Soient f, : R" — R, v > 0, on définit

1

> q(x)
ol = (Z 7, <x>yq<w>> |

v=0

v



Notations

e Soit 0 < p < oo, LP(R™) est 'espace de Lebesgue. C’est l'espace des fonctions f

= ([ 1rra) <o

1/l = esssup,ern [ (2)] < oo

mesurables telles que

si0<p<ooet

e Soient 0 < p < 00, 0 < ¢ < o0, alors £ (LP) est 'espace des suites {f,}, C L* (R")

telle que

I{fobollazey = (Z \!va§> ,
v=0

si) < g <ooet

1Al = S99 12l

si ¢ = o0.

e f < g pour f et g non négative signifie que f < C'g,ou C ne dépend pas de variables

impliquées dans f et g.

e f~ g quiéquivalent f <g < f.



Introduction

Les espaces de Herz K;&q et K;(,){q avec I'exposant p était variable mais o € R fixe et
q € (0,00] ont été récemment étudié par Izuki ([12],[13]) . Le cas ou p et « sont variables
ont été étudiés par A. ALMEIDA et D. DRIHEM dans [2] . Les espaces K;‘((f){q(‘) et
Kg(()) o) avec des exposants variables ont été introduit par Izuki et Noi dans [14] . Ou
ils ont donné les résultats de la continuité des opérateurs sous-linéaire pour une large classe
d’opérateurs classiques sur ces espaces fonctionnels.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier L’espace de Herz avec des exposants variables
Ks((_')),q(_). Cet espace fonctionnel fait une partie trés importante de ’analyse harmonique
et joue un roéle aussi importante dans la résolution des équations aux dérivées partielles
(EDP).

Dans ce mémoire on rappellent quelques propriétés de base sur les espaces fonctionnels avec
intégrabilité variables est présenter quelque résultats pour ces espaces ot en généralisant les
résultats classiques sur les espace de Herz.

Le mémoire est subdivisé en trois chapitres, une deux page pour les notations utilisées
et une liste de références plus introduction.

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques propriétés des espaces de Lebesgue avec
exposant variable LP() et Pespace ¢4() (Lp(‘)) et on termine par quelques lemmes techniques
clés nécessaires qui utilisés dans la suite.

Plus précisément, on donne la définition de I’espace modulaire, semi-modulaire et iné-
galités auxiliaires.

Dans le deuxiéme chapitre, on donne la définition de ’espace de Herz avec exposant

variable K;‘((f))q(_) et quelques propriétés sur cette espace.

vi



Introduction

Plus précisément, on donne la définition de I’espace de Herz non homogene K:‘((f){q(,)
et 'espace de Herz homogeéne K;((.'){q(.) et leur application et 6n donne quelques inclusions
¢élementaires.

Dans le troisiéme chapitre, on étudie la continuité de certains opérateurs sur les espaces
de Herz avec des exposants variables.

Plus précisément, on donne un rappel sur les fonctions maximales de Hardy-Littlewood

et on étudie la continuté des opérateurs sous-linéaire sur les espaces de Herz non homogéne

K;‘((.')),q(.) et sur les espaces de Herz homogene K;‘((f){q(,).

vil



Chapitre 1

Les espaces (40) ( 1p()

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et propriétés fondamentaux et les
notations essentielles qui seront utilisées dans la suite de cette mémoire.
Nous donnons ici la définition et les propriétés de I’espace modulaire et semi-modulaire

pour définir le variable exposant de Lebesgue et I'espace £4() (Lp(')) :

1.1 L’espace de Lebesgue pe)

1.1.1 L’espace modulaire
Nous commencons par un rappel sur les notions de base de la théorie des espaces modulaires.

Définition 1.1.1 Soit X une espace vectoriel surk (k = C ou R). Une fonction o : X —
[0, 00] est dite semi-modulaire sur X si les propriétés suivantes soient vérifiées

(1) ¢(0)=0.

(2) o(\x) = o(z) pour tout x € X , X € k avec |\ = 1.

(3) o est quasi-conveze. i.eNx,y € X

0(0r+(1—0)y) < K (00 () + (1 0)0(y)),0 € 0,1] et K € [1,50).
(4) o est continue & gauche.
(5) o(Az) =0 pour tout A > 0 implique x = 0.

Une semi-modulaire o est dit continue st

(6) L’application N — o (Ax) est continue sur [0,00), pour tout x € X.



1.1. L’espace de Lebesgue LP(")

Remarque 1.1.1 :
1. Le semi-modulaire o est toujours quasi-conveze.
2. Le semi-modulaire o est dit modulaire si, o (x) = 0 implique x = 0.

Exemple 1.1.1 Si1 <p < oo et Q) CR", alors
0 (1) = [ 17 @) da.
Q

définie un modulaire continue sur L° (), Ou L°(Q) est l’espace de fonctions mésurables.
Définition 1.1.2 Si o un semi-modulaire ou modulaire sur X, alors
X, = {:L' € X}.:li_rf(l)g(/\l') = 0} :
est appelé espace semi-modulaire ou espace modulaire (respectivement).
Remarque 1.1.2 On peut définir X, par
X, ={r e X :p(Ar) <oo;pourX>0}.
Pour la prewve (voir [10]).

Théoréme 1.1.1 Soit p un semi-modulaire sur X. alors X, est un espace vectoriel quasi-

normé sur k, muni de la quasi-norme

]|x\|g:inf{)\>0 : g(§> < 1}.

Preuve. Pour la preuve (voir [10, Théoréme 2.1.7,p.24])

Définition 1.1.3 Soit
Po (R™) = {p mésurable : p(-) : R" — [¢,00),c > 0}.
P (R™) = {p mésurable : p(-) : R" — [1,00)}.

On pose

= infessp(y) et pt=supessp(y)
yeR” yERn

p~=p (R") et pt=p"(R")
1

Sip € P(R™) alors on définit p' € P (R™) le conjugué de p, par O ﬁ = 1.



1.1. L’espace de Lebesgue LP(")

Remarque 1.1.3 p, := lim p(2) et (p.) = (pso), pour p € P (R").

|z|—o0

Définition 1.1.4 Soit p € P (R"). Alors on obtient un semi-modulaire

00y (f) == [ |f (@) da
J

(a) On définit Uespace de Lebesgue avec exposant variable LP¢) (R™) par

PO (R") = {f mésurable: /1\11)1(1] Op(y (Af) = 0} )

Ou
= {f mésurable : 3 X > 0, opy (M) < 00} .

LP( )

Muni de la norme
HfHLP(‘)(Rn) = inf {)\ >0: Qp(-) (X <1\,

b) On définit l'espace LY PC) (Rn par
loc

Lp() {f mésurable : f € LP¢) (k) , pour tous les sous-ensembles compacts K C R”}

loc

Lemme 1.1.1 Sip € P (R™) Alors

1, S 1= 0, () <1 Vfe L0 @Y.

On a
(a) Si Hf”;,(.) <1, alors gy, (f) < ||f||P()

(b) Si 1< (|fll,y, alors [[fll,0) < 0p) (f)-

Preuve. Pour la preuve (voir [10, Lemme 3.2.4]). =
Remarque 1.1.4 (a) Si la fonction p (x) = p = cet, donc la norme coincide avec la norme
usuelle de lespace LP (R™), autrement dit

LP@) (R") = LP (R").

(b)
min (0,6 ()7 0,0y (7)) < 1Fll) < max (g ()7



1.1. L’espace de Lebesgue LP(")

Lemme 1.1.2 Soit p € Py (R™) et s > 0 telle que sp~ > 1. Alors

I Ny = 11150

Preuve. En utilisant la formule ¢*? = (¢5)” et

s | ; S
1l = ({3505 040 () <1

= [ My -
Ce qui termine la preuve. [ ]

Théoréme 1.1.2 Sip € Py (R"), alors LPY) (R™) est un espace de quasi-Banach.

Preuve. Pour la preuve (voir [10, Théoréme 3.2.13,p.78]). m

1.1.2 Inégalités auxiliaires

Lemme 1.1.3 (Inégalité de Hélder)
; n 1 _ 1 4 1
Soient p,q,s € P (R") telle que 0= q(.).Alors

1Fgllscy < 20 F1pe lgllye -
Pour tout f € LPV) (R™) et g € L0 (R™).
Preuve. (Voir [10, Lemme 3.2.20,p.81]). =

Définition 1.1.5 Soit g € C'(R"™). On dit que g est localement Log-Héldérienne continue

noté g € C)°8 (R™), s'il existe ciog > 0 telle que

loc

Clog

< , pour tout x,y € R" x # y.
log (e +1/ ]z —yl)

lg(z) — g (y)]

Et ausst on dit que g est Log-Hélderienne continue a l'origine si

CIOE n
z)—g(0) < , pour x € R".
|9 () g()l_log(e+1/|x‘) P




1.2. Les espaces (1) (L))

On dit que g est globalement Log-Hdldérienne continue noté g € C'°¢ (R") si elle est locale-

ment Log-Hdéldérienne continue et il existe g, € R, telle que

Clog

< ———=—— pour tout x € R".
log (e + |x)

|9 () = goo <
Exemple 1.1.2 On pose
p () = max (1 — 317l min (6/5,maX (1/2,3/2 — x2))) , TER,
alors p € C'°% (R™).
Définition 1.1.6 Nous définissons la classe suivante des exposants variables

1
Plos .= {p € P :— est globalement Log- Héldre contmue}
p

1.2 Les espaces (0) (Lp('>)

Définition 1.2.1 Soient p,q € Py (R™). On définit ’espace £10) (Lp(')) par la modulaire

sutvant

o0

0pa0r (100 ((f0),) = me{)\ >0 0, (fv/ <1> < 1} Y (f,), C L0

v=0

On définit la norme usuel sous la forme suivante

Doy = int {05, (5 000) <1

Si gt < oo, alors

inf {2 >0 0,0, (fAT) <1h = 1170

P()

“)

_Q

D’ou

Qeqm(m() Z H|fu|q

L
a0)
Remarque 1.2.1 :

1. Sip(-) =p et q(-) = q sont des foncione constantes, alors

H(fv)Uqu(-)(Lp(-)) = H(fv Heq(Lp - (Z H fv ||q)



1.2. Les espaces (1) (L))

2. Siq € (0,00] telle que q constante. Alors

1CF)ulleaor (zoery = 1) ulla o) (ZH Fo)ully. )

1
q

Proposition 1.2.1 Sip,q € Py (R") ,alors Qpat) (100)) est un semi-modulaire . De plus
(a) Sipt < oo, alors Opat (L0 est un modulaire.

(b) Si p*,qt < o0, alors Opa) (Lr0) est continue.
Preuve. Pour la preuve (voir [1, Proposition 3.5]). =

Exemple 1.2.1 Soit (f,) = (f,0,0,---).0n a le modulaire

1
Qpat) (L)) (; (fv)v) = inf {A >0 00 (M)\fq(l.)) < 1} :
“(fv)UHgQC)(Lp(-)) = inf {,u > 0 :inf {A >0: o) (M)\fq(l)> < 1} < 1} .

On sait que l'inégalité finale indique que X < 1, pour A =1 on trouve

D llrgoy =0t {0 g (1) <1h= 1l

Théoréme 1.2.1 Soient p,q € P(R™) Si ﬁ + ﬁ < 1, ou q est une constante, alors

Donc

IRl est une norme.
gq(~)<LP(~))

Preuve. Pour la preuve (voir [1, Théoréme 3.6]). m
Théoréme 1.2.2 Sip,qg € Py (R™), alors ||~||€q(,)(Lp(A)) est une quasi-norme sur (1) (LP0)) .

Preuve. Soit r € (0,%min {p*,q*,Q}] , on définit p = 2 et § = ¢ ,puis clairement
% + % < 1.0n a d’apres le théoréme 1.1.1 nous avons besoin de considérer quasi-convexité

on obtenons
1(fo), + (gv)Ung(.)(Lp(-)) = |I|(fo), + (gv)v|r||j‘q(‘)(Lpﬁ(_)) ,
Mais
[fo+ 9ol <1l +gul", v =0



1.3. Quelques lemmes techniques

On trouve que

1D+ @dullaooy < N0ED, + 190l gs0r

=

r

< (IUAdD Ml g0y + 10090y s (250 )
car |||f|r||p(,) = ||f||:p(‘). Ce qui prouve que la derniére expression est majorée par

¢ (DM g0y + 109Dl (150)) -

Ceci qui termine la preuve. m

1.3 Quelques lemmes techniques

On pose
P2 (R™) = {p € P: p est globalement log-Holdreienne continue & l'infini} .

et

PR (R™) = {p € P: p est globalement log-Holdreienne continue  l'origine} .

Lemme 1.3.1 Soit 0 < a < 1 et 0 < q < oo. Pour toute suite réeles a terme positifs

{ej},ez dans (1 telle que H{aj}

JEZ

= 1 < o0o. Les suites { 0 : 0 = k=ig. et
Lq Ul {k 3 Za J

jsk keZ

Jj=k

{nk T = Z aj_ksj} appartenir a (7 et
kez

”{5k}keZHeq + ”{nk}keZng <cl.

Avec ¢ > 0 en fonction d’un seul et q .
Preuve. Pour la preuve (voir[2]) m

Lemme 1.3.2 Soit o € L™ (R") et r; > 0. Si« est log-Holder continues a la fois a lorigine
et de Uinfini (o € P (R™) NPR(R™)) on a

at

(:—;) st O0<res <%
T?(I)Srg(y)x 1 s1 %<T2§27’1
o
- )
(é) St o > 211



1.3. Quelques lemmes techniques

Pour tout x € B(0,r1)\B (0, %1) ety € B(0,72)\B (O, %2) avec les constante implicite en

fonction de x,y,r1 et ra.

Preuve. (a) Cas 0 <ry < . On considérons r, > 1. Nous avons

at

RGP (:_;) N0}

1< 7ngé(I)—a(y)

Donc on va montre qu’il existe une constante ¢ > 1 telle que ¢~ < ¢ pour tout

r,y avec || > 5 et |y| > 2, qui est équivalent & I'inégalité
la () — a(y)|logry < logec.
Comme a € P (R™) nous obtenons

o (z) —a(y)llogrs < fo(z) = acollogrs + [ (y) — ool log 7

< log log ry
™ log(e+|[z[) ~ log(e+ |y])
L T2
< log 5 log 2 + log <1

log (e+%)  log(e+2)

On considérons 75 < 1. Si r1 > 1,0n a

at at
7fz(m) _ <E) Tla(x)—a“'rgﬁ < (ﬂ) T?(z)fa""rg(y) S (E) r;(y).
T2 T2 T2
On utilise le fait que o € PP (R™) pour montrer que

a(@) —a(llog < |a(e)-a(0)|log - +]a () - a(0)/log

log %

log (e + %)

Pour tout z € B (0,71) et y € B(0,r5). Alors 1™ ™™ ~ 1, pour ces valeurs de z,y. Donc

<1.

at

a(y)
rtll(w) _ (ﬁ) r?(m)—a(y)rg(y) < <ﬂ) Tt;(y)'

] T2

(b) Cas % < 1y < 2ry. Comme @ < pol@)=eW o) on va démontre que @Y ~ 1. S
r1 > 1, on obtient I'estimation car o est Log-Holderienne continue & l'infini et que |z| > 5

et [yl > F.



1.3. Quelques lemmes techniques

Si r; < 1, on utilisons le fai que « est log-Holderienne continue & I’origine au lieu de prouver
que I’équivalence qui nous avons fait dans le premier cas.

(c) Cas g > 2r;. Si r; > 1 puis a partir de la condition de décroissance logarithmique a

o) (1) a@)-aw) aw r\" o

Sir; <1et ry < 1,0on utilisons le fait que a est log-Hoélderienne continue & I'origine pour

obtenir 5™~

I'infini on a

~ 1, pour tout = € B (0,r1) et y € B(0,72) et par conséquent d’obtenir

o) a”
a(z 1 a(r)—a «a 1 a
o) _ (E) @ —ew), o) < (E) 0.

Sirgp<let r>1.0na

oz a— a- —a « r “ o
P < o _ o, el a) o (F;) o).

D’ou le lemme est démontrée. m
Lemme 1.3.3 Soit p € P2 (R") est soit R=B(0,r)\B(0,%). Si |R| >27", alors
1 1
IXRllpe) = [RIF@ & |R[re . (1.3.1)
Awvec les constantes sont indépendantes de r et x € R. De plus
_1
||XR||p(~) ~ |R[7@
Pour tous |R| > 0, si p € Pi® (R") NP1 (R").
Preuve. Etape 1. On montron que Xzl ~ |R|ﬁ D’abord, nous montrons que

1
R ) st
p()

Avec des constantes indépendantes de x et r. Puisque p* < oo, il suffit de montrer que

__1_
() (‘R’ P XR) <c

p(z)—p(y)
Est une conséquence de l'estimation |R| *@ < ¢, pour tout z,y € R. Si |R| > 1, alors

‘p(x)—p(y) 10g’R| §C2’

p(x)




1.3. Quelques lemmes techniques

Ce qui est une conséquence par le fait que p € P2 (R"). On a

p(x) —p(y)

p(z)

log |R| < |p(2) — poo|log|R| + |p () — poo| log | R|

log | | log | R|
log (e + [x]) ~ log (e +[yl)
Le cas 27" < |R| < 1 est évidente de puis

T T
<1 > — > —.

1
Ip(z) = p(y)|log — < 2npTlog2 < 1.

|R|

Dans le cas |R| < 27", on utilise le log — Hdélderienne de p a lorigine pour obtenir

'estimation (avec |z| < 7, |y| <)

1 1 1
p(z) —pW)|log= S |p(x) —p(0)|log —:; + [p(x) —p(0)]log —:.
|R| |R| |R|
1 1
logm logm <1

log <e + ‘—;l> log <e + ‘—;|>

Maintenant, on montrons que |R|?® < [[xgll,.,. Ceci est une conséquence de I'inégalité de

1
Holder et lestimation |xgll,, < [R|7® lequel a déja prouvé. En fait, nous avons

—1

1 1 _q "(x)
[R|7™ = [R|7 /XR(y)dy§2|R\p xRl el

R’Il

S lIxglly -

Etape 2. On montrons que |R|ﬁ A |R|i quand |R| > 27" et p € P2 (R"). Comme

indiqué précédemment, cette relation est équivalente aux inégalité

1 1
’ — —|log|R| < 1, |R| > 1.
P(T)  Poo
et
1 1
——llog— <1, 27" <|R| <L
‘p(x) Poo |R| A

1
On trouve par les deux cas , d’aprés 'hypothése p € P (R?) : ]R|p%-o ~ |R|*@. La preuve

est terminée m

Lemme 1.3.4 Soit T € P8, pour tous cubes (ou Boules) P et Q telle que P C Q , nous

|Q|)1/T+ Ixoll. (|Q\)1/T_
Al = < — B =
(IPI ~ixplle — | P|

Avec A, B > 0 sont indépendants de |Q)| et |P|.

avons

10



1.3. Quelques lemmes techniques

Preuve. Si |P| > 1: dans ce cas, on utilisons (1.3.1) pour obtenir |[xpl[,, ~ \P\% et

||XQ||T(_) ~ |Q\% Par conséquent

1/’7‘+ X % 1/7’7
) sl () <o)
1P| Ixplly  \IP| 1P|

Considérons maintenant |P| < 1 :
Si |Q| < 1,puis de (1.3.1), on obtenons |xp|,., ~ |P|%, pour y € Pet ”XQHT(.) A |Q|%,
pour y € P C Q, donc

/7 % =l /7~
(1) < Ixello (1) < (1)
1P| Ixpll-cy — \IP| 1P|
Si |@] > 1, on utilisons (1.1.1) on obtient

Q"™ < lxell,, S 1@

et
T+ T
PV S xell S 1P

qui se termine la preuve. m

11



Chapitre 2

’ a(:)
L’espace de Herz Kp(.)qu

Le but de ce chapitre est le présenter l'espace de Herz avec des exposants variables et

quelques properiétés sur ces espaces.

2.1 Définitions et propriétés

Pour plus de commodité, nous avons mis By, := B (0,2"3) = {x eR™:|z| < 2’“}, Ry =
{z e R": 281 < || < 2%} = By\By_1 et x = Xg,, k € Z.

Définition 2.1.1 Soit p,q € Py (R"), et a: R" — R avec a € L*> (R").

(i) L’espace de Herz nonhomogéne K;Y((f){q(,) (R™) est l’ensemble de f € Lf(f;) (R™), telle

que

¢a(-) (Lp(-)> < o©.

HfHK;"(("))’q(') = H‘fXBOHp(~) + H (2ka(')ka)k21

ii) L’espace de Herz homogéne f(a(,') + (R™) est l’ensemble de e 'Y (R {0 ,
p(),q(") loc

telle que

oy = ||(2F0)
1Fllgey = [ @050 ez

gq(-)(LPC)) <

Pour l’espace de Herz homogéne on peut ausst associé le modulaire

(f) = Qpa() (Lr0)) ((Qka(')ka)k€Z> .

ca()
Koya0)

12



2.1. Définitions et propriétés

Corollaire 2.1.1 Si g est une constante. Alors

1ty = 17 gy + | 20 x8)

p(-) 04

£y, = [0 101

‘p(')

va

Remarque 2.1.1 Sip,q et a sont des constantes, alors

;o)

p(ra() RY) = Ky (R?).

et

o)

p(ra) R = Ky (R?).

Sont les espaces de Herz classiques.

Définition 2.1.2 Siq = oo alors pour les suite {gi},cq des fonctions mesurables on définit

1/q
{9t (o) (ZHng ) -

et

1/q
{91l (o) (Z 195115 ) .

k=—00

Proposition 2.1.1 Soient o € L (R") et p,q € Py (R"). Si «, ¢ € P2 (R"), alors

o)

pra) R = K55, (RY).

P(-):doo

En autre, si a et g € PP (R") NPE(R"), alors

1Fll oy = H{Qka(o)ka}Hefgm(m»)) + ||{2ka°°f><k}“egoo(m->) : (2.1.1)

Preuve. La preuve sur les trois étapes.

Etape 1. Nous allons prouver que

Ko g (RY) > K5O (R,

P(+),go0 p(+).a(

qui est équivalent a

ol < oo
1Fllestr S 1Sl

P(+),q00
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2.1. Définitions et propriétés

Pour toute f € K55 (R"). Il suffit de considére le cas ||| Ko = 1 et de montrer que
P()>q900

le modulaire de f sur le coté gauche est bornée. En particulier, nous allons montrer que

oo

|62ka(')ka ’(I(

| A

0 1. (2.1.2)

k=1
Pour une constante ¢ > 0, depuis a € P2 (R"), pour k > 1 et z € Ry, nous avons

k

2 g < —
(@) — ’Nln(e+]a:\)w

Donc, 2F(®) r 2k ayvec les constantes indépendantes de k et z, et par conséquent

Z [le2t=0 Z [le2to |

Pour estimer (2.1.2) il est claire que de démontrer 'inégalité suivante

L L
a(’) a(’)

}CQkaoo ka‘qt)

gy < 12 el +27F =0 (2.1.3)

Ce implique que
< 1.

H(Sfl ‘CQkaooka"J(‘

()

a0
C’est-a-dire

N
p()

Nous avons pour tout z € Ry

1

0 ) = (2’€5)‘%‘°7ﬁ o (7 —at0) 57

Depuis ¢ € P2 (R"), pour k > 1, et x € Rj, nous avons

k'Q(x)_qoo’<k‘q(x)_QOo‘< k <1.
Jooq () - Gooq™ ~1In(e+ |z|) ™

1 1
Donc 2k(q?7m> ~ 1, avec les constantes indépendantes de k et z. et d'un autre pars

1 < 2%5 < 281 on obtient
(2]‘35) qoo q(z (2k+1)| doo q(lr)| < 1.

1 _1 . .
Donc 6 4@ < § 4. Avec un choix approprié de ¢ > 0 alors

-1 ka —L Sk
it py | < ot gy
p(+) p(+)

L okas
6 |28 kaHp()

IN



2.1. Définitions et propriétés

1
Pour estimer la derniére inégalité nous avons ||2’“"°° f Xka 0 < Jae alors

_ 1 1 1
Hc(s q<~>2k%okaH SO <L
o

< 1. Donc

Finalement on concluons Z H {C2ka(')ka‘q(.) ()
a()

k=1

Ko

P(+),q00

n Oé(') n
(R") = Ky g (RT).

Etape 2. Nous allons prouver que

K°!

v (B = Koz (R™)

p( ),CIoo

qui est équivalent a

e S .
1Flss, S Il

().a()
le modulaire de f sur le coté gauche est bornée. En particulier, nous allons montrer que

Pour toute f € K| () (R™). Tl suffit de considére le cas || f|| .ocy =1, et de montrer que
P()a()

Z 2% [0 < 1. (2.1.4)

Pour une constante ¢ > 0, depuis a € P (R"), pour k > 1 et x € R, nous avons 2F*(*) =

2k avec des constantes indépendantes de k et x, et par conséquent

2 el ~ Ol
=1 =

Ce implique que

122 ey S 1250 Fxllyy -

Pour estimer (2.1.4) il est claire que de démontrer 'inégalité suivante

ol - oo ol () —
20 pxalligy < |20 £l ., +275 =4 (2.1.5)
a()
Ce implique que
Hé‘ﬁ 1.
qui est équivalent a
Jlerszop ] <1

p()

15



2.1. Définitions et propriétés

C’est-a-dire
ol <1
p(")

_1 1 . . .
D’en haut § @ < ¢ «@ | puis avec un choix approprié de ¢ > 0 on a

H

Du coté gauche est inférieure ou égale & 1 si et seulement si

<fprimon
p()

_1
LK) 2ka(')kaH o 1 qui est
(-
équivalent a

H ‘5—q<1~>2k“<'>ka\m

< 67|20
v 7o}
aq(-)

N

< ¢, alors
p(:)

q(-)

Pour estimer la derniére inégalité nous avons H ‘2’”‘(') f Xk|q(')

)
! < 55
p()

q(-)

< 1.

H ‘5—%2;@(.)%

Finalement on concluons Z |2k fx,, quo < 1. Donc
k=1

KO (R") — K% (R").

p(')vq(') p(')vqoo

Etape 3. (i) On prouver que

H{2ka(0)ka}He?m(mc)) + H{2kawak}HZ‘i°°(“’(')) < HfHK;(('S)’q |

On supposons que || f[| .o¢) < lavec a € P (R™), alors pour k < 0, et € Ry, nous avons
p().q

oka(z)  9ka(0) et par conséquent

[ {Qka(o)ka}Hz‘;@(m-)) ~ | {Qka(')ka}Hz‘;@(m-)) :

Avec

1/4(0)
[[{2"%¢ ka}Heq@ 1000) (Z 2520 fx ka()> '

k=—0c0

Comme a I’étape 2, nous avons prouver que

p() +2k

o2 10 < 20
a(-)

16



2.1. Définitions et propriétés

Pour tout £ < 0, et pour une constante ¢ > 0, on a

{2 Fx} He‘i(o)(m-)) S L

En utilisant estimation (2.1.5) on obtient

{25 Fxi} ”e‘;OO(Lp(-)) S L

Donc
H{Qka(o)ka}Hé‘i(o)(m(')) + H{Qmwfx’“}ufi""(”’“) S

L’estimation désirée peut étre obtenue par 'argument de mise & 1’échelle.

(ii) On prouver que

||f||1‘<”<_'> N H{Zk“(o)ka}Hegm(m») + H{zkawak}Hegoo(mc)) -

p(-),q

Maintenant nous avons

125 Pl oy < 1t 2= g ey < 1

Comme & I’étape 1 nous avons pour tout k£ < 0, et pour une constante ¢ > 0, on a

[EXE

o (0)
sy SOl + 25

)

En utilisant I’estimation (2.1.3) on obtient

+o0
k=—00

p(-)

(-

Q

Donc, || f]] K9 < 1. Finalement de (i) et (ii) on concluons

g = 27 FxH oy + 14257 50 e

Ce qui termine la preuve. m

17



2.2. Inclusions

2.2 Inclusions

Le théoreme suivante donne quelques inclusions élementaires.

Théoréme 2.2.1 Soient o, o, ; € L™ (R"), p € P (R"™) et qo,q1 € (0, 00] .
(i) Siqo < q1. Alors

KO (R — KO (RY) et KOO (R") < K20 (R™) .

p(),q0 ()¢ p(),q0 p(-):q1

(ii) Si (ap — a1)” > 0. Alors

Kao(-) (Rn) N K;él(-) (Rn)

p(')zqo (')7(11

Preuve. (i) Par l'inclusion ¢ C (% (ii) D’aprés (i), on a ce qu’indique encore par
do, ¢1 € (0,00]. Pour prouver l'intégration (ii), il suffit de considérer ¢; finie . Ensuite nous

avons

H 1219 e

) < e H”Qkao()kaHp()H ) <c HHQkao()kaHp()

71 (N %o(N 0 (N)

Ce qui implique

kai(+)
H (2 ka>k;21 290 (LP('))

<¢ H (250 Fxi) o

fa1 (Lp('))

Avec cI' = E 2 ka(@0—01)” < 50, Donc
k>1

Kao(~) (Rn) N Koq(') (Rn)

p(),q0 p().q1

Ce qui termine la preuve. m
La proposition suivante donne des résultats plus incorporation, maintenant dans le cas

ou l'indice d’intégration principale est modifiée.

Proposition 2.2.1 Soit « € L>® (R"), po,p1 € P(R™) et ¢ € (0,00]. Sipy < pp et

1 _ 1. pl
- — € Py (R"), alors

a()+n/po(-)=n/p1()) mon a() n
Kpl(-),q (R") — Kpo('),q (R").
En autre, si pio — le € Py (R™) NP2 (R™), puis
a()+n/po(-)—n/pi1() (mpn o n
Kpl('),q (R") — Kpo('),q (R").

18



2.2. Inclusions

=1
t(w) = po(x)

Preuve. Soit S
p1(z)

125 x|y = 211250 i

p1(-)

Par I'inégalité de Holder nous avons

=220 .
||Xk:||t(~) kaHXk”t(-) 210

Alors pour tout k € Z, et par le lemme 1.3.3, on obtient ’équivalence

22| (@) el

1 _kn_
ou les constantes sont indépendantes de k et x avec |Ry|T@ ~ 24@)

1257 el

Prenant maintenant /7 est une quasi-norme donc

1/q
(Z 1250 f Xk”fmw) : <
keZ keZ

a(-)+n/po(-)—n/p1(-)
p1(-),q

Donc
(R") —

Pour tout £ > 1.0n a

1/q
1x80 s + (1290 ) S Xm0y +
Donc
K;(('.);‘q”/m( )—n/p1(-) (Rn) N

Ce qui termine la preuve. m

~ 2O | ()] | Ry |7

3 |20 O-1nO) £y, ¢

ke Z,x € Ry,

, on obtient I’estimation

< [[2kaCHkn(1 /00 1/m ) fy
p1

1/q
1(')) '

o) n
KPO(')vq (R ) ’
1/q
(”2ka(.)+kn(1/p0(')*1/p1('))kaH ()) )
p1l-

a(-) n
Kpo(~)7q (R ) )

Remarque 2.2.1 On considére l'inclusion de type Herz, pour des exposants constantes il

bien connu que

Koo, — Ko,

Po,q

1 1

Si g — oo = a1 — o, ot 0 <py<p; <00,0<qg< 00, —0 < a; <oy <.

Corollaire 2.2.1 Soit py,p; € P8 (R"). Sipy < p1 alors

L>® (Rn) SN K n/m (Rn) N K n/Po (Rn> AN Kigo

et
(Rn) N K”/Po

po(+),1

K7 (BY) = K0

p1(-),1

(R") — K7, (R") =

(R")

L' (R").

Plongements méme tiennent dans le cas homogéne si py, p1 € P(l)og (R™) N Ple (R™).
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2.2. Inclusions

Preuve. Prendre les exposants constants 7, s tel que 1 < r < p; < pf < s < oo.
Depuis pg, p1 € P8 (R"), de sorte qu'ils ne p% — 5 pio et pio — pil. Alors par la proposition

précédent on a

K2 (RY) — K, W (RY) s K00 (R o K20 (R

D’oul la premiére chaine de plongements suit en tenant compte des affirmations classiques
L (R") = K o (R") — K 2* (R") et K 2" (R") — Ky (R").
Donc

L® (R") — K, MO (R") < K0 (RY) 5 K7 (R™).

La seconde chaine de encastrements peut étre prouvé d’une maniére similaire. Ce qui termine

la preuve. m
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Chapitre 3

Continuité de certains opérateurs sur
les espaces de Herz avec des

exposants variables

Dans ce chapitre, nous montrons la continuité de certains opérateurs sur les espaces Herz

avec ’exposant variables sous des hypothéses appropriées.

3.1 Rappel sur les fonctions maximales de Hardy-Littlewood

Définition 3.1.1 A toute fonctions localement intégrable f sur R™. On associe sa fonction

maximal de Hardy-littlewood M f (x) telle que

M () = sup——— /\f )| dy.

r>0 ‘B
B(w )
Ou B(z,r)={yeR":|y—zx| <r}.
Remarque 3.1.1 :

1. La fonction maximale est une fonction mesurable.

2. Si f,g€ L, (R") et >0, alors

loc

M(f+9) S M(f) + Mg), et M(af) = || M(f).
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3.2. Continuité

3. Muf = M|f|" pour tout 0 <t <1.

Définition 3.1.2 On pose

z€EB

M () = sup% / f () de.

Done Mf (x) ~ Mf(x).

Proposition 3.1.1 Soit 1 < p < oo . Alors il eziste une constante ¢ = c(n,p) > 0 telle
que pour tout g € LP (R™) on a
[Mgll, < cllgll,-

Preuve. Voir [26] =
Théoréme 3.1.1 La fonction mazimale M : L (R") — LP (R™) pour 1 < p < 0.

Remarque 3.1.2 La fonction maximale M : LPO) (R") — LPO) (R™) pour p € P8, et
p- > 1.

Pour la preuve (voir [10, Théoréme 4.3.8]).

3.2 Continuité

On considérons les opérateurs suos-linéaire satisfaisant a la condition de taille

Tf ()] 5/ Ly)|ndy, x ¢ suppf (3.2.1)

re |7 — Y
pour les fonctions intégrables et support compact de f. Cette condition a été considérée
par [13] et il est satisfait par plusieurs opérateurs classiques dans l’analyse harmonique,
comme les opérateurs Calderén-Zygmund et la fonction maximale de Hardy-Littlewood. En
effet si © € B(xg,r) avec x ¢suppf et y € B(xg,r) N suppf on a |z —y| < |z — xo| +

|y — x| < 2r et donc on obtient le resultats.
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3.2. Continuité

Théoréme 3.2.1 Soient ¢ € Py (R™) et p € P2 (R™) avec 1 < p~ < p™ < oo,et soit a,
q € P2 (R"), avec o € L™ (R") et

—pﬂ <a< ;%' (3.2.2)

Supposons que T est un l'opérateur sous-linéaire satisfaisant (3.2.1). SiT est borné dans

LPC) (R™), alors T est borné dans K;((.'))q(.) (R").

Preuve. La preuve sur les deux étapes.
Etape 1. Nous allons prouver que: ITfll ey S Iflleer - A partir la proposition 2.1.1
p(-),q(*) LIONION

on utilisons la quasi-norme équivalente || f|| oo . Nous avons divisé 'opérateur en
P(+),q900

T @) ST (Fxs.) @]+ |T (s, i) @)+ T (Fxz) @]+ |T (Fans,..) @)
ou Ry = {x eR™:2F2 < |z| < 2k+2} , avec k € N.
Estimation de T (fxp_,). On a pour z € Ry et y € B_,, nous avons |z — y| > |z| — |y| >

2F=2 et par l'inégalité de Holder on a

()@ 5 [ 7 )] dys,z—’m/B 1 ()] dy

n
B_s |513 - y|

< 2™ HfXB—QHP(.) HXB_z

p'()°

Par conséquent, nous avons

T (fxp.,) (@) 270 ”fXszHp(,) , pour x € Ry.

Avec une constante indépendante de k et . Prenant LP() est une norme nous obtenons

2 T (Fxso)ll,y S 2

AN

e Xl

2k(aorn+ﬁ%’°) HfXB_2 Hp(.)

ot(ooemnic) 1/x 5, Hp(.) :

N

N

Avec (par le lemme 1.3.3) [| x|, = HXRka(.) ~ |Rk|ﬁ ~ 2res et HfXB_sz(.) < ”fXBoHp(.)'

Prenant maintenant /% est une quasi-norme donc

1/go0 1/qo0
(S hur i) 5 (T vl

k>1 k>1

1/qoo
o (z ||f><BOH;;z3)

E>1
< ¢ ||f||K;‘(?‘)°’qoo

AN
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3.2. Continuité

Avec ¢f™ = ) 1oy ghteo (0o —n+50) < o,
Estimation de T (fXBk,Q\B_2>- Soit k € N et x € Ry, Alors nous écrivons

7 (Fsmss) @] s [ LACHIIY

n
k_g\B_z |Jf - yl

_ |f ()]
-2 /Rj =y Y

—1<j<k—2

Pour estimer la derniére intégrale on a |x — y| > |z| — |y| > %, siz € Ry et y € R;, donc

gharee ‘T (fXBk_Q\B,2> (1')) S Z Qkaw/R W—y)ldy

—1<j<k—2 j |z =yl
S D) 2(k‘j)“°°‘k”2j“°°/ If W) x; (W) dy, = € Ry,
—1<j<k—2 "

Par I'inégalité de Holder nous avons

L1760 )y <2053, Il -

Prenant maintenant LP() est une norme nous obtenons

2 [T (Fxpm)| S 3 292 [ gy Tl Tl

~1<j<k—2

Pour estimer la derniére inégalité en utilisant le lemme 1.3.3 avec

1 gn_
)% |Rj‘p€>o ~ 2rk .

1 kn
Iellyey & 1Rel 7 255 et [l

Par conséquent, pour chaque k € N,et d’apreés ’hypothése (3.2.2) on trouve

5 Z Q(kij)aorkny%o HfXij(.) ‘Rj’é ‘Rk’i

~1<j<k—2

2 T (£ e |
p(°)

S D e [
—1<j<k-2

SEED Dl 1201

—1<j<k—-2
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3.2. Continuité

telle que 0 = a — n + pi.Prenant maintenant ¢~ est une quasi-norme donc
o o}

1

doo =
Z 2kaooqoo )XkT (fXBk—z\B—2>
=1 (")

1
4o\ o0
S {Z ( Z 2(k—j)62jaoo HfXij(.)> }
k>1 \-1<j<k—2
1
Goo Joo
< {Z (2““““2‘% £l + 2% Unally + 3 262 | Xf”p@) } |
>1 1<5<k

Depuis « est bornée et x_;,de méme x, < xp, donc le coté droit de la derniere inégalité est
majoré par
1
4\ 700
k—j)00joco
il + {3 32 2wl )L
k>1 \1<j<k

Par I’hypothése (3.2.2) on a § = (ozoo —n+ 1%) < 0, donc ¢f* = 3,5, 2% < co. A

partir le lemme 1.3.1 on a

{ Z 2kaooqoo

k>1

1 1

goo doo ‘ doo
< jasegec || £y |92 _ .
‘p(')} S 11z HP(’)+{Z 2 HfXJ‘ p(~)} HfHKp(?iqoo

Jjz1

}XkT (fXBk_Q\B,2>

Estimation de T (fx Rk>' Utilisé la continuité de T sur L) (R™), et le fait que y R =

Z?:_l Xk+j> On obtient l'estimation

HT (fXRk) Xk”p(.) S HT (fXRk)Hp(.) S ”fXRka(.) S Z HkaJrj“p(-)'

j=—1

On obtient

1/qo0
{Z 2Rt | T (Fx ) Xl Zi‘.’)}

k>1

est majoré par

1/goo
c {Z Z 9 (k+j) a0 goo Hka‘HHZT)}

k>1 —1<5<2
1/qoo
i { POl T D DD DI it fokﬂHi??}
~1<j<2 k>2 —1<j<2
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3.2. Continuité

Cette terme est majoreé par

IFxollyey + D 207 [ fxa i + 22070 [ g,

0<j<2 k>2
5 e
k>2 0<;<2
< ||on| yt Z 2(IH7)ercodeo Hleﬂquo + 22 (k=Tacoges Hka 1qu0
0<j<2 k>2
+Z Z 2! Avoatoe ||sz||ZCZ?)
1>2 0<;j<2
S xolls + Z glad 1l
1>2
SR

p()doo

Estimation de T’ < I Xrn\ Bk+2) . Les arguments ici sont tout a fait semblables & ceux utilisés

dans l'estimation des T’ < IXB, \B_ 2). Soit k € N et z € R}, ,alors nous écrivons

T(fx n ) 93)‘ 5/
‘ K™\Bet2 ( R”\Bj, 42 |31J—y|

Pour estimer la derniére intégrale nous notons que |x — y| > |z| — |y| > 2/73. Pour z € R,

j>k+3

et y € R;, comme dans le second cas, nous utilisons successivement l'inégalité de Holder et

le Lemme 1.3.3. On a pour z € Ry,

2kaw }T (fXR"\Bl) (l‘)‘ 5 Z 2760400/ ’f@)’nd

S 3 otz [ i) )dy

i>k+3 R

Prenant maintenant LP() est une norme nous obtenons

2kaoo HX’CT <fX]R"\Bk+2> Hp() S Z 2(k—j)aoo—nj2ja(x, ||fXJHp() HX] o ||Xk||p()
J>k+3
S 3 ey |
j=k+3
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3.2. Continuité

Par ’hypothése (3.2.2) on a § = (ozoo + ]ﬁ) > 0. Prenant maintenant (%~ est une quasi-

norme donc & partir le lemme 1.3.1, on obtient

1

9kroo oo T(f o
E Xk Xem\By s o()
E>1

1

4o\ Goo
< {Z(ZQ<’W°°+ o~ |l ) }
k>1 \j>k+3
1
qdoo
< {Zw%qw fojn::z;}
i>1
< Wl

Avee Yo iis (k=) (oot 72 oo o
Etape 2. Nous allons prouver que : H (Tf) xs, Hp(.) S Ko Alors on divisé I'opérateur
p(+);400

e1n

TF @) ST (Fxs,) @)+ |T (Fxeas.) @]+ 1T () @1+ [T (g, @)

Par I'hypothése T est continue sur LP() (R"), on a

1T (£x80) Xllyiy) 1T (Fxmo) oy S X80l < 1 o

et
1T (Fx) XLy S T xS 2 1 xaly S 1 o

Pour estimer la |T (fxem5,) (z)| ,on notons que |z —y| > |z| — |y| > 2"72, pour z € By et
y € Ry ,et en déduire que
’ (fX]Rn\B1 22 kn/ ()| dy.
k>2
par l'inégalité de Holder et par le lemme 1.3.3, nous avons
T (fxams) @] S D027 H = )20 | f ) < ersup2= || frg ],
k>2 jeN

(aco+

avec ¢ = ) ;552" ) < 00, Car (i + - > 0.Ainsi, nous obtenons

HT (fXRn\Bl> XBo

o) S 200 HfXij(.) HXBoHp(~) S HfHK;Y(O-iqoo
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3.2. Continuité

Finalement
[(Tf) XBoHp<~> S ”fHKS(?E’,qw

La preuve est terminée. m

Pour les espaces homogeénes, nous avons la déclaration suivante:

Théoréme 3.2.2 Soient ¢ € Py (R") et p € P (R™")N P2 (R"), avec 1 < p~ < p* < oo,et
soit o, ¢ € P8 (R™) NP8 (R™) | avee o € L™ (R") et
n _ n 1
——<a <a’ <n(l-—]. (3.2.3)
p p
Supposons que T est un lopérateur sous-linéaire satisfaisant (3.2.1) .Si T est borné dans

LPO) (R™) , alors T est borné dans K (())q() (R™).

Preuve. Nous allons prouver que: ||Tf[| .oy S [[fllze) A partir la proposition
p(-).a()) p(-),a()

2.1.1 on utilisons la quasi-norme équivalente | f|| o . Nous avons divisé I'opérateur en
(

)»do0

Tf @) 5 [T () @]+ 17 (i) @]+ [T (Fans.) @)

ou Ry :={w € R": 262 < |z| < 2642} "avec k € Z et x € Ry.
Estimation de T’ (fXBk,2>- Pour x € R et k <0 on a

oal(0) ‘T (fXBk_Q) <x>‘ < 2ka(0)/ |f (y )| — 9ka(0) Z / = y|

Bj_o |37—?J|

Pour estimer la derniére intégrale nous notons que |z — y| > |z| — |y| > -, et 29(*) & 22(0)
si x € Ry, Ainsi le lemme 1.3.2, on a:

k—2

01 (115, 0] 5 T 20 [ 20

o j

par l'inégalité de Holder nous avons

/R 20 \f Wldy S [ 27017 @), W)y <2200, Il

J

Prenant maintenant LP() est une norme pour k < 0 ,nous obtenons

k—2
sza(O)T <fXBk_2> Xka() SJ Z Q(k—j)a+—kn H2]a()fX]Hp() HX] o0 ||Xka() .
j=—00
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3.2. Continuité

Depuis p € Pg* (R™) N P2 (R™) implique p’ € P (R™) N P2 (R™) et par le lemme 1.3.3 on a

1
~|R;)|")  z e R,
(")

1
el = [l ~ 1R 2 € Rt [l = (X,

D’ou la somme ci-dessus peut étre réécrite comme

k-2 -
Z 2(k—j)a+—kn |Rj|

j=—o0

1
p(z;) |Rk|@ H2ja(.)fXij(-)’

Maintenant on peut distinguer trois cas de la maniére suivante (ici nous présentons les tous
les cas):

(i) Cas 0 < j <k —2: par le lemme 1.3.3

1

T R 5 [ 209

(ii) Cas j <0 < k — 2 : dans ce cas, On obtient
1
1

IOV AE R ARV AT S A

(iii) Cas j < k —2 < 0 : nous avons ici

1 1 1

- 1 1 . o
’Rj| p(xj) ‘Rk’p(zk) S (’Rk| |R]‘_1)p(1k) ‘Rk’p( k) p(x]-) S 2(k j)p*'

En effet: |z < 2%, |z;] < 29 < 2Falors par 'hypothése log —Hdolder continuité de p a
I’origine et obtenir, pour £ < 0.

1 1

‘ B 1 log 2LK < log QLK
p(zx)  plx))

|Rk|Nlog<e—|— > ~log (e +55)

Avec ¢ > 0 indépendant de k, j, xy, x;.Par conséquent, dans tous les cas, nous avons essen-

log c.

1
|k |

tiellement la méme limite et, donc I’estimations ci-dessus, nous arrivons a l’'inégalité

k—2
207 (£x0,) |, 5 3 2T Opgll,, B29)

Depuis at —n + pﬂ_ < 0,nous utilisons le lemme 1.3.1 et obtenons
_1

1
(0) W - k_2 . ot_n n Q(O)
im) < <Z > 2" Sl H2ka(0)fXjHiE.O>))

k=—00 j=—00

-1
(£ or ()
k=—o00

1
-1 q(0)
< < 2o fXRkH;f))) Sl

k=—o0
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3.2. Continuité

Pour estimer de 2¢% T ( fx Bk—2> dans ¢2* —norme .Nous avons la méme estimation (3.2.4),

avec 2k en place 2¥*(9) Nous écrivons

B2 . ‘ 0 k—2
> k=i (ot =+ ) H2N<'>ij||p(,) =) D> (3.2.5)
=m0 j=—00 j=1
Pour toute k£ > 0, (on considéron k = 0,1, 2 alors Zf;f -+ =0), Depuis a™ —n + =<0
,alors pour la premier terme
0
S 2 o0 s |
j=—00
est majoré par
a"'fn = a"" n i
T 20
j= <

~Y

E(at—nt+-2 ja(0)
s ”Eggllw Fxilly

Comme (% —norme et par le lemme 1.3.1, nous avons

1

(i ) s [0 o ) < (_Zf(a e H2kamequm>qw

k=—o00 k=—00
< o .
S ey

Estimation de 7" (fx Rk) .On Utilisé la continuité de 7 sur L) (R™) jon a

|| {T (2ka(0)fxf2k)}||e‘1<(0)(Lp(-)) + H {T (2kaoofXRk) } Hzgoo (Lp(-))
{2 Xz, b Hegm(m») + {25 fx, b Heq;o(m))
S ” {2ka(')fXRk ! ||eq<»>(Lp(->)

< )
N ||f||Ka(<)> .

AN

Estimation de T ( I Xrn\ Bk+2> .On a, en utilisant une combinaison des arguments utilisés

dans la démonstration du théoréme 3.2.1, nous arrivons a l'inégalité

ka(0 . (k— J) o + e
20T (s, Xka(.) <30 ) 290y (3.2.6)
k=j
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3.2. Continuité

pour toute £ < 0 on a

Z 2(k—j) (Oé_-l—p%) ||23a()fX] Hp()
k=

1 >
Z 2(k—g)(a*+p—+) 2790 £, Hp(.) + Z Q(k_])@ﬂrpj) [2720) fy; Hp(.)
—k

L . 0
Depuis o™ + p% > 0,nous utilisons le lemme 1.3.1 et comme €q<( ) _norme ,alors pour la
premier somme nous avons

1

-1 -1 . 0 4(0) -1 0) ﬁ
<Z ZQk J) a”+-2 )H2ka(0)fxi||§§~))> < ¢ < Z ||2ka(0 qu( )

k=—o00 j=k k=—00

< ol .
~ HfHKp((-)),q(»

Depuis 27°W) x 27%< pour toute y € R;, j > 0,alors la deuxiéme somme

ZQ (k— J) T+ HQJ‘aOOfXij(‘)
7=0

est majoré par

a +n 22 g Sup”QJaOOfXJH
j=0
kla™+-2 | oo
< o ”*é&%’”” Xl

0
comime E‘i( ) _norme et par le lemme 1.3.1,nous avons
1

— k(o™ +:2)q(0) 4(0) o S )"
o] q Qoo oo
( E 2 i ig%) ||23 fXij(.)> S ¢ ( Z H2 kaHp(J)

k=—o00 k=—o00

< a )
S HfHK<<)> .

Pour estimer de 2FeT ( fx ) dans (2°—norme .Nous avons la méme estimation

RP\Bj 2
(3.2.6), avec 2k en place 25 et utilisée le lemme 1.3.1.

Ce qui termine la preuve. m
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Conclusion

Dans cette travail est d’étudier I’espace de Herz & exposants variables, nous avons rappellent
quelques propriétés de base sur les espaces fonctionnels avec exposants variable est présenter
quelque résultats pour ces espaces ol en généralisant les résultats classiques sur les espace
de Herz .

Finalment ’espace de Herz avec exposants variables est concerve quelques propriétés de

I’espace Herz usuel et plus cette espace est important dans ’analyse harmonique.
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