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Résume

Ce mémoire est formé de quatre chapitres. Le premier contient des notions fondamentales
et nécessaires pour celui qui veut débuter a éudier un probleme de théorie de nombres. Les
concepts liés aux fonctions arithmétiques tels que: Multiplicativité, additivité, produit de
convolution de Dirichlet, Inverses de Dirichlet et La formule d'inversion de Moebius, ... font
I’objet du deuxieme chapitre. Le troisiéme chapitre est consacré aux méthodes de sommation,
alors que le dernier chapitre est dévoué a la résolution de quelques problemes liés au sujet et
existant dans la littérature

.Mots clés: fonctions arithmétiques, Division Euclidienne, Parité entier, Nombre premier,
Algorithme Euclidien, produit de convolution de Dirichlet, La formule d'inversion de Moebius,

Sommation.

Abstract

This memoir consists of four chapters. The first one contains fundamental and necessary
notions for those who want to start studying a number theory problem. Concepts related to
arithmetic functions such as: Multiplicatively, additively, Dirichlet convolution product, Dirichlet
inverses and the Moebius inversion formula, ... are the subject of the second chapter. The third
chapter is devoted to summation methods, while the last chapter is devoted to the solution of
some problems related to the subject and existing in the literature.

Keywords: Arithmetic functions, Euclidean Division, Prime number, Euclidean Algorithm, ,
Integer parity, Dirichlet convolution product, Moebius inversion formula Summation.
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Notations

N = {1,2,3, ... }, I'ensemble des nombres entiers positifs.
N, = Nu {0}.

Z=A{..,-2,-1,01,2,...}, I'ensemble des nombres entiers.
C I'ensemble des nombres complexes.

Leslettresn,met a, b,c,d, k,r,... désignent des nombres entiers, alors que la lettre p indique un
nombre premier.

d|n : dest undiviseur den.

d tn:dnedivisepasn.

[x] est lapartie entiére de x ( x nombre réel).

{x} désigne la partie fractionnaire de x ( x nombre réel).

y = 0.577 2 ... Laconstante dEULER.

f(x) = 0(1) signifieque f est bornée pour tout x € [x,, +oo].
u(n) est lafonction de Mobius.

o(n) est lafonction somme de diviseur den..

T(n) est lafonction de nombre de diviseursde n.

¢@(n) est lafonction de Euler.

w(n) est lafonction nombre de facteurs premiers distincts de n.
Q(n) est la fonction nombre total de facteurs premiers de n.
A(n) est la fonction de von Mangoldit.

Soit D un Domain quelconque et f: D — C. Soit g: D — R, telle que g(x) > 0V x € D.
Alors.

of K goug = 0(g) sil existe un constant C > 0 telleque |f(x)| < Cg(x) pout tout x € D.




Introduction

| ntroduction

A1

Le travail de ce mémoire est intitulé " Sur les fonctions arithmétiques”. L'intérét de ce theme
vient du fait que ces fonctions sont I'outil fondamental de la discipline mathématique appelées
"Théorie des nombres' une spécialité ayant de différentes applications importantes dans le vie
courante ; Nous citons par exemple la "cryptographie”. Ce qui témoigne la place de cette branche
c'est qu'elle sappelle la"Reine des mathématiques”.

Une fonction arithmétique est une fonction définie de N dans C. Les fonctions se trouvent en
deux familles importantes: fonctions multiplicatives et fonctions additives. Une fonction
arithmétique f est dite multiplicative (resp. additive) si chaque fois que m et n sont des entier

positifs premier entreeux ,onaf(mn) = f(m)f(n) (resp. f(mn) = f(m) + f(n) ).

Une fonction multiplicative a la propriété que sa valeur en un nombre entier naturel n est le
produit de ses valeurs en chacune des puissances de nombres premiers figurant dans la factorisation
den en un produit de nombres premiers élevés a des puissances. Nous étudions dans ce travail
certaines fonctions qui sont trés importantes, asavoir, 7, @, w, 2, U, o ....

Ce mémoire est formé par quatre chapitres. L'outils de base nécessaires pour tout le mémoire
font I'objet de premiere chapitre. Dans le deuxiéme chapitre, on a cité quelques propriétés des
fonctions multiplicatives et additives puis on a cité les notions de produit de convolution de
Dirichlet, Inverses de Dirichlet et la formule dinversion de Mobius. Le troisiéme chapitre est
consacré aux méthodes de sommation et quelques applications. Le dernier chapitre est dévoué aux
différents problémes résolu.




Chapitre 1 Outils de base

Chapitre 1

Outilsde base

Ce chapitre présente les théoremes fondamentaux de I'arithmétique concernant la
divisibilité, le plus grand commun diviseur, division Euclidienne, nombres premiers, congruences,
parties entieres et fractionnaires. Dans ce sens on trouve le théoreme 1.2.1 qui prouve que deux
entiers quelconques admet un plus grand commun diviseur, le théoréeme 1.3.1 (Algorithme de
division) et le théoréme 1.4.1 (théoreme fondamental de l'arithmétiques), selon lequel tout
nombre entier supérieur a 1 peut étre écrit, d'une facon unique, comme un produit de facteurs
premiers.

1.1 Divishilité
Définition 1.1.1[3] Soient a,b € Z avec a # 0. On dit que a divise b,ou que b multiple de a, sil
exisek € Ztelqueb = ka etonnotéa|b. Lecasouanedivisepasb seranotépar a t b
Dans ce cas, on dit aussi que a est divisible par b, ou que a est un diviseur de b ou que b est un
multiple de a.

La proposition suivante établit plusieurs propriétés fondamentales de la divisibilité.

Proposition 1.1.1[1] Soientd,n € Z, avec d # 0. Nous listons dans le suite quelques propriétés
les plus utilisés de la division

(a) n|n (propriété réflexive)

(b) d|n et n|m implique d|m (propriété transitive)
(c)d|net dlmimplique d|(an + bm) (propriété de linéarité)

(d) d|n implique ad|an (propriété de multiplication)
(e) adlanet a # 0 implique d|n (loi d'annulation)

(f) 1n (1 divise tout nombre entier)
(@) dlnandn = 0 implique |d| < |n| (propriété de comparaison)

Si d|n dorsn/d est appelé le diviseur conjugué de d.




Chapitre 1 Outils de base

1.2 Plusgrand commun diviseur

Définition 1.2.1 Soient a, b € Z, le plus grand commun diviseur de a €t b, qui ne sont pas tous les
deux nuls, est le plus grand entier positif qui divise alafoisa et b.

Le plus grand commun diviseur de a et b sécrit (a, b) oupgcd(a, b).
Exemple1.2.1

—pgcd(24,16) = 8,pgcd(21,28) = 7.

—pgcd(a,ak) = a,pourtoutk € Zeta = 0.

- Cas particuliers. Pour touta >0 : pgcd(a,0) =aetpgcd(a,1) = 1.

Citons dans le suite quelques théoremes qui facilitent le calcul le plus grand commun
diviseur.

Théoréme 1.2.1[1] Etant donné deux entiers quelconques a et b, il existe un diviseur commun d de
aet b delaforme

d = ax + by.

Preuve. Nous supposons d'abord quea = 0etbh > 0. Nous utilisons l'induction sur n, oun =
a+ b.Sin =0adorsa =b = 0et on peut prendred = 0 avec x = y = 0. Supposons
alors que le théoréme a été démontré pour 0, 1,2,...,n — 1. Par symétrie, on peut supposer a = b.
Sib = Oprendred = a,x = 1, y = 0.S b > 1appliquer lethéoréme aa — b et b. Puisque
(@a=b)+b=a=n->b<n— 1, I'hypothese d'induction est applicable et il existe un
divissur commun d dea — b et b de la formed = (a — b)x+ by. Ced divise aussi (a —
b) + b = adoncd est un diviseur commun dea et b et nous aventd = ax + (y — x)b, la
combinaison linéaire de a et b. Nous devons prouver que chaque diviseur commun divise d pour
terminer la preuve. Cependant, un diviseur commun divise a et b, et donc divise d en raison de la
linéarité.

Sia<0oub<0(oulesdeux), on peut appliquer le résultat qui vient d'étre démontréa |a| et |b].
Alorsil existe un diviseur commun d de |a| et |b| delaforme

d=|alx + |b|y.

Sia<0,lalx =—ax =a(—x).Deméme, s b <0, |bly = b(—y). D'ou d est encore une
combinaison linéaire de a et b. [ |

Théoréme 1.2.2[1] Soient a, b € Z, il n'existe qu'un seul entier d présentant les propriétés suivantes
i d=0 (d est non négatif).

(i) dl|a etd|b (d est un diviseur commun de a et b).
(iii) elaete|bimplique e|ld (chaque diviseur commun divise d).

—



Chapitre 1 Outils de base

Preuve. D'apres le théoreme 1.2.1, il existe au moins un d satisfaisant aux conditions (ii) et (iii) .
De plus, —d satisfait ces conditions. Mais si d’ satisfait (ii) et (iii), alorsd|d' et d’|d, donc |d| =
|[d’]. Il y adonc exactement und > 0 satisfaisant (ii) et (iii) . [ |

Remarque 1.2.1][1] Danslethéoreme 1.2.2,d = 0 g, et seulement si,a = b = 0.Snond > 1.

Théoréme 1.2.3[1] Le pgcd a les propriétés suivantes :

a) (a,b)=(b,a) (loi commutative )
b) (a,(b;c)) = ((a, b),c) (loi associative)
c) (ac,bc) =|cl|(a,b) (loi digtributive)

d (a,1)=1,a)=1, (a,0)=(0,a) = |al.

Preuve. On prouve seulement (c). Soitd = (a, b) et soite = (ac, bc). Onveut prouver que
e = |c|d . Ecrired = ax + by. Ensuite nous avons

cd = acx + bcy. (@D}
Donc cd | e parce que cd divise alafoisac et bc. De plus, I'équation (1) montre que
e | cd parcequee |ac et e |bc. D'ou|e| = |cd|, oue = |c|d. |

1.3 Divison Euclidienne

L'algorithme de division est le fondement autour duquel sarticule tout notre développement. Il en
résulte qu'un nombre entier a peut ére divisé par un nombre entier positif b avec un résidu inférieur
ab.

I'axiome 1.3.1 [1] Tout sous-ensemble S non vide de Z., contient un éément minimal. De plus, si S
est majoré, aorsil contient aussi un élément maximal

Théoréme 1.3.1[8] (Division algorithme) Soient a, b € Z et b > 1. |l existe des entiers uniques g et
r tels que

a=bq+r (1.1

0<r<b-1. (2.2)

Dansladivisionde a par b, I'entier q est appelé le quotient, tandis que I'entier r est appelé le
reste.

Preuve. Considérons I'ensemble S des entiers non négatifs de la forme suivante

a — bx.

—



Chapitre 1 Outils de base

Avec x € Z.Sia > 0, dlorsa = a —d.0 € §.Sia < 0,s0itx = —y, ouy est un entier
positif. Puisque d est positif, on aa — bx = a + by € §, s y est suffisamment grand. Par
conséquent, S est un ensemble non vide d'entiers non négatifs. Par le principe du minimum, S

contient un plus petit @ément r, et .0 <r = a — bgpouruncertaing € Z.Sir > d, dors
0<r—b=a-b@g+1)<r

etr — b € S, ce qui contredit la minimalité der. Par conséquent, g et r satisfont les conditions
(1.1) et (1.2). Soit g4, 14, g2, rodes entiers tels que

a=bq, +r,=bq,+1, et 0<nr,nrn<b-1
Ensuite
[r,rl <b—-1
et
b(qr—qz) = — 1,
S q, # q,,alors

lg — g2l =1
et

d<dlg,—ql=Ir,—-7nl<b-1

ce qui est impossible. Par conséguent, g, = g,et r; = r, cela prouve que le quotient et le reste sont
uniques. ]

Le théoreme suivant est tres important en mathématique est nous facilite le processus du
calcul du plus grand commun diviseur et il sappelle Algorithme d’Euclide.

Théoréme 1.3.2[3]( Algorithme d’Euclide). On souhaite calculer le pged dea, b € N. On peut
supposer a = b. On calcule des divisions euclidiennes successives. Le pged sera le dernier reste
non nul. En effet :
—divisondeapar b,a = bq, + ;.

pgcd(a,b) = pgcd(b,r;) etsir; = 0,aorspgcd(a,b) = b

sinon on continue :

b
1

riq, + r2 pgcd(a,b) = pged(b,r1) = pged(ry, ),
r2q; +13 pgcd(a,b) = pged = (1, 13)

Tk-2 = Tk-14; + Tk pged(ab) = pged(ri—1,71)
T —1 rrq, + 0 pged(a,b) = pged(ry, 0) = 1y

Comme a chaque étape le reste est plus petit que le quotient on sait que 0 < r;,, < r. Ainsi
I’algorithme se termine car nous sommes sir d’obtenir un reste nul, les restes formant une suite
décroissante d’entiers positifsounuls: b >, =21, =2...2 0.

Exemple 1.3.1 Calculons le pgcd de a= 700 et b = 125
700 = 125X 5+ 75

125=75x1+50

—



Chapitre 1 Outils de base

75=50x1+ 25
50=25%x2+0

ainsi pgcd(700,125) = 25.
1.4 Nombrespremiers

Les nombres premiers sont en quelque sorte les briques élémentaires des entiers car tout
entier s’écrit comme produit de nombres premiers

Définition1.4.1[1] Un entier n est dit premier sin > 1 et g le seul nombre positif les diviseurs de
nsontletn Sin > 1e s nn'est paspremier, alors n est appelé composé.

Notation 1.4.2 Deux entiers a, b sont premiersentre eux si pged(a, b) =1

Exemple 1.4.1 Les nombres premiers inférieursa 100 sont 2, 3, 5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29,31, 37,
41,43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83, 89 et 97.

Notation 1.4.1 Les nombres premiers sont généralement notés par p, p’, p;.

Théoréme 1.4.1[1] (Le théoreme fondamental de l'arithmétique) Tout entier n > 2 est soit un
nombre premier soit un produit de nombres premiers

.
n= | |Pi“i
i=1

ou p; sont des nombres premiers et «; sont des entiers positifs (i = 1,...,7).

Proposition 1.4.1[1] Soient a,b,n,a,,...,a, sont des entiers positifs et p est un nombre premier.
Alors

1. plab = plaoup|b.
2. play,...,a, = pla;pour certainsi € {1, ..., n}.
3. pla™ = pla.

Maintenant nous sommes en mesure de prouver le théoréme 1.4.1.

Preuve. Soit S I'ensemble des entiers composés > 2 qui ne peuvent pas sécrire comme un produit
de facteurs premiers et supposons que S = @. En utilisant I'axiome 1.3.1, nous déduisons que S a
un plus petit élément noté m. Puisque m n'est pas un nombre premier, Nous avonsm = ab avec
a > 1leb > 1.Puisquea <m,b <m et quemes leplus petit élément de S, onaa,b & S, &
alors on peut écrire a et b comme un produit de facteurs premiers, et doncm = ab peut aussi étre
écrit comme un produit de facteurs premiers, ce qui donne une contradiction. Par conséquent, nous
avons prouve que S = .

Supposez que.

—



Chapitre 1 Outils de base

T S
n=] o =] o
i=1 i=1

avec p; , q; nombres premiers et 7, s, a; , §; entiers positifs. En utilisant la proposition 1.4.1, nous
déduisons que chagque facteur p; est un facteur q;, et donc, en particulier, nousavonsr = s.r = s,
et sans perte de généralité, nous pouvons supposer quep; = g pouri = 1,...,r. Enfin, si nous
avionsa; < f; pour tout entier i € {1,...,7}, alors le nombre n/p;“ aurait deux décompositions,
I'une impliquant p; et I'autre non. l'autre non. Ceci est impossible par I'argument ci-dessus. Par
Symétrie, nous ne peut pas non plus avoir a; > f;. Ainsi nous avons a; = f; pour tout i. [ ]

Exemple 1.4.2 Soit
1. n=3465=32x7x5x11

2. m=2695=5x72x11.

Les résultats suivants résument certaines des utilisations du théoréme 1.4.1.

Corollaire 1.4.1[2] Soitn € Z avecn > 2. D'aprés lathéoreme 1.4.1 n sécrire de laforme

-
n= | |pi“i.
i=1

1. Soitd € Z, avec d > 0, Alors nous avons
-
dn & dzl_[piﬁi avec 0 < B; < a;.
=1

L
2. Soitm = []i_, p;#i est entier positif. Alors nous avons
r

(n,m) = 1_[ M @),
i=1

3. Supposonsque (n,m) = 1. Alorstout diviseur d de mn peut Sécrired = ab aveca | m,
b|net(ab) = 1.

Exemple 1.4.3 Trouver (5187875,155925). Ona
5187875 = 53 x 73 x 112, 155925 =34 x 52 x 7 x 11.

Donc (5187875,155925) = 52 x 7 x 11 = 1925

1.5 Congruences

Définition 1.5.1[1] Soient a,b et n sont des entiers avec n > 0. Nous disons que a et b sont
congruents modulo n si.

.a=kn+b, ke€eL.
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Nous écrivons dans ce cas
a = b(mod n).

Remarquons que n divise asi et seulement si a = 0 (mod n).

Proposition 1.5.1[1] Lacongruence est une relation d'équivalence. C'est-a-dire que nous avons

a) Sia = a(modn) (réflexive)
b) Si a = b(mod n) alorsb = a(mod n) (symétrique)
c) Sia = b(modn) etb = c(mod n) aorsa = c(mod n) (transitive)

Preuve. Par ladéfinition 1.5.1 on a

(@ a=0xn+ a<a=alb]

()a—b=kn=b—a=—kn.

(@Qa—-b=kn,b—c=k'n=>a-c=(a—-b)+(b—c)=kn+k'n(k+k')n, (onpose (k +
k) =k"alorsa—c =k''n.

Alors larelation «congru modulo n» est une relation d’équivalence. ]

Exemple 1.5.1
—17 =7 (mod 8),90 = 0 (mod 10),19 = —2 (mod 21),
1220%x = 120%X (1mod 11) = 1 (mod 11), ol est I'année en cours.

Théoreme 1.5.1[1] (théoréme de Fermat). Soient a est un entier p est un nombre premier avec p
n. Alors
aP~! =1 (mod p).

d'une fagon équivalente, si aest un entier, alors
al? = a (mod p)
Exemple1.5.2 Soienta = 12,p =7
127 = 35831808 = 5118828 x 7 + 12.Alors
e 127 =12(mod 7). D'ou 127 = 5(mod 7)..
12771 = 12% = 426569 x 7 + 1. Alors
e 12°%=1(mod 7).

1.6 Partiesentiereset fractionnaires
Pouttout x € Rona

e Lepartie entiere de x est ’entier [x] vérifiant :
x—1<[x] <x

e Le partie fractionnaire de x est la quantité x — [x]. Notée par {x}.
Proposition 1.6.1[2] Soient x,y € R. Lesaffirmations suivantes sont vraies

(i) [x] = x + 0O(1). Pour ére plus précis, on peut écrire x = [x] + 6 avec 6 € [0,1[.
(i) Soitn € Z.Alors[x + n] = [x] + ne{x + n} = {x}.

—



Chapitre 1 Outils de base

(i) [x]+]l<x+yl<[x]+[y]l+1.
(iv) Supposonsx = 0. Alors

Z 1=[xl.

n<x
(v) Soitd € N et supposons x > 0. E] est le nombre de multiples de d qui sont plus petits que x.
(vi) Soient a < b des nombresréels. Alors le nombre d'entiers dans I'intervalle [a, b] est

[b—1] ou [pb—1]+1.
(vii) Soit0 <6< % un nombre réel. Alors
[x+6]-[x]=1 & {x}=1-56,
{[x]—[x+6] =1 & {}=>1.

—
©
-




CHAPITRE 2 Fonctions arithmétiques

CHAPITRE 2
Fonctions arithmétiques

2.1 fonctions arithmétiques : Quelques exemples

Une fonction f: N — C est dit arithmétique ; dans la suite de cette section ou en donne
guelques exemples

Définition 2.1.1[2] (w(n) nombre de facteurs premiers distincts de n ) définie par w(1)=0 et pour
toutn > 2 ,avec n = py'p,? ...p,¥, w(n) = k. C'est - a—dire

_ 0 sin=1,
w(n) = { k sin=pypy? .. pek.
Exemple 2.1.1
e w(53)=1 (53estnombrepremier).
e w(450) =3 (450 =2 x 3% x 5% alors k = 3).
e w(539)=2 (539=7?x11alorsk = 2).
e w(25200) =4 (25200=2*%x3%2x5%2x%x 7alorsk =4)

Définition 2.1.2[4] (£2(n) nombre total de facteurs premiers de n) définie par (1) = 0 est pour

toutn > 2,avec n = p;'p,?..p%, Q) =a; + a, ...ay. C'est - a —dire

0 sin=1,
A0y + o+ ag sin = 2.

QM) = {
Exemple 2.1.2 Soit p un nombre premier, alors

e wp)=1=0(p)
e w(@) =1 0@(*)=2

Exemple 2.1.3
e (0(450)=5 (450 =2 x32x5%alorsa; =5).

e 0(539)=3 (539 =7%x11alorsa; = 3).
e ((25200) =9 (25200=2*%x3%2x5%2%x7alorsa; =9)

]
10 J
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CHAPITRE 2 Fonctions arithmétiques

Définition 2.1.3 [7] (Fonction Mébius) u(n) est définie par

1 si n=1
pn) = 0 si p?n
(—1)k autrement
Exemple2.1.4
e u(2)=-1.
o u(44) =0 (car 22|44).
o u(154) = (=1)3 = —1 (car 154 = 2 x 7 x 11).
e u(65)=(-1)>=1(car 65 =5x13).

Définition 2.1.4[4] (Fonction d'Eluer ) Pour n = 1 un entier ¢@(n) est le nombre d'entiers positifs
ne dépassent pas n est qui relativement premier avecn . Cest - a- dire

W o= > 1
i1

Exemple 2.1.5

n [10] 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19
o=m | 4| 10 | 4 |12 6 |8 8 | 16 | 7 | 18

Définition 2.1.5[4] (Fonction de von Mangoldt) A(n) est définie par

An) = {log(p). sin = p% pour p est nombre premier eta € N
0 autrement.

Exemple 2.1.6.

n 49 121 125 289 361 841 1369 4913 50653

A(n) | log(7) | log(11) | log(5) | log(17) | log(19) | log(29) | log(37) | log(17) | log(37)

Définition 2.1.6[2] (Fonctions somme des diviseurs den ) Soient k > 0 et n > 1 deux entiers.
Nous définissions g;, par
o (n) = z dr,

dn

Si k = 1 onnote o;(n) par a(n). Donc

—
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CHAPITRE 2 Fonctions arithmétiques

o.(n) = o(n) = Zd .

dn
est lasomme des diviseursde n.

Si k = 0 onnote g, (n) par t(n) ou d(n). Donc

oo(n) =dn) =t(n) = z 1
dn

est le nombre des diviseurs de n.

Exemple2.1.7

n 10 11 12 13 14 15 16 17 18

oo(m)k=2 {130 |122 |210 |14 250 260 341 18 455

[EEN

a(n) 18 12 28 24 24 31 18 39

(1) 4 |2 |6 |2 4 4 5 2 6

Définition 2.1.7[2] (Fonction congtante ) définie par f(n) = c pour tout n € N. En particulier,
1(n) désigne le fonction égale a 1 pour tout n.

Définition 2.1.8[4] (Fonction d'identité) définie par id(n) = n pour tout n € N.

Définition 2.1.9[4] (Fonction unité) pour tout n € N, définie par

(1 sin=1,
e(n) = {0 sinon.

2.2 Fonctions multiplicatives et additives

Les fonctions arithmétiques se divisent en deux types : Les fonctions qui sont
multiplicatives et celles qui sont additives, ci aprés on donne leurs définitions .

Définition 2.2.1[2] Soit f une fonction arithmétique
o f est multiplicatif si f(1) # 0 et 9, pour m, n deux entiers positifs telsque (m,n) = 1, ona

flmn) = f(m)f(n). (2.1)
Remarque 2.2.1[2]
o f est complétement multiplicativesi f(1) # 0 & s f(m,n) = f(m)f(n) pour tous les entiers
positifsm , n.
o f est fortement multiplicative si f est multiplicative et f(p®) = f(p) s pour tout a a > 1 entier
et p premier.

Lemme 2.2.1[2] Soit f une fonction arithmétique, f est multiplicative si et seulementsi f (1) = 1
etpourtout n=p;*..p," ollesp; (i =1,2,3....,7) sont des nombres premiers distincts, on a
T

o =] [ £, (2.2)
k=1

—
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CHAPITRE 2 Fonctions arithmétiques

Preuve. Soient m = p* ... p&" , n =q>' ... q'" deux entiers positifs premiers entre eux. En
utilisant (2.2) et le fait que p; # g;on obtient

fom) = £ - piray - ai) = | o] [#(a) = Fomro.
k=1 k=1

et donc f satisfait (2.1) car f (1) = 1 # 0, on en déduit que f est multiplicative. Inversement,
soit f une fonction multiplicative. L'utilisation de (2.1) avec m = n = 1 donne f (1) =
f()f (1) desorte que f (1) = 1 puisque f (1) # 0. Soit maintenant n, ..., n, des entiers qui
sont deux a deux premiers entre eux. Par induction en utilisant (2.1), on obtient

fy my) = fF(ng) . f ().
Ainsi, sin = p;* ... p;” ol lesp; sont des nombres premiers distincts, on en déduit que f satisfait
(2.2). ]

Exemple 2.2.1 Soit f,(n) = n® ot a est un nombre réel . Cette fonction est complétement
multiplicatif.

Ona fo(mn) = (mn)? avcea € R
fa(mn) = mn®

fa (mn) = fa(m)fa(n)-

Exemple 2.2.2 La fonction mébius u est une fonction multiplicative. En effet soient

Ona
u1)=1+#0 par définition.
Si
p*lm = u(m) =10
p*In = um) =0
Donc u(mn) = u(m)u(n) = 0.

Sin=[Il_,p1p2 .-.0r etm =[[;_; q1q> ... q5 , alors
p(mn) = u(P1pz - Pr 41qz - e+ - qs)
r+s fois
p(mn) = (=)™
p(mn) = (=1)" (=1)°
uimn) = u(ipy ... P IU(@1qz - - qs)

p(mn) = u(m)u(n).

—
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CHAPITRE 2 Fonctions arithmétiques

Exemple 2.2.3 Lafonction T est multiplicative

Clairement (1) = 1 # 0.
H . kl kT jl jS
Soient m >1,n >1;aorsm=p;"..p." ,n=p;" .. Dp;

mn = (pf1 pfr)(p{1 o )

tmn) = (ky + Dk, + 1) .. (ke + DG+ DG, +1) 0 (s + 1),
t(mn) = t(m)t(n) .

Définition 2.2.2[2] f est additive si, pour m , n deux entiers positifs tel que (m,n) = 1,ona

f(mn) = f(m) + f(n). (2.3)
Remarque 2.2.2[2]

e f est complétement additive si la condition f (mn) = f (m) + f (n) est vraie pour tout
entiers positifs m, n.

e f est fortement additive si f est additive et si f (p®) = f (p) pour toutes les puissances
premieres p.

Lemme 2.2.2[2] Soit f une fonction arithmétique, f est additive si et seulement si f (1) = 0 et

pour tout n = p;* ... p;” oulesp; (i = 1,2,3, ...,r) sont des nombres premiers distincts, on a

HOEDWICH] @)
k=1

Exemple 2.2.5 Calculons w(120)
120 =3 x5x23
w(120) = w((3 x 5) x 23)

=w(3x5)+ w23
=2+1=3.

2.3 Quelques propriétés des fonctions multiplicatives et additives

Nous donnons ci-dessous dans le reste de cette section , quelques propriétés des fonctions
multiplicatives et additives citées précédemment.

Proposition 2.3.1[1] Pour n > 1, lafonction de M6bius satisfait aux conditions suivantes

1] _(1lsin=1,
@ Zanu@ =[x = {5025
(b) u(n) est multiplicative
preuve. (a) Sin = 1, laformule est toute afait correcte. Supposons quen > 1, et écrivonsn =

pft...p*. Les seuls termes non nuls dans la somme 2Zapn 1(d) proviennent ded = 1 e des
diviseurs de n qui sont des produits de nombres premiers séparés.

14]
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CHAPITRE 2 Fonctions arithmétiques

Zdlnu(d) = pu(1) + u(py) + -+ ppr) + p(P1p2) + - + uPr-10x) + - + p(P1P2 ... D)

=1+ (';) (-1 + ('2‘) (—1)2+ -+ (';) (-Dk=(1-1k=0.

(b) Ceci et montré dans Exemple 2.2.2 [ ]

Exemple 2.3.1 Soit n = 525 = 3 x 52 x 7, I'ensemble des diviseursest = {1,3,5,7,15,21,25,35
,75,105,175,525}

pu(d) = wu(1) +pu(3) + u(5) + u(7) + pu(15) + u(21) + u(25) + u(35) + u(75)
d|525
+ u(105) + u(175) + u(525)

=pu() + [u3) 4+ u5) + u(N]+ [uB x5) + u(3 x 7) + u(5%) +
uGx 7]+ [uBx52)+uBx5x7)+u(5?x7)]+u3x52x7)

=1+[-D+D+CED]+[1+1+0+1]+[0+(-1)+0+0]+0
=0.
Théoréme 2.3.1[1] Lafonction d'Euler satisfait aux conditions suivantes :

(i) Xgme(d) =n, VneN.

(i) @) = Tapu(@ (3)-
(iii)  ¢@(n) est multiplicative.

Preuve.(ii) Lasomme (1) définissant ¢ (n) peut ére réécrite sous la forme

o) = ; [(nl—k)]

ou maintenant k parcourt tous les entiers < n Maintenant nous utilisons la proposition 2.3.1 () en
remplacant par (n, k) pour obtenir

n n

P =) > ud=) > u@.
k=1 d|(mk) k=1 Z:Z

Pour un diviseur fixé d den, nous devons additionner tous les k dans l'intervalle 1 < k < n qui
sont des multiples ded. Si on écritk =qd alors1 <k <ns et seulement si1 <k <n/d . Par
conséguent, la derniere somme pour ¢ (n) peut ére écrite comme

nl|d n|d
P =D Y ud =) ud) Y 1= u@d>.
din g=1 dn D1 dn

—
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CHAPITRE 2 Fonctions arithmétiques

Cela prouve (ii).
(i) Voir [1].
Théoréme 2.3.2 [5]
(@) Soit p un nombre premier, et soit e un entier positif. Alors

1
(@) =@—Dp* 't =p°—p* " =p° (1 = 5)-

(b) Soit p; ... p, lesfacteurs premiers distincts de n, aors

p(n)=n (1 — pl> (1 - p%)

1
Preuve . Soit p nombre premier, alors

(a) A partir de I'ensemble {1,2, ..., p®} les nombres non relativement premiers a p¢ sont exactement
ceux divisibles par p, c'est-a-dire I'ensemble {p, 1p, 3p, ..., p¢} . Il yenap®~?! , donc le nombre total
de nombres relativement premiers est

1
pe _ pe—l — (p _ 1)pe—1 — pe (1 _;)

(b) Pour cette partie, nous utilisons la partie (a) et le Théoréme 2.3.1(iii) . Etant donnén =
pit...pr , nous calculons

o) = o(pi* ...p;7)

= o(p") 0@/

Nous pouvons maintenant calculer la fonction d'Euler pour tout entier que nous pouvons
factoriser. C'est beaucoup plus rapide que de vérifier le plus grand commun diviseur pour tout entier
[ ]

positif inférieur an.

Exemple 2.3.2
(@) Pourn = 343
©(343) = p(73) = 72(7 — 1) = 294.
(b) Pourn = 15

oa5)=15(-3)(1-}
»(15) = 15x§x§:8.

Théoréme2.3.3[1]Sin>1ona

]
16 |
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CHAPITRE 2 Fonctions arithmétiques

©) log(n) = Z A).

dn

Preuve. Le théoréme est vrai s n = 1 puisque les deux membres sont nuls. Par conséguent,
supposons que n > 1 d'aprés (théoréme 1.4.1) nous écrivons

,

— ag

n—l |pk.
k=1

En prenant les logarithmes, nous avons

log(m) = ) alog(py).-

k=1

Considérons maintenant la somme a droite de (3) Les seuls termes non nuls dans la somme
proviennent de cesdiviseursd delaforme p/* pourm = 1,2,...,a, et k =1,2,...,r. Ains

r Qag r

DA =) > og(p) = ) ay log(pe) = log(n),
dn k=1m=1 k=1
Ce qui termine la prouve ]

Proposition 2.3.2 Soit p un nombre premier. Alors

@ o) =1+p.
(b) 7(p) = 2.
(©) ok(p) =1+ p~.

Théoreme 2.3.4[5] Soit p un nombre premier et soit m un entier positif. Alors

i k 1
o (™) =ZP’“ = {phm -1 k> 1.
i=0 pk—1 B

Preuve. Les seulsdiviseursde p™ sont lespuissancesdep,  {1,p%,p2,p3, ..., p™ L, p™}. Aing,

pk(m+1) -1

(P = 14 p AP A Pt = —
Sik=0, g,(p™)=1(@P™)=m+ 1. [
2.4 Leproduit de convolution de Dirichlet

Définition 2.4.1[2] Soient f et g deux fonctions arithmétiques. le produit de convolution de
Dirichlet de f et g est lafonction arithmétique f x g définie par

()@= f@a(5)= D f(5)9@.

din d|n

—
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CHAPITRE 2 Fonctions arithmétiques

Il faut remarquer que la seconde égalité ci-dessus découle du fait que I'applicationd — d' tel que
dd' = n est bijective.
Exemple 2.4.1 Pour n = 18. calculer lavaleur de (u » 7)(18). On détermine d'abord I'ensemble
des diviseurs de 18 qui est {1,2,3,6,9,18}. Pour chaque facteur d, calculer lavaleur de u(d), (1‘1—8)
et leurs produit :

Facteur d u(d) Cofacteur 18/d . (%) u(d) © (E)
1 1 18 6 6

2 -1 9 3 -3

3 -1 6 4 -4

6 1 3 2 2

9 0 2 2 0

18 0 1 1 0

enfin, additionnez les valeurs de la derniére colonne: 6-3-4+2=1 .
(ur7)(18) = 1.
Le théoreme suivant décrit les propriétés algébriques de la multiplication de Dirichlet.

Théoréme 2.4.1[2] Le produit de convolution de Dirichlet est commutatif, associatif et possede un
élément neutre qui est la fonction e;. De plus, si f (1) # 0, dors f est inversible. Alors pour les
fonction arithmétiques f, g et h ona

frg=g*f (commutatif)
(fxg)*h=f*(g*h) (associatif )
freg=e *f=f (élément neutre)

Preuve. La commutativité découle immédiatement de la Définition 2.4.1.Soient maintenant
f, g et h éretrois fonctions arithmétiques et n un entier positif. Nous avons.

(Frar*n)m =Y Fx@n(3)=> (Y r@9(5) | n ()

dln din \ d|d

(F@*m)m =) F@g+n(5)=> F@ Y g@®h().

nl|d dn S|(n|d)

Mettons d = d§ dans laderniére somme nous obtenons

(F(g*m)m =) Y fld)g (%) h(Z) = ((Fx9) = )@

d'[ndld

—
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Ce que établit I'associativité. Concernant I'élément neutre on a

(e N = ) @ (5) = f@.

dln
Aussi, d'une fagon analogue,
(fredm =) f@de(3)=Fm.
din
D'ou frxei=e xf=f.

Enfin, on prouve l'inversibilité en construisant par récurrence l'inverse g d'un f(-onction
arithmétique f satisfaisant f (1) # 0. Lafonctiongest l'inversede f si et seulement si (f *
9 = 1e (fx g)(n) = 0 pour tout n>1. Celaéquivaut a

fMg() =1
Zg(d)f (g) =0 (n=2).
din

Puisque f (1) # 0, on ag(1) = f(1)™! par la premiere équation. Soit maintenantn > 1 &t
supposons que l'on ait prouvé qu'il existe des valeurs uniques g(1),...,g(n — 1) satisfaisant les
équations ci-dessus. Puisque f (1) # 0, ladeuxiéme équation ci-dessus est équivalente &

1 n
g(n) = —mdzm 9@r (3)
d+n

qui détermine g(n) de maniére unique par I'hypothése dinduction, et cette définition de g(n)
montre que les équations ci-dessus sont satisfaites, ce qui compléte preuve. [ ]

Notation 2.4.1[2]

(i) Donc la condition f (1) # 0 est nécessaire et suffisante pour l'inversibilité . D'apres (ii) du
lemme 2.2.1, on déduit que toute fonction multiplicative est inversible. Le résultat suivant est d'une
importance cruciale.

Théoréme 2.4.2[2] Si f et g sont multiplicatives, alors f x g est multiplicative. .

preuve. Soient f et g deux fonctions multiplicatives et soit m, n des entiers positifs premiers enter
aux. D'aprés Corollaire 1.4.1 (3) chague diviseur d de mn peut sécrire de maniere unique sous la
formed = abavec a|m,b|net (a,b) = 1 desorteque

(f xg)(mn) = z f(d)g (%) = ZZf(ab)g (%)
d[mn alm b|n

et puisque f et g sont multiplicativeset (a,b) = (m/a,n/b) = 1, onen déduit que

—
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(F ) = ") F@fB)g(2) 9 (5) = (F * D)(F * )

alm b|n
Celatermine la preuve. ]
Exemple2.4.2

(1) (1 *1)(n) = t(n). En utilisant la définition on a

D = Y 1D1(3)

dn

(2) (id *1)(n) = a(n). En effet

(id « 1)(n) = Z id(d)1 (g)

dn

Comme l(g) =1 etid(d) =d,ona

(id*l)(n)de-l

n|d

= Zd =ag(n).

dln

2.5 InversesdeDirichlet et Laformuled'inversion de Mobius

Théoréme 2.5.1[1] Si f est une fonction arithmétique avec f(1) # 0, il existe unique fonction
arithmétique f 1, appelée I’inverse de Dirichlet de f, tel que

frft=f1xf=e.
Deplus, f~1 est donné par les formules de récurrence

L -1 ___1 ny
D’ [ = f(l)dzn;f(d)f (n)  pourn>1.

d<n

=

Preuve. Etant donné f, nous montrerons que 1’équation (f * f~1)(n) = e, (n) aune solution unique
pour lesvaleurs f~1(n). Pour n = 1, nous devons résoudre le équation

—
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(f+f D) =e,(m)
qui se réduit a
fAOf =1

Puisque f(1) # 0 il existe une seule et unique solution, a savoir f~1(1) = 1/f(1). Supposons
maintenant que les valeurs de la fonction £~ (k) ont é&é déterminées de maniére unique pour tout
k < n. Alorsnous devons résoudre I’équation

(f »fD @) = I(n) ,ou
Y ) r@=o.
din
Celapeut ére écrit comme suit
FOFm+ ) f(5) @ =0,
dn
a<n

Si les valeurs f~1(d) sont connues pour tous les diviseursd < n, il il y'aura une seul valeur
f~(n), asavoir,

“1py L N -1
f (n)—m;f(g)f @.
a<n

Ceci établit I’existence et I'unicité de f~1 . ]

Théoréme 2.5.2[2] (Formule d’inversion de Mobius) Soient f et g deux fonctions arithmétiques.
Alorsona

f=g*x1 e g=f*u

c’est-a-dire pour tous les entiers positifs n

g =) f@d) & fm) =) g(@du(3).

dn dn

Pour la preuve voir [2].
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Chapitre 3 Méthodes de sommation

Chapitre 3
M éhodes de sommation

3.1 Valeursmoyennesdesfonctions arithmétiques

Definition3.1.1[8] ( Fonction unimodale) f(t) est une fonction unimodale sur un intervalle I. S'il
existe un nombre t, | tel que f(t) est croissante pour t < t, et décroissante pour t > t,.

Exemple 3.1.1 La fonction f(t) = e~2(t=2)* gst yunimodale sur l'intervalle [1,4]avect, = 2.

Trouvé t,.

On calcule la dérivée f'(t)
() = —2(t — 2)e™2(t=2)7,
Calcule f'(t) = 0, alors
—Z(t _ z)e—Z(t—2)2 =0
Donc
ty = 2.

La fonction f est croissante sit < t, et décroissante si t = t, donc la fonction f est unimodale
sur intervalle [1,4] avec ty, = 2.

—
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-\ fit) fltl=eA-2{r-2)22

lafigure 3.1 Graphiquede f.

Définition 3.1.2[8] Lavaleur moyenne F(x) d'une fonction arithmétique f (n) est définie par

FoO =) fm

n<sx

ou la somme est sur tous les entiers positifsn < x. En particulier, F(x) = Opourx < 1. La
fonction F (x) est aussi appelée fonction somme de f.

Nous alons citer deux outils simples mais puissants pour estimer les fonctions somme en
théorie des nombres. Le premier est I'intégration et le second est la sommation partielle.

Théoréme 3.1.1[8] Soient a, b deux entiers postives avec a < b et f(t) comme une fonction
monotone sur l'intervalle [a, b]. Alors

1

b b
minG/ @, f6)) < . f) = [ f(©de < max(7(@,5)). (3.1)

2. Soient x, y desnombresréelsavec y < [x], & f(t) une fonction monotone non négative
sur [y, x]. Alors

b
> rm - [ fwad] < ma(r).f@). (32)

y<nsx

3. Si f(t) est une fonction unimodale non négative sur [1,], alors

—
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Fx) = Zf(n) :f FOdt + 0(1). (3.3)

nsx

Preuve.

1. Si f(t) est croissante sur l'intervalle [n,n + 1], alors

n+1

f(n) < j f®)det < f(n+1).

n

Si f(t) est croissante sur l'intervalle [a, b], aors
a<be f(a) <f(b)

et doncon a

b b b
f@+ | f@des Y rm <o)+ | @
Deméme, si f(t) est décroissante sur l'intervalle [n,n + 1], dors

fn+1)< f f@)dt < f(n).

Si f(t) est décroissante sur l'intervalle [a, b], alors
a<bo f(b)<f(a)

et doncon a

b b b
F(b) + f F(Ddt < Z FOdt < f(a) + f F(Ddt.

Ceci démontre (3.1).

2. Soit f(t) une fonction non négative et monotone sur l'intervalle [y, x]. mettons a = [y] + 1 &
b=[x].0nay < a < b < x.S f(t) est croissante, aors.

Y =) f@,

y<nsx asns<b

b
sf f@)dt + f(b)
sjf®m+ﬂm
y

sj f@)dt + f(x).
y

( 1
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Comme
f@= [ e
y
et
feo= [ o
b
il en résulte que
b
> = [ @+ @
y<n<x a
> f®dt— | f®dt+f(a)—| f)dt
J, sse || o s~ |
2f f@)de — f(x).
y
Par conséquent,

y<nsx a<nsb
b
< [ rwar+ 5@
b
< [ r@ae+5o.
Vu que
@)= [ roa
b
et
ﬂwsz@m
y
Il Sensuit que
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et donc

Celaprouve (3.2).

Méthodes de sommation

b
> sz [ e+ )
y<nsx a

> [} f@dt + f(b) = [ f(®)dt — [ f()dt

b
> [ fwde+£0)

< fy).

3. Si f(t) est non négative et unimodale sur [1, o] elle est bornée, alors (3.3) suit (3.2).
Dans ce cas on remplace y par 1 on aura

1<nsx

> - [ rod=ow

y
> r+ - | f@de =0

nsx

Y = f "Fodt + 0(1).

nsx

Celaprouve (3.3).

Maintenant comme application nous donne le résulte suivant.

Théoréme 3.1.3[8] Pour x = 2,

2l0gn=xlogx—x+0(logx).

n<sx

Preuve. Lafonction f(t) = log t est croissante sur [1, x]. Par le théoreme 3.1.1 (3.1),

min(f(D,f) < Y f) = | F(0de < max(£(1),£(0).
n=1 1

X X
logleSZlogn—f logtdt <logx
n=1 1

1

Donc

X X
flogtdtSZlognSlogx+f logtdt .

n=x 1

—
N
(o)}
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Z logn = xlogx — x + O(logx).

nsx
Celatermine la prouve. [ ]

Théoreme 3.1.4[8] (Sommation partielle) Soient les fonctions arithmétiques f et g. Posons

FGO =) fn).

nsx

1. Soient a e b sont des entiers positive avec a < b. Alors

b b-1
> g = Fg®) - F@ga+ D= ) Fm(gh+D-gm). (G4

2. Soient x et y des nombres réels positifs avec [y] < [x] et g(t) une fonction ayant la
dérivée continue sur l'intervalle [y, x]. Alors

b X
Y Fmgm = Fog) - FO)g0) - f F(Dg'(Ddt.  (3.5)
1

n=a+1

3. Enparticulier,six > 2 et g(t) est continument différentiable sur [1, x]. Alors

> fgm) = Fag - | FOg @t (36)
1

n=sx
Preuve.

1. L'identité (3.4) est un calcul simple.

b
> g

n=a+1

b
- Z (F(n) — F(n—1))g(n)

n=a+1

b b—-1
= Z (F(n)g(n) — Z F(n)g(n+1)

n=a+1
b+1
= F(b)g(h) ~ F@gla+ D= ) F@)(gln+1 - gm).
n=a+1

Celaprouve (3.4).

2. Si g(t) est unefonction ayant le dérivée continue sur [y, x], alors

]
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n+1

gn+1)—gn) =f g (t)dt.

n

Puisque F(t) =F(n) pourn < t < n + 1,onaura

FO =) f0

ist

F(n) = Zf(i)

egn <t <n+ ldoncF(t) = F(n).

il Sensuit que.

n+1

F)(gn+1) — g(n)) = f gt

n

Posons a = [yl etb = [x]. Puisguea <y <a+1<b <x < b+1,0na

b
> rmgm =) fogm

y<nsx n=a+1
b—-1
= F(x)g(h) — F@gla+ D= ) F@)(gln+1) - gm)

b—-1
= F()g(h) — Fgla+ D= ) F@)(gln+1) - gom)

n=a+1

b=l ni1
= F@®) —FOga+D- Y [ FOg©ar

n=a+1

b
=F(x)g(x) —Fg(y) —Fx)(g(x) —gB) —F»(gla+ 1) — g()) — f F()g'(t)dt

a+1

— F()g(x) — F)g(y) — f F(0)g'(©)dt.

y

Celaprouve (3.5).

3. Six = 2etg(t) est continument différentiable sur [1, x], aors

D g = FDgW+ Y. fmgn)

nsx 1<nsx

—
N
00
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= F(Dg(D) + F)g(x) — F(Dg(L) — f F(0)g'(t)dt
1

= F)g(x) — f F(Dg ().

Celaprouve (3.6). [ ]

Maintenant comme application du théoreme nous citons les résultats suivants.

Théoréme 3.1.5[8] Six > 1,

1
ZE =logx +y + r(x),

nsx

ou

“{t
0<y=1- th<1
1 tz

1
[r(x)] < o

Preuve. Puisque 0 < {t} < 1 pour tout t, nous avons
“{t “1
0<f th<f —dt=1
t? t?
1 1

etdoncy € (0,1).

Nous appliquons la théoréme 3.1.4 avec fonctions f(n) = 1 et g(t) = 1/t. Alors F(t) =
Yn<t 1 = [t]. Comme[x] = x —{x}ona

Y= g

nsx nsx

[x]  [*[t]
= 7 + .’; dt

2

dt

x —{x} *t—{t}
X * fl t?
{x} "1 *{t}

=1-—+| —dt— | —dt
1t lt

—
N
©

| —
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:logx+<1— {—}d> f@d —@

) X
=logx +y + r(x).

Ouonautlllselefaltquefx{t}dt foo{tiz}dt [8ae

X t2

Deplus, [r(x)] < 1/xcar0 < {x}/x < 1et
t 1 1
0<f th<] —dt = —.
. t X
Ainsi on termine la preuve du théoréme.
Théorémes3.1.6 [8]Si x > 2,

Zlogzn =xlog?x — 2xlogx + 2x + O(log * x).

nsx

Preuve. Nous utilisons le théoreme 3.1.4 avec f(n) = 1 et g(t) = log?t. AlorsF(t) =

g'(t) = 2logt /t. Donc

Zlog n = [x]log?x fxmdt

t

nsx

_ (X—{X})logzx—zfxwm

“tlo t t}log?t
=x10g2x—{x}log2x—2[ g f{} g dt

1

x *{t}log?t
=x10g2x—0(log2x)—21 10gtdt+2f fdt
1 1

=xlog?x — 2xlog?x + 2x + O(log * x).

Lapreuve est ainsi terminée.

3.2 Quelque sommation desfonctions arithmeétique

[t] et

Dans cette sous-section, fournissons encore quelques outils pour estimer des sommes de la

forme

S@ =) (Frm=> > fdg(3)

nsx nsx djn

]
30 |
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Proposition 3.2.1[2] Soit x > 1 un nombreréel et f et g sont deux fonctions arithmétiques. Alors

5@ =) f@d) glo.

d<x X
ksd

Exemple3.210na t = 1* 1, nousobtenons en utilisant la proposition 3.2.1

S =33

nsx dsx <X
ksd

Apres la proposition 1.6.1 (v), ona

2,1 =l

k<X

d
Alors,
X
2,7 = 3]
nsx dsx
On applique I'égalité [x] = x + 0(1), nous obtenons

Z () = Z (g) +0(1)

n=sx nsx
= ! + 0(x)
- xzd X
d<x
= xlogx + 0(x).

Proposition 3.2.2[2] (Principe de I'hyperbole de Dirichlet) Soient T et x desréelsavec1 < T <x
et soient f et g deux fonctions arithmétiques. Alors

DG =) fom) Y g+ Y gt ) f@

nsx n<T ksx/n k=<x/T n<x/k

=Y Fm ) g,
ns<T k<x/T
Preuve. En fractionnant la somme du c6té droit de la proposition 3.2.1, nous obtenons

DFrm =) f@ ) g+ Y @ ) gl

nsx dasT k<x/d T<dsx k=x/d

Y@ ) g= Y g Y f@
X k

T<ds <x/d ksx/T T<dsx/k

( 1
{31 )
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et
D f@= ) f@D- ) f@
T<dsx/k dsx/k a<T
Alors
D@ gk= ) gl Y f@D=) @)
T<dsx ksg k<x/T ds% a<T
En remplacant on termine le preuve eu question. ]

Remarque 3.2.1[2] Historiqguement, c'est Dirichlet qui a découvert ce principe lorsqu'il a réussi a
améliorer le terme d'erreur dans la somme
> .

nsx

-__'_,.o-""

-

'\\ *
- \q_x
'

- - L - - T T—

.-..'illltlll-:_ﬂ_'_l_,_-h—'_'

+ 1 1 t L # -

lafigure 3.2 Hyperbole de Dirichlet principe.

Le nom vient de I'observation suivante. Puisque
X
D, w=) []
nsx dsx

on est amené a compter le nombre de points entiers (m, n) avec 1 < m < x situés sous I'hyperbole
mn = X.

Dirichlet utilisa la symétrie de I'hyperbole pour déduire que le nombre de points entiers est
égal acelui de l'intérieur du carré [1,+/x]? plus deux fois le nombre de points entiers (m, n) tels que
Vx <m < x, voir lafigure 3.2. Celadonne

Yw=pal+2 Y [

ns<x Vx<msx
=2 il =2 0 [

—
w
N
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=[Val"+2 ) wm -2 Y [

msx msvx
Z t(n) —2 Z (n) = [\/E]z -2 Z [%]
msx msx msyx

et donc on obtient
Z 7(n) = 2 Z [%] — [\/E]z (3.4)
msx msvx

On voit facilement que I'utilisation de la proposition 3.2.2 avec f = g = 1 donne (3.4), de
sorte que ce résultat généralise la méthode géométrique de Dirichlet. Nous sommes maintenant en
mesure de montrer I'estimation suivante qui est le premier résultat dans le probléeme du diviseur de
Dirichlet.

Théoréme 3.2.1[2] (Dirichlet) Pour x suffisamment grand, on a

Z t(n) = x(logx + 2y — 1) + 0(/x).

nsx

Avec y est laconstante d'Euler.

Preuve. Par (3.4), I'estimation [x] = x + 0(1) et lethéoreme 3.1.5, on a

Zr(n) =2 Z %+ 0(vx) - (Vx — 0(1)°

nsx msvx

= 2x Z %+0(\/E)—(x/§—0(1))2
msvx

=2x (log\/}+y + O(x_l/z)) —x+0(Vx)
= 2xlogVx + x(2y — 1) + 0(\/;)

= xlogx + x(2y — 1) + 0(Vx).

Ce qui termine la preuve. ]

—
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Chapitre 4

Résolution de quelques
problemes impliquant des
fonctions multiplicatives et
additives

Dans ce chapitre, nous aborderons certains des problemes qui ont été résolus pour certaines
fonctions arithmétiques

Probléme 4.1[10] Soit n € N, n est nombre composé, alors
on) >n+Vn.

Preuve. Soit n est nombre composé, a un diviseur d telque 1 < d <n.Donc1l <n/d <n,sid <
\n, alors n/d > +/n. Mais puisque n/d est aussi un diviseur de n ( pas nécessairement différent
ded) et1 <n/d <n, nous voyons que d(n) > n++n + 1, d'oti 6(n) > n + +/n, qui doit &tre
prouvé [ |

Exemple 4.1.1 Soit n = 729 = 3°, alors
n++n=3°+36 =756

a(729) =0(3%) =3°+31 +32+334+3%+354+35=1092 > 756.

Probleme 4.2[7]

p(m) <n—+n

Preuve. Soient n € Z un nombre composé et p;son plus petit diviseur premier . Comme nous le

savons, p; < V/n, donc, par le théoreme 2.3.2 (b).

( 1
L 3 )
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p(n)<n (1 - %)

Et

pl <\/Zl
1

ce qui prouve l'inégalité [ |
Exemple 4.1.2 Pour n = 2116=22 x 2372, alors
n—+n=22x23%—-,/22x232=2116 — 46 = 2070.
et
1 1 1\ /22
9(2116) = (22 x 232) = 22 x 232 (1 ——) (1 ——) =22 x 232 (—)( )

2 23 2/\23
_22x232x22

X 23 =2x23x22=1012<2070.

Probleme 4.3 [7] Soitn € N, on a
20M < ¢(n) < 20m),

Preuve. Puisque les trois expressions de la chaine d'inéquations sont des fonctions multiplicatives,
il est évident qu'il suffit de prouver que les inéquations sont vraies lorsque n est une puissance
d'un premier . Par conséquent, démontrer simplement que est suffisant.

Alors prenons n = p%. Dans ce cason a
w@PY =1, 1@ =a+1 ,0(p* =a,
Par remplacement ona 2™ = 2 t(n) = a.
Nous montrons que
2<a+1<2%pouttouta = 1.

Appliqué la méthode par récurrence poura = 1

]
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Poura =1,0ona
2<2< 2 estvrai
Onsupposent 2 < a+ 1 < 2% est vrai pour a = 1 est démontre que poura + 1

2<a+2<2¢t1
Ona

2<a+2 (@a=1) ()
Et
a+1<2¢
2(a+1)<2x2¢
at+2<2a+2 (%)

D'aprés (*) et (**),on a

2<a+2<2¢t1
Alors pour touta = 1,on a

2<a+1<2° & 20 < 7(n) < 29M),
qui doit étre prouvé [ |
Exemple 4.1.3 Prendre n = 25200 = 2* x 32 x 52 x 7, alors
w(25200) = 4,
7(25200) =5x 3 x3x 2 =90,
0(25200) =4+2+2+1=09,
donc
2*=16<18<2°=512.

Probléme 4.4[7] Soit n € N, alors

%\/ﬁ <o) <n.

Preuve. Il est évident que ¢ (n) < n. Donc, nous avons seulement besoin de prouver I'inégalité de
gauche.

Pourn =1,0na

—

]
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1 1
“NI=-<ep(1) =1

Pour n>1 de la forme n =2% X g;* X ..x g, ol 2<q; << @, sont des nombres
premiers et le a; est des entiers positifs. on a alors

r
o) =207 | [ {7 @i - D
i=1

onapourp =3
p(p-3)+1=@P-1D*-p>0

donc
p-1
® s(p—1)2>p:>p—1>\/5:Tp>0.

. . .. 1 1
Par contre, pour chaque nombre entier positif a;, ona a; — S>30 c'est pour cela que

a;-1

p(n) = 2% 1 x g" 7 x . x gl (g1 — 1) X .. X (gr — 1)

d'dpres @ ona

1 1

(q1—1)><...X(qr—1)>qfx...><qr§

et

1 1 1 1
-1 a;—-1 ar-1 3 2 _ -1 a-3; a—3;
2007 X gt T XX g, Tqi XX qi=2%TXq *X..Xq, ?

Donc
a-L a1
2007 x g Tt X L X g (g — D) X X (g — 1) > 2% I x g, 2X..Xq, >
lCl lCl
>2071x g2 X..xq2,
> 27 =1V
Qui doit étre prouvé [ |

Exemple 4.1.4 Soit n = 256036 = 22 x 112 x 232, alors

%x/ﬁ = %\/256036 = 253,

0(256036) = 22 x 112 x 232 (1 —%) (1 —ﬁ) (1 - %) = 111320,alors

253 < 111320 < 256036.

—
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Probleme 4.5[6] Soitn € N,on a

Q(go(n)) = @(Q(n)) est valable sin = 2P, n = 3 oun = 2Y X 3P7Y, ol p est un nombre premier
etl<y<p-1.

Preuve.
suffisance :
Sin = 2P, par théoréme 2.3.2 (b),on a

p2P) = (2—-1D2rt =2v71
alors

a(e2P) =a@FH=p-1
et

p(2@2M)) =) =p-1.
Sin=3,0naQ3)=1,¢(3)=2,alors Q(¢p(3)) =23) =1 et p(Q(3)) = p(1) = 1.
Sin =2Y x 3P7Y, alors
Q(p(2Yy x3PY)) = Q¥ 1 x2x3P Y N=y—1+14+4p-y—-1=p-1
et
@(Q2Y x 3P )) = (y +p — y),
= ¢(p),

=p-—1

Remarque 4.1.1 Pour la nécessité voir [6].

Exemple 4.1.5 Soit n = 72 = 23 x 32, alors
(p(m) = a(@(23 x 32)) = 23 x 32 (1 —~ %) (1 _ %) = 4,

() = (23 x 3%)) = (5) = 4.

Probléme 4.6[7] Soitn € N. Si w(n) = ravecr <9

p(n) >;.

]
38 |
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Preuve. Ecrivant n selon factorisation canonique n = q% X .. X q.7,r < 9, est la représentation
de n comme produit de puissances premiéres distinctes. Donc w(n) = 9, et appliqué théoréme
2.3.2 (b) alors

T

=] ](1-2)

i=1

Puisque q; > p; pouri = 1,2,...,7, nous avons

2e=10-3)

[16-2)-(-10-H-Ha-H-2)0-5) -5 -5)

1)_ 36495360 016>1_014
23/ 223092870 7

Donc

Ce que nous devons démontrer. [ |
Exemple 4.1.6 Soit n = 256036 = 22 x 112 x 232, alors
w(256036) = w(22 x 112 x23%2) =6 < 9.

Donc

779240 . n 256036
7 7

9(256036) = (22 x 112 x 232) = 111320 =

Probléme 4.7[7] Soient n,r € Z* et w(n) = r, alors

—

]
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n
p(n) zz—r.

Preuve. En utilisant la formule (b) du théoreme 2.3.2

T

s =[T0-2

=1
0 [](o-)
[16-9-5

Ce qui termine le preuve

Exemple 4.1.7 Soientn = 3"etr € Navec r > 2, alors

n 37
wn)=w@")=r et oF =7
et
3T
pon) =B =2x3"1=2 x?
ona
3T
r-1 — 2
3T =3
3" 3"
ER
r 37"
2 X ? >2 X 51
T
p(n) > o
Ce qui termine la preuve .
(=]
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. ‘ ‘ P R P G P ) B 16y (80 @00 N
1 1 2 3 I, 5 13 7 8 5 I N L

) (2§1) (3;1) (S;Zl) (7;;1) (ll{l) (13{1) (17{1) (19*-1)

2

figl. Graphe de fonction de Mdbius.
18t x
(19,18)
164 x
(17.16)
ut
124 x
(1312)
10} x
(11,10)
81 X X Y
(15,8) (16,8) ¥ (20,8)
187)
61 X X X
(7,6) (9,6) (14,6)
4+ X X b3 X
5.4 8.4) (10,4) (12,4)
pan X X X
B2 42 (6,2)

. @ewey 00000000 - U |
1 1 2 3 4 5 [3 7 [ [ 10 il 2 3 [ 15 16 17 18 [ E) 2 2

Fig2. graphe de fonction de Euler
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a2.6) (186) 20,6)

X X X x X
6.4 84) (10,4) (14,4)(154)
X X
(4,3) 93)
x X X X X X X x
22) 32 (52) (7,2) 11,2) 13,2) 17,2) 19,2)

X
11

ogbnBEBEs s usaIIBRsaBREEBRBREE

fig3. Graphe de la fonction nombre des diviseurs de n .

(10,3.30)
091
(885
(650 (750
(526)
(4,31) x
(3,10)
(1;1) (2),(5) 3
1 1 3 4 5 6 7 8 $ 10 1 ] 13

figd. Graphe de la fonction somme des diviseurs de n.
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(17log(1 7)(19:l0g(19))
(11 log(11 yI3:1ogd3)
(7,loxg(7))
(S,IO)g(S))
(3J°§ 3)
(2,105(2)) (4,10%(2))

©.log(3))
X

(8,10>§(2)5 a ﬁilgg(z))

, , , .
2 3 i S 3 7 s ] 0 1

a %0)‘
1

fig5. Graphe de la fonction Mangoldt .
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Conclusion

Conclusion

Ce mémoire contient un minimum de connaissance concernant les fonctions arithmétiques.
Nous pensons que ce modeste travail permet aux débutants de comprendre un bon apercu sur les
fonctions arithmétiques et leurs propriétés sur tout que I'on a discuté dans notre mémoire.

D'autre part nous avons terminé notre travail par résoudre a nouveau certains problémes de
la littérature et ceci pour approfondie la compréhension des notions.

]
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