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RESUME

La méthode des éléments finis est un outil numérique puissant utilisé dans le calcul des structures
compliguée par une discrétisation en @déments finis, dans notre cas rectangulaires.

Le travail présenté consiste a analyser aux état statique et dynamique des plagues minces en état
plan de contrainte sous déférentes conditions aux limites. Le programme éaboré en langage
PASCAL permet de calculer les déplacements des nceuds, les réactions et les contraintes dans le
milieu de chague élément dans le cas statique et les fréquences propres et les modes propres en cas

dynamique. Les résultats obtenus sont comparé a ceux du logiciel Sap2000.
SUMMARY

The finite element method is a powerful numerical tool used in the calculation of complicated
structures by a discretization into finite elements; right-angled element in our case

Work presented consists in analyzing in static and dynamic states thin sections in plane state of
stress under different boundary conditions. The program is labored in PASCAL language which
allows calculating the displacements of nodes, the reactions and the stresses in the medium of each
element in the static state and the own frequencies and the own modes in dynamic state. The results
obtained are compared by Sap2000 software.
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

DISCUSSION DESRESULTATS:

La méthode des éléments finis est un outil de résolution numérique approchée des
probléemes de structures et, plus généralement, des problémes physiques et mécanique.....etc. Elle
permet la détermination des déplacements a n’importe quel noaud de la structure de la plague.
L’objet essentiel de calcul pour notre cas est de déterminer les déplacements, les réactions, ainsi
gue les contraintes dans n’importe quel élément de la structure.

Selon les résultats trouvés pour les différents exemples qu’on a traité, on peut faire les
constatation suivantes :

a) Pour le casstatique:
Les résultats obtenus par notre programme développé (statique),
1- Les déplacements des noauds suivant les axes x et y, se rapprochent aux résultats du
logiciel Sap2000 a des erreurs pres
2- Pour les valeurs des réactions nous constatons que les résultats sont tout a fait équivalents
a ceux de Sap2000.
3- Concernant les contraintes moyennes maximales au milieu de chague élément :
Pour I’exemple N°1, s . au milieu de I’éément 4 est 411510727.9 N/m2. L’exemple

N°2, s .. au milieu del’élément 2 est -273946111.9 N/m2. L’exemple N°3, s . au milieu de
Pélément 1 est -9511563485 N/m2. L’exemple N°4, s .~ au milieu de I’dément 8 et 12

est -1778254876 N/m2. L’exemple N°5, s . au milieu de I’éément 1 est -5288566218 N/m2.

ax

L’exemple N°6, s .., au milieu de I’élément 1, 4, 13, 16 est 2031619992 N/m2

La contrainte est faible dans les éléments des exemples. Pour I’exemple N°1, s au

m:Min

milieu de I’édlément 13 est -46190107.7 N/m2. L’exemple N°2, s au milieu de I’édlément 11 est

m:Min

8881866.67 N/m2. L’exemple N°3, s .. au milieu de I’dément 11 est -8215023.491 N/m2.

n

L’exemple N° 4, s au milieu de I’dément 5 et 9 est 43380414.89 N/m2. L’exemple N°5

m:Min

S au milieu de I’élément 10 est 93231919.41 N/m2. L’exemple N°6, s, ... au milieu de

m:Min in
I’éément 5, 8, 9 et 12 est 1218380008 N/m2
b) Pour le casdynamique:

Le programme de calcul a I’état dynamique donne les fréguences propres et les modes
propres. Pour les modes propres, nous signalons que les basses fréquences du premier mode sont :
pour I’exemple N°1 est de 1505.1HZ, I’exemple N°4 est de 5116.04 ,et I’exemple N°5 est de
2045.4HZ. 1l est anoté que la plus importante fréquence de vibration est celle de I’exemple (1V.4)

(encastrement des deux coté ). Ce qui veut dire que cette plaque subit de plus des vibrations.

103
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NOTATION

S Systéme des contraintes [N / mZJ

€ Les déformations internes de la structure
Sy Tenseur de contrainte

€ Tenseur de déformation

1 Dérivée partielle

E Module de «Y oung » [N / mZJ

n Coefficient de poisson

r Densité du matériau

ds Surface différentielle [m?]

dv Volume différentiel |m?]

n Normale

u, et u, Déplacements nodaux [m]

f,(x) Fonctions de forme

() Dérivée premiére de la fonction de forme
U Energie de déformation [N.m]

T, Vecteur de contrainte

[F] Vecteur de force

F(m) Force de volume

f(p) Force de surface

[K] Matrice de rigidité

Ki; Coefficients de la matrice de rigidité
[M] Matrice de masse

m; Coefficients de la matrice de masse

w Letravail des forces volumiques et surfaciques
{r Transposé d’un vecteur

tr{s } Trace s

i,\:(, z Vecteurs unitaires

a Dimension de la plgae suivgnt I’axe x [m]
b Dimension de la plague suivant I’axe y [m]
t Epaisseur de la plague [m]

F = % Forces généralisées [N]

q Déplacements généralisées[m|

fi2 (%), sz (X) Dérivées secondes des fonctions de forme
F..F, Forces aux hoauds pour chague élément [N]
v Lafréguence [rad/s]
{x}: Vecteur des déplacements aux noauds
{x} : Vecteur des accélérations aux noauds
{F(t)}: vecteur des forces aux noauds
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Chapitre| : Introduction a Théorie d’élasticité

[.1 Introduction :

L’utilisation de la méthode des éléments finis pour I’analyse des probléemes statique et
dynamique nécessite la connaissance des équations de base de la théorie de I’élasticité linéaire.
Dans ce chapitre, on présente les relations entre contraintes et les déformations dans le cas
tridimensionnel. De ce cas général, dérive le cas particulier de I’élagticité plane (état plan de

contrainte et éat plan de déformation).

|-2 Définitions du vecteur de contrainte

Considérons un corps de volume V ou sont appliquées des efforts extérieurs (T ), en
chague point M d'un solide, il existe des forces intérieures que I'on met en évidence en effectuant
une coupure du solide, suivant la surface S, en deux parties A et B (figurel.1).

—
n

V

d

(O

Fri

Fig..1 CorpsdevolumeV , facette dset normale N

La partie A du corps, est en équilibre sous I'action des forces extérieures (T) qui lui sont
directement appliquées et des forces intérieures réparties sur la coupure.[4]
Soit dS un éément infinitésimal de la surface S, entourant un point M et nle vecteur unitaire,

perpendiculaire & dS et dirigé vers I'extérieur de la partie A c’est-a-dire la facette hen M de cet
élément de surface aussi, Soit dF la force qui Sexerce sur cette facette. On appelles (M,n) le

vecteur de contrainte en M et dans la direction n, définit par :

r r . F
s(M,n):Ilmd— (1.1) . .
dse0 dS 2 S (M, n)
n
Ce vecteur contrainte peut ére décomposé en une composante
suivant h et une projection sur la facette figure (1.2) : 2>
B
1 1 1 1
S (M ! n) =sn+t (1.2) Figure (1.2) :composante d’une vecteur de
contrainte

OuS est lacontrainte normale et T est le vecteur cisaillement.

1
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Chapitre| : Introduction a Théorie d’élasticité

Il est a noter que quand S est une valeur algébrique positive c’est traction et quand elle a une

valeur négative c’est une compression.

|-2-1 Etat de contraintetridimensionnelle
Les vecteurs unitaires(X,Y,Z) associés au repere orthonormé { O, x y z} définissent en un

point M du solide trois facettes perpendiculaires entre elles figure (1.3).[4]

s(M,z) =
z
s(M,Y)
%
£ M Y
o ¥ /"‘\

x Hg \ s (M, X)

Figure (1.3) : vecteur de contraintes sur trois facettes
orthogonales

Les contraintes qui sexercent sur chacune de ces faces sont définies par leurs composantes dans le
repere{O, Xy z} :

1 r 1 1 1 1

facette X :s (M, X)=s , X +s Y +s Z

facette\l(:sr(M,\l():syx)l( +s Y +s ,Z (1.3

1 r 1 1 1 1
facette Z:s(M,Z) =s , X +s,Y +s ,Z

Remarque : sur la facette X , la contrainte normale est égale a:
1 r 1
s =Xs(M,X)=s (1.4)
le vecteur de cisaillement est égal a:

tr:sxy\'(+s Xyi (1.5)

|-2-2 Tenseur des contraintes
Considérons la facette h en M. Soit &, b et ¢ les cosinus directeursde n. [4]

La contrainte sur lafacette n est égale a: s (M,n)
S(M,h)=as (M, X)+bs (M,Y) +cs (M,Z)=s (M)h (1.6) I
Sous forme matricielle : [§ (M, h)] =[s (M)][n] (1.7) i

2
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Chapitre| : Introduction a Théorie d’élasticité

ol [s (M)], appelé tenseur des contraintes en M, a pour expression :
_ e
[s (M)]—@ »S 1S vz

%zxszyszz

(1.8)

(en]any any ey e

o 52
4

z
» O
y
x o Dy

ET.'\ X

Figure (1.4): Composantes du tenseur des contraintes

|-2-3 Contraintes principales et directions principales des contraintes:
Soit s ; tenseur contraintes en un point, il permet de determiner les vecteurs de

contraintes pour toutes les facettes, de normale unitaire extérieure n, passant par ce point, par la
relation.
Ti=s X (1.9)
On obtient également les contraintes normales pour toutes les facettes [4]:
s=TN=T,X,=s ; X X, (1.10)
Avec XX, = cosnusdirecteur.
s'il existe des vecteurs r'1', tels que leur produit par un tenseur [s] leur soient colinéaires c’est-a

diretelsquel’on ait :

s X; =1 x; el :vaeurscalare (1.11)

On peut donc rechercher s’il existe des facettes soumises & des contraintes purement normales,
c’est —adiretelle que:
T=s ;X =l X, (.12)
A laide de la regle de substitution d’un indice attaché au symbole de Kronecker, on peut mettre
les inconnues Xi en évidence; on a d’abord.
SyX - ldyx =0 (1.13)
(8;-1d;)x =0 (1.14)

C’est conditions sont trois égquations linaires et homogene

3
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Chapitre| : Introduction a Théorie d’élasticité

_i_ (S 1 I )X1+(S 12”7 I )Xz + (S 137 I )X3: 0
15 271 )XHS 271 )%, +(5 5571 )%= 0 (1.15)
18 a1 )4HS 371 )% + (S 71 )%=0

la solution non triviale est obtenue en résolvant |’équation caractéristique du degré 3det [s - | 1|

L’équation caractéristique d’un tenseur d’ordre 2 est une éguation cubique en , , qu’on peut écrire

sous la forme suivante :

2= 102 +1,1 -1,=0 (1.16)
[|1:Tr(s)
Sy Sp|l S» S Sy S
Avec |2:< 1 r P2 Bl |Pu 13 (1.17)
821 822 823 833 8311 833

1
< l, :E(Siis i~ SiS ji)

IZ%[(Trs )2-Tr(s 2)]

Sll 812 813
|33 SZl SZZ 823:det[s]
\ 831 832 833

Dont les solutions sont les trois contraintes principaless ;s , S 5 €t lescoefficients

1, I2, I3 lesinvariants élémentaires du tenseur s . Ou (s ;) représente les composantes du tenseur

dans une base R orthonormé mais non nécessairement principale, le symboles désigne le tenseur
du seconde ordres . [4]

Enremplacant | par s, dans (I.15), on obtient un systeme homogeéne permettant de trouver les
trois composantes X, de la premiere direction principale a un facteur pres. Ce facteur se détermine
ensuite par la condition suivante :

X X = % 2+ %, 2+ x (1.18)

On procéde de mémeavec s ;S |,

|-3 Etat Déformations
Sous I'action des forces extérieures, le solide se déforme. 11 en résulte pour tous les points

du solide un déplacement que nous supposerons petit.

4
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|-3-1 Vecteur déplacement

Soient {O, x y z} un repére orthonormé et M un point ‘
du solide. Au cours de la mise en charge, le point M vient en -
M' figure (1.5).0On appelle vecteur déplacement du point M le o
vecteur dOl\'/I = MI\I/I " (1.19) i ’

Figure (1.5) déplacement d’un point du
Nous noterons ses composantes :

solide
(% y,2) 0
a
g\/(x, %.2) 4 (1.20)
ew(x, Yy, 24
Soient N un point du solide voisin de M:
;X
_éu
MN —gDYl:J (1.21)
€72y
Au cours de lamise en charge N vient en N’.
Le déplacement du point N est égal a:
e Tu
&—Dx +—Dy+— Dz -
qup g™V Tz 3
doN=NN=&U+eNVp WV NV a
e'u"e ‘ﬂx ‘ﬂy fo o
@NH > w
(;:-ﬂ—x Dx +W Dy + E Dzu
° e 122)
§fu fu fud
gu ¢ I ’%y Tz LeD<u
=& eV, WV U= §oM + [DJMN
&'t Ty Ty Lew DN
@NH W ﬂW ﬂw@NH
@ﬂx ‘ﬂy Tz u
n décomposant la matrice [D] en sa partie symétrique
1
[E]=>(p]+[]) (1.23)
et sa partie Antisymétrique
1
[wj=>(o]+[o") (1.24)
on peut écrire :
dON =dOM +[Q]MN +[E[MN (1.26)
avec

5
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ée (S elsu €0 -w; w,u
[El=%., ey e23u ¢ [W=gw, 0 -wg (1.25)
@31 e32 e33H é- W Wl 0 é
ou I’on aposé:
elzm’ Z:ﬂ’ eszﬂ_vv (|26)
fix iy |4
" :laﬂ+ﬂg €1 :lééﬂ ﬂWO €. :1361_VV+ﬂg (1.27)
28Ty Txg 287z Xg 28Ty Tzg
JlgEw oo, -lgu we o, 1@V fud (1.28)

Le déplacement du point N
dON =dOM +w UMN +[EJMN (1.29)
s'écrit finalement, Si [W] et [E] sont nuls, le déplacement de N seréduit 2: dON =dOM et tous

les points situés au voisinage de M subissent la méme translation.

® _— = —
Si dOM et [E] sont nuls le déplacement de N se réduit a: dON =w UMN @ N
Si de plus w:||v{/|| est petit (les dérivées du vecteur déplacement sont N

petites), tous les points situés au voisinage de M subissent une rotation

r ® ® . " - .
w = %rot(d OM) d’intensité w autour de|’axe dont I’origine est situé en M.
M

La matrice [E] qui représente les déformations du solide en M est appelée tenseur des

déformations.

|-3-2Tenseur de déformation
1-3-2-1 Allongement unitaire ou dilatation

Considérons deux points M et N du solide voisins I'un de l'autre. Au cours de la mise en
charge, le point M vient en M" et le point N en N' figure (1.6). Soit n le vecteur unitaire lié ala
direction MN .On appelle allongement unitaire en M dans la directionn la quantité

e(M, n) _A!@TA% (1.30)

Soient a, b, ¢ les composantes de het | lalongueur de lafibre MN d’ou :

au
MN—In—Ieou—I[n]

o
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¥ N’
oW / >
n

—
M =" N
0

= ¥
'1/

Figure (1.6) déplacement d’un point du solide

Evaluons la quantité dMN? :

dMN? = d(MN.MN)

D (1.31)
= 2MN.dMN = 212[n]"[E][n]
dMN? =dI?
D’autre part: r (1.32)
= 2dl = 21%e(M,n)
On obtient finalement :
e(M,n) = [n]" [E]ln] = a%, +bZe, +c%e, + 2abe,, + 2ace,, + 2bce,, (1.33)

; r 1 ) 1 “ 1 1
Remarque: si n= X, onobtient : e(M, X) =e,. Deméme: e(M,Y) =e, Ete(M,Z) =e,.
Les quantitése, ,e,ete,représentent donc respectivement |’allongement unitaire en M dans les

directions)l(,\'(eti )

|-3-2-2 Glissement (défor mation angulaire)

Soient deux points N3 et N, voisins de M et tels que \ T
1
les directions MN; et MN, soient orthogonales. Soient i, et >

n; M
hzlesvecteurs unitaires associés a ces deux directions. ¥ & S
N, ks
Au cours de la mise en charge les points M, N; & N e
M M
viennent respectivement en M', N’; et N’,. Soit al'angle que 0 o
=
font entre eux les deux vecteurs MN’; et MN’,.fig (1.7) x/

. N Ficnire (1 7) - d&formation anniilaire
On appelle glissement en M dans les directions n: et n2,

laquantité :
rry_ o P
g(M,m,nz)—Nl:gpN(E a) (1.34)
N,® N

€, &, U

: — . =60 —~_§&1u
Posons: MNs=l1, MNz=l,, nl_tf:‘ r nz_ézq (1.35)

€. €c.

7
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&, U &, U
Onadonc : MN; =1,n: :Ilé 3 MN, =1,n: =|28023 (1.36)
& f &, H

Soit] I’angle que font entre eux les vecteurs MN, et MN, .
Evaluons la quantité d (MN,, MN, ) :

d(MN1.MN>) = d(l,l ,cosj )

. . . o (1.37)

=d(l,l,)cosj - I,l,snj dj =-11,y(M,n1,n2) car ] :E
D autre part : d(MN:.MN2) = dMN1.MN: + MN1.dMN2 = 21,1, [n,]"[E]In,] (1.38)
On déduit oM, n:,n2) = 2n,|'[E]n,] (1.39)

soit :

g(M,ny,nz) = 2[a1a2el +bb,e, +cce;, +(ab, +ab)e, +(a,b;, +ab,)e, +(ab, + albs)em] (1.40)
Remarque: si n, = X e n, =y , I’expression ci-dessus se réduit a: g(M, )I(\'() =0,, = 2e,.
Deméme: g(M, )'(i) =g,; =2e, et g(M \'(i) =0, =28,,.

Les quantités g,, ,0,; €t g,, représentent donc respectivement le glissement en M dans les

directions(X,Y),(X,Z) et (Y,Z).

|-3-3 Déformations principales :
L analyse faite sur le tenseur des contraintes pour déterminer les contraintes principales

peut ére faite de fagon analogue pour déterminer les déformations principales. Le tenseur [eijj

étant un tenseur symeétrique du second ordre, il a trois déformations principales dans le repére
principale, le tenseur des déformations principales s’écrit simplement [5]:

& 0 o
g0 e, 0y (1.41)
g0 0 e,

D’aprés la signification dégagée plus haut des composantes|e] , il ressort que
les déformations principales représentent les dilatations linéaires dans les directions
principales.
les directions principales ne subissent aucune distorsion, les plans principaux restent
orthogonaux aprés déformation.

8
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|-4 Variation devolume:
On se place dans le repere principal; Considérons un parallélépipéde élémentaire construit
sur 3 vecteurs élémentaires paralléles aux axes propres. Aprés déformation on obtient :
dx, = (1+e, )dx,
dx, = (1+e,)dx, (1.42)
dx', = (1+e, )dx,
Le nouveau volume dV' aprés déformation est donné par:
dv'=dx’, dx', dx’,
lavariation relative de volume est :
q = dv-dv _ (L+e,){L+e, {1+ e, )dx dx,dx, - dx,dx,dx,

(1.43)
dv dx, dx, dx,
q-= (1+e1)(1+e2)(1+e3)' 1 (1.44)
En ne tenant compte que destermes du premier ordre :
—e +e, +e, = Trace=divU
4=6"+e*+& v (1.45)

q=e, =dvU
Rapportée a des axes quelconques, la dilatation est donnée par:
qg=e te,+e, =g, =divU
Il est clair que ce résultat est indépendant de la forme de I’élément de volume considéré, de
méme que du systeme d’axes choisi :

Latrace detenseure, seconserve lorsd’un changement d’axes.

|-5 Equation de compatibilité :

En généra, Il nest pas possible, d’imposer a un solide déformable, un champ de
déformation arbitraire, fut-il continu et indéfiniment dérivable, sans détruire la cohésion de la
matiere (vides et recouvrements). Pour que cette cohésion soit respecte (c-a-d pour que les

volumes élémentaires; auxquels ont été appliquées les déformationse;, continuent de rester

accolés), il faut que le champ de déformation e, (M) dérive d’un champ de déplacement u, (M),

continiment dérivable, tel que e; puisse s’écrire s’écrire .

i _ 9
AT v
| 1
I ® 0 (1.46)
.I.eij :léiui +iuj:
} 2 11X e p
9
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Donc, connaissant le champ de déplacement u. (M), on en déduit par (1.46) le champ de
déformatione; (M).
Réciproquement, si on connait le champ des deformations e; (M), peut-on calculer le champ de

déplacements u.(M). Le premier probléme est celui de la compatibilité des déformations, le

second celui de I’intégration d’un champ de déplacement.

T o T,
™" XX ﬁ:ﬁ
1‘[2 1‘[3 | 2 1‘[2 1‘[2
L= ) b —e. +——e. =2 . |.47
ﬂXiZ eJJ ﬂXizﬂXj uJ Y ﬂXJZ eu + ﬂxiz e” ﬂXi ﬂXj eu ( )
J
2 e 3 3 X
! eijZE(‘: ! Uit 121 uj%.
11x; 91 2 K11, 91x; T2, )
Il'y’a3 équations, avec: (i,j=1,23 € i#).
2 3
€jj :iui P f €i = f U;
% ™M T X,
. 5 5 5 .
€; :—aeiui +luj%b 1 €; :lfa‘e 1 u + 121 uj%
2§‘ﬂxj ™ Ty XX ZS‘HXi x; T, ™Mx 5
2 3 3 0
b ! eikzl(ée I u + 121 Uk%
11 91 ZS‘HXi x; ™% g
T 18T L.
B¢ T T 28 X, G
2 e u
1 e —‘”Aﬂe+ﬂeik-iejkg (1.48)

i T oo S Si T gl
X, X, T &, bx, ™ "g
En définitif, il y a 6 éguations de Saint Venant. Si le champ de déformation n’obéit pas a ces
équations de compatibilité, alors le matériau va réagir (apparition de fissures dans le domaine

plastique...).

|-6 Equations d’équilibre
Considérons que les contraintes varient d’un point a un autre, les forces a appliquer sur
chaque face du cube pour le maintenir déformé et immobile ont une résultantes nulle et un

moment résultant nul.

10
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|-6-1 Equation de la résultante des forces

Pour simplifier I’écriture (et les calculs), faisant passer les axes par le point M figure (1.8)

. d 1. dy
- S q 512( ;/)(\ TSZ% +W532 2
A 1. dy
 ®M > +_ =
q dy‘_ R " | S2 ﬂyszz >
“S - —Sup(-—) ’ = >
Ty 2 s 5 Y,
4 d y
S 2 /ﬂTL 32 ( g ) SA4 * WS 275
A B
X

Figure (1.8) parallélépipede en équilibre
Les forces qui s’exercent sur les faces du cube ABCDOEFG sont les suivantes

Les deux faces perpendiculaires a OX

lae 1 dx
| g 21 + —dde 1¢ S-S 21( )—dde
.I.e ﬂX 2
-2 1 dx \o
ABCD .§11+ ——dydz OEFG {& s, - —s (- — )3dydz
i€ ix 2 'g
! dXo T 1 dx \o
ng 31+ 31——dde 1G-Sy - S 31(' Py )—:dde
ie je X 2 'g

Les deux faces perpendi culairesa OY

y iae 1 dy \O
—dxdz 1§ S~ —Spl-— )xxdz
I gs 12 : © Ty 12( 2 )g
BCEF !ae 2 +_ﬂ S 2 ﬂgdxdz OADG !ae S Y )z
. | 5
1dXdZ Ieis,, - —s.(-—= )dxdz
T?“"Z *2 5 & F Ty 3 )fa

Les deux faces perpendiculaires a OZ

11
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iae 1 dz \o
| g 13 + _‘dXdy ¢Sk oS - = )3xdy
i€ 1z 2 'g
! dZo lee 1 dz \o
CDFG |§ % + ——dxdy OABE j¢-s4- —S (- — )dxdy
Y- .I. ﬂz 2 g
! dzo T 1 dz \o
Lg 23 + 23_‘dXdy 1G-S~ =S 23(' Y )‘dXdy
ie je 1z 2 g

Les éguations d’équilibre sont donc, sur chaque axe

11 1 1
i——Su*t—S,+-—-5,;=0
: ﬂX 11 ﬂy 12 7 13
[ 1 1
i—S,+t+—S,+—s,,=0 Avec dxdydz #0 (1.49)
: x 21 Ty 2 Mz 23
' 1 1 1
—S 43 +—S,+—5,=0
| ﬂX 31 ﬂy 32 ﬂZ 33
En posant X=X1, y=X», Z,=X3 0n peut généraliser en écrivant la condition d’équilibre :
T, =0 i j=123 (1.50)
‘ﬂx
En faisant intervenir :  -Lesforces de volume F dxdydz .
-Lesforces d’inertie - r g dxdydz

Avec g : Accélération
r : Masse volumique.

ﬂisij"":i' rg, =0 i,j =123 (1.51)

i
C’est I’éguation fondamentale qui relie les variantes spatiales des contraintes dans un corps aux
accélérations des éléments de volume. Dans le cas ou le corps est en équilibre statique, I’équation

(1.51) prend laforme:

—s. +F =0 (1.52)

|-6-2 Equilibre des moments
On ne tient compte, dans I’équilibre des moments que des termes d’ordre 3.Donc, on
peut négliger les forces de volume et d’inertie. [4]
Nous supposons que la résultante des forces normales aux faces passe exactement par le milieu

des faces, ce qui nous permet de ne pas tenir compte des composantes normaless ,, €t s .,

12
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Les axes passant toujours par le point M, écrivons les éguations du mouvement dans le cas
d’une rotation de I’élément autour de Mx. Le couple di aux composantes de cisaillement des

contraintes sur les faces perpendiculairesaMy et Mz et :

Surface BCEF (s » +1 dy —0xdz— d
gs v > 2y 2
Surface AOGD — ﬂ 32( & )gd dz &
gs 2 g 2
Surface CDFG - 8%23 +— ﬂ %Qd dy%
e ‘ﬂz 2
0 dz
Surface OABE - 23( )-d xdy—
e

On obtient alors simplement, Ia composante du moment résultant :
Suivant Mx : (s ,,dxdz)dy - (s ,,dydx)dz=0

Suivant My : (s ,;dxdy)dz- (s ;,dydz)dx =0
Suivant Mz : (s ,,dydz)dx- (s ,,dxdz)dy =0

Soit:
,}S 2 =Sy
[S13=Sg Ous; =s; "iet ] (1.53)
{S 21 =S 12 .
Par conséquent, le tenseur des contraintes est un tenseur symétrique du 2°™ ordre (en

I’absence de champs moments, par exemple : pas d’action magnétique). Dans le cas contraire, le
tenseur des contraintes n’est pas symétrique.
y s =0
Conditions d’équilibre  { TX; (1.54)
1s =s

|-7 Conditions aux limites (conditions a la surface) :
La surface limitant le solide éudié peut généralement étre divisée en deux parties, une

partie Sy dite libre, ou agissent les tractions de surface, et I'autre S, dite appuyée, ou agissent les
déplacement imposés figure (1.9). [10]
Sur la section Sy les traction de surface T4 sont équivalentes aux forces internes on adonc :

s (X).n(x) =T, (X) (xT'S;) (1.55)
Ces éguations expriment les conditions statiques de la surface ; ce sont en fait les conditions aux

limites. de caractére statique ( c’est-a-dire relatif aux forces et contraintes) .
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Les conditions cinématiques a la surface portent ordinairement sur les déplacements et non

sur les déformations. Elles correspondent aux conditions d’appui usuelles sur S, . Si les quantités
X4 (X) sont imposées (donc connues), ces conditions s’énoncent sSimplement comme stite :
X(X) =x4(X) (xI' S) (1.56)

pour lesquellesil est nécessaire que les surface S, et Sy forment une partition de V :

S ES =W.SCS =F

Tq

&

/

7

Xq

Figure (1.9) partie libre Sy et partie appuyée S, delasurface S

I-8 loi de comportement del’élagticité:

Les égquations générales introduites jusqu'a présent qui sont (éguations d’équilibre pour
les contraintes, égquations de compatibilité pour les déformations, conditions aux limites ) ne
suffisent pas pour résoudre un probléme particulier de mécanique de milieux continus, il reste
encore a caractériser le comportement mécanique du matériau étudie, par des relations physiques
entre contraintes et déformations (ou des quantités qui leur sont dérivées).[5 ]

Nous nous limiterons, a titre d’exemple, d’établir les équations de comportement de I’élasticité
« linéaire » en « petites déformations) pour un milieu isotrope, et a partir d’un état initial naturel.

On considere comme solide isotope, un échantillon métalliqgue a grains fins et orientés
dans toutes les directions avec la méme probabilité. Donc dans un solide isotope, toutes les
directions sont propres et aprés une déformation, les directions propres sont les mémes pour les
contraintes et les déformations.

Supposons qu’a partir d’un état initial naturel ait été imposée une certaine déformation [e] :
L’isotropie initiale est détruite, mais toutes les grandeurs physiques liées a la déformation ont
maintenant méme plans de symétrie que les déformations. C’est en particulier le cas de contraintes

[s ] qui ont les méme directions principales que les déformations.

Larelation entre les contraintes principales et les déformations principales étant, d’aprés la
loi de Hooke, linéaire et homogeéne, soit :

14
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s, =1I,e aveci =) =1,2,3. (1.56)
A cause de I’isotropie initiale, il faut que les termes diagonaux de cette matrice | ; soit égaux, et

également que les termes non diagonaux soient égaux entre eux. Par suite | ; alaforme:

@ b buo
_86 a
[I ij]‘ Sb a by
g b af
Ou a et b sont des coefficients d’élasticité, caractéristique du matériau étudié, Homogenes a des
contraintes.
],Sl :ae1+b(e2 +e3) :(a - b)e1+b(e1+e2 +e3)
{s,=ae,+b(e, +e,) =(a- ble, +b(e, +e, +e,) (1.57)
%S ;=ae;+b(e +e,)=@- b)e;+b(e +e, +e,)
Onavu que
e te, +e; =q
e +te,+te; =3¢,
en posant
b =1
a-b=2m

| etrr sont appelés coefficient d’élasticité de LAME. il vient

s,=lgq+2nme, =3 e, +2mg,
s,=1qg+2me, =3 e, +2ne, (1.58)
s,=lg+2ne, =3 e, +2n%,

pour parvenir & une relation entre [s | et [e] dans un repére quelconque, il suffit de remarquer que

la contrainte moyenne (invariante) est donnée par :

1
Sm :§(e1 t€e, +e3)

s, =[6" Ae,)+ (@ 2me, )

s, =(3 +2me, (1.59)
ou e, est également invariante.
Les valeurs propres des déviateurs sont donc :

S =S,-S,
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=(2me, +3 e, )- (e, [3 +2r))

=2ne, - 2ne,,
= zn(el - em)
=2me,
De la méme maniére on trouve :
1S =2me
%sz =2me, (1.60)
1S, =2me,
Puisque [s] et [e] ont méme directions propres, on peut les écrire sous forme tensorielle :
[s]=2m [€] (1.61)
ou pour les composantes
S; =2m g (1.62)

lesrelationsentre s _ et e, et entres|et [e] peuvent alors ére combinges :

[s]=[s]+s n[d]

=2ne]+ (31 +2me,[d]

=2 e [d]+2n{[e]+e, [d]
or: [e]=[e]+e,[d]
donc [s ]=3l e, [d]+2n]e]
oubien [s ] =1 g[d]+2n]e]
ou pour les composantes :

s, =laqd; +2ne, (1.63)

soit encore s ; =1 g, d; +2mg; (1.64)

On peut également définir :
- Le module de compressibilité isotherme :

&l 0
K=-vc— p+
g‘ﬂvpz&r

pour une pression initiale nulle :
_ 3 +2m

(1.65)

- Lecoefficient de compressibilité isotherme :
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E-cle
° 7 g‘ﬂp o

c=——==m (1.66)

) 3 +2m
Des considérations précédentes peuvent étre tirées les relations donnant [e] en fonction dels |:

[e]=[e]+e,,[d]

=g+ 22 fd]

3 +2m
= L fs]-s a5 fo]
1 I
[e]—gn[s ]+ms «ld] (1.67)
ou pour les composantes :
2me; =s . - I—s kkdij (1.68)

! "3l +2m
Il est commode d’introduire d’autres coefficients tels que : E (module de Young) et v (coefficient

de Poisson, sans dimension) que I’on peut mesurer directement lors d’une expérience.

Laformule (1.68)  sera e =1tNg nES d. (1.69)

1]

I-9 Interprétation physiquedeE et n

En élasticité , on préféere utiliser le module d’Young E et le coefficient de poisson a la
place des coefficients de Lamé | et m proposés en mécanique des milieux continus, car ils ont
une interprétation physique dans I’essai de traction. [34]
Supposons que la température du matériau soit laméme al’état initial et al’état final.
Onadonc T-TO=0
Dans la zone centrale d’une éprouvette en traction, le tenseur des contrainte est sensiblement
uniaxial et uniforme, c’est adire que: s =suAu (1.70)
Ou u est un vecteur unitaire dans la direction de la traction, et s un scalaire constant dans la zone
centrale.

Dans une base orthonormée dont le premier vecteur de base est u, les composantes de sont :
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es 0 0u
s]=% o oy
0 0 0

La contrainte dans la direction u est C, =s Au = su. Elle est colinéaire a u, Il s’agit donc d’une
contrainte uniqguement normale. La contrainte normale dans la direction u est donc :

uAC, =uAsAu=s (1.71)
Le tenseur des petites déformation est obtenu avec la loi de comportement :

+ .
ezl—nsuAu-ls (1.72)
E E

Les composantes de e dans la méme base sont donc :

m|w
o
o

le]=

mogm D 8) > D> D~
m

L>allongement relatif dans ladirectionuest: uAeAu = %

L’allongement relatif dans toute direction v orthogonale au est : vAeAv = -n % , Le module de

Young E est donc le coefficient de proportionnalité entre la contrainte normale dans la direction u
et I’allongement relatif dans cette méme direction.

uAs Au = EuAeAu (1.73)
Le coefficient de poisson v traduit le rapport entre I’allongement relatif transversal (direction v) et
I’allongement relatif longitudinal (dans la direction u) :

vAeAv = -nuAeAu

On verra plus loin que le coefficient de poisson n est positif. Si I’allongement relatif dans

ladirectionu est > 0 (extension), alors I’allongement relatif dans ladirectionv est <0
( Contraction) ; est inversement.
Dans un essai de traction, s= F/S ou F est I’effort de traction (indiqué par un dynamometre sur la
machine) est S est la section de I’éprouvette. On connait donc facilement la contrainte s. Les
allongements relatifs dans les directions u et v sont mesurés avec des extensométres placés dans

les bonnes directions.
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[-10 Conservation de la masse:
La masse d’une particule de masse dm ne change pas. On adonc :
rodv, =r,dv, =1+Tre (1.74)
Cette éguation donne la variation de la masse volumique en fonction du tenseur des petites
déformations. Elle est de peu d’intérét pratique en élasticité, car la variation de la masse
volumique d’un solide déformable est une information secondaire.

I-11 Etude delathéorie d’élasticité plane

|-11-1 Etat plan de déformation

On peut dire gu’on est en présence d’un probleme de déformation plane lorsgu’on a un
corps dont I’une des dimensions est tres importante par rapport aux deux autres (Figure(1.9)).[9]
Un tel probleme est défini par :

u=u(xy)
J =J(xy) (1.75)

P

1

J Zone centraje

S~ X

Figure (1.9) cas de |’état plan de déformation

v

Lesrelations entre les déformations et les déplacements sont :

e =Tu )
ix
e, =1
()% > (1.76)
g, -1, B
iy 9
e, =-¢e,=e,=0 )
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Les contraintes agissant sur un tel corps sont obtenues a partir des éguations ( 1.69).
s, =2Ge, +l (e, +e)) )

s, =2Ge, +l (e, +e)) (.77
s, =l (e, +e)) ; '
t,, =Ga,

J

Et les équations d’équilibre seront :

3

&+ﬂt_xy+ Xx=0
ix Ty

ﬂSy +ﬂt_xy+y:0 >

fy

s
~+2=0
1z /

(1.78)

|-11-2 Etat plan de contraintes

Contrairement a la condition de déformation plane, qui stipule que la dimension
longitudinale dans la direction z est importante par rapport aux dimensions suivant x et y; la
condition de contrainte plane est caractérisée par le fait que la dimension suivant la direction z est
trés petite par rapport aux deux autres(figure(l.7)).

Figure (1.7) cas de |’état plan de contrainte

Dans ce cas les contraintes sont de laforme :

S, =s,(xY)
S, =S y(x,y)
s, =s,(xy)
s,=t,=t,=0

Les équations d’équilibre sont alors:
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D’autre part lesrelations entre les déformations et les contraintes seront :

1
eX:E(sX-nsy) 3
1
ey:E(sy-nsx)

n
ex:_E(Sx+Sy)

E
S = m(ex +n .ey)

E
y = m(ey +n .ex) >

ty,=Gg,

J

Cependant les relations entre les déplacements et les déformations seront :

e :ﬂ_u N
X ﬂX
1J
e, =—
y ﬂy >
J
gxy = E+ﬂ_ )
y T
En substituant les équations (1.82) dans les relations (1.81) on obtiendra :
__E ‘nu ‘ﬂJ N
" n? ﬂx ﬂy
ﬂy _) -
(‘ﬂ_y W o
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[-11-2-1 L “énergie de déformation de I’état plan de contrainte
L'expression de I'énergie de déformation dans I'état de contrainte tridimensionnel peut étre écrite

sous laforme.

14
=5 et {s }av (1.84)
\"
ou s est le vecteur pour les six composants de contrainte et e contient les six composants

correspondants de déformation.

de loi de Hooke I’équation (1.83) I'énergie de déformation peut étre exprimée en fonction de

contrainte
= %(S XZ +S yz +S 22)' nE(S xSy +S yS 2 *tS S z)+%(t Xy2 +t yZ2 +t sz)gdv (1.85)

dans le cas de I’état plan de contrainteona:s , =t ,, =t , =0 I’équation (1.85) devient

Xz

:%(S x2 +S yz)_ nE(S xsy)+%(txy2)§dv (1.86)

\

En utilisant I'équation contrainte-déformation (1.83)et puis employer I'équation déformation -
déplacement (1.82) donne

E N adIuaaa]vo aa]vg 1- naaIu_'_ﬂg GtdA (1.87)
(1 n )A@‘HX@ eﬂX$ﬂYZi g'ﬂyg gﬂx T

ce qui peut aisément ére employé pour la dérivation de la matrice de rigidité pour le modéle
d’éément fini de déplacement de I’état plan de contrainte. comme sera expliqué dans la matrice de
rigidité de |‘état plan de contrainte est simplement convertible en matrice rigidité de I’état plan de
déformation.
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I1-1 Introduction :

La méthode des ééments finis est une méthode mathématique d’intégration des éguations
aux dérivées partielles mise sous forme variationnelle. La méthode consiste a rechercher une
solution approchée de la solution exacte sous la forme d’un champ F(M,t) défini par morceaux sur
des sous domane de V. Les n sous domaines V. doivent étre tels que
UV =Vet VUV, =0"i1 |
i=1

Ou \7I désigne I’intérieur deV. . Autrement dit, lesV, sont une partition de V . [12]

Les champs l:i(l\/l ,t), définis sur chaque sous domaines sont des champs choisis parmi une
famille arbitraire de champs (généraement polynomiaux). La famille de champs locaux est
appelée espace des fonctions d’interpolation de I’élément. La famille de champ globaux IE(M 1),

obtenus par juxtaposition des champs locaux est appelée espace des fonctions d’interpolation du
domaine V

Pour résoudre un probleme par la méthode des éléments fins, on procéde donc par étapes
SUCCESSIVES :

1) On se pose un probléme physique sous la forme d’une équation différentielle ou aux dérivés
partielles a satisfaire en tout point d’un domaineV , avec des conditions aux limites sur le bord
.

2) On congtruit une formulation intégrale du systeme différentiel a résoudre et de ses conditions
aux limites: c’est la formulation variationnelle du probléme.

3) Ondivise V en sous domaines : c’est le maillage, les sous domaines sont appelés mailles

4) On choisit la famille de champ locaux, c’est-a-dire a la fois la position des noauds dans les sous
domaine et le polyndme d’interpolation ( ou autre fonctions) qui définissent le champ local en
fonction des valeurs aux noaud (et éventuellement des dérivées). La maille complétée par ces
informations est alors appelée élément.

5) On ramene le probléme a un probléme discret : c’est la discrétisation. En effet, toute solution
approchée est complétement déterminée par les valeurs aux noauds des ééments. |1 suffit donc de
trouver les valeurs a attribuer aux noeuds pour décrire une solution approchée. Le probléme
fondamental de la méthode des éléments peut se résumer en deux questions :

i) Comment choisir le probléme discret dont la solution est (proche ) de la solution exacte

i) Quelle signification donner au mot proche

6) On résout le probléme discret : c’est larésolution

7) On peut aors congtruire la solution approchée a partir des valeurs trouvées aux nceuds.
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Le travail de ces différentes étapes est assisté par les logiciels (programme). |l reste que pour
maltriser leur utilisation, il est indispensable de comprendre les fondements de la méthode des

éémentsfinis,

I1.2 Principe des puissances virtuelles, formulation faible de I’équilibre
L’>éguation locale d’équilibre (1.52) peut étre exprimée sous une forme intégrale
équivalente par dudisation, c’est-a-dire multiplication par un champj arbitraire et intégration sur

V, on obtient le probléme équivalent, ainsi la forme faible de I’équation locale d’équilibre [28]

el Jav =¢yfjav+ s nlj ds (11.2)
\Y \ w

olus =2ne +| TreG et e:%(gradx +grad'x)

I’équation (I11.1) correspond en fait au principe des puissances virtuelles (PPV) appliqué au cas de
I’équilibre (les membres de gauche et de droite de I’égdité (I1.1) correspondant respectivement
aux puissances dans la vitesse virtuelle |  des efforts intérieurs — avec changement de signe — et
des efforts extérieurs). Bien noter que I’intégrale de surface représente alors la puissance virtuelle
de tous les efforts de contact subis par la frontiére du solide analysé, sans distinction liée aux
conditions aux limites.

On peut aors incorporer dans I’identité (11.1) du principe des puissances virtuelles la
relation combinant la compatibilité locale (voire I’équation (1.84)) et le comportement élastique:

s =[Ale(x) (11.2)

Tenant par ailleurs compte de la condition aux limites, le principe des puissances virtuelles

On prend la forme suivante :

G)[AlG)av =y fj av+ s .n] dS+ F.f ds " f (11.3)
v v S Sr

Cette identité présente notamment les caractéristiques suivantes :
1) elle nefait pas référence aux données cinématiques (1.56),

. : : ! r L ,
2) elle fait intervenir le vecteur de contrainte T =s nsur S, a priori inconnu et représentant les
réactions associées a I’imposition de déplacementssur S, .

Compte tenu de ces remarques, on peut formuler le probléme d’équilibre de deux maniéres a partir
des équations (11.3), selon qu’on choisit d’éliminer la réaction ou de faire figurer explicitement la
donnée cinematique (1.56).

Premiére variante : formulation faible obtenue par éimination de la réaction. Pour que la réaction

T ne figure pas dans la formulation finale, il suffit de restreindre I’équation (I11.3) aux champs
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virtuels cinématiquement admissibles a zéro. La donnée cinématique (1.56) vérifiée par< doit aors
étre prise en compte dans la définition de I’espace dans lequel ¢ est cherché. On obtient ainsi la
formulation faible suivante pour le probleme d’équilibre élastique (1.52) et (156) :

trouver x1 C@_d) tel que

ol )V =g fj dV+FU ds "1 C() (1.4)
v v s

Deuxieme variante : formulation faible obtenue par gout de la donnée cinématique. On peut
choisir de conserver la réaction T dans la formulation faible finale. L’équation (11.3) est aors
complétée par la condition (1.56) écrite sous forme faible a I’aide d’un «vecteur contrainte virtuel»

T pouvant prendre des valeurs arbitraires sur S, , pour obtenir la formulation faible

trower  (x,T)i cxC'[s,|tel que

\%

eO[AlG YAV - FF ds=yfj dV+yfds "ficC
s v S

) (11.5)
T ds = o T, Os 11 cls,]
S

S

dans laguelle C’[ S, ] est I’ensemble des champs de vecteurs contrainte sur S, définis par dualité
par rapport aux éléments de C, c’est-a-dire tels que les intégrales sur S, dans (11.5) sont définies

pour tout champ f ou x deC.

La méthode consistant a établir une formulation faible par introduction des éguations
locales de compatibilité et de comportement dans la forme intégrale de I’équation d’équilibre
(puissances virtuelles) est trés générale. Elle est en particulier applicable en dynamique, comme

on le verra respectivement aux chapitres 3 (analyse dynamique des structures éastiques).

II-3 forme variationnelle de la cinématique:

1 Tu,

u.
Soit y ;(X,y,2), on transforme la forme differentielle e _5( +ﬂ—‘) et (1.56) en

j i
forme intégrale par I’expression

.© 1, 9u,
oee; - Ly L1 V = .
v é 1] 2 (ﬂX + T[XI )L,V ij d 0 ( 6)

ou y;(Xy,2est un champ tensoriel quelconque, mais symeétrique (y ; =y ; ), continu et

dérivable. En intégrant par partie et il vient

ey AV = (X~ &)uidv +o(ny ;)u,dS (1.7)
v fix s

\% i
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qui est la forme d’intégrale de la cinématique, contenant tant les lois cinématique (l1.46)

(implicitement contenues dans la derniére intégrale).

I1-3-1 Interprétation physique dela forme variationnelle de I’équilibre principe des
déplacements virtuels (ou destravaux virtuels) :

Le champ vectoridl y , doit étre continu et dérivable mais, au reste, il peut étre quelconque
interprétons-le comme un champ de déplacement virtueldu, . On remarque que, dans le terme

gauche de (1.1), apparaissent les déformations virtuelles d e; [10]

= fdu; 0
deij :1%+H: (11.8)
2T % 5
I’équilibre d’intégrale peut alors s’écrire
Cr ;de; AV = fidu, dV + c§,du, ds (1.9
\% \Y% S

expression qui traduit le principe des déplacements ou travaux virtuels. En effet, le terme de droite

dw,,= Q fidu,dV + Gidui ds (11.10)

s'appelle le travail virtuel des forces extérieures par ce qu’il représente le travail des forces f.dv
et t.ds sur les déplacements fictifs du,
Le terme de gauche de (11.9)
dw,, = Qs ;de; dv (11.12)

appelé travail virtuel intérieur, est susceptible d’une interprétation de méme nature figure (11.2) sur
la facette dx, dxz d’une brique élémentaire, agit la force normale s ,,dx,dx,, dont le déplacement
associé est de,,dx; ; ces deux termes fournissent le travail @émentaire
(s ,dx,dx, )(de,dx, )=s ,de, dV

En précédant de méme avec les autres composantes et en intégrant sur le volume entier, on
trouve I’expression (I11.11). Le travail de I’accroissement (fs ,, /1, )dx, donne une contribution
négligeable (infiniment petit d’ordre supérieur). En conclusion, | *égalité suivante OW,, = AW,
Principe des déplacements virtuels ou des travaux virtuels: un solide déformable est en équilibre
s le travail extérieur est égal au travail virtuel intérieur pour tout champ de déplacement virtuel
compatible.

L’égalité des travaux garantit I’équilibre du solide. Le principe exprime I’équilibre et fournit
des éguations d’équilibre.
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La démonstration ne fait aucunement appel a la nature du matériau ; le principe n’a donc
rien a voir avec le principe de conservation de I’énergie; il S’appliqgue méme s’il y a dissipation
d’énergie, en plagticité par exemple.

Si, comme c’est ordinairement le cas. le champ virtuel est compatible avec les appuis, aors

I’intégrale de surface dans (11.9) devient
Cjiduids = Qt’iduids + Qtidﬁids = Q t.du.ds (11.12)
(avec t et,u sont des conditions aux limites imposees) par ce que du, =0 sur S, en vertu (1.46),

ce qui signifie, smplement, que les réactions d’appui ne travaillent pas. Le principe des

déplacements virtuels s’écrit donc dans ce cas

Os ;de;dv = ¢ fidu,dv +Q fiduds (11.13)

I1-3-2 Interprétation physique de la forme variationnelle cinématique Principe des forces
virtuelles (ou destravaux virtuels complémentaires) :

Interprétons cette fois le champ tensoriely ; comme un champ de contrainte virtuel ds ;.
Remarquons alors que, dans le terme de droite (11.9), apparaissent les quantités- ds ; /Tx; et
njds j qu’on peut lier, via les équations d’équilibre (1.54) et (1.55), aux forces de volume et

tractions de surface virtuelles df, etdt, [10]

ds .
_ Jas = df, nds . =dt (11.14)
T[X» ] ]
J
Alorsla cinématique intégrale (1.12) s’écrit
st i€;dV = (‘)dfiuidv + Q dt.u.ds (11.15)

équation qui traduit le principe des forces virtuellesou des travaux virtuels complémentaires.
L’interprétation physique des deux termes est identique a celle faite précédemment avec simple

inversion des grandeurs vraies et virtuelles (tableau 11.1)

Tableau (11.1) : les grandeurs vraies et virtuelles

Principe cinématique statique

Déplacements virtuels Virtuelle réelle

Forces virtueles réelle virtuelle
27
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Le premier terme s’appelle travail virtuel complémentaire intérieur dW,, : le second est le travail
virtuel complémentaire des forces extérieures dw_,

L égalité dW,, =dW,, Traduit alorsle principe suivant :

Principe des forces virtuelles ou principe des travaux virtuels complémentaires : les déplacements

et déformation d’un solide déformable sont compatibles s les travaux virtuels complémentaires
extérieurs et intérieurs sont égaux, pour tout champ de contrainte virtuelle en équilibre.

|1-4 Discrétisation :

Que le probléme a résoudre soit formulé sous forme différentielle ou sous forme intégrale,
sa solution exacte est toujours inaccessible. L’ objet de cette étude est de montrer comment choisir
une solution approchée de fonction construite par les opérations de maillage et de choix
d’éément. On rappelle que chague fonction F(M)de F peut s’écrire : [28]

Nedl _
F(M)=q uPFO M) (11.16)
j=1
Et que les fonctions de base F(M) de I’espace F sont des fonctions de forme, ne sont pas
polynomiales en général, sauf s I’interpolation géométrique, ils sont nulles partout, sauf dans les
éléments qui contiennent le nceud j.

I1-4-1 Principe de discrétisation :

On a vu dans le paragraphe de la formulation variationnelle exacte d’un probléme peut se
mettre sous la forme
- trouver u(M) tel que

Ay,u)=By) "y (M)défini dans V
Avec les conditions aux limitesC'(u) =0
Si on cherche une solution appartenant al’espace F, on obtient le probléme approché suivant :
Trouver F(M) tel que:
Ay ,F)=Bfy) "y (M)défini dans V (11.17)

Avec les conditions aux limites: C'(F) =0
Ce probléme n’a en général pas de solution, On va donc remplacer les conditions "'y (M) par une
condition moins contraignante :
On ne cherche a satisfaire I’équation (11.17) que pour certainsy (M) .[13]
D’autre par, il faut respecter les conditions aux limites C’(F)=0 s elles existent. On restreint donc

I’espace F aux seules fonctions qui respectent ces conditions. On appelle Fyy L’espace des
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fonctions admissibles, c’est a dire I’espace des fonctions qui satisfont aux conditions aux limites
C(F) =0.

Fag €st un sous espace de F. En effet, imposer les conditions aux limites C’(F) = O revient imposer
N, relations sur les valeurs des u®. La dimension de I’espace des fonctions admissibles est donc
Ninc= Naa- NC.

Pour déterminer une fonction F(M)T F_, il faut déterminer un Ninc —uplet de valeur :

{u(l),u(z), .......... u® ,U(Ni”°)} s on a choisi correctement Nin fonctions 'y (M), pour
chacune d’elle, I’équation va fournir une équation scalaire :
. . Nga
Ay ©,F)- By “)=0o0u F=gq u?F® (11.18)
j=1
La construction de ce systéme d’équations s appelle I’assemblage. Les fonctionsy @ choisies sont

souvent appelées fonction teste. Pour trouver une solution approchée, on a donc un systeme de
Ninc éguation a Ninc inconnues {U(l) , u® Jerrenenens ,u(i) ferneen ,u(Ni”C)} arésoudre.

-Si Afy ,u)est une application linéaire en u, les termes Al ,F) conduisent & un systéme
linéaire en u®. Cette classe de problémes est appelée probléme linaire.

Tout le probléme réside donc dans le choix judicieux des fonctions y @ (M)

- Une condition impérative est que choix de y ® (M) doit étre tel que le systéme d’équations
(11.18) soit régulier. En particulier, le choix des y @ (M)et le choix de I’espace des fonctions

d’interpolation F(M) ne sont pas indépendants du choix de la formulation variationnelle: En effet,
a chague transformation d’intégrale sur V, on diminue I’ordre de dérivation de u et on augmente
I’ordre de dérivation de Y .l faut donc que les fonctions F et Y aient des dérivées d’un ordre
suffisant non nulles partout pour que le systéme soit régulier.

On dispose d’algorithmes efficaces pour la résolution de systéme linéaires symétriques. On

préférera donc un choix dey (M) qui conduit & un systéme symétrique.
Il existe plusieurs méhodes pour choisir les fonctions y (M) . Elles peuvent conduire & des

systemes symétriques ou non, et la précision de la solution est plus ou moins sensible au choix des
Y On ne développe ici que la méhode la plus utilisée dans les logiciels d’éléments finis: la
méthode de Galerkine.

I1-5Méthode de Galerkine:
On choisit comme fonctiony @ les fonctions de base de I’espace Fa. Ce choix a les
consequences suivant :[12]
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Le nombre de fonctiony @ (et donc le nombre d’équations scalaires) est automatiquement égal au
nombre d’inconnues Nin.. On montre en analyse numérique que le systéme d’équations (11.18)
obtenu pour ce choix de y ™ est nécessairement régulier pour une classe de probléme appelés
probléemes dlliptique : dansce cas Ay ,u) et By ) doivent étre linéairesen u et en
N
Ay O F)= AFO, & uVFD) (11.19)
=1

Ngg . .
Et A(F®, 5 uVEMY  doit étre une forme quadratique définie positive en F¥. Pour les autres

i=1

probléme, soit le systéme d’équations n’est pas lingaire en uY | soit il est linéaire mais non garanti
régulier, et la méthode de Galerkine peut se révéler inadéquate. Le fait de choisir des fonctions
appartenant a F,y peut simplifier certaines intégrales de bord. La méthode de Galerkine impose

une contrainte sur le choix de la forme variationnelle: les fonctionsj '(M) et les fonctions

d’interpolation F(M) appartenant au méme espace de fonction, il faut choisr une forme
variationnelle dans laquelle les dérivées de fonctions Y et u soient d'un ordre tel qu’elles ne
S’annulent pas partout.
Larecherche de la solution approchée se raméne donc ala résolution du systeme d’équations :
o N .
AFY, auPFD)- B(FY)=0 (11.20)
j=1

Les u? trouvés déterminent la solution approchée de F. Ce systéme est linéaire et régulier pour les
problémes elliptiques.

I1-6 Les éléments et leur espace de fonction d’interpolation :

Les solutions approchées trouvées par la méthode des éléments finis sont une juxtaposition
F de champs locaux f; définis dans chague maille. Maintenant on montre comment on définit dans
les mailles une famille de champs locaux dans la quelle la méthode des ééments finis pourra
choisir pour s’approcher au mieux de la solution.

I1-6-1 Choix desfonctions de base

Les fonctions de base utilisées par la MEF sont locales autour de points particuliers. Le
domaine V est représenté par un ensemble de points (les nocauds. Chaque fonction est associée a un
noeud.
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I1-6-2 Maillage

En fait le domaine est représenté par un nombre finis d’éléments de forme simple. Les
noauds sont les sommets des éléments. Les ééments assurent la couverture du domaine avec un
recouvrement maximal de maniére ace que::
Il Sagit 1& d’une deuxiéme approximation de la méthode car la couverture du domaine peut étre
incompléte (figure 11.3).[32]

Figure (11.1) Approximation de domaine du couverture

|1-6-3 Fonctions

La description analytique la plus simple d’un champ de comportement d’un élément
s'effectue a I’aide d’un polynéme, dont les coefficients constituent des variables généralisés ¢; .
(Méme s on utilise des fonctions de déformée pour constituer le champ, on peut souvent exprimer
ces fonctions comme des transformations d’un champ polynomial).

Les fonctions de base sont choisies de telle maniereque :j . =1 aunoaud i etj . = 0au noaud
i1 j.Etlafonction] ;est non nulle sur les @éments doit le noaud i est un somment. Ainsi lorsgue
faM)=cj , (M)i=1...N
G est directement la valeur de fy(M) au noaud i. En pratique les fonctionsj .sont simples

(polynomiales de bas degré) et la richesse de I’approximation est donnée par la taille des éléments
du maillage (finesse du maillage). La simplicité de forme des éléments permettra I’intégration des

fonctions sur le domaine V.

I1-7 Application de la M .E.F a un élément rectangulaire en état plan de contrainte et état
plan de déformation :
On s’intéresse dans ce paragraphe a un probleme de résistance des matériaux ; c’est le cas
d’état plan de contrainte que subit une plague mince élastique. [2]
L'éément fini de I’état plan le plus smple est I’éément rectangulaire schématisé sur la
figure (11.1). L'éément a une longueur a, largeur b, et épaisseur constante t, chacun des quatre
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coins possede deux degrés de liberté Les déplacements u et v respectivement dans les directions
X et y. Les quatre coins sappellent habituellement les points nodaux. Ainsi cet élément possede
huit forces nodales (quatre paires de Fx et Fy) et huit déplacements nodaux ou degrés de liberté
nodaux (quatre paires de u et v) . Dans la formulation de la matrice de déplacement pour un
élément fini, une étape importante est d'assumer les fonctions dinterpolation de déplacement
convenable, habituellement sous laforme polynomiale.

V.V I
Fua.va

gl SRV

A —p ——————»
Fy1.Un T T Feouo X,u

Fv1 V1 Fv? Vo

Figure (11.2) : Elément rectangulaire de huit degré de liberté de I’état plan de
contrainte ou I’état plan de déformation

I1-7-1 Fonctions de déplacement :

Pour représenter la déformation de I’élément rectangulaire & n’importe quel point défini
par (X, y) sur la plague, on choisit une simple fonction polynomiale pour définir les fonctions de
déplacement comme suite.

u(x,y)=¢, +C,Xx+Ccy+cC

oo ory o
une des raisons d'assumer une telle fonction de déplacement est que les huit constantes ¢

peuvent étre déterminées uniquement en employant les huit conditions nodaux de déplacement

u=u, et v=v, au(0,0)
u=u, e v=v, au(a0)
u=u, et v=v, au(ahb)
u=u, e v=v, au(0b)

(11.22)

chacune des fonctions de déplacement résulte en tenant comte des hypotheses suivants :
1) Leslignes de frontiere de chague élément demeurent droites aprées déformation.
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2) La distribution de déplacement est représenté par une surface de second degré, ou pour des
valeurs congstantes de x (ou y) la variation du déplacement dans la direction de y (ou x) est
linéaire.

3) La deformation e, (ou e, ) est indépendant de x (ou y) mais change linéairement avec x (ou
y). La déformation de cisaillement e, change linéairement avec x et y.

4) Les contraintes de I’élément peuvent étre remplacées par équivalent statiquement ou résultantes
de contrainte équivalente du travail qui agissent aux coins de I'édément (forces nodales)

En substituant les huit conditions nodales de point de I’éguation(l1.22) dans I'équation
(11.21),les huit constantes ¢ peuvent étre résolue en termes de dimensions d’éément a, b et les huit
déplacements nodaux. Alors la substitution des huit constantes précédentes dans les fonctions de
déplacement (I1.21) et réarrangement des termes donne :

u(x,y) = f06 U+ 06 YU, + F4(% Y)u, + (%, Y)u, 129
V(% y) = fL Gy + T (X YV, + (X y)v; + F, (X Y)Y,

ou les quatre fonctions f(x, y) peuvent sappeler les fonctions de forme et sont obtenues comme :

fi(xy) = 2 e -X9

bg

X (0]

Loy =" -%—
e a (11.23a)

f,(x y) = %

X0y

f, (X, —==

(X, y) gi o

Examen des éguations (11.23) et (11.23a) indique que la distribution des déplacements de u
et v le long de nimporte quel bord est linéaire et qu'elle dépend seulement des déplacements auix
points nodaux des deux coins reliés par la frontiere. Ainsi ces fonctions de déplacement assurent
que la compatibilité des déplacements sur les frontieres des éléments adjacents est satisfaite. (la
limite de I‘élément -la ligne du rectangle- apres déformation reste linéaire, mais I’élément n’est
pas toujours rectangulaire figure(11.5)) [30]

Les équations (11.23) fournissent les valeurs de déplacement a un point quelconque (X, Y)
dans I'élément. Ceci est fait en substituant simplement les huit valeurs nodales de déplacement aux
guatre coins et aux coordonnées (x, y) du point dintérét dans équation.(I1.23).Si les dérivés des
fonctions u et v (11.23) respectivement a x et y sont exécutés apres I'éguation (1.46), les
déformation pour n'importe quel point dans I'éément peuvent également étre obtenues.
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— |o

@

Figure (11.3) Forme du rectangle apres la déformation

I1-7-2 Relations Déformations-Déplacements:
Dans I'état plan de contrainte, nous avons trois composantes de déformation. Elles peuvent
étre écrites en termes de dérivées de déplacement sous la forme suivante : [2]

e, =10
fIx

e, =¥
iy

Oxy _E"'ﬂ
fy x

En subgtitution les équations de déplacement (11.23) dans les équations déformation-
déplacement(1.46) on obtient :

JU U

e 1 yo 1 Vo y y l]:V1:

> q- Y2 o HY2 o Y o Y 0 gu,i

e (i gagi b agi b ab ab 3‘:\,2:':

.I. X .I. é 1 X 6 X X 1 X Iyt 2-|-
e,y=¢ 0o -2&-X2 o X0 2 0 & XMy ya12s
crYTe bé ap ab ab bé a,:-vs%-’( )

19b § 1 xo 1g yo _x lg yo x y lg xg ¥y g

8 b& ag aé bg ab aé bg ab ab bE ag ab g:. “.:.

..V4..

1l

[

Ou sous laforme matricielle :

{e} = [A ]{Q} (11.254)

On est remarqué dans les équations.(11.25) que les déformations e, sont constantes dans la

direction de x et changent linéairement dans la direction de y. Les déformations de cisaillement

g,, Changent linéairement avec les cordonnées de x et dey.
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I1-7-3 Relations Contrainte-Déformation :

Un avantage important de la méthode d'élément fini dans I'dasticité bidimensionnelle est
gue des structures avec les propriétés matérielles orthotropique ou anisotropique peuvent étre
considérées. En général, les relations contrainte - déformation sont de la forme:

I I é ul I
|Syy &xn  Cxn Czsul eyy (11.26)

1
|t xyp g:Sl Cs CssHTgxyp
pour le cas du matériau isotrope, les relations contrainte-déformation dans I'éat plan de

contrainte (voire chapitre ) sont de laforme :

Is U gl n O ﬁ e, U

j i_ E 3 a0

IS,y= Abd 1 0 Ue y

It | 0 0 ,Ig |

P g 2 P

Ou, en état plan de déformation :

X s Uk
Is, U gl-n n 0 geu
0 E A 40
(S, eén 1-n 0 Ueyy
i T (1_ n)(]__ m)g 0 0 1- NG 7 (11.26b)
P 8 2 fi9p

Si E et v dans I'éguation de I’é&at plan de contrainte (11.26a) sont remplacés par E/(1-v2) et
v/(1-v), respectivement, les équations (11.26a) deviennent exactement de la méme forme que les
équations de I’état plan de déformation (11.26b). Symboliquement, les équations (I11.26a) ou

(11.26b) peuvent étre écrites sous la forme suivante :

{S } = [A]{e} (11.27)

I1-7-4 Dérivation de matrice de rigidité par la méthode d'énergie
déformation pour I'élément et en effectuant ensuite la différentiation partielle de I’énergie de
déformation par rapport a chague degré de liberté suivant le théoréme de Castigliano.

L'énergie de déformation dans I'élément fini est de la forme suivante
l abt
_ NN\ T
== e} {s }dzdydx (11.28)

000
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ou
le Is, U
{e}:}_ ey)|.7 et {S}:}.Sy)l.’/ (11.28.3)
%g xy i:) 10y i:)
Transposition des équations déformation- déplacement (11.25a) donne
{e}" ={a}"[A (11.29)

Des équations (11.27) et (11.25a),

{s}=[cle} =[c]Ad} (11.30)

Substituant les égquations (11.29) et (11.30) dans I’équation (11.28)en supposant que I’épaisseur t est

constante, nous avons :

t €3 ‘
U= E{CI}T o A CH Alax dyLAL'JnfCI} (11.31)
€ o u
En appliquant le premier théoréme de Castigliano
U
F =—
i ﬂq, (11.32)

Par différentiation partielle de I'énergie de déformation par rapport a chacun des huit degrés de
liberté de I'élément fini, nous obtenons finalement:

{F}=[xKa} (11.32)

¢R=tF, F, F, F, Fy Fy F, F(

A= v WV UV v
et
[k]=t @Al [C][A] dxdy (1.33)
aire

L'éguation (11.33) est sous une forme populaire appropriée a la dérivation de la matrice de rigidité
pour les éléments finis avec des fonctions de déplacement correctement assumees.

Alternativement, les coefficients de rigidité pour un élément en éat plan de contrainte
peuvent étre obtenus en utilisant I'équation de I'énergie de déformation (I1.21), les fonctions de
déplacement, et le premier théoreme de Castigliano,
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[K]= Sow Ml (11.34)
- e )
éKUV KWH
ou les coefficients sont obtenus comme:
E éff of, o 1- n &ff, o7f, U
(Kuu )ij = Oi‘ﬂ_ “a, _U tdA
1-n? A@‘Hx ‘ﬂx 2 'ﬂyg'ﬂyg
R f. f.ou
(Ky), =—E pi &t 0, 1-n gf, oFIF 8, ) (11.35)

1-n? 28Ty 'ﬂch 2 &Mx g X

(K.) = E_oGahioll
uv /ij 1_n2Aé eﬂXﬂﬂy

a1, 011, 0
Ty gﬂX

L CtdA
>

ou fi(x, y) est lafonction de forme associée a u; ou v;, comme c’est défini al'éguation (11.23a).

I1-7-5 Equations de matrice derigidité d‘un éément
En utilisant I'équation (11.33) ou (11.35), les équations de rigidité pour |'@dément
rectangulaire a huit d.l.I (Figure 11.4) en état plan de contrainte peuvent ére obtenues comme

suit.[2]
e .
Eq Cy Cs 1,
Farl ':4 - Cs I[:1 vy
sz Cs Cus - Cz C3 u,
iZ
) Ey, L_ |~ El e IREIN (11.36)
B ¢, -3¢, ¢, @ o
E, 2 5 é 2 2 3 v
Ees Cy Cs - ?1 C, G -G G He
-G G ¢ -2 & G -G G
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aeb 1 1-nag Et

C, =
e3a 6 bgl n?
ag 1-no Et
84 8 gl-n?

C aea+1 nbo Et
3 ng 6ag1n

C_a;:tﬁ 1-nag Et
*T8 3 12 bgl-n?

(11.36.9)

aa 1-no Et

°"&4 8 gl-n’

C 33a 1nboEt
6 6b 6 agl-n2

_ab 1 1-nag Et
e6a 6 bgl n?

C_a;:'a 1nboEt
57 3 12 agln?

Pour démontrer comment dériver cette matrice de rigidité , laissant dériver le coefficient
de rigidité Kgs qui est définie comme la valeur de la force Fy; produite par un déplacement v,
dunité. Ce coefficient peut étre obtenu en substituant les huitieme et quatriémes colonnes dangA]
de I’équation (11.25), et matrice [C] de I’équation. (I1.26a) dans I’équation (11.33) pour [ A] T,[A ],
et [ C], respectivement :

! G
Y E gl n 03: 0 :
s X0 yu ) ul X
—t@O - =3 -2 éhh 1 0 -— ydxd
00€ gi 2 abi-n%)e, | 1ng @ ' (11.47)
£ ° 2 hlg. o |
tae bgp
___Et ga 1-nbg
1-n2é6b 12 ag
aternativement, Eq.(11.35) peut étre employé :
K84:(K )42
E ‘ﬂadIfolnaaIfo'ﬂfu
— gz tdxd
7 OS2 By gy Y
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(11.38)

Et aea 1-nbo
"1-nZg6b | 12 ap
Ce qui est identique a celui obtenu en équation (9.37).
Si I’équation (11.26b) au lieu d’équation (11.26a) est employé pour la matrice contrainte-
déformation [C] comme contenue en équation (11.33), les équations de rigidité pour la déformation
plane peuvent étre obtenues. Ainsi les équations(l1.36) deviennent valident pour la déformation

plane si E et v sont remplacés par E/(1-v?) et v/(1-v), respectivement .

I1-8 Assemblage dans la méthode de Galerkine:

L assemblage est I’opération qui consiste a construire le systéme d’équation a résoudre. Le
fait de choisr comme fonction Y les fonctions de base de I’espace Fay smplifie beaucoup le
calcul des intégrales. L’équation relative & la fonction de base F) ne fait intervenir en fait que les
intégrales sur les mailles qui contiennent le noaud i. On en déduit une méthode pour construire la
matrice [K] du systéme a résoudre :[12]

éu®u éb®u

[K] 2 M. 3:2 ! 3

Q1N § gjmim)a
pour chague maille, on calcule les intégrales de la formulation. Pour chagque F dans la maille, on
porte le coefficient de u” en linge i colonne j de [K] en I’ajoutant & ce qui S’y trouve déja, et on
porte en linge i de [b] le résultat des intégrales seconde membre toujours en I’gjoutant a ce qui S’y
trouve dégja,
Informatiquement, on améliore encore cette méthode en utilisant les particularités de la matrice
[K]:
Si lamatrice [K] est symétrique, il suffit de n’en calculer que le triangle supérieur(ou inférieur)

La matrice [K] est creuse: sur la ligne i n’interviennent que les noaud des mailles
contenant le noaud i. on utilise différentes méthodes de stockage pour éviter de remplir la mémoire
avec des zéros principalement, on trouve :

Le stockage (morse) :on ne stocke que les termes non nuls ainsi que leur place dans [K], c’est
adirelaligne et la colonne.
Le stockage (ligne de ciel) : On ne stocke que la partie de ligne de la matrice, depuis la

diagonale jusqu’au dernier terme non nul.
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Le stockage (bande): On ne stocke que les diagonales non nulles du triangle supérieur (ou
inférieur). Le nombre de diagonales est appelé largeur de bande. Il existe des agorithmes de
renumérotation des noeuds pour réduire la largeur de bande ou la longueur de ligne de cidl. Le
plus utilisé est I’agorithme de gibbs. Il consiste a renuméroter les ncaud pour que les différences
de numéros entre deux noauds voisins soient aussi petites que possible. Les termes non nuls de [K]
sont donc groupés autour de la diagonale principale. Cette disposition améliore trés sensiblement
le temps de résolution du systéme linéaire pour certains solveurs.

Ces choix d’option (type de stockage, renumérotation et algorithme de résolution ) éant souvent
proposées dans les logiciels, il est indispensable de les comprendre pour les choisir & bon escient

[1-9 Traitement des chargesreparties
Dans la méthode des éléments finis nous avons supposeé que les charges agissantes sur la
structure étaient ponctuelles. Néanmoins il est existe plusieurs cas ou les structures soumises a
des charges réparties. Pour pouvoir utiliser dans ce cas la technique des finis, on doit remplacer
ces charges réparties par des charges ponctuelles équivalentes appliquées aux noauds. Pour celail
faut que les travaux virtuels des charges réparties et des charges ponctuelles soient égaux.[9]
Deux formes de charges réparties sont possibles :
- Ceux réparties sur le volume
- Et ceux réparties sur la surface.
11-9-1 Chargeréparties sur un volume
Soit une charge q(x,y,z) répartie sur le volume ayant comme composante x, Y, Z.
Letravail virtuel de la charge répartie est

Q. = ddu.x + dv.y + dw.z).dv

 dug’
= § dvy q(x,y,2)dv (11.38)

= off {x v, 2" {a(x. v, 2)}dv
or lafonction de déplacement (fonction de forme)
{f(x.y.2}=[f (x,y.2[C,} (11.39)

et {ch=|a,fd}  pour déterminer lamatrice [A1] et {d}voir I'annexe

donc {t(x,y.2)} = [f (x.y, z)]l_Al'lJ{d} (11.40)
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Qe, ={dd"[A ] gF x. v, 2] {atx.y, Db

(11.41)

le travail virtuel des forces ponctuelles équivalentes {F} est :

Qc, ={dd}'{F}

En égalisant les deux travaux obtenus on aura :
{ft= [Al'l]T JF oy, 2] {acxy. 2)kdv (11.42)

11-9-2 Chargesréparties sur une surface

Dans le cas des forces réparties sur une surface d’'un éément tridimensionnel; trois
composantes sont possible x,y et z . Si elles sont représentées par un vecteur q(X,y,z) leur travail
d( a un déplacement virtuel sera:

Q.. = ¢Jdu.x+dv.y + dw.z)ds

L’intégration dans ce cas éant prise sur la surface ou la force est répartie] 9]
i dug’
N I,
Qc, = d de q(x, y, z)ds
*} dwh
le travail virtuel des forces ponctuelles équivalentes {F} est :

Qc, ={dd}'{F}

En égalisant les deux travaux obtenus on aura:
B =[a] g oy 2oy, ) ds (11.43)

Le vecteur forces généralisées global peut étre construit comme un assemblage de vecteurs forces
généralisées relatives a chacun des éléments. |Is sont appelés vecteurs forces généralisées
élémentaires.

[1-10 Influence delalargeur de bande d’une matrice:

La méthode des éléments finis aboutit a la résolution d’importants systémes d’équations
linéaires. La méthode la plus commode est la méthode d’élimination de Gauss. Elle consiste a
transformer une matrice carrée en matrice triangulaire qui donne directement les inconnues.[ 18]

En outre, les matrices de raideur sont trés généralement symétriques et comportent de
nombreux zéros. Par exemple, sur la figure (11.6), seule la partie hachurée de cette matrice N x N

comporte des éléments non nuls. On note 2B la largeur de bande de la matrice, B est la demi-
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bande de la matrice. La largeur de bande du systéme final d’équations est fonction des dimensions
de la matrice des raideurs de chaque élément et du systeme de notation des nceuds. S’il est
possible de réduire la largeur de la bande, on réduit en méme temps le temps de résolution et la
place occupée dans la mémoire de I’ordinateur par la matrice générale des raideurs.

Une des méthodes consiste a adopter une subdivision systématique et un systéme approprié€ de
numérotation des nceuds. Si ces numéros forment la base de la numérotation des déplacements
nodaux, la largeur de bande de la matrice générale dépend de la plus grande différence entre deux
numeéros des noauds externes pour un seul élément.

Soit D la différence maximale constatée pour tous les éléments de I’assemblage. La demi-
largeur de bande B est alors donnée par :

B=(D+1)f
avec f nombre de degrés de liberté a chaque noaud.

Cette équation montre que le systéme de numérotation doit minimaliser D. Elle fait auss
ressortir I’importance d’une variation auss faible que possible des numéros des noauds d’élément
aélément.

Un exemple est donné figure (11.7).

Figure (11.4) largeur de bande d’une matrice

8] 10 1 12 13] 1 15 6

1 2 3 4 ] 5] 7 8

@ o=08 1 & 1 16
B D=8

Figure (11.5) Numérotation des ncauds
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[11-1 Introduction :

Le calcul des modes propres des systémes continus devenait trés vite complexe au-dela du

deuxieme mode pour les vibrations de poutres, méme en se placant dans les cas les plus smples, a
savoir: matériaux isotropes restant dans le domaine éastique, dimensions transversales constantes,
faibles déformations, conditions aux limites restreintes, etc.
La méthode la plus courante pour aler plus en avant dans le domaine des calculs tant en statique
gu’en dynamique est la méthode des ééments finis qui permet le calcul de structures (présence ou
non de discontinuités) isotropes ou non (matériaux composites) travaillant dans les domaines
élastiques, plastiques ou éastoplastiques, pouvant subir de grandes déformations et permet auss
de faire intervenir des interactions fluide-structures, de prendre en considération des effets
thermiques, etc.

Cette méthode tres générale a permis au calcul dynamique des structures de faire des pas
de géant lors de la derniére décennie, tout en éant encore en pleine expansion théorique, technique
et commerciale.

Ce paragraphe aborde donc cette méthode sous I’aspect le plus simple de la dynamique des
structures, c’est-a-dire limité au domaine élastique, aux matériaux isotropes, aux faibles

déformations et en I’absence de tout amortissement.

[11-2 Systéme a un degrédeliberté:

L’étude des systemes a un degré de liberté est une bonne initiation a I’étude des
phénoménes éémentaires intervenant en mécanique des vibrations: fréquence de résonance,
amortissement, réponse a une excitation. Elle facilite la compréhension du comportement de
systemes complexes possedant un nombre important de degré de liberté.

[11-2-1 Oscillation libre:

Les systémes a un degré de liberté sont illustrés simplement par le systeme de la figure
(111.1) supposé dans un plan vertical. Soit x; le déplacement de la masse m a partir de la position
d’équilibre. [23]

l F(0)

Figure (111.1) systéme a un degre de liberté
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L équation de son mouvement est

mx*(t) + ox(t) + kx(t) = F () (111.2)
En supposant une dépendance en temps de la forme €", on peut écrire, I’équation caractéristique
associée a cette équation du mouvement :

mr? +cr +k =0 (111.2)
les solutions de I’équation caractéristique sont :

c +/c?- 4km
rh,=-—+—- 1.3
2 om 2m (11-3)

les expressions de r; et r, vont étre présentées sous une forme différente mettant en évidence des
paramétres faciles a mesurer. Définissons en effet wp et a telsque:

C (111.4)

ou w est la pulsation naturelle en rad/s et a le facteur d’amortissement visqueux. Le coefficient

d’amortissement critique c, est défini par I’annulation du discrimant de  (111.3)

o0 4k _
—-—=0 (I11.5)
meg m
d-ol C. = 24/ km =2mw, (111.6)
alors
= -_°¢ 1.7
2Jkm  2mw, (1.7)
c=2a+km=2a mw, (111.8)

En utilisant lesrelations et S’écrit ;

, =-aw, twya“-1 (111.9)

Il apparait clarement que le comportement de systéme est caractérisé par a et wy. La forme de
solutions des solutions de I’équation différentielle (111.1) change évidemment suivant la valeur de
a . On peut aors ré-écrire I’équation du mouvement sous laforme :

X*+ 2w ax + w,°x = 0 (111.10)
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La solution générale de cette équation différentielle linéaire, homogeéne, a coefficients constants
s'écrit :
X=Ae" + Be" (111.11)

Ou A et B sont des constantes arbitraires déterminées d’apres les conditions initiales.
3 cas sont observés suivant le singe de D=c” - 4km
1¥cas: D>0,a >1 r1,2=—aWOiWO\/aT-1 (111.12)
L’oscillateur est dit sur amorti, la solution générale s’écrit :

X(t)=ce " +c,e" (111.13)
2™ cas:s D=0;a =1, r,=- aw, = - W, I"amortissement est critique.

Ce cas ne se rencontre que tres rarement dans les systemes mécaniques. Le mouvement est
apériodique avec amortissement critique et la solution s’écrit :

X(t) =(c, + c,t)e " (111.14)
3™ cas: Si D<0,a <1
Il s’agit du cas le plus Important en pratique. Devient :
r,=-aw, * jwyyl- a* jf=-1 (111.15)

I’oscillateur est dit sous amorti. C’est le cas de la plupart des oscillateurs mécanique courants.
la solution générale (111.1) s’écrit :

X:A&e(-awoﬂwm/l-az)t + Aze(-awo- jwo/1- a?)t

(111.16)

qui peut auss se mettre sous laforme :
x=Ae " sin(w,v1- a’t+j ) (I11.17)
x=Ae *"sn(wt +j ) (111.18)

Ce dernier résultat est celui d’un régime pseudo-périodique dont on remarque que la pseudo
. — 2 L . .
pulsation W, =W, 1- a“ differe de la pulsation naturelle non amortie w, par le terme

1- a? lui méme fonction de I’amortissement a ; W, £ w,

On définit la fréquence naturelle f exprimée en Hertz (Hz) et reliée aw par :

W,=2p f

guand ala période T=Uf
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guand le systeme masse ressort est soumis a une force d’excitation, I’équation de mouvement

devient :
mx*(t) + kx(t) = F (t) (111.19)
dans notre chapitre, les éguations de mouvements de I’élément plaque (ou poutre, barre,....) sont

formulées d’une maniére similaire a I’équation (I111.19), mais seulement avec plusieurs degrés de
libertés. Pour formuler ceci on fait appelle au matrice, I’équation (111.19) devient [30]:

[mfx}+ [kKEx} = {F )} (111.20)

ou [k] : matrice derigidité

[m] : matrice masse

{x} : vecteur des déplacements aux nceuds

{x}: vecteur des accélérations aux noauds

{F(t)}: vecteur des forces aux noauds
En rédlité , dans un systéme, on n’a pas de ressort, mais la rigidité du systéme joue un réle d’un
ressort, du mouvement qu’elle définit I’élasticité du systeme.

I11-2-2 Oscillation forcées:

L’existence de frottements méme faibles conduit irrémédiablement a I’extinction du
mouvement oscillatoire par dissipation d’énergie (interne ou externe). |l est nécessaire, pour
entretenir le mouvement, de faire un apport d’énergie externe sous la forme d’une force motrice
dite excitatrice. On admettra que le systéme (résonateur) ne réagit pas sur I’excitateur.

[11-2-2-1 Excitation harmonique::
L’équation de mouvement pour un oscillateur harmonique amorti soumis a une force
extérieure F(t) s’écrit :
mx*(t) + ox(t) + kx(t) = F (1) (I1.21)
le cas le plus smple est celui d’une force harmonique, F(t)=F cos(wt +q).

La solution générale de I’équation du mouvement est alors une combinaison linéaire de la solution
générale de I’équation sans second membre (régime des oscillations libre), et d’une solution
particuliére de I’équation avec second membre. Comme précédemment, on peut re-écrire (111.21)

comme suite:

x(t) + 2aw,x(t) + wy x(t) = ? (I11.22)
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et passé en notation complexe: F(t) =F, cos(Wt +() soit en notation complexe lf(t) =Fe™,

F(t) = Re( F (t)‘ : (les grandeurs en gras représentent des grandeurs complexe)

On considére une solution particuliére sous laforme :

X(t) = Acos(wt +q +f) (111.23)
soit en notation complexe X(t)=Xe™, X(t) = Re|>2(t)|

L’équation s’écrit alors en notation complexe::

. - F
(- WP+ j2aww, +w, ) Xe™ = —e™ (111.24)
m
A partir de cette derniere notation, I’amplitude complexe X de la solution particuliére s’obtient
facilement :
F/m
X = (111.25)

W,2 - W2 + | 2awW,w
On peut exprimer le module et la phase du déplacement x(t) comme :

|F|/m

X = - =A (111.26)
VW2 - WP)? +(2awpw)’
2aw,w
f =arctan——— (111.27)
W, - w
On peut d’ores et déja exprimer la fonction de transfert
H(W :5: 5 21 .
Fom(w,” - w* + j2aww,)
(111.28)
_ 1
(k- mw?) + jew

Cette fonction de transfert peut étre représentée suivant son amplitude et sa phase ou suivant ses
parties réelle et imaginaire.

[11-2-2-2 Excitation périodique:
Lorsgue la force d’excitation est quelconque mais périodique, période T, elle peut s’écrire
sous laforme d’une érie de Fourier. s lapulsationest w=2p /T :

¥
F(t) = % + 8 [a, cosnwt + b, sin nwt]
p=1
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= % OF(t) cos(nwt) dt n=12....

0

n =$ Tc‘j:(t) sin (nwt) di

n

(111.29)

En régime permanent on calcule la réponse correspondant a chague harmonique et on construit la
réponse du systéme par superposition.

Considérons par exemple un systéme masse-ressort, soumis a la force représentée sur
figure (11.2)

F(t) A

v

wit
Figure (11.2) Fonction créneau
A partir de I’équations (111.29) on trouve la force F(t) comme suite :
F, 2F, ¢ sinnwt
F)=—"+—=a —— (111.30)
2 P pasz N

I’éguation de systéme est alors:
2F, & sinnwt
— a

00 F
mx +k><:7°+ (111.32)

n=133 N
la solution de cette équation est obtenue pour chague terme de F(t) de la méme maniére que pour
le systéme défini en (111.21).

I11-3 Systéme an degrédeliberté:

On considére un systéme mécanique possédant n degrés de liberté, et tel que chacun de ses
oscillateurs peut vibrer autour d’une position d’équilibre en réagissant avec les oscillateurs
voisins. On doit définir un nombre de variables de position égale au nombre de degrés de liberté
du systéme. En général, les oscillations libres de ce systéme ne sont pas harmoniques. Cependant,
dans certaines conditions, les masses peuvent exécuter des oscillations harmoniques a la méme
fréquence, les masses étant en phase ou en opposition par rapport a I’'une d’entre elles prise

comme une référence. On dit alors que I’on a affaire a un mode propre du systéme, et la fréquence
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d’oscillation est une fréquence propre. Si le systéme vibre suivant un mode propre, on dit qu’on le
normalise en posant I’amplitude de I’un des oscillateurs égale a I’unité. Il y a autant de modes (et
de fréquences) propres du systéme que de degrés de liberté.[ 16]

Dans le cas général, le mouvement du systéme est une combinaison linéaire des

mouvements correspondant a chaque mode propre.

[11-3-1 Equationsde Lagrange:
Si I’on choisit gi (i = 1,2, ..., n) comme coordonnée généralisée, on peut définir pour un systéme
linéaire a n degrés de liberté

- I’énergie potentielle:

E = a K, % X, (111.32.3)

- I’énergiecinétique:

1808
E.=—a a mXXx (111.32.b)
2 i=1 j:
Avec mj = mji
X° = dx, /dt
— I’énergie dissipative:
18 &
E,=—a a Cij xiox‘j’ (111.32.0)
2 =
Avec Cij :Cji

Les éguations de Lagrange s’écrivent :
E,

d TE., TE.  TE, ~
_ c)._ c = f
dt ﬂxi") X * x° * a (111.33)

Lesfi (i = 1,2, ...,n) représentent les forces généralisées autres que celles dérivant du potentiel Ep ,

et telles que le travail global des forces extérieures s’écrit :

dw=g fdx soit Sw—wzé fX°

i=1
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E E s .

Dans le calcul de 1111—5 et 1111—‘3 on consdere les Xi° et X comme des variables absolument
X; X

indépendantes entre elles et qui ne sont pas fonction du temps. Par contre, pour le calcul de

dﬂE

Pour un systéme conservatif, tel que les forces extérieures soient nulles a I’exception de la
pesanteur, on se trouve dans le cas des oscillations libres et les équations de Lagrange deviennent :

d fE.. E. TE,
- c =0
dt(ﬂx ) 0 + X (111.34)

Le plus souvent, Ec est une forme quadratique des Xi° et:
d TE,
dt I’

Pour un systéme libre dissipatif :

d TE,
=0
& ‘Hx) e ‘Hx (111.36)

-)+ (111.35)

I11-3-2 Solution générale:
En appliquant les équations de Lagrange, on obtient n équations linéaires caractérisant
I’état vibratoire du systéeme :

a (M, x"° +C; X’ +k;x) = f (i =12,......... ,n) (111.37)
j=1

Pour un systéme libre conservatif ( systeme libre) (fi =0, Aij = 0)
a (M, x”° +k;x) =0( =12,......... ,N) (111.38)

On cherche des solutions de la forme

X =a. exp( jwt) (111.44)
permettant de transformer le systéme en n équations agébriques linéaires et homogenes par
rapport aux ai :

n
2] 2 — (i —
a (-mw +k;x)a =00 =12,........ ,N) (111.39)

j=1

Il ne peut exister de solution différente de ai = 0 que s le déterminant est nul, c’est-a-dire :
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2 —
- mwe+ Ky =0 (111.40

C’est une équation de degré n en w?. On I’appelle I’équation caractéristique du systéme.

Elle permet de calculer les différentes pulsations propres, W, W ... W . du systéme.

Les oscillations correspondant a ces différentes pulsations sont les modes propres, encore appelés

fondamentaux, du systéme. 11 est possible de se fixer arbitrairement une amplitude ay; les (n— 1)
autres equations permettent d’obtenir les rapports des amplitudes par référence a af .
X; =aisin(w,t - ¢,) = Aaisin(w;t- ¢,) (111.41)

La solution générale des égquations du mouvement est :
g
X, =aljasinwt-f)) (111.42)
a=1

qui contient 2n constantes d'intégration 4; €t @ .

I11-3-3 M éhode de la base modale :

Une des méthodes élégantes de résolution d’un systéme a n degré de liberté est la méthode
de la base modale qui consiste a ramener le probleme de n degré de libertés couplés, a un
ensemble de systéme a un ddl découplés. [31]

En normalisant I’équation de mouvement par rapport ala masse.

En réalisant une transformation de coordonnées par se placer dans la base modale ou les
équations du mouvement sont découplées.

Soit le systéme a n degrés de liberté écrit sous la forme matricielle :

MX° (t) + k¢ (t) =0 (111.43)
dont on veut déterminer la réponse libre pour les conditions initiales :
x(0) vecteur des déplacementsinitiaux at =0
X* (0) vecteur des vitessesinitidlesat =0
-La premiére étape consiste a normaliser la matrice masse. En utilisant le changement de variable

1 1
X=M 2Q et en multipliant le systéme d’équations du mouvement par M 2 :

1 1 1 1

M 2MM 2g®(t)+M 2KM 2q(t) =0 (111.44)

On remarque alors que :
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1 1
M 2MM 2 =1 matrice unitaire/ identité
1 R
M 2KM 2 =K
Finalement, le systéme peut s’écrire :
1g™(t) + Kq(t) =0 (111.45)

les conditions initiales se re-écrivent ;

1 1
q(0)=M?2x(0) et g’(0)=M?2x(0)
- La deuxieme étape est le calcul des valeurs et vecteurs propres. En cherchant une solution de la
forme X(t) =we™ it q(t) = ve™ |e systéme devient
(W2l +K)ve™ =0 (111.46)

En posant A = W’ et en dehors de la solution triviae (v = 0), on remarque qu’on Se ramene a un

probléme typique de recherche de valeurs propres :

Kv = v (111.47)
les n valeurs propres sont obtenues en cherchant les solutions 2 de I’équation caractéristique :
det( | +K)=0 (111.48)
les n valeurs propres sont les solutions de n égquations associées a chague valeur propre
(Al +K)v; =0

Les vecteurs propres v forment uns ensemble de vecteurs linéairement indépendant (orthogonaux,
c’est ce qui implique larelation d’orthogonalité entre les vecteurs propres).
lIs ne sont pas, a priori, normés. On note u; le vecteur s normeé de vi. Les vecteurs u sont donc

othonormaux et on peut définir une matrice orthogonale P telle que :

D’aprés les propriétés des vecteurs u, on montre que :

PTP=| PTKP = diag(A)
- La projection dans la base modale constitue la troisiéme étape :
On opére le dernier changement de variable suivant :

q(t) = Pr(t)
et on multiplie le systéme d’équations de mouvement par P"
PT Pr(t) + PTK Pr(t) =0 (111.49)
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En tenant compte des propriétés énoncées plus haut et on considére A4 =w”, cette transformation

conduit a:
Ir® (t) + diag(w *)r(t) =0 (111.50)
qui représente un systéme de n égquations indépendantes (découplées) :
r(t) +w,’r(t) =0
r°(t) +w°r(t) =0 (111.51)

Les conditions initiales s’expriment dans la base modale comme :

qt)=Prt) P r(t)=Pq(t) =P q(t)

r(0)=P'q0) et r’(0)=P'q’(0
La solution pour ri(t) est celle d’un systéme a un degré de liberté que I’on peut mettre sous la
forme:

2. 2 0
W, +T, . W,
—° 0 sin(wt +arctan—-2) (111.52)
i i0

r(t) =

en déterminant les constantes amplitude et phase a partir des conditions initiales.
- Laquatrieme étape est la transformation inverse.

En utilisant les équations précédentes, il est possible de calculer le vecteur des
déplacements x a partir des solutions dans la base modaler :

1 1

x=M2q=M 2Pr=%

Lamatrice S = M™?P est constituée de vecteurs colonnes notés ¢

¢ et le vecteur de la déformé modale du mode i, ie le vecteur des déplacements unitaires (¢),

de chague masse |.
les déplacements peuvent s’écrire :

X(t) = S (t) :é: r(t)e (111.53)
Soit pour une masse | I_
X, (t) Ziéilri O ), :ff"ilAi sin(w,t +q,)(f,), (111.54)
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avec .

I11-3-4 Systéme avec amortissement visqueux :
Les systémes réels sont amortis mais on ne connait pas bien, dans la plupart des cas, le
modele d’amortissement. Souvent, le modéle d’amortissement visqueux est utilisé pour des

raisons de simplicité. La méthode consiste & considérer un amortissement modal o, <Zlinclus dans
les égquations découplées de la base modale: [32]

L+ 2w’ +\Nizri =0 (111.55)
dont les solutions sont :

. . 2
nt)=Ae“"sin(w; +60) avec wy =w,/1- q (111.56)
L’amortissement modal o devra étre soit déterminé expérimentalement, soit identifié a

partir de la matrice des coefficients d’amortissement C qui entre dans le systéme d’équation du

mouvement :
Mx®(t) +Cx°(t) + Kx(t) =0 (111.57)
En regle générale, il n’est pas possible de diagonaliser en méme temps les 3 matrices M, C,
K par décomposition sur la base modale, des méthodes numériques sont alors utilisées. Cependant,

il existe un cas permettant de découpler les n éguations: s la matrice C peut étre approchée par

une combinaison linéaire des matrices masse et raideur :
C=gM+bK getb sont desconstantes

Cette forme d’amortissement est appelée amortissement visqueux proportionnel.
Le systéme d’équations du mouvement s’écrit alors

Mx® (t) +[gV +bK ]x° (t) + Kx(t) =0 (111.58)
1
en utilisant les mémes changements de variables que dans le cas non amorti: X =M 2q, q=Pr

et en multipliant le systéme par, successivement, M et P, on obtient :
I (1) + [t + AR [ () + Ka®) =0
™€) + |t + Beliagw®)|r°(t) +diagw?)r (t) =0 (11.59
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Cette derniere équation ne comporte que des matrices diagonales, donc correspond a n
équations modales découplées :
e+ |_V+ ﬁWizlrio +\N|2ri =0
En rapprochant cette équation de celle utilisant I’amortissement modal «, (111.55), on obtient
I’équivalence20, w. = a+ pw.>d’oll

o, P

o =—+
2W 2

I11-3-5 Réponses forcées :
Le systéme forcé se met sous laforme::

Mx™ (t) + CX° (t) + Kx(t) = F(t) (111.60)
ou F(t) est le vecteur des forces appliquées a chague masse :
F=[RF2 . R
En suivant toujours la méme démarche : on pose x = Mg et on multiplie le systéme par M2
1
1g™(t) + Ca’ (t) + Ka(t) =M 2F(t) (111.62)
1 1

avec C=M 2CM 2, puisen posant q(t) = Pr (t) et en multipliant par R

1
Ir(t) + diag(20, w)r°(t) + diag(w’)r(t) = P'M 2F(t) (111.62)
ou o, est obtenu de la méthode d’amortissement proportionnel.
f(t) =P"M™Y2F(t) est le vecteur des forces modales dont les éléments fi(t)sont des combinaisons
linéaires des forces F(t). Finalement, I’équation modale découplée est de laforme :
e+ 20 WK +\Nizri =f (111.63)
dont la solution est celle du systeme & 1ddl de déplacement ri(t) :
n(t)=Ae "™ sin(w,t+q;) + f, * h ()

t
= Ae’ai wit Sin(Wpit +qi) +Wie'(1i wit Of| (t )e-ai Wit Sin[Wpi (t -t )]dt

pi 0

(111.64)

Les coefficients A et 0, de la solution générale sont déterminés en utilisant les conditions

initiales. En régime stationnaire (harmonigue permanent), la solution particuliére pour
Fi(t) = Fo cog(wt) est :
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f. 20, W, W
r(t) = . L cos(wt - arctanaz'—'z) (111.65)
JW, - w?)? + (20, w,w) W, - w
avec fo = PPM™?FR,,
Le vecteur déplacement s’écrit comme précédemment :
g
x)=5t)=a e () (111.66)

i=1

I11-3 Fréguence et modes propres des structures:

Pour prévoir et comprendre le comportement d’une structure, la connaissance de ses
paramétres modaux (extraction modale), a savoir ses fréquences et modes propres ains
gu’éventuellement ses coefficients modaux d’amortissement, et essentielle. Ces informations
modales sont également indispensables en identification des structures lors de la validation d’un
modéle numérique par rapport au modéle expérimental équivalent.[25]

Dans de nombreux domaine industriel, I’analyse modale d’une structure ou d’un
composant mécanique peut étre souvent limitée a I’étude de son régime libre conservatif. Cette
justification, justifiée par la faible influence des amortissements sur les pulsations propres, facilite
en outre les développements mathématiques de méme que les calculs numériques. Ce paragraphe
sera consacré essentiellement aux propriétés des paramétres modaux des systéme non amortie,
ains que’aux méthodes numériques afférentes.

I11-3-1 Définition des problemes aux valeurs propres généralisé
En admettant que le systeme discrétise soit immobile (coincidence des référentiels lié et

fixe) et en négligeant les amortissements de type visgueux, I’équation matricielle associée a la
forme faible discréte, on prend pour un régime libre, la forme suivante
Mx (t) + Kx(t) =0 (111.67)
Dans laquelle, selon les conventions adoptées, M et K désignent les matrices globales (nxn) de
masse et de rigidité et q représente le vecteur des n déplacements nodaux généralisés, dépend du
temps t, cette équation matricielle des petites oscillations libres du systeme. Rappelons que les
deux matrices structurelles M et K sont symétriques et définies positives, la premiére méme
strictement s €elle est consistante au sens énergétique.

Les solutions recherchées pour I’équation (I111.67) sont régies, a un facteur prés, par une
méme loi temporelle et pour autant que la matrice de rigidité soit admise non singuliére, sont de
type harmonique

X(t) = pa coswt +f) (111.68)
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Ou a,w et | sont des nombres réels dénotant respectivement I’amplitude de référence, la
pulsation et la phase de la fonction sinusoidale, tandis que p est un vecteur de constantes.
Physiquement, la relation (111.68) traduit le fait de chaque degré de liberté de la structure suit un
mouvement en phase avec tous les autres déplacements généralisés.
Compte tenu de cette expression, I’égquation matricielle (111.67) associée au régime libre du
systeme devient
(K-w2M)P=(K-IM)P=0 (111.69)
ol lavariable | © w?, introduite par convention d’écriture, est un scalaire régl positif.
Notons que I’ensemble des matrices K - | M est parfois appelé faisceau de la matrices.
Vu la nature des matrices structurelle, ce systéme homogene d n équation linéaire admet n
solution non triviales P, (i=1,2.....n) telles que soient vérifiées les équations
(K-w2M)P =(K -1 ,M)P =0 (111.70)
ol lesgrandeurs | . =w?sont les racines des équations algébrique
det(K - w2M) =det(K - I M) =0 (111.71)
En termes de mécanique des structures, le vecteur des amplitudes relatives P, est le vecteur
modal ou la forme propre de rang i de systéme et w, et la pulsation propre associée, mesurée en
radians par seconde, aors quex, =p.h, cos(w.t+f.) et le mode propre éastique de rang i a
amplitude de référenceh, et déphasagef , . En terme d’algébre linéaire, les paires{l ., P}(i=1,2....n
Sont les valeurs et vecteurs propres correspondants au valeurs propres généralisees (111.67) .
Il est & remarquer que les pulsations propres w, appelées également fréquences naturelles
de vibration, sont étroitement liées aux fréguences propres vi=w. / 2p , mesurées en Hertz(Hz).

Relevons auss que la plus basse pulsation propre et le mode propre correspondant sont qualifiés
de fondamentaux.

Il est intéressant de noter que I’égdité (I11.70), dite équations aux pulsations propres du
systeme oscillant ou équation caractéristique ou séculaire, est de laforme

cl"+c 0"t +...+cl +c, =0 (111.72)
dans laguelle les valeurs ¢, (j=0,1,2.....n) sont des constantes réelles, la premiére et la derniére

valant respectivement  [25]
C, = det(K)
c, =det(M)
IL ainsi clair que le traitement du probleme aux valeurs propres (111.68) exige une attention
particuliére s les matrices structurelles sont singuliéres. De telles situations, que nous analyserons
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ultérieurement plus en détail, apparaissent notamment quand le systéme admet des modes des
déplacements de type rigide ou éventuellement lorsque la matrice de masse n’est pas cohérente au
sens variationnel .

Si les matrices symétriques M et K sont supposées toutes deux strictement positives, les valeurs

propres | . sont, comme il a été dit précédemment, toutes positives. En effet, en admettant que le
vecteur propre de rang i soit complexe
P=yi+jz (i=1,2.....n; j=+-1)
ouy =Ag(p)et z = Am(p,) sont respectivement les parties réelles et imaginaires du vecteurs

P, le probléme aux valeurs propres (111.70) s’écrit

K(y, +iz) =1 ,M(y, + jz) (111.73)
en prémultipliant cette expression par le complexe conjugué transposé du vecteur P; il vient
yi Ky, + 2/ Kz + j(y[ Kz, - Z'Ky,) =1 [y My, +Z' Mz + j(y] Mz - z My,)] (111.74)

conformément aux relations découlant de la symétrie des matrices structurelles de masse et de
rigidité
yi Kz, =(y/ kz)" =7/ Ky,

yi Mz, =(yMz;)" =z My, (111.75)
I’expression (111..74)
prend la forme suivante
TKy. + 2z Kz
| = y;My' L =4 (111.76)
yi My, +z/ Mz,

comme chacun des termes de ce quotient est une forme quadratique définie strictement
positive, il s’ensuit que toutes les valeurs propres | ; et, par conséquent, les pulsations propres w,
sont bien réelles positives
O<w, £w, £....... w, ., Ew,

Notons pour terminer qu’il est possible de transformer formellement le probléme aux valeurs
propres généralisé en un probléme aux valeurs propres standard, afin d’obtenir une formulation
classique pour laquelle de nombreuses méthodes d’extractions modele ont éé développées. Une
telle transformation peut étre obtenue par exemple en prémultipliant I’équation (111.23) par
I’inverse M™ de la matrice de masse, supposée bien évidemment non singuliére.

(M K-1HP=(A-11)P=0 (111.77)
ou | est une matrice-identité d’ordre n. Le produit non symétrique A= M™ K éant connu sous le

nom de matrice de rigidité dynamique ou noyau de systeme [25].
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[11-5 Calcul par élément finis
[11-5-1 M odélisation des masses par éémentsfinis

Soit-il est possible de concentrer arbitrairement la masse en des points particuliers en faisant
appel au savoir-faire, au bon sens ou I’intuition, soit il est possible de se donner a priori des
fonctions de déplacements. Cette derniere idée peut étre prolongée en lui gjoutant le concept de
discrétisation par élément finis. En effet, c’est bien le champ des déplacements qui est interpolé
nodalement, dans un éément finis[22] il suffit alors que les variables généralisées, ou les
déplacements nodaux soit supposée dépendre du temps pour calculer I’énergie cinétique de chaque
éléments. Les noauds ou les masses équivalentes sont concentrées sont évidemment les noauds
d’interpolation des éléments finis. La matrice masse obtenue de cette maniere est appelée matrice
des masses cohérentes ou distribuées dans la mesure ou le calcule de I’énergie cinétique est aors
cohérent avec celui de I’énergie de déformation.

I11-5-3 Application de la M .E.F & Elément rectangulaire de I’é&at plan de contrainte et I’état
plan de déformation :

L'éément finie de I’état plan le plus smple est un élément rectangulaire comme montré dans
la figure (111.3). L'@ément a une longueur a, la largeur b, et on assume que I’épaisseur constante
t, chacun des quatre coins possede deux degrés de liberté: les déplacements u et v dans la direction
de x et dey, respectivement les quatre coins sappellent habituellement les points nodaux.
ains cet élément possede huit masses nodales (quatre paires de mx et my) et huit déplacements

nodaux ou degrés de liberté nodaux (quatre pairesde u et dev) .

m2 Vo

Figure (111.3) : Elément rectangulaire de huit degrés de liberté de I’état plan de
contrainte ou |’état plan de déformation
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I11-5-4 Equation de matrice de masse
La détermination des modes propres d’une structure par la technique des éléments finis
nécessite le remplace de la force d’inertie due a la masse de la structure par des forces d’inerties
équivalentes appliquées aux nceuds.[9]
La forme fléchie d’une structure sujette a des vibrations en mode propre est donnée par :
{t(xy,2Lf(t) =[F(x y,2f{a}snw.t (111.78)

Les forces d’inerties par unité de volume dues aux vibrations de la structure ont les

composantes suivantes :
X—-rM
1%t
2
Y=-r ﬂ v
Z =-
‘ﬂt

our lamasse volumique.

Le travail virtuel Qc, de ces forces est donnée par (chapitre 11), ou le vecteur de charge répartie

{a(xy.2)}sera:
o o
i Tty
fax .2} =ir %i/ (11.79)
T |
i T
i Ttp
sachant que :
u(xy2) i
{f(xy. 2O = vxy2 yf 1)
TW(x, y.2)h

et en substituant (111.78) dans (111.79) on obtiendra :
(a0 v, 2} =1 {F 0y 2fadsinw, g
=wir [F(x Yy, 2)|{a}sinw,t
o {a}=|A"{a}
Ainsi
{ax vy, 2} =wr [F(x,y, z)].[Ai'lj.{d}sin w, t (111.80)
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substituant la relation obtenue(111.80) dans (111.78)on obtient :

Q., ={dd}’ [Ai' 1]T gF .y, 2] wlr [F (x, y, z)].[Ai' 1].{d}sin w, tdv
Letravail virtuel des forces d’inerties équivalentes appliquées aux noauds est :
Q, ={ad}"{N}
En égalisant les deux travaux obtenuson aura:
{N} = w?r [Al'l]T ng xv.2]" [F(x,y, z)]dvg[Ai'l].{d}sin w, t
év a
{N}=w?[M_Jd}sinw,t (111.81)

donc
M.=r A ng xy. 2] [F(xy, Z)]dVE[Ai'l] (111.82)
(SY, u

[M] : représente la matrice masse de I’élément.
Avec lafonction de I’état plant de contrainte est :

Xy xy 000 Ou

_d
[F(X’y)]_g) 00 0 1 x vy xyH

pour [A1™"] [A1]" voir annexe on obtient la matrice masse d’un’é@ément rectangulaire en éat plan

de contrainte comme suite :

gl 111 % 9 0 0§
€9 18 36 18 d
et L L 1 % o 0 o0
a8 9 18 36 a
el 1 1 1 4 o o ot
6 18 9 18 {
al 1 1 1 4 0
[M.]=r.abnél8 36 18 9 1 01 1 1 U
€ o o o o = = — U
¢ 9 18 36 180
g0 o o o = 1 L 1j
: 18 9 18 36y
< 1 1 1 14
€0 o o0 0 — — = —u
& 3% 18 9 180
0 0 0o 0o — = L 1o
& 18 36 18 9t
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V-1 Introduction :

Ce chapitre est consacré a résolution d’un probleme d’élasticité plane par la méthode des
éléments finis. Nous allons faire un programme en pascal et comparons les résultats de notre
programme avec un autre logiciel (sap2000) .De plus, nous supposerons le solide en état plan de
contraintes et isotrope.

Un probléme d’élasticité est résolu si I’on connait |e vecteur déplacement en tout point du solide et
les contrainte dans chague point de solide. Pour examiner notre programme, on va faire des
exemples.

Notre probléme est donc défini par un nombre infini de parametres. Un tel systeme est dit
continu. La méthode des éléments finis remplace le systéme continu par un modele discret
caractérisé par un nombre fini de parametres.

On considere une plague homogéne qu’on discrétise en élément rectangulaires égales, (n)
élément suivant I’axe x et (m) élément suivant I’axe y, pour le cas statique on calcule les
déplacements nodaux (u;,vi), les réactions et les contraintes dans le milieu de chaque élément,
alors pour le cas dynamique, on calcule les fréguences propres et les modes propres.

Une comparaison des résultats SAP2000 et des résultats obtenus a partir de programme développé
est fournie en forme de tableaux en chague exemple.
V-2 Développement du programme de I’état statique

Le processus de calcul dans le programme se fait comme suiit :

- Discrétisant la plaque en élément finis on définit le nombre d’éléments qui est dans notre cas est
égal a 16.

Définissant les caractéristiques physiques et géométriques de la plaque pour déterminer la

matrice de rigidité de chagque élément (voire chapitre I1).

-En suite, on fait I’assemblage des éléments pour déterminer la matrice de rigidité de la plaque

(en appliquant I’assemblage par la méthode de Galerkine).

- puis en définissant les conditions aux limites.

- par la suite, Résolution du systéme d’éguations, en utilisant la méthode de Gauss-Jordan pour
déterminer les déplacements des noeuds et les réactions.

- calculant les contraintes au milieu de chaque éément.

Les structures du programme de I’analyse d’une plague en cas statique se présentent comme
suite :

Une programme (résolution.pas) principal regroupant la grande partie des opérations
effectuées allant de la lecture des données dans un fichier texte dont le nom (donne.txt), et on
trouve les résultats dans un fichier de Excel dont le nom (résultats.x|s).
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Un ficher d’introduction des données dans la quel I’utilisateur devra mettre les valeurs
numériques concernant I’application voulue, et cela dans I’ordre suivant

1) Ladimension de la plague suivant I’axe x (a).

2) ladimension de la plague suivant I’axe y (b).

3) I’épaisseur de laplague (t)

4) Module de Young (E).

5) coefficient de poisson (V)

6) lamasse volumique r
Un fichier de résultat, ou sont déaillés tous les résultats des calculs.

Nous présentonsici I’organigramme de I’étude statique de notre programme développé.
( Début >

\4
I ntroduction nombres des éléments suivant
I’axe x (n) et suivant I’axe 'y (m)
de laplaque

Maillage (Numérotation de la plague)

A 4

Introduction les caractéristiques
géométrique et physique de la plaque

l

Calcul la matrice de rigidité de la structure
(laplague)

A

I ntroduction les conditions aux limites
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Introduction les forces appliquées aux
noauds

Résolution de systeme d’équations par la
méthode Gauss-Jordan

Détermination les déplacements de chague

noaud, les réactions et les contraintes dan:
le milieu de chaque élément

C Fin )

V-3 Critére d’acceptabilité

La comparaison des résultats de I'exemple de la validation SAP2000 et de vérification avec
lesrésultats d’autre programme est caractérisée dans une des deux maniéres suivantes. [38]
Exacte : Il n'y a aucune différence entre les résultats SAP2000 et les résultats d’autre programme
dans le plus grand de I'exactitude du rendement SAP2000 typique et de I'exactitude du résultat
indépendant.
Acceptable : La force, le moment et le déplacement évaluent la différence entre les résultats de
SAP2000 et les résultats d’autre programme ne doivent pas dépasser a cinq pour cent (5%). Pour
les valeurs de la contrainte, la différence entre les résultats de SAP2000 et les résultats d’autres
programmes ne doivent pas dépasser a dix pourcent (10%).
La différence de pourcentage entre les résultats est typiquement calculée en utilisant la formule

suivante:

geRésultat de Sap2000 - Résultat de programmedévioppé

Erreur en 9% =10 - - -
Reésultat de programmedévioppé o
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V-4 Développement du programme du calcul a I’état dynamique

Pour développer un programme a |’é&at dynamique on fait méme étapes le développement
de I’état statique sauf qu’on doit déterminer la matrice masse de chaque élément avec la matrice
derigidité.
-I’assemblage des éléments pour la détermination de la matrice de rigidité et la matrice masse.
-Aprées I’introduction des conditions aux limites on déermine les valeurs propres (fréguence
propres) par la méthode de Rutishauser.
- déterminations des modes propres
Ceci est illustré sur I’organigramme ci dessous.
Les structures du programme de I’analyse dynamique d’une plagque sont trés proche de celles de
I’analyse statique.

L’introduction des données se fait de la meme facon, par I’intermédiaire d’un fichier
d’entrée des données dans lequel en mettant toutes les caractéristiques géométriques et physiques
de laplague, sauf les points 4 et 5 concerne I’analyse statique.

Nous présentonsici |I’organigramme de |I’étude dynamique de notre programme développé.

(" oam )

\4
I ntroduction nombres des éléments suivant
I’axe x (n) et suivant I’axey (m) dela

plague

Maillage (Numérotation de la plague)

A 4

Introduction les caractéristiques
géométrique et physique de la plaque

l

Calcul la matrice de rigidité et masse de la

structure (la plague)
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I ntroduction les conditions aux limites

|

Calcule fréguence propre

y

Calcule des vecteurs propres résolution de
systéme d’équations par la méthode Gauss

Détermination les déplacements de chague
noeud, de chague fréguence

l
C Fin )

V-5 Modélisation d’une plaque rectangulaire par la méthode des éémentsfinies

L’étude des exemples concerne une plaque rectangulaire en état plan de contrainte sous
différentes conditions aux limites ,Pour analyser cette structure (plagque mince) par la méthode des
éléments finis en discrétisant cette plague en des éléments réctangulaires trés petits (fig 1V.1).

Figure (IV.1) discrétisation de la plaque (Maillage de la plaque par éléments finis)
en 16 éléments
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V-6 Analyse statique d’une plaque rectangulaire::

IV-6-1 Exemples d’applications:

Pour chacun des exemples suivants on présentera les résultats des cas statique suivit de
ceux du cas dynamique.

Par économie de place, on ne présente pas a chague exemple les caractéristiques physiques
de la plaque, puisgue toujours elle sont les meme .

IV-6-1-2 Exemple N°1

On condidére une plaque rectangulaire en état plan de contrainte , en acier de module de
Young E=2.10" N/m?, module de poisson, masse volumique, de longueur de 2m et de largeur de
1m, encastrée sur une coté et libre sur les autres cotés. On applique un charge concentrée au nceud
25 (figure 1V.1(a)).
Les tableaus (VI1.1) (VI.2) (VI.3) fait une comparaison des déplacements de chague nceud, les
réactions et la contraintes dans le milieu de chaque d’élément de la plaque obtenus par notre
programme et le logicielle Sap 2000 .
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FlleOOOOON

(b)

Figure (1V.2) Maillage de la plague rectangulaire par la méthode des
éléments finis a 16 éléments
a) avant ladéformation
b) aprésladéformation
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V1-6-1-3 Comparaison des déplacements de I’exemple N°1

Les déplacement suivant I’axe X (m) Les déplacement suivant I’axe y (m)
noeud | programme | Sap2000 Erreur % | programme | Sap2000 Erreur%
1 0 0 0 0
2 -0.002391 | -0.002392 0.041824 | -0.002075 | -0.002075 |0
3 -0.001057 | -0.001057 0 -0.001791 |-0.001791 | O
4 0 0 0 0
5 0.00000484 | 0.00000484 |0 -0.001712 | -0.001713 | 0.058411
6 0 0 0 0
7 0.001056 0.001056 0 -0.001796 | -0.001796 | O
8 0 0 0 0
9 0.002382 0.002383 0.041982 | -0.002075 | -0.002075 |0
10 0 0 0 0
11 -0.004077 | -0.004078 0.024528 | -0.005867 | -0.005868 | 0.017044
12 -0.001948 | -0.001949 0.051335 | -0.005718 | -0.005719 | 0.017489
13 -0.00000718 | -0.00000718 | O -0.00564 -0.005641 | 0.01773
14 0.001956 0.001956 0 -0.005674 | -0.005675 | 0.017624
15 0.004059 0.004059 0 -0.005837 | -0.005838 | 0.017132
16 -0.005011 | -0.005012 0.019956 | -0.011036 | -0.011038 | 0.018123
17 -0.002456 | -0.002456 0 -0.010977 | -0.010979 | 0.01822
18 -0.000079 | -0.000079 0 -0.010954 | -0.010956 | 0.018258
19 0.002382 0.002382 0 -0.010928 | -0.010931 | 0.027452
20 0.005188 0.005189 0.019275 | -0.010884 | -0.010886 | 0.018376
21 -0.005261 | -0.005262 0.019008 | -0.016543 | -0.016546 | 0.018135
22 -0.002593 | -0.002594 0.038565 | -0.01657 -0.016573 | 0.018105
23 -0.00004 -0.00004 0 -0.016752 | -0.016755 | 0.017908
24 0.002634 0.002634 0 -0.017192 | -0.017195 | 0.01745
25 0.005858 0.005859 0.017071 | -0.017903 | -0.017907 | 0.022343

Tableau (1V.1) comparaison des des déplacements des noeuds

|V-6-1-4 Comparaison desréactions de I’exemple N°1

Lesréactions suivant I’axex (enN) Les réactions suivant I’axe y ( en N)
noeud | programme | Sap2000 Erreur % | programme | Sap2000 Erreur%
1 1423788.10 | 1423788.1 | O 484604.79 | 484604.79 | O
4 1151763.45 | 1151763.45 | O -3443.3 -3443.3 0
6 797.97 797.97 0 32894.12 32894.12 0
8 -1152038.69 | -1152038.69 | O -2557.05 -2557.05 0
10 -1424310.83 | -1424310.83 | 0 488501.44 |488501.44 | O

Tableau (1V.2) comparaison des des réactions
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

VV-6-1-5 Comparaison des contraintes de I’exemple N°1
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élément | Lescontraintes de programme | Lesle logicielle Sap2000 Lacontrainte
développées en N/m? en N/m? moyenne s ,

1 s, |-720328038.6 -720328039
s, |-102621670.6 -102621670.6 -411474854.8
t, |-92033193.47 -92033193.66

2 s, |-220802614.6 -220802614.8
s, |-34830443.86 -34830443.86 -127816529.3
t, |-106177188.4 -106177188.6

3 s, |222219338 222219338.2
s, |33370798.32 33370798.32 127795068.3
t, |-108091556 -108091556.1

4 s, |718911315.2 7189113155
s, |104110140.2 104110140.3 411510727.9
t, |-93698061.76 -93698061.95

5 s, |-509338697.5 -509338697.8
s, |20510843.9 20510843.8 ~244413927
t, |-60954818.32 -60954818.46

6 s, |-177980816.3 -177980816.5
s, |9144272.541 9144272.548 -84418271.95
t, |-1422111186 -142211118.6

7 s, |179547198.9 179547199.1
s, |7017463551 7017463.653 93282331.36
t, |-136701170.9 -136701171

8 s, |507772315 507772315
s, |-24407809.02 -24407808.93 241682253
t, |-60132891.94 -60132891.93

9 s, |-289213756.3 -289213756.3
s, |-3339201.483 -3339201.438 -146276478.8
t, |-8143982372 -81439823.63

10 s, |-113910484.1 -113910484.1
s, |6041126.585 6041126.628 -53934678.72
t, |-148948104.9 -148948105

11 s, | 76854625.54 76854625.6
s, | 1972831886 19728318.92 48291472.26
t, |-132536438.9 -132536439

12 s, |326269614.8 326269614.9
s, |50516584.42 50516584.34 188393099.6
t, |-37075632.28 -37075632.46

13 s, |-80909286.5 -80909286.75 -46190107.73
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s, |-11470928.91 1147092871
t, |-50329784.05 -50329783.98

14 s | -42827302.4 ~42827302.36
s, |-7658725152 ~76587251.38 -59707276.87
t, |-1177738984 1177738985

15 s | 9193182165 9193182.11
s, |-162927702 -162927702 -76867259.94
t, |-1379407381 ~137940738

16 s | 114543406.7 1145434067
s, |-2325186269 -232518626.8 -58087610.07
{ | -93955579.37 ~93955579.42

&

Tableau (1V.3) comparaison des contraintes dans le milieu d’élément

(en N/m2)
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IV-6-1-2 Exemple N°2
On considére meme plaque, encastrée sur une coté et libre sur les autres cotés mais cette

fois soumise a une charge distribuée linéairement variable figure (IV.3) P(x) =- pO%Q avec
eag

P, =10000000N . La charges de travaille-équivalent pour une charge distribuée linéairement
variable P(x) =- poge(—gcomme suite:
eag

Fyo= -125000 N
Fy10= -15000 N
Fy15: -187500 N
F,= -250000 N
Fy25= -385000 N

Figure (1V.3) Maillage de la plague rectangulaire par la méthode des
éléments finis a 16 éléments
c) avant ladéformation
d) aprésladéformation
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

|V-6-1-2-1 Comparaison des déplacements de I’exemple N°2

Les déplacement suivant I’axex (u) | Lesdéplacement suivant I’axey (V)
noeud | programme | Sap2000 Erreur % | programme | Sap2000 | Erreur %

0 0 0 0
2 -0.001589 | -0.001589 0 -0.001541 | -0.001542 | 0.064893
3 -0.000679 | -0.000679 0 -0.001366 | -0.001366 | O
4 0 0 0 0
5 0.000002 0.000002049 | 2.45 -0.001328 | -0.001329 | 0.075301
6 0 0 0 0
7 0.000685 0.000685 0 -0.001396 | -0.001396 | O
8 0 0 0 0
9 0.00161 0.001611 0.062112 | -0.001603 | -0.001603 | O
10 0 0 0 0
11 -0.002542 | -0.002542 0 -0.004069 | -0.00407 | 0.024576
12 -0.001198 | -0.001198 0 -0.003998 | -0.003999 | 0.025013
13 0.000011 0.000011 0 -0.003977 | -0.003978 | 0.025145
14 0.001231 0.001231 0 -0.004035 | -0.004036 | 0.024783
15 0.00258 0.002581 0.03876 | -0.004156 | -0.004157 | 0.024062
16 -0.002986 | -0.002987 0.03349 | -0.007235 | -0.007237 | 0.027643
17 -0.00144 -0.001441 0.069444 | -0.007214 | -0.007216 | 0.027724
18 0.000011 0.000011 0 -0.007227 | -0.007228 | 0.013837
19 0.001486 0.001487 0.067295 | -0.007265 | -0.007267 | 0.027529
20 0.003104 0.003104 0 -0.007324 | -0.007326 | 0.027307
21 -0.003087 | -0.003087 0 -0.010487 | -0.010489 | 0.019071
22 -0.001498 | -0.001498 0 -0.010497 | -0.010499 | 0.019053
23 0.000041 0.000041 0 -0.010563 | -0.010565 | 0.018934
24 0.001613 0.001614 0.061996 | -0.010723 | -0.010725 | 0.018651
25 0.003346 0.003347 0.029886 | -0.010967 | -0.01097 | 0.027355

Tableau (1V.4) comparaison les déplacements des noauds

|V-6-1-2-2 Comparaison desréactions de I’exemple N°2

Lesréactions suivant I’axe x (u) Lesréac suivant I’axey (V)
noeud | programme | Sap2000 Erreur % programme | Sap2000 Erreur %
1 1003398.42 | 1003398.42 |0 355784.65 | 355784.65 0
4 770643.77 | 770643.77 0 66715.31 66715.31 0
6 7802.51 7802.51 0 107852.66 | 107852.66 0
8 -761130.01 | -761130.02 | 1.31E-06 73343.29 73343.29 0
10 -1020714.68 | -1020714.68 | O 343804.08 | 343804.08 0

Tableau (1V.5) comparaison des réactions
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

IV--6-1-2-3 Comparaison des contraintes de I’exemple N°2

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

élément | Les contraintes de programme | Les le logicielle Sap2000
développées

1 S« | -475360822.5 -475360823 973946112
Sy | -72531401.25 -72531401
Uy | -83734466.75 -83734466.7

2 S« |-143861521.1 -143861521
Sy | -28024425.67 -28024425.5 -85942973.3
Uy | -102424857.5 -102424857.4

3 S« | 142040519.8 142040519.8
Sy | 15444645.1 15444645.11 78742582.47
Uy | -104497189.9 -104497189.9

4 S« | 477181823.8 477181824
Sy | 60374201.61 60374201.7 268778012.8
Uy | -88343485.69 -88343485.67

5 S« | -290944778.4 -290944779
Sy | 11294285.9 11294285.99 -139825246
Uy | -50214403.47 -50214403.44

6 S, |-104193248.6 1104193249
Sy | -7777781.16 -7777781.13 -55985514.9
Uy |-115325810.2 -115325819.3

7 S« |105286730.8 105286730.9
Sy | -18910010.42 -18910010.4 43188360.25
Uy |-114101679.3 -114101679.4

8 S, | 289851296.2 289851296.3
Sy | -44200684.3 -44200684.1 122825306.1
Uy | -49358097.78 -49358097.7

9 S« | -138692897 -138692897
Sy | -4633480.68 -4633480.79 -71663189
Uy | -46368163.51 -46368163.48

10 S« |-52165081.98 -52165082
Sy | -12340269.69 -12340269.6 -32252675.8
Uy | -88036617.23 -88036617.5

11 S, | 43443259.14 43443259.17
Sy | -25679525.8 -25679525.7 8881866.733
Uy | -83922501.92 83922592

12 S« | 147414719.9 147414720 59797670.08
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Sy | -27819379.8 -27819379.8
Uy | -35672627.2 -35672627.37

13 S« | -33150830.23 -33150830.3
Sy | -5286334.74 -5286334.74 -19218582.5
Uy | -20362650.95 -20362650.95

14 S, | -16354477.33 -16354477.3
Sy | -36357517.11 -36357517.1 -26355997.2
Uy | -49021144.09 -49021144.03

15 S, | 83252888 8325288.805
Sy | -76925634.63 -76925634.7 -34300172.9
Uy | -53847478.68 -53847478.83

16 S« | 41180018.77 41180018.79
Sy [-109093321.8 -109093322 -33956651.5
Uy | -30768726.22 -30768726.38

Tableau (1V.6) comparaison des contraintes dans le milieu d’éément en N/m?
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

IV-6-1-3 Exemple N°3
On considére meme plaque, encastrée sur une coté et libre sur les autres cotés mais cette fois

soumise a une charge uniformément réparté figure (1V.2) P(x) = - po% Qavec P, =10000000 N :
eag
Les charges des travaille-équivalent pour une charge distribuée linéairement variable
P(x) =- poge(—g comme suite:
eag

Fys =-10000000N
Fy10="-10000000N
Fy15= -10000000N
Fy20=-10000000N
Fy25= -10000000N

(b)
Figure (1V.4) Maillage de la plague rectangulaire par la méthode des
éléments finis a 16 éléments
€) avant ladéformation
f) apresladéformation
|V-6-1-3-1 Comparaison des déplacements de I’exemple N°3
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

Les déplacement suivant I’axex (u) | Les déplacement suivant I’axey (V)

noeud | programme Sap2000 | Erreur | programme | Sap2000 | Erreur

0 0 0 0
2 -0.055042414 | -0.055054 | 0.02105 -0.057138 | -0.057138 | 0.02107
3 -0.022995584 -0.023 | -0.0192 -0.05141 -0.05141 | 0.02121
4 0 0 0 0
5 0.000226377 |  0.000226 | 0.16653 -0.050664 | -0.050664 | 0.02064
6 0 0 0 0
7 0.02356546 0.02357 | 0.01927 -0.053851 | -0.053851 | 0.02192
8 0 0 0 0
9 0.056571621 | 0.056584 | 0.02188 -0.062342 | -0.062342 | 0.02115
10 0 0 0 0
11 -0.08483926 | -0.084857 | 0.02091 -0.144634 | -0.144634 | 0.02076
12 -0.039554344 | -0.039563 | 0.02188 -0.142645 | -0.142645 | 0.02131
13 0.001086198 | 0.001086 | 0.01822 -0.142431 | -0.142431 0.0208
14 0.041955437 | 0.041964 | -0.0204 -0.145092 | -0.145092 | 0.02111
15 0.08708895 | 0.087107 | 0.0207 -0.149603 | -0.149603 | 0.02069
16 -0.097429711 -0.09745 | 0.0208 -0.249353 | -0.249353 | 0.02082
17 -0.046527854 | -0.046538 | 0.0218 -0.248834 | -0.248834 | 0.02115
18 0.001549443 0.00155 | 0.03595 -0.249462 | -0.249462 | 0.02095
19 0.050007402 |  0.050018 | 0.02119 -0.251089 | -0.251089 | 0.02107
20 0.102130456 | 0.102152 | 0.02109 -0.25361 -0.25361 | 0.02086
21 -0.100023555 | -0.100045 | 0.02144 -0.355276 | -0.355276 | 0.02088
22 -0.048082951 | -0.048093 | -0.0209 -0.355504 | -0.355504 0.0211
23 0.00247548 |  0.002476 | 0.02101 -0.357114 | -0.357114 | 0.02089
24 0.053636957 | 0.053648 | 0.02059 -0.361102 | -0.361102 0.021
25 0.10BabES69 (] V . V) 1683Fraiedr2 185 déplacéh®emesdes neREF061 |  0.02114

|V-6-1-3 -2 Comparaison des réactions de I’exemple N°3

Les réactions suivant I’axe x (u) Lesréac suivant I’axey (v)
noeud | programme | Sap2000 Erreur % programme | Sap2000 Erreur %
1 36080977.65 | 36080977.65 | 0 13123050 13123050 | O
4 26836016.79 | 26836016.79 | 0 3998455.17 | 3998455.17 | O
6 571187.51 571187.51 | 0 5984896.19 | 5984896.19 | O
8 -25974336 -25974336 | 0 4809527.83 | 4809527.83 | 0
10 -37513846 -37513846 | 0 12084070.82 | 12084070.82 | O

Tableau (1V.8) comparaison des réactions
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

IV-6-1-3-3 Comparaison des contraintes de I’exemple N°3

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

élément | Les contraintes de programme | Lesle logicielle Sap2000 Lacontrainte
développées moyenne s .

1 S, | -16395197941 116394284459
Sy | -2627929028 -2627929030 -9511106744
Uy | -3417629182 -3417629184

2 S« | -4905661185 -4906300297
Sy | -1173491611 -1173491611 -3039895954
Uy | -4277380248 4277380250

3 S« | 4808648481 4809166923
Sy | 168396424.1 168396424.5 2488781674
Uy | -4447052908 -4447052910

4 S« | 16492210645 16494754520
Sy | 1551985817 1551985818 9023370169
Uy | -3857937654 -3857937656

5 S« |-9170061738 -9170368917
Sy |335319119.2 335319119.3 -4417524899
Uy | -1848372255 11848372256

6 S« | -3323715642 -3323715644
Sy | -613616548.3 -613616548.4 -1968666096
Uy | -4248890439 -4248890441

7 S« | 3459696408 3459696410
Sy | -1300235280 -1300235280 1079730565
Uy | -4196202336 -4196202339

8 S« | 9034080972 9031930969
Sy | -2489636579 -2489636579 3271147195
Uy | -1706534964 -1706534965

9 S« | -3968707296 -3968707299
Sy | -187035143.2 -187035143.3 -2077871221
Uy | -1422262166 -1422262167

10 S, |-1485495841 11485495842
Sy | -611692871.6 -611692871.5 | ~1048594357
Uy | -2749053197 -2749053199

11 S, | 1306175245 1306175245
Sy | -1322605292 -1322605291 -8215023
Uy | -2640539881 -2640539883

12 S« | 4148027893 4148027896 1289954860
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Sy | -1568118175 -1568118175
Uy | -1188144752 -1188144752

13 S, |-873236270.5 -873236270.5
Sy | -144964946.4 -144964946 -509100608.3
Uy |-527931922.8 -527931923

14 Sy | -433455897.7 433455898.2
Sy | -1025500003 -1025500004 -7129477950.9
Uy | -1308074998 -1308074999

15 S« | 261022029.3 261022029.4
Sy | -2166836125 -2166836125 -952907047.8
Uy | -1413841260 -1413841261

16 S« | 1045670139 1045670140
Sy | -3077416901 -3077416901 -1015873381
Uy |-750151817.1 -750151817.5

Tableau (1V.9) comparaison des contraintes dans le milieu d’éément en N/m?
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

IV-6-1-4 Exemple N°4
On considére meme plaque, encastrée sur deux coté opposés mais cette fois soumise a une

charge uniformiment répartie P(x) = - poggavec P, =10000000N (figure1V.5)
eag

Les charges des travaille-équivalent pour une charge uniformiment répartie indiqué au chapitre |1

Fys =-10000000N
Fy10="-10000000N
Fy15= -10000000N
Fy20=-10000000N
Fy25= -10000000N

Z
7
(@

(b)
Figure (1V.5) Maillage de la plague rectangulaire par la méthode des
éléments finis a 16 éléments
g) avant ladéformation
h) aprésladéformation
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

IV -6-1-4-1 Comparaison de déplacementsde I’exemple 4

Les déplacement suivant I’axe X (u) | Les déplacement suivant ’axey (V)
noeud | programme Sap2000 Erreur % programme | Sap2000 | Erreur %
1 0 0 0 0
2 -0.003765208 | -0.003766 -0.02103 -0.010229691 | -0.010232 | -0.02257
3 -0.000941033 | -0.000941 0.003507 -0.01040619 | -0.010408 | -0.01739
4 0 0 0 0
5 -0.000371546 | -0.000372 -0.12219 -0.011233074 | -0.011235 | -0.01715
6 0 0 0 0
7 0.000382826 0.000383 -0.04545 -0.012643767 | -0.012646 | -0.01766
8 0 0 0 0
9 0.004165637 0.004167 -0.03272 -0.015069837 | -0.015073 | -0.02099
10 0 0 0 0
11 0 0 -0.014938099 | -0.014941 | -0.01942
12 0 0 -0.015650032 | -0.015653 | -0.01896
13 0 0 -0.016566574 | -0.01657 | -0.02068
14 0 0 -0.018277789 | -0.018282 | -0.02304
15 0 0 -0.019801691 | -0.019806 | -0.02176
16 0.003765208 0.003766 -0.02103 -0.010229691 | -0.010232 | -0.02257
17 0.000941033 0.000941 0.003507 -0.01040619 | -0.010408 | -0.01739
18 0.000371546 0.000372 -0.12219 -0.011233074 | -0.011235 | -0.01715
19 -0.000382826 | -0.000383 -0.04545 -0.012643767 | -0.012646 | -0.01766
20 -0.004165637 | -0.004167 -0.03272 -0.015069837 | -0.015073 | -0.02099
21 0 0 0 0
22 0 0 0 0
23 0 0 0 0
24 0 0 0 0
25 0 0 0 0

Tableau (1V.10) comparaison des déplacements
IV-6-1-4-2 Comparaison deréactions de I’exemple N°4

Les réactions suivant I’axe X (u) Lesréac suivant I’axey (V)
noeud | Programme | Sap2000 Erreur % programme | Sap2000 Erreur %
1 4824690.87 | 4824690.87 | O 2340392.26 | 2340392.26 | O
4 2383405.64 | 2383405.64 | O 3308356.74 | 3308356.74 | O
6 1126102.57 | 1126102.57 |0 4312513.13 | 4312513.13 | O
8 -381578.41 | -381578.41 | O 4051317.03 | 4051317.03 | O
10 -5555396.97 | -5555396.97 | O 987420.84 987420.84 0
21 -4824690.87 | -4824690.87 | O 2340392.26 | 2340392.26 | O
22 -2383405.64 | -2383405.64 | O 3308356.74 | 3308356.74 | O
23 -1126102.57 | -1126102.57 | O 4312513.13 | 4312513.13 | O
24 381578.41 381578.41 0 4051317.03 | 4051317.03 | O
25 5555396.97 | 5555396.97 | 0 987420.84 987420.84 0

Tableau (1V.11) comparaison des réactions
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

IV-6-1-4 -3 Comparaison des contraintes de I’exemple N°4

dlément Les contraintes de|Les le logicielle| La contrainte moyenne
programme développées | Sap2000 s
S, |-1057560493 -1057560492

1 S, |-387864285.38 -387864286.3 "722712389.2
t, |-1152829414 -1152829414
S, | -397498619 -307498618

2 s, |-449986593.2 -449986593.1 4237426056
t, |-1576866448 -1576866448
S, |-183537107.5 -183537106

3 S, |-619300975.2 -619309975.8 4014235411
t, |-1720536944 11720536944
s, | 6797067426 679706742

4 s, |-766467572.4 -766467572.4 ~43380415.07
t, |-1549767194 11549767194
S, |917136957 917136956

5 S, |-80214166.66 -80214166.53 418461394.9
t, |-331052683. -331052683.2
s, |58573679.13 58573679.1

6 S, |-679763206.5 679763207 -310594764
t, |-725991857.6 725991858
S, |-4141386205 414138621

7 S, |-1372942451 -1372942452 -893540536.5
t, |-727562088.8 727562090
S, | -1520461492 11520461492

8 s, |-2036048260 -2036048260 ~1778254876
t, |-215393369.7 -215393369.8
S, | 917136957 917136956

9 S, |-80214166.66 -80214166.53 418461394.9
t, | 33105268338 331052684.2
s, |58573679.13 58573679.1

10 s, |-679763206.5 679763207 -310594764
t, |725991857.6 725991857.6
S, |-4141386205 414138621

11 S, |-1372942451 -1372942452 -893540536.5
t, |727562088.8 727562089
S, |-1520461492 11520461492

12 s, |-2036048260 -2036048260 ~1778254876
t, |215393369.7 215393370

13 S, |-1057560493 -1057560492 7227123892
S, |-387864285.38 -387864286.3
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats
t, | 1152829414 1152829414
s, |-397498619 -397498618

14 S, |-449986593.2 -449986593.1 ~423742605.6
t, | 1576866448 1576866448
s, |-183537107.5 -183537106

15 S, |-619309975.2 -619309975.8 -401423541.1
t, | 1720536944 1720536944
S, | 6797067426 679706742

16 S, |-766467572.4 766467572.4 -43380415.07
t, | 1549767194 1549767194

Tableau (1V.12) comparaison des contraintes dans le milieu d’élément en N/m?
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

|V-6-1-5 Exemple N°5
On considére meme plaque, la condition aux limites est encastrée sur un coté et I’autre coté

opposé est simplement apoui, e soumise a une charge uniformiment répartie figure (1V.6)
P(X) = - P, 2avec P, =10000000N
eag

La charges de travail-équivalent pour une charge uniformiment répartie indiqué au chapitre |1

Fys =-10000000N
Fy10="-10000000N
Fy11=-10000000N
Fy15= -10000000N
Fy25= -10000000N

4_
e
)
S
8,

(@

(b)
Figure (1V.6) Maillage de la plague rectangulaire par la méthode des
éléments finis a 16 éléments
i) avant ladéformation
j) aprésladéformation
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

IV-6-1-5 -1 Comparaison de déplacements de I’exemple N°5

Les déplacement suivant I’axex (u) | Les déplacement suivant I’axey (V)
noeud | programme | Sap2000 Erreur % | programme | Sap2000 | Erreur %

0 0 0 0 -0.02013
2 -0.030411 -0.030418 | -0.0221 | -0.04178 -0.041788 | -0.02033
3 -0.011334 -0.011336 | -0.01989 | -0.039418 | -0.039426
4 0 0 0 0 -0.02106
5 -0.0005 -0.0005 -0.09048 | -0.03965 -0.039658
6 0 0 0 0 -0.02195
7 0.0104484 0.010451 -0.02517 | -0.041619 -0.041628
8 0 0 0 0 -0.02188
9 0.0304027 0.030409 -0.02062 | -0.046486 | -0.046496
10 0 0 0 0 -0.02077
11 -0.035003 -0.035011 | -0.02216 | -0.091372 -0.091391 | -0.02077
12 -0.015329 -0.015332 | -0.0193 | -0.092128 | -0.092147 | -0.02137
13 -0.000446 -0.000446 | -0.10369 | -0.092837 -0.092857 | -0.02088
14 0.0146965 0.0147 -0.02362 | -0.094359 -0.094379 | -0.02059
15 0.0343231 0.03433 -0.02012 | -0.095906 | -0.095926 | -0.02065
16 -0.022487 -0.022492 | -0.02043 | -0.131636 | -0.131663 | -0.02102
17 -0.010104 -0.010106 | -0.0234 | -0.133869 -0.133897 | -0.02094
18 -0.000564 -0.000564 | 0.019854 | -0.135387 -0.135415 | -0.02109
19 0.0090723 0.009074 -0.01884 | -0.136275 | -0.136304 | -0.02134
20 0.0225184 0.022523 -0.0205 | -0.135899 -0.135928 | -0.02091
21 0 0 -0.147241 -0.147272 | -0.02073
22 0 0 -0.150248 | -0.150279 | -0.02089
23 0 0 -0.152569 -0.152601 | -0.02132
24 0 0 -0.155077 -0.15511 -0.02127
25 0 0 -0.157581 -0.157615 | -0.02013

Tableau (1V.13) comparaison des déplacements

IV-6-1-5 -2 Comparaison de réactions de I’exemple N°5

Lesréactions suivant I’axe x (u) Lesréac suivant I’axey (V)
noeud | programme | Sap2000 Erreur % | programme | Sap2000 Erreur %
1 23548230.36 | 23548230.36 | O 9364861.79 | 9364861.79 | O
4 15316650.69 | 15316650.69 | 0 6543741.88 | 6543741.88 | 0
6 1284931.17 | 1284931.17 |0 8854407.46 | 8854407.46 |0
8 -12998458.9 | -12998458.9 | 0 7279010.16 | 7279010.16 |0
10 -24073409.7 | -24073409.7 | 0 7957978.7 7957978.7 | 0O
21 12198849.07 | 12198849.07 | 0 0 0 0
22 11159343.87 | 11159343.87 | 0 0 0 0
23 -149434.94 | -149434.94 | 0 0 0 0
24 -11688835 | -11688835 |0 0 0 0
25 -14597866.7 | -14597866.7 | 0 0 0 0

Tableau (1V.14) comparaison des réactions
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

IV-6-1-5 -3 Comparaison des contraintes de I’exemple N°5

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

élément | Les contraintes de programme | Les contrainte de logicielle | La  contrainte

développées Sap2000 moyenne s .
1 S« | -8862866977 -8862866979

Sy | -1714265458 -1714265458 -5288566219

Uy | -3310796855 -3310796856
2 S« | -2631141590 -2631141591

Sy |-882003730.8 -882003731

Uy | -4415105289 -4415105290 -1756572661
3 S« |1926781307 1926781308

Sy | -209612297.9 -209612298

Uy | -4566900734 -4566900736 858584505
4 S« | 8336049793 8336049796

Sy |554126286.9 554126286

Uy | -3707197118 -3707197120 4445088041
5 S« | -1675477459 -1675477460

Sy |139628565.7 139628565

Uy | -1907507985 -1907507986 -767924448
6 S« | -990250220.2 -990250220.2

Sy | -673441687.2 -673441687.2

Uy | -4180174142 -4189174142 -831845954
7 S« | 485109774 485109774

Sy | -1250936620 -1250936620

Uy | -4134252685 -4134252687 -382913423
8 S« | 949440436.6 949440437

Sy | -2280607545 -2280607544

Uy |- 1769065184 -1769065185 -665583554
9 S« | 3504859203 3504859205

Sy | -144039001.4 -144039001

Uy | -1375996876 -1375996877 1680410102
10 S« | 8286573635 828657364

Sy | -642193524.7 -642193526

Uy | -2726358374 -2726358375 93231919.1
11 S, |-1579977593 11579977594

Sy | -1438242385 -1438242386

Uy | 2685136045 -2685136046 -1509109990
12 Sx | -3984716442 -3984716443 ~2824192851
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: Exemples d’applications et comparaison des résultats

Sy | .1663669258 11663669258

Uy | -1212508703 11212508703
13 S, | 6471593525 6471593528

Sy | -154296463.5 -154296464

Uy | 555114166.8 555114167 3158648532
14 S, |1838218227 1838218228

Sy | -084081791.9 1984081792

Uy | -1113976989 11113976990 427068218
15 S, | -2317694155 2317694155

Sy | -2053810024 12053810924

Uy | 1285424577 11285424577 12185752540
16 S« | -7223295065 7223295067

Sy |-3018253745 3018253744

Uy | -1045484266 11045484266 5120774406

Tableau (1V.15) comparaison des contraintes dans le milieu d’élément en N/m?
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

IV-6-1-6 Exemple N°6

On considére meme plague, la condition aux limites est simplement apoui sur les deux cotés
oppose, e soumise a une charge uniformiment répartie figure (1V.7); P(X) =- poge(—gavec
eag

P, =10000000 N

La charges de travail-équivalent pour une charge uniformiment répartie indiqué au chapitreI1:

Fyo = 10000000N  Fy1 = -10000000N
Fy10= 10000000N Fy>=-10000000N
Fy15= 10000000N Fy11= -10000000N
Fy20= 10000000N Fy16= -10000000N
Fy2s= 10000000N Fy21= -10000000N

DAtk A Al A ks al i il
S S S S W W S W S

(b)
Figure (1V.7) Maillage de la plague rectangulaire par la méthode des
éléments finis a 16 éléments
k) avant ladéformation
[) aprésladéformation
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

IV-6-1-6-1 Comparaison de déplacements de I’exemple N°6

Les déplacement suivant I’axex (u) | Les déplacement suivant I’axey (V)
noeud | programme | Sap2000 Erreur % | programme | Sap2000 | Erreur %
1ss 0 0 -0.01135 -0.01135 | O
2 0.000434 0.000434 0 -0.00521 .0.00521 | O
3 -0.0007 -0.000696 0.02126 | -0.00345 .0.00345 | O
4 0 0 -0.00587 -0.00587 | O
5 -0.00086 -0.000862 -0.03006 | -0.00108 .0.00108 | O
6 0 0 -0.00108 -0.00108 | O
7 -0.0007 -0.000696 0.02126 | 0.001292 0.001292 | O
3 0 0 0.003721 0.003721 | O
9 0.000434 0.000434 0 0.003057 0.003057 | O
10 0 0 0.009198 0.009198 | O
11 0 0 -0.00529 -0.00529 | 0
12 0 0 -0.00292 -0.00292 | O
13 0 0 -0.00108 -0.00108 | O
14 0 0 0.000764 0.000764 | O
15 0 0 0.003133 0.003133 | O
16 -0.00043 -0.000434 0.092771 | -0.00521 .0.00521 | O
17 0.000696 0.000696 0 -0.00345 .0.00345 | O
18 0.000862 0.000862 0 -0.00108 .0.00108 | O
19 0.000696 0.000696 0 0.001292 0.001292 | O
20 -0.00043 -0.000434 0.092771 | 0.003057 0.003057 | O
21 0 0 -0.01135 -0.01135 | O
22 0 0 -0.00587 -0.00587 | 0
23 0 0 -0.00108 -0.00108 | O
24 0 0 0.003721 0.003721 | O
25 0 0 0.009198 0.009198 | O

Tableau (1V.16) comparaison des des déplacements des noeuds

IV-6-1-6-2 Comparaison de réactions de I’exemple N°6

Les réactions suivant I’axe X (u) Lesréac suivant I’axey (V)
noeud | programme | Sap2000 Erreur % | programme | Sap2000 Erreur %
1 -2583291.62 | -2583291.62 | 0
4 -853141.01 | -853141.01 |0
6 -627134.74 | -627134.74 |0
8 -853141.01 | -853141.01 |0
10 -2583291.62 | -2583291.62 | 0
21 2583291.62 | 2583291.62 |0
22 853141.01 | 853141.01 |0
23 627134.74 | 62713474 |0
24 853141.01 | 853141.01 |0
25 2583291.62 | 2583291.62 |0
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Tableau (1V.17) comparaison des réactions
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IV-6-1-6-3 Comparaison des contraintes de I’exemple N°6

€lément | Lesrésultats de programme Lesrésultats de Lacontrainte
développé logicielle Sap2000 moyenne s .
1 S« | 897404241 897404241
S 2031619991
y | 3165835742 3165835742
Uy | 485230430.7 485230430.7
2 S, | 602595759 602595759
Sy 3047193304 3047193304 1824894532
Uy | 1613140406 161314040.6
3 S, | 602595759 602595759
S 1824894532
y | 3047193304 3047193304
Uy | -161314040.6 -161314040.6
4 S | 897404241 897404241
Sy 3165835742 3165835742 2031619991
Uy | -485230430.7 -485230430.7
5 S, | 602595759 602595759
S 1218380008
y | 1834164258 1834164258
Uy | -139057994.4 -139057994.4
6 S | 897404241 897404241
Sy | 1952806696 1952806696 1425105468
Uy | 15203983.65 15203983.65
7 S | 897404241 897404241
Sy | 1952806696 1952806696 1425105468
Uy | -15203983.64 -15203983.64
8 S, | 602595759 602595759
S 1218380008
y | 1834164258 1834164258
Uy | 139057994.4 139057994.4
9 S, | 602595759 602595759
S 1218380008
y | 1834164258 1834164258
Uy | 139057994.4 139057994.4
10 S | 897404241 897404241
Sy | 1952806696 1952806696 1218380008
Uy | -15203983.64 -15203983.64
11 S, | 897404241 897404241
S 1425105468
y | 1952806696 1952806696
Uy | 15203983.65 15203983.65
12 S, | 602595759 602595759 1425105468
90
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats
Sy | 1834164258 1834164258
Uy | -139057994.4 -139057994.4
13 S, | 897404241 897404241
< 1218380008
y | 3165835742 3165835742
Uy | -485230430.7 -485230430.7
14 S, | 602595759 602595759
S 1824894532
y | 3047193304 3047193304
Uy | -161314040.6 -161314040.6
15 S, | 602595759 602595759
S 1824894532
y | 3047193304 3047193304
Uy | 1613140406 161314040.6
16 S, | 897404241 897404241
Sy | 3165835742 3165835742 2031619991
Uy | 485230430.7 485230430.7

Tableau (1V.18) comparaison des contraintes dans le milieu d’élément en N/m?
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V-7 Analyse dynamique d’une plaque rectangulaire::

Vu les conditions aux limites ,seules les modes propres pour les plagues représentées sur
les figures (1V.2) (1V.5) (IV.6) seront déterminées et représentées sur les figures (1V.8), (1V.9),
(1V.10),

IV-7-1 calcul les fréquences propres et les modes propres des exemplesN°1, 2 et 3

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

L es déplacements des noauds suivant |I’axe x Les déplacements des noauds suivant I’axe 'y
noauds ModeN :1 ModeN :2 ModeN :3 ModeN :1 | ModeN :2 ModeN :3

W;=1505.13HZ | W2=5505.86HZ | W3=9153.09HZ
1 0 0 0 0 0 0
2 -0.007354 0.019429 -0.006662 -0.006602 | 0.045567 -0.008779
3 -0.003546 0.011863 -0.005577 -0.005732 | 0.044895 -0.007649
4 0 0 0 0 0 0
5 -0.000722 0.015789 -0.004139 -0.00541 | 0.043706 -0.006171
6 0 0 0 0 0 0
7 0.002086 0.01941 -0.003438 -0.005488 | 0.040926 -0.005364
8 0 0 0 0 0 0
9 0.005799 0.012095 -0.003558 -0.006093 | 0.03686 -0.004832
10 0 0 0 0 0 0
11 -0.011897 -0.005946 -0.005695 -0.016993 | 0.046466 -0.000431
12 -0.0064 0.009627 -0.007731 -0.016586 | 0.049952 0.000266
13 -0.001445 0.026029 -0.004623 -0.016324 | 0.050475 0.001812
14 0.003506 0.041644 -0.002346 -0.016336 | 0.049733 0.002687
15 0.009036 0.054143 -0.005172 -0.016537 | 0.045708 0.002352
16 -0.014144 -0.038973 -0.011422 -0.029754 | -0.0097 0.007222
17 -0.007891 -0.003936 -0.008708 -0.029567 | -0.006196 0.00855
18 -0.001975 0.026985 -0.003089 -0.029443 | -0.003501 0.010435
19 0.00396 0.056883 0.001895 -0.029401 | -0.002059 0.012102
20 0.010269 0.089616 0.002902 -0.029451 | -0.003303 0.011903
21 -0.014754 -0.053907 -0.017259 -0.042715 | -0.09322 -0.002772
22 -0.008383 -0.012518 -0.010527 -0.042624 | -0.08991 -0.001255
23 -0.002186 0.024414 -0.003589 -0.042528 | -0.085914 0.001279
24 0.004035 0.061018 0.003213 -0.04253 | -0.083818 0.00397
25 0.010464 0.10135 0.008684 -0.042553 | -0.083755 0.004794
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L es déplacements des noauds suivant I’axe x Les déplacements des noauds suivant I’axe 'y
noauds | ModeN :4 ModeN :5 Mode N :6 ModeN :4 ModeN :5 | ModeN :6

W;=11685.29HZ | W2=13776.92HZ | W3=16382.02HZ
1 0 0 0 0 0 0
2 0.010655 0.027349 0.000654 0.009039 0.01631 0.000347
3 0.0065 -0.03645 0.000449 0.006074 0.006797 | 0.000002
4 0 0 0 0 0 0
5 0.00063 -0.073716 -0.00042 0.001593 0.012249 | -0.000525
6 0 0 0 0 0 0
7 -0.003812 -0.04076 0.000255 -0.001436 0.04291 -0.000258
8 0 0 0 0 0 0
9 -0.003612 -0.012306 0.000752 -0.001861 0.061187 | 0.000065
10 0 0 0 0 0 0
11 0.00636 -0.003259 -0.000038 0.00297 0.084827 | -0.000822
12 0.007445 -0.02147 0.000125 0.002403 0.065032 | -0.000401
13 0.002972 -0.064737 -0.000003 -0.001386 0.019783 | 0.000109
14 -0.003931 -0.039969 -0.000665 -0.006232 -0.002935 | 0.000388
15 -0.006807 0.016729 0.000158 -0.008373 -0.007005 | 0.000889
16 -0.00068 -0.002787 0.000143 -0.00403 -0.034529 | 0.000729
17 0.002712 0.000473 -0.001298 -0.002665 -0.035535 | 0.000679
18 0.004831 -0.003778 0.000351 -0.001647 -0.030714 | 0.001137
19 0.000347 0.032777 0.000317 -0.003158 -0.026851 | -0.000126
20 -0.007804 0.054061 -0.000518 -0.005033 -0.029203 | -0.00137
21 -0.004889 0.066036 0.001638 -0.007766 0.03092 0.001309
22 -0.001421 0.007671 -0.000909 -0.004838 0.005281 | -0.000685
23 0.002963 0.014755 0.000319 0.00188 -0.013689 | -0.001488
24 0.001435 0.06757 0.001713 0.008316 -0.006359 | -0.000602
25 -0.007787 0.081564 -0.000808 0.01012 -0.000013 | -0.000548

Tableau (1V.19) déplacements des ncauds de chaque mode de 1 a6
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Chapitre 1V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

\

Figure (1V.8a) mode N°1 de fréquence propre W = 1505.13HZ

Figure (1V.8b) mode N°2 de fréquence propre W = 5505.86HZ

e

e S |

‘.

\

Figure (1V.8c) mode N°3 de fréguence propre W = 9153.09HZ
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Chapitre 1V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

Figure (1V.8d) mode N°4 de fréquence propre W = 11685.29HZ

Figure (1V.8f) mode N°6 de fréguence propre W = 16382.02HZ

Figure (1V.8) les 6 premiers modes propres des exemple 1, 2 et 3
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

IV-7-2 Calcul les fréguences propres et les modes propres de I’exemple N°4
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L es déplacements des naauds suivant 1”axe x Les déplacements des ncauds suivant I’axe y
noauds | ModeN :1 ModeN :2 ModeN :3 ModeN :1 ModeN :2 ModeN :3
W;=5116.04HZ | W2=10463.43HZ | W3=13813.49HZ

1 0 0 0 0 0 0

2 -0.007354 0.019429 -0.006662 -0.012681 | 0.006809 0.021123
3 -0.003779 0.011036 -0.00016 -0.01213 0.001728 0.021642
4 0 0 0 0 0 0

5 -0.002892 -0.001771 -0.001167 -0.011737 | -0.005136 | 0.016475
6 0 0 0 0 0 0

7 -0.001937 -0.011037 -0.009476 -0.011281 | -0.008967 | 0.009657
8 0 0 0 0 0 0

9 0.001629 -0.011867 -0.009622 -0.010931 | -0.008427 | 0.008481
10 0 0 0 0 0 0

11 -0.003868 0.022305 -0.018571 -0.017704 0.012729 -0.014142
12 -0.004217 0.016274 -0.008401 -0.018172 0.010258 -0.010514
13 -0.004264 0.000378 -0.001252 -0.018077 | 0.002076 -0.007146
14 -0.004217 -0.014969 -0.007789 -0.018172 | -0.005974 | -0.009976
15 -0.003868 -0.021134 -0.017626 -0.017704 | -0.008647 | -0.013373
16 0.001629 0.010562 -0.009848 -0.010931 | 0.008204 0.008795
17 -0.001937 0.010165 -0.009742 -0.011281 | 0.008877 0.009895
18 -0.002892 0.00173 -0.001412 -0.011737 | 0.00601 0.016635
19 -0.003779 -0.009238 0.000198 -0.01213 0.000666 0.022035
20 -0.007354 -0.015086 -0.00521 -0.012681 | -0.003216 | 0.021961
21 0 0 0 0 0 0

22 0 0 0 0 0 0

23 0 0 0 0 0 0

24 0 0 0 0 0 0

25 0 0 0 0 0 0
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

Les déplacements des noauds suivant |I’axe x Les déplacements des noauds suivant I’axe 'y

noauds ModeN :4 ModeN :5 Mode N :6 ModeN :1 ModeN :2 | ModeN :3

W,=15960.49HZ | W5=16624.98HZ | W6=18312.87HZ
1 0 0 0 0 0 0
2 0.010655 0.027349 0.000654 0.001457 0.071836 -0.000376
3 0.004955 -0.108816 0.000249 -0.002333 0.030948 -0.000378
4 0 0 0 0 0 0
5 -0.000457 -0.021181 0.000026 -0.005169 0.008717 -0.000052
6 0 0 0 0 0 0
7 0.004859 -0.015236 -0.000426 -0.003485 -0.038807 | 0.000372
8 0 0 0 0 0 0
9 0.006951 0.116913 -0.000579 -0.002783 -0.02362 0.000731
10 0 0 0 0 0 0
11 0.003254 -0.057296 0.000284 -0.004211 0.018006 -0.000488
12 0.000796 -0.000753 0.00031 -0.002213 -0.00188 -0.000407
13 -0.001521 0.081051 0.000086 -0.000947 0.007904 -0.000038
14 -0.00094 0.019118 -0.000246 0.001285 0.000108 0.00039
15 0.000484 -0.051726 -0.000452 0.004377 0.013248 0.000416
16 -0.006518 0.065188 0.000487 0.002352 -0.020981 | -0.000568
17 -0.005672 0.018999 0.000337 0.002992 -0.018583 | -0.00025
18 -0.001463 -0.04573 -0.000065 0.004478 0.001743 0.000092
19 -0.004752 -0.090931 -0.000231 0.002522 0.029324 0.000179
20 -0.004177 0.005659 -0.000155 0.001227 0.058974 0.000148
21 0 0 0 0 0 0
22 0 0 0 0 0 0
23 0 0 0 0 0 0
24 0 0 0 0 0 0
25 0 0 0 0 0 0

Tableau (1V.20) déplacement des noauds de chaque mode de 1 a6
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ChapitrelV : Exemples d’applications et comparaison des résultats

Figure (1V.9a) mode N°1 de fréquence propre W =5116.04HZ
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Figure (1V.9¢c) mode N°3 de fréquence propre W=13813.49HZ
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Figure (1V.9e) modes N°5 de fréguence propre W=16624.98HZ

i

Figure (1V.9f) mode N°6 de fréquence propre W=18312.87HZ

Figure (1V.9) les 6 premiers modes propres de |’exemple 4
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Chapitre |V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

I'V-7-3Calcul les fréquences propres et les modes propres de I’exemple N°5
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Les déplacements des noauds suivant I’axe x Les déplacements des noauds suivant I’axe 'y
nouds | ModeN :1 Mode N:2 Mode N:3 ModeN :1 ModeN :2 ModeN :3

W;=2045.41HZ | W2=7132.37HZ | W3=13186.3HZ
1 0 0 0 0 0 0
2 -0.007354 0.019429 -0.006662 -0.009154 0.057522 -0.003704
3 -0.003022 0.011947 -0.006874 -0.008463 0.057283 -0.00192
4 0 0 0 0 0 0
5 -0.000483 0.016534 -0.004897 -0.008247 0.056437 0.000972
6 0 0 0 0 0 0
7 0.002054 0.020507 -0.003044 -0.008282 0.054446 0.003259
8 0 0 0 0 0 0
9 0.006341 0.011875 -0.004844 -0.008795 0.050765 0.004186
10 0 0 0 0 0 0
11 -0.00886 -0.014619 -0.007366 -0.020449 0.042572 0.005808
12 -0.004303 0.006157 -0.009593 -0.020513 0.046345 0.006103
13 -0.000831 0.01975 -0.008065 -0.020427 0.048072 0.007725
14 0.002663 0.032639 -0.004369 -0.020395 0.050475 0.010243
15 0.007327 0.049855 -0.002283 -0.020259 0.049979 0.011129
16 -0.005875 -0.031099 -0.00658 -0.029708 -0.029065 0.007213
17 -0.003004 -0.0055 -0.006183 -0.0302 -0.028315 0.006101
18 -0.000731 0.008959 -0.006481 -0.030371 -0.025226 0.004527
19 0.001578 0.023023 -0.003963 -0.030297 -0.021498 0.003895
20 0.004577 0.048455 0.001913 -0.029912 -0.017089 0.004076
21 0 0 0 -0.033192 -0.069242 0.002982
22 0 0 0 -0.033882 -0.07169 0.001247
23 0 0 0 -0.034144 -0.069691 -0.001507
24 0 0 0 -0.034106 -0.066365 -0.004206
25 0 0 0 -0.033642 -0.060002 -0.004827
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Les déplacements des noauds suivant I’axe x Les déplacements des noauds suivant I’axe 'y
Noauds | Mode N:4 ModeN :5 ModeN :6 ModeN :4 ModeN :5 | ModeN :6
W4=14067.89HZ | W5=15632.62HZ | W6=17218.97HZ

1 0 0 0 0 0 0

2 0.010655 0.027349 0.000654 0.005248 -0.024399 | -0.000199
3 0.002092 0.01632 0.000213 0.001338 -0.024831 | -0.000265
4 0 0 0 0 0 0

5 -0.006059 0.02837 0.000272 -0.001996 | -0.009425 | -0.000095
6 0 0 0 0 0 0

7 -0.001699 0.024563 -0.000056 -0.000607 | -0.001885 | 0.000106
8 0 0 0 0 0 0

9 0.002709 0.015595 -0.000045 0.000277 -0.001719 | 0.000225
10 0 0 0 0 0 0

11 0.006653 0.029742 -0.000485 0.001629 0.008339 | -0.000158
12 0.00146 -0.002704 -0.000062 -0.000135 | 0.003016 | 0.000065
13 -0.006748 -0.002733 -0.00032 -0.003345 | 0.001795 | 0.000082
14 0.000778 -0.002152 0.000005 -0.001811 | 0.000006 | -0.000002
15 0.006715 -0.028397 -0.000198 -0.000478 | -0.005254 | -0.00022
16 0.002398 -0.015585 0.000073 -0.002212 | 0.001411 | 0.000158
17 -0.00193 -0.027267 0.000047 -0.002404 | 0.00132 0.000093
18 -0.004935 -0.026489 0.000266 -0.002229 | 0.00716 -0.00006
19 0.003313 -0.010196 0.000273 0.001231 0.018547 | -0.000174
20 0.009232 -0.024872 0.00043 0.003976 0.016757 | -0.000199
21 0 0 0 0.002669 0.008583 | 0.000122
22 0 0 0 0.001671 0.002294 | -0.000003
23 0 0 0 -0.000193 | 0.001921 | -0.00013
24 0 0 0 0.000675 0.011778 | -0.000223
25 0 0 0 0.003315 0.014855 | -0.00012

Tableau (1V.21) déplacement des noauds de chaque mode de 1 a6
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Chapitre 1V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

Figure (1V.10a) mode propre N°1 de fréquence propre w= 2045.41HZ

SESE

Figure (1V.10b) mode propre N°2 de fréquence w= 7132.37HZ

—— | -_-_-_'_'—3'“—-—._______.

Figure (1V.10c) mode propre N°3 de fréguence w= 13186.3HZ
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Chapitre 1V : Exemples d’applications et comparaison des résultats

Figure (1V.10e) mode propre N°4 de fréguence w= 15632.62HZ

Figure (1V.10f) mode propre N° 4 de fréquence w= 17218.97HZ

Figure (1V.10) les 6 premiers modes propres de I’exemple 5
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Conclusion générale

CONCLUSION':

La simulation est un moyen de conception et d’analyse indispensable dans la plupart des
secteursindustriels. Par exemple, elle est employée dans lamécanique des automobiles, la conception
ferroviaire, génie civil, aérospatial. Elle est ainsi devenue un outil pour laformation des compétences
de I’ingénieur.

La simulation numérique des systémes mécaniques ou physiques s’appuie sur plusieurs types
de méthodes: en particulier les éléments finis (principes variationnels), les éléments de frontiére
(équations de champ linéaires mises sous forme d’équations intégrales), les différences finies
(approximations de dérivées dans des équations différentielles ou aux dérivées partielles) et les
volumes finis (forme intégral e des équations de conservation).

Le choix parmi ces approches dépend des particularités des éguations constituant le modéle
mathématique du systéme a simuler. On les utilise parfois de fagon combinée : dissociation des
variables d’espace et de temps, ou encore situations présentant des couplages multiphysigues.

Lasimulation du comportement mécanique des solides déformabl es et des systemes composés
de tels solides, cadre général de ce mémoire, repose | e plus souvent sur laméthode des élémentsfinis.

La modélisation ne cesse d’occuper une place distinguée dans I’industrie du fait qu’il est
moins onéreux de simuler un phénomene que de faire I’expérimentation.

Ce travaill s’inscrit dans I’optique de mettre au point un programme en pascal permettant le
calcul statique et dynamique des plagues minces en état plan de contrainte sous différentes conditions
aux limites, voire la détermination en analyse statique des déplacements de chaque ncaud, réactions,
contraintes dans quelques points de I’élément et la détermination de la fréquence et des modes
propres en analyse dynamique.

La comparaison des résultats obtenus avec ceux de logiciel SAP2000 montre une trés bonne
concordance.

Le cas des contraintes planes s’applique a de nombreux exemples comme les structures a
parois minces, les structures comportant des voiles de raidissement, les poutres en caisson et les
parfoisles coques ( les ponts, les réservoirs, les navires ).

Enfin, en espérant que le programme établi sera développé pour faire le calcul des contraintes
au voisinage de la fissure d’une plague composite en mode I. et le calcul du taux de restitution

d’énergie non linéaire qui caractérise la ténacité des matériaux dont le comportement est non linéaire
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