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Introduction

Une relation entre deux ensembles X,Y est une partie du produit cartésien X x Y.
Parce que les éléments de la vie interagissent les uns avec les autres, nous devons les
classer ou les ordonné afin de faciliter leur étude, leur compréhension et la recherche de
connaissances. C’est pourquoi les mathématiciens ont développé une idée fondamentale.
C’est la relation d’ordre. Cette session couvrira l’idée de classer les groupes avant de pas-
ser aux tri, un type de groupe ordonné qui sera mis en évidence dans l’étude des pinces
logiques.

Parce qu’ils relient [’étude des relations d’ordre et [’étude de certaines structures algé-
briques, les treillis constituent une catégorie tres importante d’ensembles ordonnés. Ils
permettent [’algébrisation de nombreux calculs logiques, qu’ils soitent classiques ou non
classiques.

Dans le premier chapitre on présente des notions générales sur les relations binaires, ainst
que quelque formes de représentation de la relation binaire.

Dans le deuxieme chapitre on calcule le nombre de relations de type particulier sur un
ensemble E fini.

Le troisieme chapitre, est consacré aux relations d’ordre et ensemble ordonné.

Enfin, le quatrieme chapitre donne des généralités sur les treillis distributifs.



Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Notions et vocabulaires

1.1.1 Relation binaire, graphe dirigé

Relation binaire

Définition 1.1. Soient E et F' deux ensembles. Une relation entre E et F' est une partie
de E x F. Si 'R est une relation binaire entre E et I, on dira que x est en relation avec y
lorsque (z,y) € R, On écrit souvent xRy. Lorsque E = F, nous parlerons d’une relations
binaire sur E.

Soit X un ensemble non vide, et soit R relation binaire sur X. On écrit
R ={(z,y) € X?/2Ry} ie, RC X x X.

On admet que I’ensemble vide est une relation binaire. L’oppose ou I'inverse ou la relation
dual est

R ={(x,2) € X*/(y,x) € R}.

Exemple 1.1. Soit E = {a, b, c} et on définit la relation R par : R = {(a, a), (a,b), (b,c)},
alors R™' = {(a,a), (b,a), (c,b)}.

Si S et T sont deux relations binaires sur X, la composée de S et T est a relation binaire,
définie par :

ToS={(z,2)/(z,y) € T et (y,2z) € S pour au moins un y € X}.

Exemple 1.2. Relation binaire R sur X.
X =A{a,b,¢,d e}, R ={(a,b),(a,€),(c,b), (¢,d), (¢,€), (d,e), (a,a), (b, b), (¢,c), (d,d), (e, ) }.



1.2. PRE-ORDRE, EQUIVALENCE, ORDRE, ORDRE TOTAL ET ORDRE STRICT

a b c de
a><>< alblcld]e
b >< a1 11001
o XXX SHeeT
[ G

FIGURE 1.1 — Trois représentations de la méme relation binaire

Un graphe dirigé (un graphe simple orienté) : est un couple G = (V,R) ou :
V' d’un ensemble des sommets de G.

R C {(z,y) | ,y € V} est un ensemble de couples (z,y) d’é¢léments de V' sont les
arcs de G.

Ce graphique est un graphique de base qui est orienté différemment des autres gra-

phiques, comme illustré.

FIGURE 1.2 — un graphe simple orienté

Le nombre d’arétes entrant respectivement sortant d’un sommet est appelé le degré
entrant respectivement le degré sortant de ce sommet.

1.2 Pré-ordre, équivalence, ordre, ordre total et ordre
strict

1.2.1 Pré-ordre

Une relation binaire R est un pré-ordre sur un ensemble X, si R est réflexive et
transitive :

o Vz € E R (réflexive).
o V(x,y,2) € E, (zRy NyRz) = xRz (transitive).
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1.2. PRE-ORDRE, EQUIVALENCE, ORDRE, ORDRE TOTAL ET ORDRE STRICT

Exemple 1.3. Les ordres sont les pré-ordres antisymétriques.
Les relations d’équivalence sont les pré-ordres symétriques.

1.2.2 Equivalence

Soit X un ensemble non vide, une relation binaire R sur X est dite relation d’équi-
valence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

1- Pour tout x € E, xRz (réflexivite).

1- Pour tout x,y € E, xRy, alors yRx (symétrie).

1- Pour tout x,y,z € E, (zRy et yRz), alors xRz (transitivité).

On utilise le symbole = (ou aussi &) pour désigner une équivalence, on lit x équivalent a
y le fait que x = y et on notera x 2 y le fait contraire. Si = désigne une équivalence sur
un ensemble X alors pour chaque z € X, 'ensemble T = {y € X : z = y} est la classe
d’équivalence de .

Lemme 1.1. Les classes d’équivalence forment une partition de V.

1- X # ¢.
2- X 4Y, alorsTNG = ¢.

3- | Jz=X.

zeX

Démonstration 1.1. I-Vr,z e X = X # ¢.
2- SiT#Y et TNY# ¢, alors Ixr ¢ X = y & X, supposons que z € TN

2Rz TRz
et =< et = xRy. Donc T =7y contradiction, car TN7Yy. Donc T Ny = o¢.
2Ry 2Ry

3- Eneffetz C X, Vie X =>rxe€T=>x¢c U =7 =X.

zeX

L’ensemble des classes d’équivalence, qu’on peut et écrire partir du formulaire V/ =,
est le quotient de V' par la relation d’équivalence =. L’application qui a chaque z € V
associe T est la surjection canonique de V' dans V/ =.

1.2.3 Ordre, ordre total

Une relation d’ordre est désignée par le symbole <, on lit x inférieur ou égal a y le
fait que z <y, et on écrit = £ y le fait contraire. Nous utilisons également des notations
comme pour éviter toute confusion avec d’autres ordres sur la méme ensemble z <% .

Définition 1.2. Une relation binaire R dans un ensemble non vide E est dite relation
d’ordre sur E si et seulement si elle vérifie les trois propriétés suivante :

1- Réflexivité : pour tout x,xRux.
2- Transitivité : si ¥Ry et yRz, alors xRz.
3- Antisymétrie : si xRy et yRx, alors x = y.

4- Pour tout z,y € E x <y ou y < z l'ordre est dit totale.
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1.3. IMAGE DIRECTE ET IMAGE RECIPROQUE

1.2.4 Ordre, ordre strict

Si R est une relation binaire est un ordre, quand elle est réflexive, Antisymétrique et
transitive.
Soit X un ensemble non vide, une relation R est un ordre strict si elle est irréflexive et
transitive.

- Irréflexive : pour tout = € X, (z,z) ¢ R.
- Transitive : pour tous z,y, 2z € X, xRy et yRz = xRz.

Remarque 1.1. R est toujours antisymétrique : si Vr,y € X,z # vy, alors (z,y) ¢ R
ou (y,x) € R.

Si une relation S est un ordre strict, alors R =S U Ax est un ordre sur X.

1.3 Image directe et image réciproque

Définition 1.3. F et F' deux ensembles et f : E — F. Le graphe de f est une relation
binaire, on a alors :

TRy <y = f(z).

Définition 1.4. (Domaine, image) Soient E et F' deux ensembles et R une relation entre
E et F.
Le domaine de R l’ensemble :

Dom(R) ={zx € E| Jy € F,zRy}.
L’ image de R l’ensemble :
Imag(R) ={y € F | I € E,zRy}.

Définition 1.5. (Image directe, image réciproque (inverse)) [11] Soit A, B des parties
de E, et soit R une relation binaire sur un ensemble E. R(A) est appelée l'image directe
de A :

R(A) ={yeE : Jx €A (x,y) € R}.
RY(B) est appelée image réciproque de B :
RYB)={r€eFE : Jye B,(z,y) € R}.

Exemple 1.4. Soient E ={1,2,3} et R ={(1,1),(2,1),(3,2)} une relation binaire sur
E.

R({1,3}) = {1,2}, R({2}) = {1}.
RTU({12}) ={1,2,3}, R7'({2}) = {3}.

Définition 1.6. (Image d’un élément selon une relation) Soient E et F' deux ensemble,
R une relation binaire de £ vers F' et a un élément de E.

R(a) ={y € F | (a,y) € R}.

R(a) est l'image selon R de l’élément a de E est appelée coupe selon l’élément a.
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1.4. REPRESENTATIONS D’UNE RELATION BINAIRE

1.4 Représentations d’une relation binaire

Définition 1.7. (Représentations) Un ensemble est dit ensemble défini en extension s’il

est défini par la liste de ses éléments.

1 Liste de couples :

Cette représentation quelque strictement la définition en extension 1.7.
Exemple 1.5. R — {(a,), (a,c), (b, <), (b, d), (¢, ), (¢, )}.

Table booléenne ou matrice caractéristique :

Soit R une relation de A vers B, on associe une matrice booléenne Mgz, les éléments
de A et de B il est numéroté comme suit :
My, Contient une ligne par élément a; € A. Mz Contient une colonne par élément
Chaque élément 7; ; de My a de la valeur :

{ 1 si (CLZ‘, bj) S R,
7"7;7]‘ =

0 sinon.

3 Vecteur de vérité :

L’ensemble des (a;, b;) € A x B ils sont destinés a étre listés dans un ordre fixe, a
une relation R C A x B nous connectons le vecteur booléen R d’un booléen par
couple (a;, b;).

1.4.1 Représentation matricielle

Définition 1.8. (Matrices booléennes) Soit E = {x1,...,x,} un ensemble fini, et soit R
une relation binaire sur E.
M est matrice booléenne associée a R. La matrice Mg = (a;;),1 < 1,7 < n, définie par :

pour tout 1 <1,5 <n, a;; = {

1 st xRay;
0 sinon.

A=(a;;)1 <i,j<netB=(b;)1<i,j<n, par

- La somme booléenne A® B = (¢; ;)1 <i,j7 <n avec ¢;; = Maz(a;;,b; ;).

- Le produit booléenne A® B = (d;;),1 <i,j <n avec d; ; = maxy—1, n(air Nbg;).

Awec les loi correspondantes :

{OAO—OAl—lAO—O

INTI=1

(resp) {

1vli=0vl=1v0=1
Ov0o=20

Exemple 1.6. Soit E = {a,b,c}, R et Ry deux relation binaire.

Rilalblc Rolal bl c
a |1]|1]0 a | 0|11
b (o116 [1[0l0
c 0|01 0| 1]|1

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE
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1.4. REPRESENTATIONS D’UNE RELATION BINAIRE

10

110 011 111
Mg, @Mg,=| 01 1 |@el100]=(111
00 1 011 011
110 011 111
Mg, @Mg,=| 011 ]|o|l100]=[111
00 1 011 011

Proposition 1.1. D’aprés Définition 1.8, on a :
R est réflexive si et seulement si My ne posséde que dans "1" sur le diagonale.
R est symétrique si et seulement si tMp = Mg.

Exemple 1.7. Soit E = {a,b,c,d,e}. Et R = {(a,b), (b,a), (b,c),(d,b),(d,d)}.

La représentation matricielle de R est :

01 000
1 01 00
Mr=10 0000
01010
000 00O
Une représentation sagittale du graphe (E,R) est :

b *@

FIGURE 1.3 — représentation sagittale

1.4.2 Autres représentations

Si E et F sont fini, nous pouvons représenter une relation binaire (R C E X F') par
un diagramme sagittal, par un diagramme cartésien, ou une matrice booléenne.

Diagramme sagittal ou graphe
On représente d’abord les éléments de E et F' par des points, ce sont les sommets du
diagramme, si a € F et b € F' tels que aRb, on dessine une fleche partant du point qui
représente a et allant a celui qui représente b.

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE Page : 10



1.4. REPRESENTATIONS D’UNE RELATION BINAIRE

Lorsqu’on dessine le diagramme sagittal d’une relation binaire sur E, on convient de le
simplifier en représentant qu’une seule fois les éléments de F.

Exemple 1.8. Soit E = {a,b,c,d, e}, F ={1,2,3,4}.
On définit la relation R C E X F par :

R {(a,4)(a,2) (c,1) (b,1) (e, 4) (c,4)}.

Et la relation S sur F par :
§={(1,2)(2,2)(4,1)(3,1) (4,4)(2,3)} .

Diagramme Sagittal de R et S :

| S '\-\q-h__ P — ] ‘\
f ~..‘r iy - ; -
{-‘t . ¢ ? _J.T‘.Hh __F‘-‘ -II
I: | S, | ™ 2‘ '!
b , et ‘». | s |
- o 1 3/
h |
t % 1 oy f
/ - \— 4
- -
c J }
. — I e - ra

FIGURE 1.4 — Diagramme sagittale pour R et S

Diagramme cartésien
Un tableau & deux entrées qui décrit une relation entre les composants d’un ensemble de
départ et ceux d'un ensemble d’arrivée. Les éléments d’'un ensemble sont écrits a gauche,
tandis que les éléments de l'autre ensemble sont écrits en bas ou en haut.

Le sens dans lequel la relation doit étre lue est indiqué par une fléche. Le diagramme
cartésien d’une relation sur un ensemble est carré parce que il a le méme nombre de
lignes que de colonnes, les cases qui représentent les couples de type (x, z) remplissent la
diagonale du carré qu’on appelle la diagonale.

Par exemple on dessinant la table Cartésienne pour les relations R et S.

R|1|2 3|4 S|1]12|3]4
a X 1

b | x 2 X | X

c | X X 3 | X

d 4 | x X

Représentation des relations binaires entre éléments d’ensembles finis par
des matrices

Considérons deux ensembles finis F et F', ainsi qu'une relation R enter leurs consti-
tuants. Comme F est fini, ses éléments sont notés ai, ...,a,, et comme F est fini, ses
éléments sont notés by, ...,b,.

Si R1 et Ry sont deux relations entre les composantes de F et F', la matrice correspon-
dant & R1NRy (resp. Ry U Ry) est la matrice formée en « additionnant » les éléments des
matrices correspondantes & R et Ry selon la procédure normale de addition matricielle.
Pour plus de détails, voir [14]
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Chapitre 2

Un peut de théorie combinatoire de 'ordres

2.1 Propriétés remarquables d’une relation binaire

Définition 2.1. /8] Soit R une relation binaire sur E alors :
» SiVa € FE, (a,a) € R, alors R est réflexive.
> SiVa € E, (a,a) ¢ R, alors R est irréflexive.
» SiVa,be FE, (a,b) € R< (bya) € R, alors R est symétrique.
» SiVa,be E, (a,b) € R et (bya) € R = a =0, alors R est antisymétrique.
» SiVa,b,c€ E, (a,b) € R et (b,c) € R = (a,c) € R, alors R est transitive.

Définition 2.2. (complémentaire de R ) Soit R une relation binaire d’un ensemble E
vers un ensemble I, la relation binaire R de E vers F définie par

V(z,y) € EX F,(z,y) € R° < (x,y) ¢ R.

Proposition 2.1. Soit R une relation binaire sur un ensemble E.
1. Si R réflexive, alors R~ est réflexive.
2. Si 'R est transitive si, et seulement si, RoR C R.
3. Si R est antisymétrique si, et seulement si, RNR™ C Apg.

Démonstration 2.1. Soit R une relation binaire sur un ensemble E.
1. Si R est réflexive, alors Vr € E,(z,z) € R donc (x,x) € R™! est réflexive.

2. = On montre que R est transitive entraine R o R C R. Soit (z,y) € R o R, alors
dz € E: (zRz2) et (2Ry) comme R est transitive alors Ry (i.e., (x,y) € R),
donc RoR CR.

< On montre que si R o R C R, alors R est transitive.

TRy
Soit x,y,z € B, et = x(RoR)z = (,2) € RoR, alors (x,z) € R, car RoR C R.
YRz

Donc R est transitive.

12



2.2. COMPATIBILITE ENTRE UNE OPERATION INTERNE ET UNE RELATION

BINAIRE 13
3. = On montre que R est antisymétrique.
(z,y) €R (z,y) €R
Soit v,y € £ et S oet = x =y (car R antisymtrique).
(z,y) e R7! (y,2) €R
Alors (z,y) = (x,2) € Ag, donc RNR™ C Ag.
< R est antisymétrique est ce que implique RNR™L C Apg.
(J:’y)ER (l‘,y)GR
Soit x,y € £ et S et = (z,y) € RNR™!, alorsz = y.
(y,2) €R (z,y) e R7
donc R est antisymétrique.
2.2 Compatibilité entre une opération interne et une
relation binaire
Soit ' un ensemble non vide. R une relation binaire sur F, est dite compatible avec
2 1) 2 .
, , .| 2R’ ;o
Va, o' y,y € Esi: { JRyY alors (z o y)R(x' o9/).
Exemple 2.1. On considére la relation < sur R avec les loi interne ” + 7.
x<ua .
{ Y <y alors (z +vy) < (' +¢).
Ona3d3<b5et2<6, alors3+2<5+6.
Donc 5 < 11.
2.3 Fermetures
Soit €2 un ensemble, trouver C' C € telle que :
1. SCC.
2. (p) une propriété.
S C C, C le plus petit partie que contient S et vérifie la propriété (p). C est dit fermeture
de S selon (p). E = {a,b,c}, et S = {(a,a),(b,b)} donc C = {(a,a), (b,b),(c,c)}.
Soit R une relation binaire sur un ensemble non vide E.
Fermeture réflexive
r(R)=RUIE=RUAg=RU{(z,z)/z € E}, et si R est réflexive alors r(R) = R.
Exemple 2.2. Soit E = {a,b,c} et R = {(a,a), (a,b),(b,c)} alors :
La fermeture réflexive est :
r(R) = {(a,a), (b,b), (¢, ¢), (a,b),(b,c)} = RUAE.
CHAPITRE 2. UN PEUT DE THEORIE COMBINATOIRE DE L’ORDRES Page : 13



2.4. APPLICATIONS D’UN ENSEMBLE FINI 14
Exemple 2.3. Soit E = {17 27 37 4} et R = {(]7 ])7 (]7 3)7 (27 4)7 (37 1)7 (37 3)7 (47
3)} alors :
La fermeture réflexive est :
r(R) = réflexive(R) = RUAEg = RU{(2,2),(4,4)}.
Fermeture symétrique
Sym(R) = R U R et si R est symétrique alors Sym(R) = R.
Exemple 2.4. Soit £ ={1,2,3,4} et R = {(1,1),(1,3),(2,4),(3,1),(3,3), (4,3)} alors :
La fermeture symétrique est :
Sym(R) = symétrique(R) = RUR™ = RU{(4,2),(3,4)}.
Fermeture transitive
t (R) = transitive(R) = R U R* U R? U..U R" U..U R" = U<y R? = R*.
Théoréme 2.1. Soient E un ensemble fini de n éléments et R est une relation binaire
sur E, alors la fermeture transitive de R est :
H(R)=RUR*UR3U...UR".
Démonstration 2.2. On a :
t(R) = RUR*UR3U...UR"™
= t(R)o (t(R) Ct(R)).
= (RUR?UR*U..UR")o(RUR*UR3U...UR").
= (RRUR3U..URMU(R?UR*U..UR"U(R*UR*U..UR").
= (RPRUR3U...UR") Ct(R).
Donc t(R) est transitive.
Exemple 2.5. Soit E = {1,2,3} et R ={(1,2),(2,3),(3,3)} alors :
R? =R xR=RoR={(1,3),(23),(3,3)}.
tR)=RUR*={(1,2),(2,3),(3,3),(1,3)}.
R? C R alors R est transitive.
2.4 Applications d’un ensemble fini
2.4.1 Nombre de couples, nombre de n-uples
Soit £/ un ensemble fini.
Nombre de couples :
On a E ={xy,29,..0,} E X E={x1,29,..70,} X {x1,29, ..., }.
{(Ilv xl)a (:Elv x?)'“(xh $n)7 ($2, xl)a (.’,L'Q, .',52)7 ...(IEQ, .Tn), sy (l'na xl)? (xn7 .',CQ), ("Env .',Cn>}
Une relation est une partie de £ x E, donc on a n? relation binaire.
Nombre de m-uples :
Un m-uples est une application de 'ensemble {1,2,...,m} de n éléments de E.
Le nombre de m-uples est le cardinale de 'ensemble {1,2,....,n} vers E avec |E|= m"
2.5 Un peu de combinatoire
Soit E un ensemble fini & n élément, le nombre de couple et le cardinal |E x E| est
n?. Dans ce qui suit, on va montrer que le nombre de relation binaire sur le ensemble E
est 277,
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Lemme 2.1. Soit E un ensemble fini. L’ensemble P(x) est en bijection avec {0,1}.
Démonstration 2.3. En effet :
X :P(x) — {0,1}
A — Xy.
0 s x¢A
Xa(w) = { 1 sinon.
Est une application bijective.
o X injective
A, BeP(x):
-SiXy=Xg = A=B.
-SiXa(x) =1 Xg(x)=1=2x€ A e B.
o X surjective
X:Flx) — {0,1}
F:X — {0,1}
FExiste-t-elle une partie A en effet :
Xa = f, il suffit de A= F~(1).
R relation binaire < R € X€, P(X x X) = 2X>X,
Théoréme 2.2. Le nombre de relation binaires sur un ensemble E a n élément, si 2.
Démonstration 2.4. Une relation binaire P sur E est un élément de P(E x E). D’aprés
le lemme 2.1 précédente P(E x E) = 28*E,
Done [P(E x E)| = le nombre de relation binaire sur E = 21F*El = on*,
2.5.1 Nombre de relations binaires de types particuliers
Soit £ un ensemble fini & n éléments, On détermine le nombre de relations binaires
sur F qui sont réflexive ainsi que le nombre de relations binaires sur £ qui sont symétrique.
Nombre de relations réflexives
Une relation R réflexives sur £ un ensemble fini.
Si, Vo € E, 2Rz soit encoure (z,z) € R.
Cest a dire Ag ={(z,z) :x € E} CR.
Donc pour construire une relation réflexive R on doit choisir une partie p(F x F) de qui
contient obligatoirement Ag.
On a chaque partie de R C F x E — Ag peut correspondre une relation réflexive on
lui ajoutant la partie Ag. Donc le nombre de relation réflexive sur E est le cardinal de
p(|[E x E — Ag|), on a donc 2/FP*F=45l relation réflexive soit encoure 2™~ relation
réflexive.
Nombre de relations symétriques
Une relation R symétriques sur £ un ensemble fini.
SiVr,y € E, 2Ry = 2Ry.
Les relations symétriques sont caractérisées par des valeurs de vérité identique pour les
couples (z,y) et (y,z) avec x # y. Il existe n> —n = n(n — 1) couples (z,y) avec = # y.
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2.6. DECOMPOSITION EN ANTICHAINES ET CHAINES 16
Pour la moitié d’entre eux, la valeur de vérité est libre, 0 ou 1, pour 'autre moitié, qui
sont les couples symétriques, elle est fixée. Pour les n couples (x,z), la valeur de vérité
est libre, 0 ou 1. Au total, nous obtenons n + (n(g_l) = (”(gﬂ) couples (z,y) pour lesquels
la valeur de vérité est libre, 0 ou 1. Remarquons que ce nombre de couples peut aussi étre
obtenu en soustrayant du nombre total n? de couples, le nombre m de couples pour
lesquels la valeur de vérité est fixée par symétrie : n? + ("(Zfl) = ("(ZH).
g (n(n+1) . o s
Donc il existe 272 relations binaires symétriques sur X.
2.6 Décomposition en antichaines et chaines
2.6.1 Décomposition en niveaux (antichaines) d’un ensemble or-
donné
Définition 2.3. [6] Soit E un ensemble ordonné, supposons que min(E) = {a € FE | a
minimal dans E}.
Définissons également :
Ey = min(FE).
E1 = mlD(E \ Eo)
E, = min(E \ Ey Un<n En).
Ces niveaux sont des antichaines et sont disjoints.
E est fini, Ey, ..., Epg)—1 Ce sont ces sous ensembles, que nous pouvons appeler niveau.
Exemple 2.6. Soit E = ({1,2,3}) les niveaux de le ensemble ordonné (E,|).
E, = {1}.
El - {2,3}
Ey = {¢}
2.6.2 Deécomposition en chaines d’un ensemble ordonné
Soit E un poset. {C] ,..., C,} un ensemble de chaines disjointes de E tel que F =
U™, C;, le ensemble {C ..., C},} est une décomposition en chaines de E.
Définition 2.4. Soit (E, <) un ensemble ordonné fini.
» On appelle la Largeur de E, le cardinal de l’antichaines mazximale de E, et on le
note W(E).
» On appelle la Hauteur de E, le cardinal de la chaine maximale de E, et on le note
h(E).
» |[E| <W(E) X h(E).
Exemple 2.7. e Soit 'ensemble E = D(20) = {1,2,4,5,10,20} ordonné par la
divisibilité.
Les niveauz de l'ensemble E = D(20) sont :
Ey = {1}.
E, = {2,5}.
B, = {4,10}.
E, = o
On a Ey = ¢, donc h(E) = 4.
Donc |[E| =6 <W(E) x h(F) =3 x4 =12.
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2.7. THEOREME D’ERDOS-SZEKERES 17
e Soit l’ensemble E = D(30) = {1,2,3,5,6,10, 15,30} ordonné par la divisibilité.
Les niveauz de l'ensemble E = D(30) sont :
Ey, = {1}.
E, = {2,3,5}.
E, = {6,10,15}.
Es = {30}.
E4 == §Z§
On a Ey = ¢, donc h(E) = 4.
Donc |[E| =6 <W(E) x h(E) =3 x4 =12.
2.6.3 Théoréme de Dilworth
Lemme 2.2. (Théoreme de dilworth) [9]
1— Soit E un poset fini. La largeur de E est égale au cardinal d’une décomposition
minimale en chaines de E.
2— Soit E un poset fini. Stw est la Largeur de E et C4, ..., C\, est une décomposition en
chaines de E, et A est une antichaine qui comporte w éléments, alors |ANC;| =1
pour tout 1 =1, ..., w.
Démonstration 2.5. 1— Soit A une antichaine de E, et C4, ...,Cy chaines disjointes
couvrant de E. Alors pour tout i on a |[ANC;| < 1, v,y € ANC; -z # vy,
x et y sont comparables, alors impossible xz, y appartenir a la fois pour A, une
contradiction. Comme les C; sont disjoints, on a |A| = 3i_ |ANCy| et ce dernier
nombre est au plus petit t.
2— Sit=w, alors |A| =3I_ |[ANCj| < w, et nous avons un égalité des deuw cotés.
De plus, |AN C;| = 1 pour tout i.
Théoréme 2.3. Soit E un ensemble ordonné fini, alors |E| < W(E) x h(E).
Démonstration 2.6. Considérons un repére orthonormé notons les éléments de [’en-
semble E sur ce repére selon leurs niveauz. 1l est claire que h(E) la surface au rectangle
le congruence de largeur W(E).
Conclusion 2.1. Puisque les poset de E sont lintérieure du rectangle, alors |E| <
(W(E)| < |h(E)|.
1E] < |Cona] X | A
2.7 Théoréme d’Erdos-Szekeres
Théoréme 2.4. (Erdos-Szekeres) [7]

Soient p et q deux entiers. Si E est un ensemble ordonné de taille au moins pq + 1
élément, alors il contient soit une chaine de taille p + 1 élément, soit une antichaine de
taille g + 1 élément.

Démonstration 2.7. E ne contient aucun chaine maximal de taille p+ 1 et ne contient
aucun antichaine maximal de taille g + 1.

Alors la taille de la chaine mazimale est p < p+1 et la taille de la antichaine maximale

et ¢ < q+1, donc |E| < pxq, et on a par hypotheése |E| = pg+1 < p x q, contradiction.
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2.7. THEOREME D’ERDOS-SZEKERES 18
Théoréme 2.5. St E est un ensemble ordonné a pq + 1 nombre réels , alors E contient
une chaine croissante a p+1 éléments, soit une antichaine décroissante a q+1 éléments.
Démonstration 2.8. E = {z1, 2, ..., Tpg1}. Poussons F = {(z;,21)\1 < i < pg+ 1}
sur £ on définit la relation < par (i,z;) < (j,z;) ssii < j et x; < x;.
(i,2;) < (j,x;) est une relation d’ordre.
1- Réflexivité (i, x;) < (i,x;).
2- Antisymétrie (i,x;) < (j,x;) et (4,z;) < (i,2;) = (i, 2;) = (J, z5).
3- transitivité (i,z;) < (J,z;) et (4,z;) < (k,z) = (4,2;) < (k, xp).
Donc (F, <) est un poset, donc F' contient soit une chaine croissante a p + 1 éléments,
soit une antichaine décroissante a q + 1 éléments.
2.7.1 Théoréme de Sperner
Théoréme 2.6. Soit A une antichaine sur un ensemble E, de cardinal n. Alors
n
A= ().
3]
Le nombre de sections & k composantes est noté f (k).
Démonstration 2.9. Le nombre de parties a k éléments est noté f(k) avec k = § sin
est pair et k = @ ou K = (nQLl) st n est impaar.
f(k) = (Z) il suffit de démontrer l'inégalité de Sperner.
n
max(f(k)) = (Lﬂ J).
2
On calculer la différence f(k+1) — f(k)
fe+1) = fk) = (1) = ()
n! n!
T o n—k=DIk+1)!  (n—Fk)k!
B n! ( n—2k—1 )
 n—k—=DE"(n—k)(k+1)
Pour que f soit croissante if faut que f(k+1)— f(k) >0, alorsn—2k—1> 0 donc
k<= L Alors il positive pour k < "L et négative pour k > = L,
La table de variation est créée en utzlzsant sutvant les pamtes de n.
K = "
n pair / \
[
n impair / \
Exemple 2.8. Soit A une antichaines sur un ensemble E, de cardinal n.
Alors E = {a,b,c},|E| =3 et( (E), Q).
A antichaines de |f(n)| = cl , |A| < C'[ ] =Cj =3.
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2.8 Extensions linéaires de ’ordre partiel : ( Théoréme
de Szpilrajn)

Définition 2.5. Soit R une relation binaire sur E. R’ est dit extension de R si R C R'.
R’ est dit extension linéaire si R’ est un ordre total.

Théoréme 2.7. Tout ordre partiel s’étend a un ordre total.

Lemme 2.3. Un ordre est linéaire si est seulement si il n’a pas d’autre extension que lui
meme.

Démonstration 2.10. Si un ordre E est linéaire, on ne peut lui ajouter aucune compa-
rabilité donc il n’a pas d’extension autre que lui méme.

Lemme 2.4. (Lemme de Zorn) Soit (E,<) un ensemble ordonné dans le quel toute C'
chaine, C est inductive (posséde un majorant ou un élément mazimal), alors E posséde
un élément maximal.

Définition 2.6. Tout ordre partiel existe dans un ordre total, selon cette théoreme.

Et que la comparaison des éléments peut étre étendue de maniéere a ce que chaque élément
soit inférieur ou supérieur, ce qui donne des appariements incomparables.

Une relation d’ordre sur E.

1. Réflerive Vx € E : xRx.
2. Antisymétrique Vr,y € E : 2Ry et yRx = x = y.
3. Transitive Vx,y,z € E : 2Ry et yRz = xRz.

Lemme 2.5. Soit E un ensemble non vide, R une relation d’ordre partielle sur E et soit
a,b € E avec (a,b) ¢ R et (b,a) ¢ R.
Il existe une relation d’ordre R' sur E, R C R’ telle que (a,b) € R'.

Démonstration 2.11. [17] On définit R’ comme suit :

xRy
a:Rly SV
xRa N bRy.

Montrée que R' relation d’ordre.

R’ est réflexive :

Comme pour tout x € E, (z,x) € R Donc (z,x) € R’
R’ est antisymétrique : Soient a,b € E.

TRy...(1) yRz...(3)
TRy& < V et yR'x & V
TRa A bRy...(2). yRa A bRz...(4).

cas 1 (1) et (3) : xRy et yRax = v =y.
cas 2 (1) et (4) : xRy et yRa et bRx = bRa contradiction.
cas 3 (2) et (3) : xRa et bRy et yRx = bRa.
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cas 4 (2) et (4) :

*Ra et bRy
A = bRa contradiction.
yRa et bRzx.

R’ est transitive :

Vr,y,z € F.

TRy= < V

rRa

cas 1 (1) et (3) :
cas 2 (1) et (4) :
cas 3 (2) et (3) :
cas 4 (2) et (4) :

yRz...(3)
et yR'z= ¢ V
yRa

A bRy...(2). A bDRz...(4).

TRy = 2R z.

TRy et yRa et bRz (xRa et bRz) = xR'z.
2Ra et bRy et yRz. = xR 2.

xRa et bRy, yRa et bRz = bRa contradiction.

Conclusion on a R’ est une relation d’ordre contenant R et dans laquelle (a,b) € R'.

CHAPITRE 2. UN PEUT DE THEORIE COMBINATOIRE DE L’ORDRES

Page :

20



Chapitre

Quelques types de relation d’ordres

3.1 Relations d’ordres

Définition 3.1. (Relations d’ordres) Soit E un ensemble, une relation < sur E est une
relation d’ordre si Vx,y et z éléments de F.
Une relation d’ordre est une relation binaire réflexive, antisymétrique et transitive :

1- Réflexivité : Vo € E,x < x.
2- Antisymétrie :Vx,y e E,(r <y ety<z)=x=1y.
3- Transitivité : Vr,y,z € E,(x <y ety <z) =z <z

Exemple 3.1. On prend les relations suivantes : (<, =, <,>).
o < = sont des relations d’ordre sur R.

Définition 3.2. (Ordre strict) Soit E un ensemble et soit < est une relation binaire sur
E. On dit que < est un ordre strict, si < est

o [rréflexive Ve € E,x £ x
e Transitive Vx,y,z € E,((r <y) et (y<z2)) =z <z

Le couple (E, <) est dit un ensemble strictement ordonné.

Exemple 3.2. On prend les relations suivantes : (<, >).

e <, > sont des ordre stricte.

Remarque 3.1. * Un ordre strict < est toujours antisymétrique. En effet, si l'on
considére Ve, y € E, ((x <y) et (y < x)) avec x # y.

Exemple 3.3. 1- Le couple (N*,|) est un ensemble partiellement ordonné puisque la
relation de divisibilité (aRb < a | b) est un ordre partiel sur N*.
2- (P(E),C) est un ensemble partiellement ordonné pour tout ensemble E, ot P(E)

est l’ensemble des parties de E.

Remarque 3.2. e S5i < est un ordre partiel sur un ensemble E, [’ordre strict associé
a est défini comme suit :
a<be (a<beta#b).
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o Sl existe < un ordre strict sur un ensemble E, ['ordre partiel < associée a est
définie comme suit :
a<bs (a<boua=h).

Définition 3.3. (Ordre total) Soit E un ensemble. Toute relation d’ordre < pour laquelle
deux éléments quelconque de E sont toujours comparables est appelée une relation d’ordre
total sur le ensemble E.

Définition 3.4. (Comparabilité)
Soient (E, <) un ensemble partiellement ordonné et a,b des éléments de E.

e Sia<boub<a, ondit que a et b sont comparables selon <.

e Siafbetb£a, on dit que a et b sont incomparables d’apres <.
Définition 3.5. Soient (E1,<1) et (E2, <5) deux ensemble ordonné. f : By — Ey est
dite 1somorphisme d’ordre si :

1- f si bijective.

2-Vr,ye By, v <y f(o) <o f(y).

3.2 Bon ordre et ensembles bien ordonné

Définition 3.6. (Ensemble ordonné) [1] Un ensemble ordonné est un ensemble muni
d’une relation d’ordre.

Définition 3.7. (Ensemble bien ordonné)[13] Un ensemble ordonné (E, <) est dit bien
ordonné si toute partie non vide de cet ensemble E possede un plus petit élément. On dit
encore que < est un bon ordre.

Exemple 3.4. [1] (N, <), N ensemble bien ordonné et < est un bon ordre. Un ensemble
bien ordonné est totalement ordonné.

En effet : Soit A # ¢ un ensemble bien ordonné et x,y € A.

{z,y} C A posséde un plus petit élément :

Si x le plus petit élément de {x,y} C A, donc x < y.

Sty:y<zx.

Conclusion 3.1. les élément de l’ensemble bien ordonné sont toujours comparable.

Définition 3.8. (Segment initial)[1] Soit E un ensemble ordonné et S une partie de E,
si pour tout x,y € E (y € S et x < y), alors x dans S, on dit que S est un segment
imnitial de E.

Exemple 3.5. (N, <), zp € N
Szo = {x € NJx <z} est un segment initial de N.
Proposition 3.1. [1] Soit (E,<) est un ensemble bien ordonné et f : E — E est une
application strictement croissante, alors f(x) > x, Vx € E.
Démonstration 3.1. - Si M = ¢, alors le proposition est résolue.
- Si M # ¢, alors M admet un plus petit élément xg.
- Supposons qu’il existe x € E : f(x) < z. Soit M = {x € E/f(z) <z} C E.
Alors pour tout x € E,x < x¢ entraine f(x) > x, d’autre part f(xo) < xo, donc
f(zo) & M, alors f(f(xo)) > f(x0)??. Et puisque f est strictement croissante on

a pour tout x € E,x < g, alors f(xo) > = mais f(xg) < xo, implique f(f(xo)) <
f(zo)...77. Contradiction, donc M = ¢.
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3.3 Bel ordre
Définition 3.9. [13] Un ensemble ordonné E est dit bel ordonné si tout partie non vide
X admet un nombre fini d’élément minimauz.
Conséquence 3.1. 1- Tout ensemble ordonné fini est bel ordonné.
2- Tout ensemble bien ordonné est bel ordonné.
3- (D(n),|) est bel ordonné.
4- (Z,<), (N,|) n’est pas bel ordonné.
3.4 Bien-quasi-ordre
Définition 3.10. (Quasi-ordre) Soit E un quasi-ordre est < une relation a la fois ré-
flexive et transitive.
o Réflerive (Vx € E,x < x).
o Transitive (Vx,y,z € B,z <y ety <z=x < 2).
Et écrivez <g pour la relation binaire du quasi-ordre E.
Définition 3.11. (bien-quasi-ordre) Soit E un bien-quasi-ordre est un quasi-ordre <, tel
que pour toute suite infinie xo, x1, ... il existe 1< j i.e. v; < ;.
Exemple 3.6. e (Z,<) l’ensemble des entiers positifs et négatifs, n’est pas un bien-
quasi-ordre.
e (N,|) ensemble des nombres naturels ordonnés par divisibilité, n’est pas un bien-
quasi-ordre : les nombres premiers sont un antichaines infinie.
3.5 Relation bien fondée
Définition 3.12. Un ordre < sur un ensemble E est bien fondé s’il n’y a pas de suite
infinie strictement décroissante (z(n), ), c’est a dire telle que Vn € N, x4 < xy,.
Exemple 3.7. o [’ensemble des nombres naturels est bien fondé lorsqu’il est pré-
senté dans son ordre usuel.
o (N,|) est un ordre bien fondé.
e L’ordre usuel < sur N est bien fondé.
o (Z,<) n’est pas bien fondé.
3.6 Eléments particuliers d’un ensemble ordonné
Soit (E,<g) un ensemble ordonné, nous pouvons identifier quatre types d’éléments
important dans la relation d’ordre.
Définition 3.13. (Elément mazimal et élément minimal) [10] Soit E un ensemble or-
donné.
o Un élément k de E est dit maximal st pour tout x € E : k £ x.
CHAPITRE 3. QUELQUES TYPES DE RELATION D’ORDRES Page : 23



3.7. BORNE SUPERIEURES ET BORNE INFERIEURES 24
o Un élément k de E est dit minimal si pour tout x € E : k # x.
Exemple 3.8. F = {2,4,5,10,12,20,25} ordonné par divisibilité :
o 12, 20 et 25 sont des éléments mazrimaux.
o 2 et H sont des éléments minimauz.
Définition 3.14. (Plus grand élément et plus petit élément) [16] Soit E un ensemble
ordonné.
e On appelle plus grand élément (maximum) de E, tout élément g € E vérifiant
Vee E [z <g. On note g = max(F).
e On appelle plus petit élément (minimum) de E, tout élément p € E vérifiant
Ve € E / p<z. On note p=min(FE).
Exemple 3.9. F = {1,2,3,6} ensemble ordonné par divisibilité :
o [ est le plus petit élément de E.
e G est le plus grand élément de E.
Remarque 3.3. e Si E a un plus grand élément (respectivement. un plus petit élé-
ment) c’est le seul.
e Si E est une chaine, les notions d’élément mazximal et de plus grand élément (resp.
d’élément minimal et de plus petit élément) coincident.
Définition 3.15. (Majorant et minorant)
Soit E un ensemble ordonné et A une partie non vide de E.
e Si k € E est un majorant de A dans E, si Vxr € A . x < k. L’ensemble des
magorants de A sera noté Major(A), Major(A) ={z € E:Va € A,a < z}.
e St k € E est un minorant de A dans E, si Vo € A : v < k. L’ensemble des
minorants de A sera noté Minor(A), Minor(A) ={z € E:Va € A,z < a}.
Exemple 3.10. Soit A ={2,3,4,9} et (N*,]).
e 36 est un majorant de A.
Major(A) = {36z, z € N*}.
e [ est le seul minorant de A.
Minor(A) = {1}.
3.7 Borne supérieures et borne inférieures
Définition 3.16. [18/
Soit E un ensemble ordonné et A une partie non vide de E.
e On dit que a € E est une borne inférieures de A dans E, si a est le plus grande
minorante de A.
Si une partie A de E admet une borne supérieure a, Notée inf(A).
e On dit que b € E est une borne supérieures de A dans E, si b est le plus petit
majorante de A.
Si une partie A de E admet une borne inférieure b, Notée sup(A).
Exemple 3.11. Soit A ={2,3,4,9} et (N*,]).
e 36 est le plus majorant de A, donc 36 est la borne supérieure de A. sup(A) = 36.
e 1 est le plus grande minorant de A, donc 1 est la borne inférieure de A. inf(A) = 1.
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Chapitre I

Classes particulieres d’ensembles ordonné

4.1 Notions sur les treillis

4.1.1 Treillis d’ordre

Soit (F, <) un ensemble ordonné.

Définition 4.1. (Treillis) [4]
(E, <) est un treillis ssi pour tout (x,y) € E?, sup({z,y}) et inf({z,y}) existent.

Définition 4.2. (sup.demi-treillis) [2]
On dit que E est un sup.demi-treillis, si tout couple {z,y} d’éléments de E admet une
borne supérieure dans E, on notera : sup{z,y} =z V y.

Définition 4.3. (inf.demi-treillis) [2]
On dit que E est un inf.demi-treillis, si tout couple {z,y} d’éléments de E admet une
borne inférieure dans E, on notera : inf{x,y} =z A y.

Exemple 4.1. 1. (N*,|) est un treillis avec Yx,y € N* : xVy = ppem(z,y) et
z Ay = pyed(z,y).

2. Pour tout ensemble E, (P(E), C) est un treillis avec AVB = AUB et ANB = ANB
pour tout A, B € P(F).

3. Toute chaine est un treillis avec xV y = max(z,y) et x Ay = min(x,y).

Proposition 4.1. [5/ Dans un sup.demi-treillis (E, <) la loi de composition interne V

St :
- Idempotente x V x = x.
- Commutative x Vy =y V x.
- Associative x V (yV z) = (x Vy) V 2.
Démonstration 4.1. e Pour l’associativité : supposons que s = x V (y V 2), on a
r<setyVz<s,doncy<setz<s, xVy<s. Ensuite s est un majorant de
{zVy,z}.

Soit M un autre majorant de {x V y,z}, xVy < M, doncx < M ety < M, et
aussi z < M, donc yV z < M. Ensuite M est un majorant de {x,y V z}, donc
s<M,s=(xVy)Vz.
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Remarque 4.1. [12]

e La démonstration précédente montre que s = xV (yV z) n'est autre que sup{x,y, z},
et on écrit simplement x V y V z au liew de x V (y V z).

e Toute partie finie non vide d’un sup.demi-treillis admet une borne supérieure.

4.1.2 Treillis algébrique

Définition 4.4. Considéré un treillis (E, <) on peut définir les opération binaires V, A
sur ’ensemble non vide E par : x Vy =supg{zr,y},xVy =infp{z,y} 2,y € E.
Lemme 4.1. Soient E un treillis et a,b € E, alors ce qui suit est équivalent.

1. a <b;

2.aVb=b;

3. aNb=a.
Proposition 4.2. Soit E un treillis, alors les loi de composition interne V, A\ vérifiées,
pour tout x,y,z € K

1. Associative xV (yV z) = (xVy)Vz,e A(yAz)=(xAy)A -z

2. Commutative xtVy=yVr,xt \Ny=yAzx.

3. Idempotente xVx =x,x Nx = x.

4. Absorption xV (xVy) =z,x2 N\ (x ANy) = (.
Proposition 4.3. [12] Si E est un ensemble muni d’une loi de composition interne V,
qui est idempotente, commutative et associative, alors il existe une unique relation d’ordre
sur E, telle que E soit un sup.demi-treillis et Vr,y € E : supg{z,y} =x Vy.
Démonstration 4.2. Onax <y &Sz Vy=y.

e R est réflexive : xRx, car x V x = x idempotente.

e R est antisymétrique : xRy et yRx, donc xVy =y et yVae =x. CommeV est
commautative x = y.

e R est transitive : soit x,y,z € £/ xRy et yRz, donc xVy =y et yVz = z alors :
tVz=xV(yVz)=(@xVy Vz=yVz=ze 1Rz
*x Montrons que supg{z,y} =z Vy.

1- x V y est un majorant de x.

zV(zVy) =(@Ve)Vy=zVyesz<zVy.
2- x Vy est un majorant de y.

yV(EVy) =(@yVyVez=rVysy<aVy.
3- x Vy est le plus petit des majorant de {z,y}.

Soit M un autre majorant de x et y.
(xVyy VM =2V (yVM)=xVvVM=M.

Remarque 4.2. [12]
Si (E, <) est un treillis, il est muni de deuz lois de composition internes V et A, sont
idempotentes, commutatives, associatives et vérifient les lois d’absorption.

zA(xVy) =x=zV(xAy).
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Proposition 4.4. [8/
Dans un treillis (E, <) :

e Sia<b, alors pour toutx € E:aNx <bAxetaVr<bVu.
e Sta<betc<d, alors:aNc<bAdetaVc<bVd.

Démonstration 4.3.

e Sia<b, doncaNb=aetaVb=>b, alors :

(anz)NbAZ) = aN(zAz)NDb

= aAzTAb

= aAbAz

= aAluzx.
(avz)V(bVvz) = aV(xVzx)Vb

= bVaxVa

= bVaVz

= bVu.

o Sia<betc<d alors:
*aANc<bAd

(ane)N(bAd) = cAN(aNb)ANd
= cANaANd
= aA(cNd)
= aNcsaNhc<bAd.
*xaVe<bVvd

(anz)NbAZ) = aN(zAz)ADb
= aANxAb
= alAbAz
= aAx.

4.1.3 Sous-treillis et morphismes

Définition 4.5. (Sous-sup.demi-treillis) [4]

Une partie non vide d’un sup.demi-treillis /. A est dite sous-sup.demi-treillis si on a
l'une des deux conditions équivalentes suivantes :

*x sup{z,y} =z Vy,Vr,y € A
* xVyeAVr,ye A.

Remarque 4.3. [12]
1. Une des deux conditions doit étre remplie Vx,y € A.
2. Bien que A ne soit pas un sous-sup.demi-treillis de E, c¢’est toujours un sup.demi-

treillis supérieur pour la structure induite.

Exemple 4.2. Dans (N*,|), A ={1,3,4,24}.
A n’est pas un sous-sup.demi-treillis de N* car sup,{3,4} =12 ¢ A.
A est un sup.demi-treillis car sup 4{z,y} existe toujours.
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Définition 4.6. (sous-inf.demi-treillis) [4]

Soit A une partie non vide d’un inf.demi-treillis E, est dite sous-inf.demi-treillis si
on a l'une des deux conditions équivalentes suivantes :

*x infa{z,y} =z ANy Vz,y € A

* x ANy €A, Vr,y € A.

Définition 4.7. (Sous-treillis) [3]
St A est a la fois un sous-sup.demi-treillis et un sous-inf.demi-treillis, on dit que
(B, <) est un sous-treillis de E, pour tout x,y dans A :

supA{z,y} = Vy.
inf4{z,y} =2 Av.
Exemple 4.3. [3/

1. On considérons le treillis (N*,|) et soit n un entier fizé, on désigne par D(n)
lensemble des diviseurs de n, alors D(n) est un sous-treillis de N*. En effet : si
z|netyl|n, aors :
pged(z,y) | n c’est a dire x Ny = pged(x,y) € D(n)
ppem(z,y) | n c’est a dire x V y = ppem(x,y) € D(n)

12
6
2 4 6
2 3
) 3
1
1 1

D(2) Di6) D12y

FIGURE 4.1 — D(n)

2. Soit E un espace topologique, on considére le treillis (P(FE),C), alors :
e L’ensemble O des ouverts de E est un sous-treillis de P(FE).

o L’ensemble F' des fermés de E est un sous-treillis de P(E).

Définition 4.8. [}/ Soit (Ey, <) et (Es, <) deuz sup.demi-treillis. Toute application f :
Ey — Ey est qui vérifie : Vx,y € E: f(x Vy) = f(z)V f(y) est dit V-morphisme.
FElle sera dite N-morphisme si elle vérifie Vr,y € E: f(x ANy) = f(x) A f(y).

Définition 4.9. (V-isomorphisme) [12]
Un morphisme bijectif de sup.demi-treillis est défini comme un V-isomorphisme (resp.
un N-isomorphisme) (resp. comme un morphisme bijectif de inf.demi-treillis).

Définition 4.10. (Morphisme de treillis) [4]
Un morphisme de treillis est toute application qui est a la fois un V-morphisme et
A-morphisme.

Définition 4.11. (Isomorphisme de treillis) [17]
Un isomorphisme de treillis est un morphisme de treillis bijective.
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Proposition 4.5. [12/
Soient (E1,<y) et (Fy, <s) deux ensemble ordonné. P et ) deux ensemble ordonné
finis.
1. f est un isomorphisme d’ordre.
2. f est un V-isomorphisme.
3. f est un N-isomorphisme.
4. Si P et QQ sont treillis. f est un isomorphisme de treillis.
Démonstration 4.4. e On a montrer f(xVy) = f(x)V f(z) < V-morphisme.
e (@) < SV )
r<xzVy )< f(xVy
ona : =
{ y<zVy. { fy) < flzVy).
Done f(z)V f(z) < f(z V' y).
Reste a montrer que f(x \V y) le plus petit des majorants.
Soit M € Ey un autre majorant de f(x) et f(y).
f@)sM=ft)er<t
==aVy<t= f(zVy) < f(t) =M.
{f(y)SM:f(t)ﬁyst yst=flevy) < fe)
2«1
flavy)=f@)V f(y)
z<y<e flz) < fly)
zVy=y= flzVy)=f(y)
f@)V fly) = fly) = flz) < fy)
f@) < fly) =<y
flevy) = f(x)V fly)=fly) =zVy=y, car f estinjective = x <y.
o 1 & 3 s'obtient dualement.
e 1l 2etl<s 3 donnent1l < 4.
Définition 4.12. (Homomorphisme de treillis) [4]
Soient (P, <) et (Q, <) deux treillis f : P — @ est un Homomorphisme de treillis
St
flavy)=flx)V f(y)
flany) = fl@) A fy).
Si de plus f est bijective, alors f est dite isomorphisme de treillis.
Remarque 4.4. [12]
En pratique, il ne reste plus qu’a prouver que f est un isomorphisme de treillis :
f est bijective et quels que soient x ety, f(zVy) = f(z)V f(y) ou f(zAy) = f(z)A f(y).
4.2 Propriétés algébriques de quelques classes de treillis
4.2.1 Treillis distributifs
Définition 4.13. Soit (E,<,V,A) est dit distributive, siVz,y,z € E.
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Dy:xzN(yVz)=(xAy) V(xAz).
Dy:xzV(yNnz)=(xVy A(xzVz).
Remarque 4.5. [5]
Les deux conditions Dy et Dy sont équivalentes. En effet, supposons qu’on a Dy, on
peut écrire :
Di:(zhy)V(zAz) = [(zAy)Vz]A[(xAy)VZ]
= xzA[zV(zAy)]
= zA(zVz)A(2VYy)
= zA(yVz2)
Dy:(zVy)AN(zVz) = [(zVy) Az]V][(xzVy) Az
= xzV[zA(zVy)] (loi d'absorption)
zV(zAx)V(2AYy)
= zV(yAz2). (loi d'absorption)
Remarque 4.6. [15] Les deux conditions suivantes sont toujours vraies dans n’importe
quelle treullis :
Dy :Vz,y,z:xAN(yVz)>(xAy)V(zAz).
Dy :Vr,y,z:xV(yANz) < (xVy A(zVz2).
En effet :
zA(@yVz)>(xAy)etxA(yVz)>(xAz), doncaA(yVz)>(@Ay)V(xAz).
zV(yANz)<(zVy)etxV(yAnz)<(zVz),dmncxV(ynz)<(xzVy A(zVz).
Par conséquent, les conditions Dy et Dy ont la méme signification :
DV Vx,y,z:xAN(yVz) < (zAy)V(TxAz).
Dy :Vx,y,z:xV(yAz) > (zVy A(zVz).
Enfin, les quatre conditions D1 Dy DYDY sont équivalentes en combinant les deux re-
marques précédentes.
Définition 4.14. (Treillis distributif) [12]
Un treillis E est dit distributif si chacune des lois A\ et \V est distributive par rapport
a lautre, cela équivaut a dire que E satisfait a l'une des quatre condition Dy, Dy, DY, DY.
Théoréme 4.1. (Caractérisation des treillis distributifs) [11]
1l est a la fois requis et suffisant pour qu’un treillis E soit distributif s’il satisfait les
conditions suivantes, quels que soient x,y,z € E :
TNz=YyNAz =
rVz=yVz. Y
Démonstration 4.5. Soit E un treillis distributif et supposons qu’on a Vx,y,z € E.
TNz=yANz =
xVz=yVz. Y
r = xA(zVa).
= xA(yVz2).
= zAyVrAcz
= xAyVyAz. Doncx=y.
= yA(xV2).
= yA(yVa)
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Exemple 4.4. De treillis non distributifs :
i
I
d
b c a & c
] i
i) My
FIGURE 4.2 — M3 — Nj
Ny n’est pas distributif car : x A (yV z) = x A1 =z, mais (x Ay)V(xAy) =yV0=y.
Mj n’est pas distributif car : x A(yVz) =x A1l =z, mais (xAy)V(zAz)=0VvV0=0.
Exemple 4.5. o Le treillis (p(E), Q) est distributif parce que les deux lois N et U
sont distribuées ['une par rapport a l’autre.
e Toute chaine est un treillis distributif.
o Tout sous-treillis d’un treillis distributif est aussi distributif.
o Le treillis E = {1,2,3,5,30}, ce treillis n’est pas distributif, car :
¢ 2A(3V5)=2A30=2
(2A3)V(2A5)=1V1=1, donc nest pas distributive.
¢ 2V(3A5) =2V1=2
(2V3) A (2V5) =30V 30 = 30.
0
2 5
1
FIGURE 4.3 — treillis non modulaires
4.2.2 Treillis modulaires
Définition 4.15. [11]
Un treillis E est dit modulaire siVr,y,z € E:x<z=zV(yAz)=(zVy) Az
Exemple 4.6. 1. Tout treillis distributif est modulaire. En effet de E un treillis dis-
tributif Ve,y,z€ E:axV(yAz)=(xVy)A(zVz), donc : siVe,y,z € E:x <
z=2xV(yANz)=(xVy) Az
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2. Le treillis E = {1,2,3,5,30} qui n’est pas distributif est modulaire.
3. Tout sous-treillis d’un treillis modulaire est aussi modulaire.
4. Considérons les treillis non modulaires E = {1,2,4,5,20} qui est ordonné par
divisibilité.
2<4, mais2V (bAN4)=2V1=2¢et (2V5)N4=20N4=4.
5. Tout treillis fini distributif.
Théoréme 4.2. (Caractérisation des treillis modulaires) [11]
Soit E un treillis modulaires il faut et il suffit pour tous x,y et z dans E.
S xANz=yAz .
Ve,y,z € B { TV =y = x et y sont gauxr ou incomparables.
20
4
5
2
1
FIGURE 4.4 — treillis modulaires
Démonstration 4.6. e 5i E est un treillis modulaire, supposons x Nz =y A z et
xVz=1yV z avec x,y comparables et distincts, par exemple x <y. On a :
zV(zAy)=zV(xANz)=z
(@Vz)Ay=(Vz)Ay=y.
Ce qui contredit la modularité.
e Réciproquement, supposons que la condition énoncée dans le théoréme soit vérifice
et soient x,y,z avec x A\ z. Posonsa =z V (yAz)etb=(xVy)A:z.
On sait (condition D) que : xV (yAz) < (xVy)A(xzVz) et puisque x < z on a
xVz=z donca<b.
aNy=(xVyA2)ANy>@VyAz)ANyAz)=yAz.
bAy=((zVy) ANz) ANy <yAz.
Donca Ny >bAy, maisa<bdouwaNy=0Ay.
aVy=(zV(yAz)Vy>azVy.
bVy=((zVy Az)Vy<((xVy)Az)V(zVy) =zVy.
DoncaVy>bVy, maisa<bdouwaVy=>0Vy.
Il en résulte que a et b sont égaux ou incomparables, or a < b, donc a = b, ce qui
montre que le treillis est modulaire.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous rappelons I’essentiel des résultats connus sur la relation binaire
et la relation d’ordre et le treillis.
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Abstract

In this memory, we try to assimilate the concepts related to the theory of relations and the
theory of orders and lattices to accomplish the delay known during our training. This is why
we have tried to give many examples, give elementary and detailed demonstrations of the
theorems and propositions made in these courses.

Résumé

Dans cette mémoire, nous essayons d’assimiler des concepts liés a la théorie des relations et la
théorie de l'ordres et treillis pour accomplir le retard connu ’ors de notre formation. C’est
pourquoi, nous avons essayé¢ de donner beaucoup d’exemples, donner des démonstrations
élémentaires et détaillés des théoremes et des propositions faites dans ces cours.
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